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Un phénomeéne physique

> Un nouvel état de la matiére
> Apparait a trés basse température pour un gaz dilué de bosons

» Un seul état quantique pour toutes les particules

Historique

> Bose : prédiction pour les photons
(1924)

> Einstein : généralisations aux
bosons (1925)

> Cornell et Wieman : premiére
réalisation du premier condensat
(1995), prix Nobel en 2001

> De plus en plus d'expérimentations
avec différents types de particules,
d’interaction, ...
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Description quantique des particules

> Les particules quantiques, contrairement aux particules classiques qui sont
décrites par un couple position-impulsion (x, p) € RY x RY, sont décrites par une
fonction d’onde W € L2(R?, C) normalisée ||W]|;2 = 1.
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Un peu de mécanique quantique

Description quantique des particules

> Les particules quantiques, contrairement aux particules classiques qui sont
décrites par un couple position-impulsion (x, p) € RY x RY, sont décrites par une
fonction d’onde W € L2(R?, C) normalisée ||W]|;2 = 1.

> Un systéme de particules Xi, ..., Xjy est décrit par une fonction d'onde
W [2(RI¥N) = [2(RY)®N normalisée ||W]|,2 = 1.
Interprétation probabiliste

> |W(x)|? pour x € RY représente la densité de probabilité de position.

> \{I}(p)|2 représente la densité de probabilité d'impulsion (\TI est la transformée de
Fourier de V).

Observables
Energie d'une particule quantique Eq(V) = (V|H|V) ot H = —A 4 V.
Position et énergie cinétique moyenne

Wixw) = [ <00

VIR = [ 19v(Pa
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Bosons et fermions

Indiscernabilité
La densité de probabilité de présence |W(xq, ..., x)|? est supposée symétrique, ce qui
laisse plusieurs choix pour la fonction d'onde W.

Bosons
Quand W est symétrique par rapport aux variables xi, ..., xj, on dit que les particules
sont des bosons.

W(x1,...,xpy) = W(Xa(l)y "'9XC7(N))7 Vo € S({1,..., N}). (1)

Fermions
Quand W est antisymétrique par rapport aux variables xi, ..., x)y, on dit que les
particules sont des fermions.

\U(Xl, ---7XN) = G(U)W(Xa(l), "'7Xcr(N))7 Vo € S({l, ceey N}) (2)

Dorénavant
Dans la suite, on ne considérera que des bosons, et on notera hN = h?N le produit
tensoriel symétrique de N copies de I'espace a 1 particule .
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Sous les hypothéses V € Llloc(Rd)' Ae Lﬁx(Rd), on définit H = —(iV + A)?2 + V sur
C2°, il admet une unique extension dont le domaine D(H) est inclu dans le domaine
des configurations d’énergie finie
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Opérateur de Schrédinger

Auto-adjonction
Sous les hypothéses V € Llloc(Rd)' Ae Lﬁx(Rd), on définit H = —(iV + A)?2 + V sur
C2°, il admet une unique extension dont le domaine D(H) est inclu dans le domaine

des configurations d’énergie finie
Va = {u € H'(®3), /|(v + A+ V]uf? < oo}.

C'est |'extension de Friedrichs.

Niveaux d'énergie discrets

Quand V(x) — oo quand |x| — oo, on dit que le potentiel V est confinant. Alors H
est a résolvante compacte et son spectre est discret avec pour seul point
d’'accumulation oco.
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L'énergie de N particules quantiques, soumises a un potentiel V, a un champ
magnétique A et a une interaction w entre elles 2 a 2 est donnée par le hamiltonien

N

Hy = Z (* (ij + I'A()g))2 + V(XJ)) + Z w((xi — x;j))- 3)

j=1 1<i<j<N

Un état W € (L2)®N de plus basse énergie est appelé un état fondamental
E(N) := (V,HyV) = inf (b, Hy o) (4)
pe(2)®"
H¢”[_2:1

L'énergie d'un état fondamental £y est appelée énergie fondamentale.




Matrice densité




Matrice densité

Matrice densité
La matrice densité I associée a la fonction d'onde W d'un systéme de N particules est

le projecteur orthogonal sur cette fonction dans (L2)®N.

F=|v) v ®)




Matrice densité

Matrice densité
La matrice densité I associée a la fonction d'onde W d'un systéme de N particules est
le projecteur orthogonal sur cette fonction dans (L2)®N.

F=|v) v ®)

Matrice densité réduite
Si I'on ne regarde plus que k particules parmi les N, ce sous-sytéme se trouve dans
une superposition d'états que I'on appelle mélange statistique,

TR = Treon (1) = D0 An Vi) (Wil (6)
n>1

ol le membre de droite est la décomposition spectrale de [(K). Elle s'interpréte comme
une probabilité que le sous-systéme apparaisse avec la fonction d'onde Wy .
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Trace partielle
Soit v € Gl(hN), alors par dualité, il existe un unique opérateur v(k) € &4 (hk) tel que
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Trace partielle
Soit v € Gl(hN), alors par dualité, il existe un unique opérateur v(k) € &4 (K]") tel que

Trhk (A'y(k)) = TrhN (A QR Ty_k ’y),VA S ’C(hk) (7)

On note v(k) = Trir1n -
On a la relation suivante
(V,HyWV)  Tr(HpnI)
N N

= Tr((—A + V)FD)Y 4+ % Tr(w(xa — )F@)  (8)

Champ moyen

Pour que les deux termes dans (8) soient de méme ordre, on modifie |'interaction
entre particules pour se placer dans le régime de champ moyen

1
—_— —w. 9
w N w 9)

Il n'y a pas de justification physique rigoureuse de cette opération, hormis la
modification artificielle de w en expérimentations.
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Le calcul (numérique) de I'énergie et de I'état fondamental de Hy est trés difficile
(3 x N degrés de liberté), c’est pourquoi on utilise des modéles effectifs. Lors de la
condensation, les particules se placent toutes dans le méme état, il suffit alors de
résoudre un probléme a 1 particule.
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Le calcul (numérique) de I'énergie et de I'état fondamental de Hy est trés difficile
(3 x N degrés de liberté), c’est pourquoi on utilise des modéles effectifs. Lors de la
condensation, les particules se placent toutes dans le méme état, il suffit alors de
résoudre un probléme a 1 particule.

NLS

Enia(1) = / (Y + AP + / V() u()P + a / u()[*dx,  (10)
R3 R3 R3
ou a est un paramétre.

Hartree

eN) = w (11)

. 2 2 1 2 2
= [0 +iRuGoP + [ VElutR + 5 [l y)luGRlu) dxd(y. |
12
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On aimerait trouver une justification de la fonctionnelle £, pour cela on considére
un nouveau potentiel d'interaction (encore), dilaté cette fois ci d'un facteur N7,
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Justification ?
On aimerait trouver une justification de la fonctionnelle £, pour cela on considére
un nouveau potentiel d'interaction (encore), dilaté cette fois ci d'un facteur N7,

1 1
———w — wy = —— N w(N. 13
N1 s o VTN (13)

L'idée est d'approcher en deux temps le modéle a N corps par le modéle de NLS en
passant par le modéle de Hartree. En effet, si on suppose w € L1, le terme
d’interaction dans £y est

/ / N3 w (N (x — y)) u(x) P u(y)?|dxy
R3 xR3

= [, (W) ¢ ) o
R3

= (L) Lot

quand N — oo.




Résultat pour une interaction courte portée

Théoréme (Lewin-Nam-Rougerie 14)

Soit > 0. Supposons V(x) > C|x|* — C, V € L} (R3), Ac L2 (R3),

w € LY(R3) N L>(R3), |x|w(x) € LY(R3) avec w(x) = w(—x). Si de plus w est
Hartree stable, c’est-a-dire que pour tout p > 0 on a

//RsxR3 w(x = y)p(x)p(y)dxdy > 0,

alors pour une certaine constante C > 0, on a

E(N 1
et v > EW s o onor oy maar,

R 1
desqueOS,Bgm.
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Potentiel dipolaire
Le potentiel d'interaction entre deux dipoles alignés dans une méme direction donnée
par ii € R3 est donné par

_ 1—3cos?(fx,y)

K(x—y)f W, (14)

ol Ox,y = (x — y) - ii/|x — y| est I'angle entre x — y et le vecteur 7.




Cas de l'interaction dipolaire

Potentiel dipolaire
Le potentiel d'interaction entre deux dipoles alignés dans une méme direction donnée
par ii € R3 est donné par

1 —3cos?(fx,y)
K(X_y):|x—7y|3y’ (14)

ol Ox,y = (x — y) - ii/|x — y| est I'angle entre x — y et le vecteur 7.

Modéle effectif dipolaire

Le modéle effectif d'un gaz condensé de particules dipolaire est donné par la
fonctionnelle de Schrédinger Non Linéaire dipolaire :

Edpuare) = [V +idaP+ [ ViePaan [l [ (KeluP)lal?,
R3 R3 R3 R3 xR3
(15)
oll A1 et A2 sont des paramétres réels.




Résultats pour une interaction dipolaire

Théoreme (Carles et Hajaiej 14)
On suppose que A =0 et V(x) — oo quand |x| — oo alors
i) Si
A2 >0et 1 > 4%)\2,
ou
A2 <O0etA; >—8);,

alors El‘jls posséde un unique minimiseur.
i) Si
Xa>0et A <4,
ou
Aa<O0eth; <—2T);,

alors e9 = —co.
nls




Dérivation pour une interaction dipolaire

Théoréme
Soit 8 > 0. Supposons V(x) > C|x|* — C, V € L} _(R3), Ae L2 (R3), w € L°(R3)
avec w(x) = w(—x). Si de plus w vérifie

1 —3cos?(0x,y) < 1

w(x —y)— X\
x=y) =2 Ix —y3 T x =yl

pour |x —y| > 1, (16)

et si classiquement stable, c'est-a-dire que pour tout p > 0 on a

> wlxi—x;) > —CN, ¥x1, ..., xy € RY, YN > 2. (17)
1<i<j<N

alors pour une certaine constante C > 0, on a

E(N —dp(1+2d/s+d)
ed (A1, X2) + CN—F > % > ed (A1, X2) — CN~ G#2d/ssd) _ CN~A, (18)

dés que 0 < 8 < m, ot A1 = [pa(w — kK1 | >g)dx.
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Localisation a basse énergie

La partie du hamiltonien 3°; h; avec h; = —(iVx; + A(x;))? + V(x;) est a résolvante
compacte et son spectre d’'énergie est discret et tend vers |I'co. A faible interaction, le
systéme aura donc tendance a se localiser sur les bas états d'énergie.

Tr(rY) < € (19)

On dira que Fﬁ) est proche de son projeté sur ke|r(PE92 —1ldg2) o0 P_ = IL],OO;L[(h).
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Localisation a basse énergie

La partie du hamiltonien 3°; h; avec h; = —(iVx; + A(x;))? + V(x;) est a résolvante
compacte et son spectre d’'énergie est discret et tend vers |I'co. A faible interaction, le
systéme aura donc tendance a se localiser sur les bas états d'énergie.

1
Tr(rY) < € (19)
On dira que Fﬁ) est proche de son projeté sur ker(P®? —Idg:) ot P_ = 1)—oo;(h)-
1
try {hl’%)] > o trye [(hl + hz)P?zvﬁ)P?z}, (20)
ot P =Id—P_. De méme, on a

tr |:WN’y;i)i| >tr [WNP§27§5)P§2:| — CNIPL=1/2, (21)
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Lemme (Théoréme de De Finetti quantique quantitatif pour état localisé)
Soit v un état a N corps et L > 0, alors il existe une mesure positive sur SP_$
notée py telle que

N
tr 8—"

pE22 p®2 _ /S o ) 2 )| <

De plus 1 > pn(SP-9) > N,CZ_;)‘ ou\=tr P,'yﬁ) et Ni = dim(P_$).
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Lemme (Théoréme de De Finetti quantique quantitatif pour état localisé)
Soit v un état a N corps et L > 0, alors il existe une mesure positive sur SP_$
notée py telle que

N
tr 8—"

pE22 p®2 _ /S o ) 2 )| <

De plus 1 > pn(SP-9) > N,CZ_;)‘ ou\=tr P,'yﬁ) et Ni = dim(P_$).

Lemme
Ona N, < CL9/s5+d/2,

Approximation par la théorie de Hartree
Tek [ 165w dun(w) > effiun(SP-9) (22)
SP_$

Il rest & montrer que upn(SP—$) ~ 1 quand N — oo.
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Approximation par la théorie de Hartree (2)

En résumé, pour l'instant on a

E(N)

Ndf} L1+d/s+d/2 NdﬁL

N N
HE Ty e Cap Ty W

N

(23)
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Approximation par la théorie de Hartree (2)

En résumé, pour l'instant on a

E(N) Ndﬁ L1+d/s+d/2 NdﬁL
N N
eHziN ZerC—Ll/zf N - N (23)
De Hartree a NLS
Lemme
Pour u €V, on a
1916100k < entu) + € (24)
R3

et
2
) - g, ()l < o2 (14 [ 19Iul()ax) (25)
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Finalement, on a

_ E(N) NdB L1+d/s+d/2 NdBL
d d —
ed. + CNF > = e Cam -y —C———CN B (26)




Stratégie de la preuve (4)

Finalement, on a

E(N) d NAB | 1+d/s+d/2 NAB L B
ed. + CNF > N 2o~ Cam ~ - — CN7B. (26)
Il faut alors choisir L de telle sorte que
: 1
N29B | « NS cew yre y 2 (27)

Ceci n'est possible que si 0 < 8 < min(1/(3d),1/(2d(1 + d/2 + d/s))). Alors en
posant L = N® et en optimisant par rapport a «, on trouve le résultat.




Merci pour votre attention !
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