Tschebyschew-Polynome

Definition (Tschebyschew-Polynom 1. Art)
Th(x) := cos(narccos x) (x € [—1,1]; n € INp)

Rekursionsformel
To(x) =1, Ti(x)=x
Thi1(x) =2xTp(x) — Th_1(x) (neNN)

Bew.: cos((n+ 1)y) = cos(ny) cos ¢ — sin(ny) sing
cos((n— 1)) = cos(ny) cos ¢ + sin(ny) sin
Bhpt. folgt durch Addition und ¢ := arccos(x)

Durch vollstandige Induktion: T, Polynom vom Grad n

Bsp.: Tp(x) =2x2 -1, T3(x) = 4x3 — 3x



Tschebyschew-Polynome |l
Orthogonalitat bzgl. Gewichtsfunktion

I T(0Ti(x)

m ax = a,&,-j, af = {
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Bew.: [ TCOL() gy fcos ip) cos(jo)de

2
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Diskrete Orthogonalitatsrelationen

Sei x = cos (Z&thr) (k=0,...,n) (Nullstellen von Ty.+).
Danngilt firi,j=0,...,n:

<17/ 1ZTXK = Bidjj, ,Bi:{

i=0
i#0

= =



Diskrete Tschebyschew-Entwicklung

Satz

Sei p Polynom vom Hbchstgrad n. Dann gilt:
n
_ _ 241 2j+1
p= kZ_jocka, Ck = 75 Z p(cos ( 2" )) cos (2(n+1)k )
= | S —
X
mitye— L =4 1 k=0
TK=B T2 k+£0
n
Bew.: p=>¢T;,weil Ty,..., Ty Basis von P.
j=0
n
(P, Tk) = ;)CKT/? Tk) = CkBr
/:
n
! E P(X;) Tk (X;) = Ck Bk

e Z p (cos (2‘(2{7111) )) cos ( f{,ﬂ)lﬂr) = Ck Bk



Diskrete Tschebyschew-Entwicklung Il

Corollar
Seien yy, ..., ¥n € Rund x; = cos (%w) (j=0....,n). Dann gilt
fir das eindeutig bestimmte Polynom p mit Héchstgrad n und

p(x))=y; (G=0,...n)
(Interpolationspolynom an den Stitzstellen xo, . .. X, zu den
Statzwerten yo, ..., ¥n) :

n n .
241 . I k=0
p= kZ Ck Tk, Ck = 7 D ¥jcos (2(11711)"”) mit 4 = {
-0 j=0

Anmerkung

» Sei f: [-1,1] — R stetig. Man kann fir das
Interpolationspolynom p vom Héchstgrad n < 100 an f mit
den Stiitzstellen x, . . . X, zeigen:

If = plloc <5 min [|f — qll
qePs



Clenshaw-Curtis-Rekursion

Ziel Fir gegebene ¢y, ..., ¢y € R effiziente Berechnung von
n
p(x) = > ciTi(x) (xe[-1.1])
i=0

Idee Verwende Rekursion

Ta(x) =2xTp_1(X) — Th2(x) (x€[-1,1],n>2)
Im folgenden sei x € R fest.
Problem: Der naheliegende Ansatz s, := an ¢iTi(x) (ne Ny
fiihrt leider zu nichts. =
Denn: )
Sn—281_1X+Sp_2 = nz_: Ci [Ti(x) — 2xTi(x) + Ti(x)]

FCaTal) + Gn1 To 1 (01— 20)

Stiinde in der Summe ¢; [Ti(x) — 2xT;_1(x) + Ti_a(x)], sahe
das evtl. anders aus.



Clenshaw-Curtis-Rekursion Il
Abhilfe Modifiziere zunachst die Definition von s,_1 und s,_».

Sei ab jetzt x € R fest und n > 2 fest.

n n n

Sn:= ) GiTi(X), Sn—1:=2.CiTi1(X), Sp2:= ) CiTia(X)
i=0 i=1 =2

Dann:

—28,_1X+Sp_o = Z Gi[Ti(x) — 2xTi_1(x) + Ti_2(x)]
+CoTo( ) + c1(T1(x) — 2xTo(x))
= C—GX (*)
Frage: Lasst sich das fortsetzen, z.B. fUr s,_1?
n
Sei ab jetzt n > 3 festund s,_3 := > ¢;Tj_3(x).
i=3
n—1
Wegen s, 1 = Z ciTi1(x) = > ciy1Ti(x) folgt aus (x) mit
i=0
den Ersetzungen n— n—1, ¢; — Ci11 (oder durch Nachrechnen)
Sp—1 — 2XSp_2 + Sp_3 = C1 — C2X



Clenshaw-Curtis-Rekursion Il
Satz ]
SeineIN,n>2,xcRunds,_j:=> ¢Ti_jx) (j=0,...,n).
i=j

Dann gilt:
Sn—j— 2XSp_j—1+ Sn_j_2 = C — Ciy1X (j=0,...,n—2)

Beweis: Nachrechnen.

Folgerung Sein e Ny, x € R, ¢y, ..., Cy € R. Dann kann
n
Sn = > ¢ Ti(x) Uber die Rekursion
i=0
Sk = 2XSk_1 — Sk—2 — Cn_k41X +Cnk (k=2,...,n)
So = Cn
S1 = Cpn—1 To(X) + cnT1(X) = Cp—1 + Cnx
berechnet werden.

k
Bem.: l.allg. gilt nicht sx = Y ¢;Ti(x).
i=0



