
Tschebyschew-Polynome

Definition (Tschebyschew-Polynom 1. Art)

Tn(x) := cos(n arccos x) (x ∈ [−1,1]; n ∈ N0)

Rekursionsformel
T0(x) = 1, T1(x) = x
Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) (n ∈ N)

Bew.: cos((n + 1)ϕ) = cos(nϕ) cosϕ− sin(nϕ) sinϕ
cos((n − 1)ϕ) = cos(nϕ) cosϕ+ sin(nϕ) sinϕ
Bhpt. folgt durch Addition und ϕ := arccos(x)

Durch vollständige Induktion: Tn Polynom vom Grad n

Bsp.: T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x



Tschebyschew-Polynome II
Orthogonalität bzgl. Gewichtsfunktion

1∫
−1

Ti(x)Tj(x)√
1− x2

dx = αiδij , αi =

{
π i = 0
π
2 i 6= 0

Bew.:
1∫
−1

Ti (x)Tj (x)√
1−x2

dx =
π∫
0

cos(iϕ) cos(jϕ)dϕ

Diskrete Orthogonalitätsrelationen

Sei xk = cos
(

2k+1
2(n+1)π

)
(k = 0, . . . ,n) (Nullstellen von Tn+1).

Dann gilt für i , j = 0, . . . ,n:

〈Ti ,Tj〉 :=
1

n + 1

n∑
k=0

Ti(xk )Tj(xk ) = βiδij , βi =

{
1 i = 0
1
2 i 6= 0



Diskrete Tschebyschew-Entwicklung

Satz

Sei p Polynom vom Höchstgrad n. Dann gilt:

p =
n∑

k=0
ckTk , ck = γk

n+1

n∑
j=0

p
(

cos
(

2j+1
2(n+1)π

)
︸ ︷︷ ︸

xj

)
cos

(
2j+1

2(n+1)kπ
)

mit γk = 1
βk

=

{
1 k = 0
2 k 6= 0

Bew.: p =
n∑

j=0
cjTj , weil T0, . . . ,Tn Basis von Pn.

〈p,Tk 〉 =
n∑

j=0
cj〈Tj ,Tk 〉 = ckβk

1
n+1

n∑
j=0

p(xj)Tk (xj) = ckβk

1
n+1

n∑
j=0

p
(

cos
(

2j+1
2(n+1)π

))
cos

(
2j+1

2(n+1)kπ
)
= ckβk



Diskrete Tschebyschew-Entwicklung II

Corollar

Seien y0, . . . , yn ∈ R und xj = cos
(

2j+1
2(n+1)π

)
(j=0,...,n). Dann gilt

für das eindeutig bestimmte Polynom p mit Höchstgrad n und
p(xj) = yj (j = 0, . . .n)

(Interpolationspolynom an den Stützstellen x0, . . . xn zu den
Stützwerten y0, . . . , yn) :

p =
n∑

k=0
ckTk , ck = γk

n+1

n∑
j=0

yj cos
(

2j+1
2(n+1)kπ

)
mit γk =

{
1 k=0

2 k 6=0

Anmerkung
I Sei f : [−1,1]→ R stetig. Man kann für das

Interpolationspolynom p vom Höchstgrad n ≤ 100 an f mit
den Stützstellen x0, . . . xn zeigen:

‖f − p‖∞ ≤ 5 · min
q∈Pn

‖f − q‖∞



Clenshaw-Curtis-Rekursion

Ziel Für gegebene c0, . . . , cn ∈ R effiziente Berechnung von

p(x) =
n∑

i=0
ciTi(x) (x ∈ [−1,1])

Idee Verwende Rekursion
Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x) (x ∈ [−1,1], n ≥ 2)

Im folgenden sei x ∈ R fest.

Problem: Der naheliegende Ansatz sn :=
n∑

i=0
ciTi(x) (n ∈ N0)

führt leider zu nichts.

Denn:

sn − 2sn−1x + sn−2 =
n−2∑
i=0

ci [Ti(x)− 2xTi(x) + Ti(x)]

+ cnTn(x) + cn−1Tn−1(x)(1− 2x)

Stünde in der Summe ci [Ti(x)− 2xTi−1(x) + Ti−2(x)], sähe
das evtl. anders aus.



Clenshaw-Curtis-Rekursion II
Abhilfe Modifiziere zunächst die Definition von sn−1 und sn−2.

Sei ab jetzt x ∈ R fest und n ≥ 2 fest.

sn :=
n∑

i=0
ciTi(x), sn−1 :=

n∑
i=1

ciTi−1(x), sn−2 :=
n∑

i=2
ciTi−2(x)

Dann:
sn − 2sn−1x + sn−2 =

n∑
i=2

ci [Ti(x)− 2xTi−1(x) + Ti−2(x)]

+c0T0(x) + c1(T1(x)− 2xT0(x))
= c0 − c1x (∗)

Frage: Lässt sich das fortsetzen, z.B. für sn−1?

Sei ab jetzt n ≥ 3 fest und sn−3 :=
n∑

i=3
ciTi−3(x).

Wegen sn−1 =
n∑

i=1
ciTi−1(x) =

n−1∑
i=0

ci+1Ti(x) folgt aus (∗) mit

den Ersetzungen n→ n − 1, ci → ci+1 (oder durch Nachrechnen)

sn−1 − 2xsn−2 + sn−3 = c1 − c2x



Clenshaw-Curtis-Rekursion III
Satz
Sei n ∈ N,n ≥ 2, x ∈ R und sn−j :=

n∑
i=j

ciTi−j(x) (j = 0, . . . ,n).

Dann gilt:
sn−j − 2xsn−j−1 + sn−j−2 = cj − cj+1x (j = 0, . . . ,n − 2)

Beweis: Nachrechnen.

Folgerung Sei n ∈ N0, x ∈ R, c0, . . . , cn ∈ R. Dann kann

sn =
n∑

i=0
ciTi(x) über die Rekursion

sk = 2xsk−1 − sk−2 − cn−k+1x + cn−k (k = 2, . . . ,n)
s0 = cn
s1 = cn−1T0(x) + cnT1(x) = cn−1 + cnx
berechnet werden.

Bem.: I.allg. gilt nicht sk =
k∑

i=0
ciTi(x).


