Arithm.-Geom. Mittel und Ellipsenumfang

Lemma 1 Seiay > by > 0.

an+b f——
an+1 = %7 bn+1 = anbn (nE ]NO)

Dann gilt:
(i) an > any1 > bpyy > b (N € Nop)
(i) lim ap= lim by, =: M(ay, by) existiert.
n—oo n—o0
(i) ¢n := a2 — b2 (n € INy) konvergiert quadratisch gegen 0,
insbesondere gilt
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Beweis von Lemma 1:
(i) ao > bo =>ao> >\/%>bo USW.
(iiy lim ap, > lim by kIar (wegen Monotonie)
n—oo n—oo

an+bn—b _an—bn
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0<ap1 —bpy1 <app1—bp=
daher a, — b, <27 "(ag — by)
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(ill) Cpiq = a3yq — bByy = (an;rbn) _ab,
— 2apb, + b2
4
_(an=b\® _ (BB N\ [ a P
(%) - (s 7a) ~ (@)
¢ ¢

.0
16‘51%_’_1 16M(ao,bo)2




Satz 1 Unter den Voraussetzungen von Lemma 1 gilt:
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I(a07b0)

Beweis:
. a+b
(1) Zeige: /(ab) = (=, ,Vab) (a>b>0)

(2) Aus (1) folgt /(ag, bo) = I(an, bn) (n € Wo)
Daher I(ag, by) = nIi_}m I(an, bn) =
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(1) Zeige: I(a,b) — «aZQVQh(azb>m
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(Substitution: t = btan )
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(Subst.: t = %(s _ a,sb))



Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1 gilt:
3—> 2 (& 1R)
J(ao, bo) : f\/ao cos? ¢ + b2 sin® pdy _% o

lim ap
n— oo

Lemma2. 2J(2% vab)-J(a,b) = abl(a,b) (a>b>0)
Beweis von Satz 2:
2J(any1,bpi1) —J(an, bn) = anbnl(an, bn),

= 2n+1 J(an+1 B bn+1 ) - 2nJ(an, bn) = 2nanbnl(an, bn)
Aufsumm. bringt hier nichts wegen nli_)m 2"J(ap, bn) = oc.
Wir benutzen deshalb nIi_)m 12"J(ap, by) — 2"a21(an, bp)| = 0.
Umschreiben der 2. Gleichung mit I(an, bn) = (&g, by) :

[2"1J(aps1, bpyt) — 27 3%4_1 I(ant1, bni1)]
—[2"J(an, by) — 2"&5/(an, bp)] = 2" (&5 — b)I(ao, bo)
Aufsummieren und Grenz[]bergang liefert

—(J(@0, bo) — &5/(a0, b)) = Z 2"1(a5 — bj)l(ao, bo)

woraus sich die Aussage mit Hllfe von Satz 1 ergibt.



NIE]

_ f cos? pdp
0 Va2 cos? p+b2sin?

(1) Zeige: J(a,b) = b?l(a,b) + (& — b?)L(a,b)

b2 +(a%—b?) cos? ¢

Va2 cos? p+b2sin? o

Bew. von Lemma 2.

Folgt aus \/a2 cos2 ¢ + b2sin? p =

. . 2
(2) Zeige: L(a,b) =b of a2+t2 b2+t23 [Subst. t = btan ¢.]
(3) Zeige: L(a,b)+ L(b,a) = I(a,b) [sin®¢ +cos?p =1].

.o atby _ o F s2ds
(4) Zelge. L(\/%7 T) - (a+ b) _({o (32+S2)(b2+32)3

Folgt aus (2) und der Substitution t = 2(s - —)
(5) Zeige: L(Vab, 25P) = b(L(b, a) - L(a, b)) (a;«é b)
[(4), (2) und (az+52§§bz 5 = ErEE e EFe]
Somit: J(252, \ﬁ) abl(a“’,\ﬁ) + (852 ) L(22, /ab)
(1)’ ! - (428)° @b =5?)
9 (5,0 (a b) 7 (L(b a) - L(a,b))
W abyg p) + éJ(a, b)
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Noch zu zeigen: nILm |2"J(an, bn) — 2"a@2I(ap, by)| = 0.

Aus (1) im Beweis zu Lemma 2 folgt:

2"J(ap, by) = 2"B2l(an, by) +2"(a2 — b2)L(an, bn)
— 2”8,27/(an, bn) + 2”(8,2, - b%)(L(an, bn) - /(an, bn))
(1) im Beweis zu Satz 1 liefert wegen cos® p < 1 :
‘L(an, bn)’ S I(an, bn) = I(ao7 bo)
Aus Lemma 1(iii) ergibt sich: 2"c, - 0 (n— o).
[Bei quadratischer Konvergenz gegen 0 existieren ng € IN,
0<g<1undC>0,s0dass |ch|<C-q*" (n>np)l]

Insgesamt:
|2"J(an, bp) — 2"a@2(an, bp)| < 2"cp-21(ag, by) — 0 (N — c0).



