Cholesky-Zerlegung - VorUberlegungen

Definition Sei A € R™" symmetrisch.
A positiv definit <= VxecR"\ {0}: x'Ax >0

Lemma Sei A € R"*" symmetrisch. Dann gilt
A positiv definit <= 3 M e R™", M invertierbar : A= MM

Beweis:

‘= XAx = xIMIMx = (Mx)!Mx = |[Mx|? > 0 (x # 0)

“=“ Asymm., pos. def. = 3 U € R"™" orthog. : A= U'DU
mit D := diag(\1, ..., An), worin A\; > 0 EW von A.
Setze Dz := diag(v/A1, - .., vAn). Dann
A= U'DzDz U = (D2 U)!Dz U mit M := Dz U nicht
singular.



Cholesky-Zerlegung - VorUberlegungen Il
Bemerkung: Es gibt viele Zerlegungen A = M!M, denn fiir
jede Orthogonalmatrix V € R™" erzeugt auch VM eine
Zerlegung von A wegen (VM)!VM = M'VIVM = MM = A.
Frage: Kann M als Dreiecksmatrix gewéahlt werden?

Ja, weil jedes nichtsingulare M € R™*" eine Zerlegung

M = QR besitzt mit Q € R™" orthogonal und R € R"™*"
nichtsingulare obere Dreiecksmatrix (,QR-Zerlegung*)
Dann: A= (QR)'QR=R'Q'QR=R'R=LL' mitL:= R
nichtsingulare untere Dreiecksmatrix (,Cholesky-Zerlegung®)
Ansatz:

ln_10 c e “ e ln_1n_1 O O .. ln_1n_1

2n1) Gleichungen far 23H) Unbekannte J; (o<j<i<n-1)



Cholesky-Zerlegung - Formeln
Wegen [; = 0 fur j > i folgt

min(i,j)

n—1
a,j:z/ik/k] lek/jk_ Z lixl(ij=0....n1)
k=0

Es genlgt, nur die untere Hélfte zu betrachten (Symmetrie!),
d.h. i > j vorauszusetzen:

aj=> lxlk (o<j<i<n-1)
k=0

Folgerung: Farj=0,...,n—1 qilt:
L 2
(=) &= > [ also [j=,|a—) [

- k=0

; 1
j 1 /
(i) aj= > lxlx, also = T (a,-,- l,-kll-k) (i=j+1,...,n—1)



Vorwarts- und Rickwaéartseinsetzen

Ly=»b

Ax =b — LL’x:b<:>{ ;
—~ L'x=y

y

n—1
und Z/X, ..... nt)  bzw. > X =y (i=0,..n-1)
j=i
bzw
n—1
x,-_ll (y,- Z /j,-xj) (i=n—1,..,0) (,RUckwartseinsetzen®)
ii i
J=i+1



Hinweise zur Programmierung

» Einlesen einer unteren Dreiecksmatrix L, Berechnen und
Ausgeben von A = LL! als Voriibung sinnvoll (liefert auch
Testbeispiele).

» Die Matrixelemente /; der Cholesky-Zerlegung ergeben
sich nacheinander, wenn die Spalten von links nach rechts
jeweils von der Diagonale abwérts nach unten
abgearbeitet werden.

» Die Daten A, b und der Ergebnisvektor x sollten im
Hauptprogramm vereinbart werden. Weitere benétigte
Matrizen und Vektoren sollen in der Funktion angelegt
werden.



