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14. Sei X ein Banachraum, 7" eine Cyp-Halbgruppe auf X mit Erzeuger A, f € C'((0,00); X),
r e X.

(a) Eine Funktionu: [0, 00) — X heiBt klassische Losung des inhomogenen abstrakten Cauchy-
Problems

u'(t) = Au(t) + f(t) (¢t >0), u(0)=uz,

falls u € C'((0,00); X) N C(]0,00); X), u(t) € D(A) fiir alle ¢ > 0 und u die beiden Glei-
chungen erfiillt. Zeige, dass jede klassische Losung die Darstellung u(t) = T'(t)z + fot T(t—
s)f(s) ds fir alle t > 0 besitzt.

(b) Seinun zusitzlich f(t) € D(A) (t > 0), Ao f stetig, z € D(A). Zeige, dass eine klassische

Losung wu existiert.

15. Sei (22, A, 1) ein o-endlicher MaBraum. Sei h: Q@ — IK messbar, M}, in Ly(u) der mit

assoziierte Multiplikationsoperator. Beweise:

(a) M, ist selbstadjungiert <= h(z) € R fiir p-f.a. x € R.
(b) Mj, ist selbstadjungiert und M}, > 0 <= h > 0 p-f.i.

16. Sei (€2, A, 1) ein o-endlicher MaBraum. Sei h: 0 — K messbar, M), der mit h assozi-
ierte Multiplikationsoperator, 1 < p < oo. Zeige, dass M), genau dann eine kontraktive Cp-
Halbgruppe 7" auf L,(u) erzeugt, wenn Re h < 0 p-f.ii., und dass die Halbgruppe in diesem
Fall gegeben ist durch

T()f(x) = ™) f(z) (u-faa. € O f € Ly(), t > 0).

17. Seien H;, H, Hilbertrdume, U € L(H1, Ho).

(a) Es sind dquivalent:
(i) U ist unitir, d.h. es gilt U* = U~
(if) U ist bijektiv und skalarprodukttreu (d.h. (U f |Ug) = (f | g) fur alle f, g € H,).
(iii) U ist bijektiv und isometrisch (d.h. |U f|| = || f]| fiir alle f € H;).



(b) Sei U unitir, A; bzw. A, Operatoren in H; bzw. H,, A; Erzeuger einer Cyy-Halbgruppe 77,
Ay = UAU*. Zeige, dass durch

Ta(t) == Un()U™ (t = 0)

eine Cy-Halbgruppe auf H, mit Erzeuger A, definiert wird.



