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10. Sei X ein Banachraum, T eine beschränkte C0-Halbgruppe auf X mit Erzeuger A, M :=

supt≥0 ‖T (t)‖.

(a) Sei

|||x||| := sup
t≥0
‖T (t)x‖ (x ∈ X).

Zeige, dass |||·||| eine Norm auf X definiert, die äquivalent zu ‖·‖ ist, und dass T kontraktiv auf
(X, |||·|||) ist.
(b) Seien α1, . . . , αn > 0. Zeige, dass

∥∥(I − α1A)
−1 · · · (I − αnA)−1

∥∥ ≤M.

11. Sei X ein Banachraum, T eine C0-Halbgruppe auf X . Für h > 0 definiere Ah := 1
h
(T (h)−

I). Zeige, dass etAhx → T (t)x für alle x ∈ X (h → 0), gleichmäßig in t für kompakte
Teilmengen von [0,∞).

12. Sei X ein Banachraum, T eine C0-Halbgruppe auf X mit Erzeuger A. Sei

ω0(T ) := inf
{
ω ∈ R; ∃M ≥ 1 : ‖T (t)‖ ≤Meωt (t ≥ 0)

}
der Typ von T (auch Wachstumsschranke genannt), und sei

s(A) := sup {Reλ; λ ∈ σ(A)}

die Spektralschranke von A. Zeige

−∞ ≤ s(A) ≤ ω0(T ) <∞.

13. Sei ρ das Maß auf (0,∞) mit Dichte [s 7→ es] (bezüglich Lebesgue-Maß). Sei X :=

C0[0,∞) ∩ L1((0,∞), ρ) mit der Norm

‖f‖ := ‖f‖∞ + ‖f‖L1(ρ)
(f ∈ X).



Dann ist (X, ‖·‖) ein Banachraum. Sei T die Linkstranslationshalbgruppe aufX definiert durch

T (t)f := f(·+ t) (f ∈ X, t ≥ 0).

Sei A der Erzeuger von T . Zeige:

(a) Es gilt ‖T (t)‖ = 1 für alle t ≥ 0.
(b) Es gilt ω0(T ) = 0.
(c) Es gilt

D(A) =
{
f ∈ X; f ∈ C1[0,∞), f ′ ∈ X

}
,

Af = f ′.

(d) Es gilt s(A) = −1.

Hinweis für (d): Für λ ∈ C mit Reλ < −1 sei fλ(s) := eλs (s ∈ (0,∞)). Zeige: fλ
ist Eigenfunktion von A. Für λ ∈ C mit Reλ > −1: Zeige: Für alle f ∈ X existiert
limt→∞

∫ t
0
e−λsT (s)f ds sowohl in C0[0,∞) als auch in L1((0,∞), ρ).


