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21. Sei Ω ⊆ Rn offen, 1 ≤ p <∞, u ∈ W 1
p (Ω) reell. Zeige: u+ := max {u, 0} ∈ W 1

p (Ω).

Hinweis: Für ε > 0 betrachte Fε : R → R, Fε(t) :=
(√

t2 + ε2 − ε
)
1(0,∞)(t), und Fε ◦ u für

ε→ 0, zunächst für u ∈ C∞ ∩W 1
p (Ω).

22. Sei Ω ⊆ Rn offen, m ∈ N0, p ∈ [1,∞). Für u ∈ Wp,0(Ω) sei

Eu :=

u auf Ω,

0 auf Rn \ Ω.

Zeige, dass Eu ∈ Wm
p (Rn) (u ∈ Wm

p,0(Ω)), und dass E : Wm
p,0(Ω) → Wm

p (Rn) isometrisch
ist.

23. Seien Ω ⊆ Rn offen, 0 ∈ Ω, 1 ≤ p <∞, m ∈ N mit mp < n, q > p∗ := np
n−mp . Sei R > 0,

so dass B[0, 2R] ⊆ Ω. Sei m− n
p
< γ ≤ −n

q
, und u ∈ C∞(Ω \ {0}) mit

u(x) := |x|γ (0 < |x| < R), u(x) := 0 (|x| > 2R).

Zeige, dass u ∈ Wm
p (Ω), aber u 6∈ Lq(Ω).

24. Sei σ > 3, Ω :=
{

(x1, x2) ∈ R2; 0 < x1 < 1, 0 < x2 < xσ+1
1

}
. Sei u : Ω → R definiert

durch

u(x1, x2) :=
x1

x21 + x22
.

Zeige, dass u nicht beschränkt ist, und dass u ∈ W 2
2 (Ω).

25. Sei ω ∈ (0, 2π). Wir definieren Ωω := {(r, ϕ) ∈ (0,∞)× (0, 2π); 0 < r < 1, 0 < ϕ < ω}
in Polarkoordinaten. Sei u : Ωω → R in Polarkoordinaten gegeben durch u(r, ϕ) := r

π
ω sin(π

ω
ϕ).

Zeige, dass u ∈ W 1
2 (Ωω). Gilt auch u ∈ W 2

2 (Ωω)?


