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Letzte Aufgabe (16 Punkte). Wir betrachten folgend das induktive Prädikat C, der Stel-
ligkeit N _ N, zur Darstellung letztendlich konstanter (enventually constant) Funktionen
f, g : N _ N. Formal definieren wir

C := µX

[
∀m∈TN,f

(
∀n (f n ≡ m) → X f

)
,

∀n∈TN,f,g

(
X f → g 0 ≡ n → ∀m (g (Sm) ≡ f m) → X g

)]
,

d.h., konstante funktionen (λn m) ∈ C und Erweiterung bereits bekannter funktion:

f ∈ C,
g 0 = n ∈ TN,

g (Sm) = f m.

 ⇒ g ∈ C

a) Geben sie die zu C gehörigen Axiome (C)+i (i = 0, 1) und (C)−[P ] an. Zeigen sie die
folgenden Aussagen

⊢ ∀f (f ∈ C → ∀n∈TN (f n) ∈ TN),

⊢ ∀f

(
f ∈ C → ∃m (m ∈ TN ∧l ∀n(m <N n → f n ≡ f k))

)
,

⊢ ∀f

(
∀n∈TN (f n) ∈ TN → ∃m (m ∈ TN ∧l ∀n(m <N n → f n ≡ f k) → f ∈ C

)
,

d.h., f ∈ C ist äquivalent zu Totaliät zusammen mit einem Zeugen m ∈ TN, so dass λn f (n+m)
konstant ist. Hierbei ist <N wie in Aufgabe 19 (Blatt 6) definiert. (Hinweis. Einfach herzulei-
tende Fakten wie z.b. ⊢ Sn <N Sm → n <N m oder ⊢ n <N m → ∃k m ≡ Sk dürfen frei
verwendet werden)

b) Bestimmen sie τ(C) und geben sie die Berechnungsregeln des Terms

et((C)−[P ]) = Rec
ρ
τ(C)

für P ⊆ (N _ N) mit τ(P ) = ρ an. Geben sie die extrahierten Terme der Herleitungen aus
Teilaufgabe a) an. Definieren sie diese ferner (möglichst) direkt als Programmkonstanten.

c) Beweisen sie, dass C abgeschlossen ist bezüglich Komposition (f ◦ g)n = f (g n) i.e.,

⊢ ∀f,g(f ∈ C → g ∈ C → (f ◦ g) ∈ C).
Bestimmen sie den extrahierten Term et(M) ihrer Herleitung und geben sie die entsprechende
Korrektheitsaussage nach Theorem 4.1.2 an.

d) Formalisieren sie die Teilaufgaben a) und b) in Minlog.


