
Mathematisches Institut
der Universität München

Prof. Dr. Franz Merkl

Sommersemester 2013
Blatt 7

31.05.2013

Übungen zur Analysis 2

7.1 Numerische Beispiele zum Banachschen Fixpunktsatz:

(a) Approximation an
√
2. Berechnen Sie mit Taschenrechnergenauigkeit die ersten

drei Näherungen x1, x2, x3 an
√
2 nach dem Heronverfahren mit der Startnäherung

x0 = 2. Berechnen Sie die a-priori-Schranke und die a-posteriori-Schranke für den
Fehler |xn −

√
2|, n = 1, 2, 3, die sich aus dem Banachschen Fixpunktsatz mit der

Kontraktionskonstante K = 1
2
ergibt. Vergleichen Sie (mit Taschenrechnergenauig-

keit) diese Fehlerschranken mit dem tatsächlichen Wert des Fehlers |xn −
√
2|.

(b) Approximation an i in Z5. Berechnen Sie ein x ∈ {0, 1, . . . , 124} mit d̂5(x, i) ≤
1/125, indem Sie die Rekursion aus dem Banachschen Fixpunktsatz auf die Ab-
bildung f : M → M aus Beispiel 1.139 mit dem Startwert x0 = 2 anwenden.
Stellen Sie x und x2 + 1 in 5-adischer Darstellung

∑n
k=0 ak5

k mit ak ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
dar. [10 Punkte]

Solution

(a) See Example 1.136. The point
√
2 is a fix point of the following function f(x).

f : [
√
2,∞] → [

√
2,∞], f(x) =

1

2

(
2

x
+ x

)
.

Starting with x0 = 2, we have x1 = f(x0) = f(2) = 3
2
, x2 = f(x1) = 1.416666 and

x3 = f(x2) = 1.4142156.

The “a-priori-Schranke” and the “a-posteriori-Schranke” for n = 1, 2, 3, using the
inequalities (18) and (19), page 55 in the lecture with K = 1

2
, are

“a-priori-Schranke”:

|x1 −
√
2| ≤

1
2

1− 1
2

|x1 − x0| =
1

2
;

|x2 −
√
2| ≤

1
22

1− 1
2

|x1 − x0| =
1

4
;

|x3 −
√
2| ≤

1
23

1− 1
2

|x1 − x0| =
1

8
.

“a-posteriori-Schranke”:

|x1 −
√
2| ≤

1
2

1− 1
2

|x1 − x0| =
1

2
;

|x2 −
√
2| ≤ |x1 − x2| = 0.08333;

|x3 −
√
2| ≤ |x3 − x2| = 0.00245.
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The errors using a calculator are

|x1 −
√
2| = 0.0857864;

|x2 −
√
2| = 0.00245,

|x3 −
√
2| = 0.00000203.

(b) The point i ∈ M is a fix point of the function f below.

f : M → M, f(x) = x2 + x+ 1.

Starting with x0 = 2, set x1 = f(2) = 7 and x2 = f ◦ f(2) = 57. We have

d̂5(x2, i) = d̂5(57, i) ≤
1

25
d̂5(2, i), (∗)

since for every x, y ∈ M , d̂5(f(x), f(y)) ≤ 1
5
d̂5(x, y). We now estimate d̂5(2, i). Let

xn = f (n)(2) = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n times

(2). Thus

d̂5(xn, i) = d̂5(f
(n)(2), f (n)(i)) ≤ 1

5n
d̂5(2, i).

By the triangle inequality, for every n ∈ N we have

d̂5(2, i) ≤ d̂5(2, f
(n)(2)) + d̂5(f

(n)(2), i) ≤ 1

5
+

1

5n
d̂5(2, i).

Letting n go to infinity we get d̂5(2, i) ≤ 1
5
. Replacing in (∗) we obtain d̂5(57, i) ≤ 1

125
.

Finally, the p-adic representations of 57 and 572 + 1 are

57 = 2× 52 + 5 + 2;

1 + 572 = 3250 = 55 + 53.

7.2 Fehlerabschätzung im Iterationsverfahren nach Picard-LindelöfMit den Bezeich-
nungen von eben sei

(y(m))m∈N0

die wie im Banachschen Fixpunktsatz rekursiv definierte Folge mit der konstanten Start-
funktion

y(0)(x) = b für x ∈ I

und dem Rekursionsschritt

y(m+1) = Φ(y(m)) für m ∈ N0.

Es sei C = supx∈I ‖f(x, b)‖. Zeigen Sie für alle x ∈ I und m ∈ N0:

‖y(m+1)(x)− y(m)(x)‖ ≤ CLm |x− a|m+1

(m+ 1)!
.

Folgern Sie für den Fixpunkt y von Φ, x ∈ I und m ∈ N0 im Fall L > 0:

‖y(x)− y(m)(x)‖ ≤ C
∞∑

k=m+1

Lk−1 |x− a|k

k!

=
C

L

(
eL|x−a| −

m∑
k=0

(L|x− a|)k

k!

)
= C

∣∣∣∣
∫ x

a

|L(x− t)|m

m!
eL|t−a| dt

∣∣∣∣ .
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Hinweis: Verwenden Sie die Lagrange-Darstellung des Taylor-Restglieds. [10 Punkte]

Solution

We proceed by induction. For m = 0, we have

‖y(1)(x)− y(0)(x)‖ = ‖b+
∫ x

a

f(t, b)dt− b‖ ≤ C|x− a|.

We assume for every n < m the inequality holds. We prove that the inequality also holds
for m.

‖y(m+1)(x)− y(m)(x)‖ = ‖b+
∫ x

a

f(t, y(m))dt− b−
∫ x

a

f(t, y(m−1))dt‖

≤
∫ x

a

‖f(t, y(m))− f(t, y(m−1))‖dt

≤
∫ x

a

L‖y(m)(t)− y(m−1)(t)‖dt

≤ L

∫ x

a

(
CLm−1 |t− a|m

m!

)
dt = CLm |x− a|m+1

(m+ 1)!
.

In the last inequality we use the induction assumption and for the second inequality we
use the fact that for every y, z ∈ Kn and every x ∈ I,

‖f(x, y)− f(x, z)‖ ≤ L‖y − z‖,

and we obtain the desired inequality.
We now prove that

‖y(x)− y(m)(x)‖ = C
∞∑

k=m+1

Lk−1 |x− a|k

k!
(�)

For every n > m,

‖y(n)(x)− y(m)(x)‖ ≤ ‖y(n)(x)− y(n−1)(x)‖+ · · ·+ ‖y(m+1)(x)− y(m)(x)‖

≤
n∑

k=m+1

CLk−1 |x− a|k

k!
.

Letting n goes to infinity we obtain (�).

We rewrite the right hand-side of (�) as

C

∞∑
k=m+1

Lk−1 |x− a|k

k!
=

C

L

(
eL|x−a| −

m∑
k=0

Lk |x− a|k

k!

)
. (∗)

Recall that eL|x−a| =
∑∞

k=0 L
k |x−a|k

k!
and eL|x−a| =

∑m
k=0 L

k |x−a|k
k!

+ Ra,me
L|x−a|, where

Ra,me
L|x−a| is the remainder of its Taylor series. We know from Analysis I (see Satz 6.4

Analysis I) that

Ra,me
L|x−a| =

∫ x

a

Lm+1eL|t−a|

m!
(x− t)mdt.

Hence, replacing (∗∗) below in the equality (∗) gives the desired result.

eL|x−a| =
m∑
k=0

Lk |x− a|k

k!
+

∫ x

a

Lm+1eL|t−a|

m!
(x− t)mdt. (∗∗)
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7.3 In einem Reaktionsgefäß befinden sich drei chemische Substanzen Die Substanzen können
sich nach folgenden Reaktionen ineinander umwandeln:

A � B � C

wobei die Rate, mit der A in B umgewandelt wird, proportional zur Konzentration von
A ist mit Proportionalitätskonstanten kAB > 0. Analoges gilt für die Reaktionen

B → C , C → B , B → A

mit Proportionalitätskonstanten kBC , kCB, kBA.

(a) Beschreiben Sie die Dynamik der Konzentrationen a(t), b(t), c(t) von A,B,C zum
Zeitpunkt t durch ein Differentialgleichungssystem.

(b) Lösen Sie dieses System mit der Anfangsbedingung a(0) = 1, b(0) = 0, c(0) = 0
(d.h. anfangs ist nur A im Reaktionsgefäß vorhanden.)

(c) Berechnen Sie lim
t→∞

a(t) , lim
t→∞

b(t) und lim
t→∞

c(t). [10 Punkte]

Lösung

(a) Die gesuchten Gleichungen sind

a′(t) = −kABa(t) + kBAb(t) (1)

b′(t) = kABa(t)− (kBA + kBC)b(t) + kCBc(t) (2)

c′(t) = kBCb(t)− kCBc(t) (3)

Wegen c(t) = 1− a(t)− b(t) folgt

b′(t) = kABa(t)− (kBA + kBC)b(t) + kCB(1− b(t)− a(t))

= (kAB − kCB)a(t)− (kBA + kBC + kCB)b(t) + kCB. (2’)

Insbesondere folgen aus (1) und (2’) schon (1), (2’), (3), z. B. durch Einsetzen. Also
genügt es (1) und (2’) zu lösen. Als Matrix erhalten wir für y(t) = (a(t), b(t))t

y′(t) = Ay(t) + g, A :=

(
−kAB kBA

kAB − kCB −kBA − kBC − kCB

)
, g =

(
0

kCB

)
.

(b) Die Lösung des homogenen Gleichungssystems ist bekanntlich etAb. Wir berechnen
etA aus der entsprechenden Normalform von A: Das charakteristische Polynom zu A
ist

det(A− λE) = (kAB + λ)(kBA + kBC + kCB + λ) + kBA(kCB − kAB)

= λ2 + (kAB + kBA + kBC + kCB)λ+ kABkBC + kABkCB + kBAkCB.

Für die Diskriminante gilt

DA = (kAB + kBA + kBC + kCB)
2 − 4(kABkBC + kABkCB + kBAkCB)

= (−kAB − kBA + kBC + kCB)
2 + 4kBAkBC > 0,
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d. h. A hat 2 verschiedene (und damit nur verschiedene) Eigenwert. Somit ist A
diagonalisierbar. Seien λ1 �= λ2 die beiden Eigenwerte. Wir bestimmen die Transfor-
mationsmatrix aus den Eigenvektoren

A

(
kBA

kAB+λi

1

)

︸ ︷︷ ︸
=:vi

=

(
−kABkBA+kBA(kAB+λi)

kAB+λi
(kAB−kCB)kBA

kAB+λi
− (kBA + kBC + kCB)

)
= λi

(
kBA

kAB+λi

1

)
,

wobei wir

(kAB − kCB)kBA

kAB + λi

− (kBA + kBC + kCB)

=
(kAB − kCB)kBA − (kBA + kBC + kCB)(kAB + λi)

kAB + λi

=
−kCBkBA − kBCkAB − kCBkAB − λi(kBA + kBC + kCB)

kAB + λi

=

=0︷ ︸︸ ︷
det(A− λiE)−kCBkBA − kBCkAB − kCBkAB − λi(kBA + kBC + kCB)

kAB + λi

=
λ2
i + kABλi

kAB + λi

= λi.

Wir erhalten die Transformationsmatrix P = (v1, v2). Allgemein gilt für ein 2 ×

2−Matrix Q :=

(
a b
c d

)
und ihre Inverse Q = 1

ad−bc

(
d −b
−c a

)

Q diag(ez, e−z)Q−1 =
1

ad− bc

(
adez − bce−z −ab(ez − e−z)
cd(ez − e−z) ade−z − bcez

)

=

(
ad−bc
ad−bc

cosh(z) + ad+bc
ad−bc

sinh(z) − 2ab
ad−bc

sinh(z)
2cd

ad−bc
sinh(z) ad−bc

ad−bc
cosh(z)− ad+bc

ad−bc
sinh(z)

)

= cosh(z) +
sinh(z)

ad− bc

(
ad+ bc −2ab
2cd −(ad+ bc)

)
.

Sei y := λ1+λ2

2
und damit z := −

√
DA

2
und P · diag(kAB + λ1, kAB + λ2) =: Q, dann ist

etAb = eyt
(
cosh(tz) +

sinh(tz)

ad− bc

(
ad+ bc −2ab
2cd −(ad+ bc)

))(
b1
b2

)
.

eine Lösung der homogenen Gleichung. Wegen kBA + kBC + kCB + λ1 = −λ2 − kAB,
folgt aus der det(A−λ1E) = 0 schon (kAB+λ1)(kAB+λ2) = kBA(kCB−kAB). Weiter
ist

√
DA = λ2 − λ1. Es gilt somit

ad− bc = kBA

√
DA, ad+ bc = (kAB − kBA − kCB − kBC)kBA,

cd = kBA(kCB − kAB), ab = k2
BA.

Man beachte, dass wir mit det(A−λE)|λ=0 = kABkBC+kABkCB+kBAkCB > 0 gezeigt
haben, dass A invertierbar ist. Es gilt

A−1 =
−1

kABkBC + kABkCB + kBAkCB

(
kBA + kBC + kCB kBA

kAB − kCB kAB

)
.
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Eine Lösung des inhomogenen Anfangswertproblems ist gegeben durch etAb+A−1(etA−
1)g:

d

dt

(
etAb+ A−1(etA − 1)g

)
= AetAb+ etAg = A

(
etAb+ A−1(etA − 1)g

)
+ g.1

Als Lösung für b1 = 1, b2 = 0 erhalten wir

µ(t) =e
−(kAB+kBA+kCB+kBC )t

2

(
cosh

(
t

√
DA

2

)
−

sinh
(
t
√
DA

2

)
√
DA

·

·
(
kAB − kBA − kCB − kBC −2kBA

2(kCB − kAB) −kAB + kBA + kCB + kBC

))

·

(
kAB(kBC+kCB)

kABkBC+kABkCB+kBAkCB
−kABkCB

kABkBC+kABkCB+kBAkCB

)
+

(
kBAkCB

kABkBC+kABkCB+kBAkCB
kABkCB

kABkBC+kABkCB+kBAkCB

)
.

Bemerkung: Aus der linearen Algebra wissen wir wie inhomogene Gleichungssysteme
zu lösen sind. Der Lösungsraum Lösg ist ein affiner Raum der sich aus dem Lösungs-
raum der homogenen Gleichung Lös0 und einer speziellen Lösung des inhomogenen
Problems ergibt: Für µg ∈ Lösg, µ0 ∈ Lös0 folgt

(µg + µ0)
′ = µ′

g + µ′
0 = Aµg + Aµ0 + g = A(µg + µ0) + g ⇒ µg + µ0 ∈ Lösg

und umgekehrt ergibt sich für µg, νg ∈ Lösg schon

(µg − νg)
′ = Aµg − Aνg + g − g = A(µg − νg) ⇒ µg − νg ∈ Lös0

⇒ Lösg = µg + Lös0, ∀µg ∈ Lösg.

(c) Wegen λ1, λ2 < 0 folgt unabhänig von den Anfangswerten aus etAb+ A−1(etA − 1)g



a(t)
b(t)
c(t)


 t→∞−−−→




kBAkCB

kABkBC+kABkCB+kBAkCB
kABkCB

kABkBC+kABkCB+kBAkCB
kABkBC

kABkBC+kABkCB+kBAkCB


 .

Entsprechend erhält man im Gleichgewicht limt→∞
a(t)
b(t)

= kBA

kAB
und limt→∞

b(t)
c(t)

= kCB

kBC

- das Massenwirkungsgesetz.

Bemerkung: Die Aufgabe kann natürlich auch mit der zu den Gleichungen (1), (2) und
(3) gehörenden 3× 3−Matrix gelöst werden. Entsprechend findet man einen zusätzli-
chen Eigenwert 0. Die Bestimmung der Transformationsmatrizen und des Matrixex-
ponentials verläuft dann analog.

1Auch wenn A nicht invertierbar ist, gilt die Lösungsformel mit etA − 1 :=
∑∞

k=1
Ak−1tn

k! .
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Abbildung 1: Lösungskurven für b1 = 1, b2 = b3 = 0 und kAB = 4, kBA = kBC = 2, kCB = 1.
a(t) (rot) konvergiert gegen 1/7, b(t) (blau) konvergiert gegen 2/7, c(t) (grün) konvergiert gegen
4/7.

7.4 Eine punktförmige Masse hängt an einer Feder (Federkonstante 1). Zusätzlich zur Fe-
derkraft, die die Masse zur Gleichgewichtslage zurücktreibt, wirkt noch eine bremsende
Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit. Wir beschreiben dieses Modell durch die
Differentialgleichung 2. Ordnung

y′′1(t) = −y1(t)− µy′1(t)

oder äquivalent durch das System

y′1(t) = y2(t),

y′2(t) = −y1(t)− µy2(t)

mit einem “Reibungskoeffizienten” µ ≥ 0. Berechnen Sie die Lösung dieses Differential-
gleichungssystems für gegebene Anfangsbedingung y1(0) = b1, y2(0) = b2. Für welche
Werte von µ ist die zum Differentalgleichungssystem gehörende Matrix diagonalisierbar?
Für welchen Wert von µ braucht man ein 2× 2-Jordankästchen? [10 Punkte]

Lösung

Bald!

7.5 Beispiel einer abgeschlossenen und beschränkten, aber nicht kompakten Men-
ge. Es sei K = {f ∈ �2(N,R)| ‖f‖2 ≤ 1} der abgeschlossene Einheitsball in �2(N).
Zeigen Sie, dass K nicht kompakt ist. Zeigen Sie dazu, dass die offene Überdeckung
(U1/

√
2(x))x∈K von K mit den offenen Kugeln U1/

√
2(x) = {y ∈ �2(N)| ‖y − x‖2 < 1/

√
2}

keine endliche Teilüberdeckung besitzt, indem Sie zeigen, dass keine der Mengen U1/
√
2(x)

mindestens zwei “kanonische Einheitsvektoren” en, n ∈ N, enthält, wobei en(j) = δn,j
(Kronecker-Delta). [10 Punkte]
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7
Lösung

Angenommen, en, em ∈ U1/
√
2(x) ∩K für ein x ∈ K, dann gilt nach der Dreiecksunglei-

chung ‖en − em‖2 <
√
2. Da für n �= m aber ‖en − em‖2 =

√
2 ist, folgt n = m. Jede K

überdeckende Teilüberdeckung von U1/
√
2(x) hat somit mindestens die Mächtigkeit von

N, d. h. ist insbesondere nicht endlich. Somit ist K nicht kompakt.

7.6 Zeigen Sie, dass eine Teilmenge N ⊆ M eines halbmetrischen Raums (M, d) genau dann
totalbeschränkt ist, wenn es für jedes ε > 0 eine endliche Teilmenge E ⊆ N gibt, so dass
gilt:

N ⊆
⋃
x∈E

Ud
ε (x).

Hinweis: Anders als in der Definition der Totalbeschränktheit wird hier E ⊆ N statt
E ⊆ M gefordert. [10 Punkte]

Lösung

”
⇐“ ist klar. Für

”
⇒“ fixiere ε > 0. Sei ε′ = ε

2
, Nε′ := {m ∈ M |∃n ∈ N : d(n,m) < ε′},

E eine zu ε′ gehörende endliche Menge und E ′ := E ∩ Nε′ , E
′′ := E ′ \ (E ∩ N). Es

gilt N ⊆
⋃

x∈E′ Ud
ε′(x). Wähle für alle x ∈ E ′′ ein yx ∈ Uε′(x) ∩ N �= ∅. Sei E ′′′ :=

(E ∩ N) ∪ {yx : x ∈ E ′′} ⊂ N . Wir sehen, dass für n ∈ N entweder n ∈
⋃

x∈E∩N Ud
ε′(x)

oder n ∈ Ud
ε′(x), x ∈ E ′′. Im zweiten Fall folgt aus der Dreiecksungleichung n ∈ Ud

ε (yx).
Zusammen erhalten wir für n ∈ N beliebig: n ∈

⋃
z∈E′′′ Ud

ε (z).
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