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Ubungen zur Analysis 2

7.1 Numerische Beispiele zum Banachschen Fixpunktsatz:

(a)

Approximation an /2. Berechnen Sie mit Taschenrechnergenauigkeit die ersten
drei Naherungen 1, 2, £3 an /2 nach dem Heronverfahren mit der Startniherung
xo = 2. Berechnen Sie die a-priori-Schranke und die a-posteriori-Schranke fiir den
Fehler |z, — V2 |, n = 1,2,3, die sich aus dem Banachschen Fixpunktsatz mit der
Kontraktionskonstante K = % ergibt. Vergleichen Sie (mit Taschenrechnergenauig-

keit) diese Fehlerschranken mit dem tatsichlichen Wert des Fehlers |z, — v/2|.

Approximation an ¢ in Z;. Berechnen Sie ein x € {0,1,...,124} mit 625(:1:,2') <
1/125, indem Sie die Rekursion aus dem Banachschen Fixpunktsatz auf die Ab-
bildung f : M — M aus Beispiel 1.139 mit dem Startwert z, = 2 anwenden.
Stellen Sie z und 22 + 1 in 5-adischer Darstellung Y ;_, ax5" mit a;, € {0,1,2,3,4}
dar. [10 Punkte]

Solution

(a)

See Example 1.136. The point v/2 is a fix point of the following function f (x).

Fivasl o Vasd s =3 (24e).

Starting with z¢ = 2, we have z1 = f(zg) = f(2) = 3, 22 = f(x1) = 1.416666 and
w3 = flas) = 1.4142156.

The “a-priori-Schranke” and the “a-posteriori-Schranke” for n = 1,2, 3, using the
inequalities (18) and (19), page 55 in the lecture with K = 1, are
“a-priori-Schranke”:
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|25 = V2| < Eglan — | = 2.
1—3 8
“a-posteriori-Schranke”:
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|2y — V2| < |2y — 2| = 0.08333;
23 — V2| < |23 — 23] = 0.00245.



The errors using a calculator are

|21 — V2| = 0.0857864;
|2y — V2| = 0.00245,
|23 — V2| = 0.00000203.

(b) The point i € M is a fix point of the function f below.
f-M—M, f)=2>+z+1.
Starting with zop = 2, set ;3 = f(2) =7 and x5 = f o f(2) = 57. We have
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ds(x,y). We now estimate d5(2,1). Let
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Ty = f(n)(2> — f C-++0 f(2> ThuS
——

n times

1
5

~

ds (2, i) = ds(f™(2), F™ () <

By the triangle inequality, for every n € N we have

C25(271.) S CZ5(27 f(n)(2>> + d5(f(n)<2)v Z) <

1 -

5—62 (2,4).

%) we obtain ds(57,1) < =

o Cﬂl»—t

Letting n go to infinity we get d5(2 i) < 1 . Replacing in
Finally, the p-adic representations of 57 and 57% + 1 are

57 =2 x5 +5+2;
1+ 572 = 3250 = 5° + 5.

7.2 Fehlerabschitzung im Iterationsverfahren nach Picard-Lindel6f Mit den Bezeich-
nungen von eben sei

(y(m))mENo
die wie im Banachschen Fixpunktsatz rekursiv definierte Folge mit der konstanten Start-

funktion
yOz)=bfirz el

und dem Rekursionsschritt
ym D = & (y™) fiir m e N,.
Es sei C' = sup,¢; || f(z,b)||. Zeigen Sie fiir alle x € I und m € Ny:
|z — a|™!
(m+1)!
Folgern Sie fiir den Fixpunkt y von ®, z € I und m € Ny im Fall L > 0:
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Hinweis: Verwenden Sie die Lagrange-Darstellung des Taylor-Restglieds. [10 Punkte]

Solution

We proceed by induction. For m = 0, we have

I () =yl = o+ | Fie.bde ~ b < Clo ol

We assume for every n < m the inequality holds. We prove that the inequality also holds
for m.

1y () — g™ (@)]] = b+ / Sty )dt — b — / £ty D)t |

< [ OIfEyT™) = fity ) dt

a

< / Llly™ (1) — ™ (1)l dt

<L/m CLm*'t_—aVn dt:@[fﬂw
S m! (m+1)!

In the last inequality we use the induction assumption and for the second inequality we
use the fact that for every y, 2 € K" and every x € I,

1f (2, y) = f(a, 2) || < Llly = 2],

and we obtain the desired inequality.
We now prove that

m = - |x_a’k
ly(x) — 4™ ()| = Ckz L lT (%)
=m+1
For every n > m,

1y () — y™ (@) < ™ (x) =y V(@) + -+ [ly™ T (@) =y (@)
. k—1 |x - C‘|]‘C
<y cpeh

k=m+1
Letting n goes to infinity we obtain (x).
We rewrite the right hand-side of (x) as

- k—1|$_a|k_0 Llz—al S ple —al*
¢ L T_Z(e 2 ) *)
k=0

k=m+1
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Recall that elle=al = $°%¢ Lk% and eFle=e = S~ Lk ‘x;fl + RameHe=el where

Ra,me”m’“' is the remainder of its Taylor series. We know from Analysis I (see Satz 6.4

Analysis 1) that
T Lm+1 Lit—al|
Ry el = / ;'(SL’ — t)™dt.
“ m!

Hence, replacing (#*) below in the equality () gives the desired result.
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7.3 In einem Reaktionsgefafl befinden sich drei chemische Substanzen Die Substanzen kénnen
sich nach folgenden Reaktionen ineinander umwandeln:

A=z B=2C

wobei die Rate, mit der A in B umgewandelt wird, proportional zur Konzentration von
A ist mit Proportionalitdtskonstanten ksp > 0. Analoges gilt fiir die Reaktionen

B—-C,C—-B,B—A

mit Proportionalititskonstanten kgc, kep, kpa.

(a) Beschreiben Sie die Dynamik der Konzentrationen a(t), b(t), c(t) von A, B,C zum
Zeitpunkt ¢ durch ein Differentialgleichungssystem.

(b) Losen Sie dieses System mit der Anfangsbedingung a(0) = 1, b(0) = 0, ¢(0) = 0
(d.h. anfangs ist nur A im Reaktionsgefafl vorhanden.)

(c¢) Berechnen Sie lim a(t), lim b(t) und lim c¢(¢). [10 Punkte]
t—00 t—o00 t—o00

Losung

(a) Die gesuchten Gleichungen sind

a'(t) = —kAB(l(t) -+ ]{JBAb(t> (1)
V'(t) = kapa(t) — (kpa + kpc)b(t) + kepe(t) (2)
(1) = kpeb(t) — kope(t) (3)

Wegen c(t) =1 —a(t) — b(t) folgt
V(1) = kaga(t) — (kpa + kpo)b(t) + kon(l — b(t) — a(t))
= (kAB — kCB)CL<t> — (kBA -+ kBC + kCB)b(t) —+ kCB. (27)

Insbesondere folgen aus (1) und (2’) schon (1), (2’), (3), z. B. durch Einsetzen. Also
geniigt es (1) und (2’) zu 16sen. Als Matrix erhalten wir fiir y(t) = (a(t), b(t))*

(1) = Ay(t) + g, A::( ks o ) g:(o).

kap — ke —kpa — kpe — ke kcp

(b) Die Losung des homogenen Gleichungssystems ist bekanntlich e'4b. Wir berechnen
et4 aus der entsprechenden Normalform von A: Das charakteristische Polynom zu A
ist

det(A — )\E) = (k‘AB + )\)(k’BA + kpo + ke + )\) + kBA(kCB — kAB)
= A+ (kap + kpa + kpc + ko)A + kapkpe + kapkop + kpakes.

Fiir die Diskriminante gilt

Da = (kap + kpa + kpc + kep)® — 4(kapkpe + kapkep + kpakcen)
= (—kap — kpa + kpc + kep)? + 4kpakpe > 0,



d. h. A hat 2 verschiedene (und damit nur verschiedene) Eigenwert. Somit ist A
diagonalisierbar. Seien A\; # Ay die beiden Eigenwerte. Wir bestimmen die Transfor-
mationsmatrix aus den Eigenvektoren

kpa —kapkpatkpa(bap+Ai) kpa
Al kap+xi | = kap+X; =\ kap+X;
( 1 ) (kap—kcp)kpa (kBA + ko + kCB) 1 )

N , kap+XA;

=

wobel wir

(kap — kcp)kpa — (kpa + ke + k) (kas + Ai)
kap + N
—kcpkpa — kpckap — kepkap — Ai(kpa + kpc + keg)
kag + \;

=0

——
_ det(A — NE) —kopkpa — kpckap — kepkag — ANi(kpa + ke + kep)

kap + A;
_ )\12 + kap; )
B kap + N\ S
Wir erhalten die Transformationsmatrix P = (v, vs). Allgemein gilt fiir ein 2 X

2—Matrix Q) := (CCL 2) und ihre Inverse () = #_bc (_dc _ab)

. PN 1 ade® —bce™  —ab(e* —e77?)
z z 1__ -
Q diag(e®, e *)Q " = ud — be (cd( ?—e7 %) ade * — bee? )

_ (“g be Cosh(d) adthe ginh(z) . —_2ab smcllq(b) )
-2 sinh(z) 4= cosh(z) — 295 sinh(z)

B sinh(z) (ad + be —2ab

_cosh(z)—l—ad_bC( 9d —(ad—i—bc))

Sei y := % und damit z := @ und P -diag(kap + A1, kap + A2) =: @, dann ist

T sinh(tz) (ad + be —2ab by
eb=e (cosh(tz) + wd—be \ 2ed  —(ad+ bo) by )
eine Losung der homogenen Gleichung. Wegen kga + kpc + ke + A1 = =X — kap,

folgt aus der det(A — A\ E) = 0 schon (kap+ A1) (kap+A2) = kpa(kcp — kap). Weiter
ist vVDag = Ao — A\;. Es gilt somit

ad—bc:kBA\/DA, ad+bC:(kAB—kBA—kCB—k’Bc)kBA,

cd = kpa(kcp — kag), ab=k%,.

Man beachte, dass wir mit det(A—AE)|x=0 = kapkpc+kapkcp+kpakep > 0 gezeigt
haben, dass A invertierbar ist. Es gilt

—1 (kBA + kpo + ke kBA)
kapkpc + kapkcep + kpakes kap — ke kag) "

ATl =



Eine Losung des inhomogenen Anfangswertproblems ist gegeben durch e/4b+A~1 (et —

1)g:

d

p (eb+ A7 (e — 1)g) = Ae"'b+ €e'g = A (e'b+ A (e — 1)g) + g.!
Als Losung fiir by = 1, by = 0 erhalten wir

. VDa
—(kap+kpatkopthkpo)t \/D_A sinh <t 2A)
u(t) =e 2 cosh ( ¢ — )

2 VD
. (kAB — kpa — ke — ke —2kpa )
2(kC’B - kAB) _kAB + kBA + kCB + kBC

ABkcB ABkcB
kapkpo+kapkcptkpakcn kapkpctkapkcptkpakcs

kap(kpc+kcn) kpakcp
. kABkBC‘kaABkCB‘HCBAkC’B + kapkpc+tkapkcstkpakcs |

Bemerkung: Aus der linearen Algebra wissen wir wie inhomogene Gleichungssysteme
zu lésen sind. Der Losungsraum Los, ist ein affiner Raum der sich aus dem Losungs-
raum der homogenen Gleichung Losy und einer speziellen Losung des inhomogenen
Problems ergibt: Fiir p, € Losy, po € Losg folgt

(1g + pr0)" = iy + pg = Apg + Apo + g = Alpg + p10) + g = p1g + p1o € Los,
und umgekehrt ergibt sich fiir p,, v, € Los, schon
(hg —vg) = Apg — Avg + g — g = Ay — vy) = pg — vy € Lsg
= Los, = pg + Losg, Vg € Los,.

(c) Wegen A;, Ay < 0 folgt unabhinig von den Anfangswerten aus e*4b + A=1(et4 — 1)g

G(t) kpakcp

' kapkpctkapkcpt+kpakcs
b(t) —oo, ABkcns
kapkpctkapkcptkpakcs
C(t) kapkpc
kapkpctkapkcptkpakcn
Entsprechend erhélt man im Gleichgewicht lim o) — kpa ypd lim U8 _ ke
t—00 b(t) kan t—00 c(t) kec

- das Massenwirkungsgesetz.

Bemerkung: Die Aufgabe kann natiirlich auch mit der zu den Gleichungen (1), (2) und
(3) gehorenden 3 x 3—Matrix gelost werden. Entsprechend findet man einen zusétzli-
chen Eigenwert 0. Die Bestimmung der Transformationsmatrizen und des Matrixex-
ponentials verlauft dann analog.

tA _ . g0 ARl

L Auch wenn A nicht invertierbar ist, gilt die Losungsformel mit e P



Abbildung 1: Loésungskurven fiir by = 1, by = b3 = 0 und ksp = 4, kpa = kpc = 2, kcp = 1.
a(t) (rot) konvergiert gegen 1/7, b(t) (blau) konvergiert gegen 2/7, ¢(t) (griin) konvergiert gegen
4/7.

7.4 Eine punktférmige Masse héngt an einer Feder (Federkonstante 1). Zusétzlich zur Fe-
derkraft, die die Masse zur Gleichgewichtslage zuriicktreibt, wirkt noch eine bremsende
Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit. Wir beschreiben dieses Modell durch die
Differentialgleichung 2. Ordnung

Yl (t) = =y (t) — py' (t)

oder dquivalent durch das System

Yy (t) = va(t),
Yo(t) = —yi(t) — pya(t)

mit einem “Reibungskoeffizienten” p > 0. Berechnen Sie die Losung dieses Differential-
gleichungssystems fiir gegebene Anfangsbedingung y;(0) = by, y2(0) = by. Fiir welche
Werte von p ist die zum Differentalgleichungssystem gehorende Matrix diagonalisierbar?
Fiir welchen Wert von p braucht man ein 2 x 2-Jordankéstchen? [10 Punkte]
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7.5 Beispiel einer abgeschlossenen und beschrinkten, aber nicht kompakten Men-
ge. Es sei K = {f € 2(N,R)| ||f|]la < 1} der abgeschlossene Einheitsball in ¢*(N).
Zeigen Sie, dass K nicht kompakt ist. Zeigen Sie dazu, dass die offene Uberdeckung
(Uy/y3(2))zer von K mit den offenen Kugeln U, , 5(z) = {y € Z(N)| |ly — 2|2 < 1/v/2}
keine endliche Teiliiberdeckung besitzt, indem Sie zeigen, dass keine der Mengen U, I3 vz(T)
mindestens zwei “kanonische Einheitsvektoren” e,, n € N, enthélt, wobei e,(j) = 0,
(Kronecker-Delta). [10 Punkte]

Losung

Angenommen, e,,e,, € U, / v2(x) N K fiir ein » € K, dann gilt nach der Dreiecksunglei-
chung |le, — em|l2 < V2. Da fiir n # m aber e, — en|ls = V2 ist, folgt n = m. Jede K
iiberdeckende Teiliiberdeckung von U, 5(2) hat somit mindestens die Méchtigkeit von
N, d. h. ist insbesondere nicht endlich. Somit ist K nicht kompakt.

7.6 Zeigen Sie, dass eine Teihnenge N C M eines halbmetrischen Raums (M, d) genau dann
totalbeschriankt ist, wenn es fiir jedes € > 0 eine endhche Teilmenge £ C N gibt, so dass
gilt:

Nguww
zeE
Hinweis: Anders als in der Definition der Totalbeschranktheit wird hier £ C N statt
E C M gefordert. [10 Punkte]
L6sung

,<=" ist klar. Fiir ,=“ fixiere € > 0. Sei &’ = ={m € M|3n € N :d(n,m) < €'},
E eine zu & gehérende endliche Menge und E’ E N No, E' .= E'"\ (ENN). Es
gilt N C U,cp Ul(x). Wihle fiir alle z € E” ein y, € Us(z) NN # 0. Sei E” :=
(ENN)U{y, : x 6 E"} C N. Wir schen, dass fiir n € N entweder n € J,cpnn US(z )
oder n € U%(x), z € E”. Im zweiten Fall folgt aus der Dreiecksungleichung n € Ud(y,.).
Zusammen erhalten wir fir n € N beliebig: n € (J,cpm UZ(2).

MI("\



