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1 Einleitung: Von Euklid zur nichteuklidischen Geo-
metrie

Der Ursprung der nichteuklidischen Geometrie, wie wir sie heute kennen, liegt in ei-
ner jahrhundertelangen Diskussion iiber die Grundlagen der Geometrie. Zentral wa-
ren hierbei bestimmte Aspekte von Euklids Werk ., Die Elemente“, das noch bis ins
19. Jahrhundert hinein das Standardlehrbuch der Geometrie war. Euklid versuch-
te, die Geometrie systematisch aus klaren Definitionen, Postulaten und Axiomen
abzuleiten — ein Ansatz, der spéter zum allgemeinen Vorbild fiir wissenschaftliche
Arbeiten in der Mathematik wurde.

Die frithe Geometrie beruhte zunéchst auf empirischen Einzelerkenntnissen, insbe-
sondere aus Mesopotamien und Agypten. Doch mit der Zeit wuchs das Bediirfnis
nach einer logisch geschlossenen Gesamtordnung. Euklids revolutionéres System ba-
sierte auf drei Sdulen: 23 Definitionen grundlegender Begriffe, fiinf Postulaten und
neun Axiomen.

Die folgenden Aufzéhlungen der Definitionen, Postulate und Axiome basieren auf der
Ausgabe von Euklids Elementen in ,,Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften “
Seite 1-3.

Die zentralen Definitionen umfassen:
1. Ein Punkt ist, was keine Teile hat.
2. Eine Linie ist eine breitenlose Lange.
3. Die Enden einer Linie sind Punkte.
4

. Eine gerade Linie (Strecke) ist eine solche, die zu den Punkten auf ihr gleichméfig
liegt.

ot

Eine Flédche ist, was nur Lange und Breite hat.
6. Die Enden einer Flache sind Linien.

7. Eine ebene Fléche ist eine solche, die zu den geraden Linien auf ihr gleichméBig
liegt.

8. Ein ebener Winkel ist die Neigung zweier Linien in einer Ebene gegeneinander,
die einander treffen, ohne einander gerade fortzusetzen.

9. Wenn die den Winkel umfassenden Linien gerade sind, heiffit der Winkel ge-
radlinig.

10. Wenn eine gerade Linie, auf eine gerade Linie gestellt, einander gleiche Neben-
winkel bildet, dann ist jeder der beiden gleichen Nebenwinkel ein Rechter; und
die stehende gerade Linie heifit senkrecht zu (Lot auf) der, auf der sie steht.

11. Stumpf ist ein Winkel, wenn er gréfler als ein Rechter ist.
12. Spitz, wenn kleiner als ein Rechter.

13. Eine Grenze ist das, worin etwas endigt.

1



14.
15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Eine Figur ist, was von einer oder mehreren Grenzen umfasst wird.

Ein Kreis ist eine ebene, von einer einzigen Linie [die Umfang (Bogen) heifit]
umfasste Figur mit der Eigenschaft, dass alle von einem innerhalb der Figur
gelegenen Punkte bis zur Linie [zum Umfang des Kreises] laufenden Strecken
einander gleich sind;

Und Mittelpunkt des Kreises heif3t dieser Punkt.

Ein Durchmesser des Kreises ist jede durch den Mittelpunkt gezogene, auf
beiden Seiten vom Kreisumfang begrenzte Strecke; eine solche hat auch die
Eigenschaft, den Kreis zu halbieren.

Ein Halbkreis ist die vom Durchmesser und dem durch ihn abgeschnittenen
Bogen umfasste Figur; [und Mittelpunkt ist beim Halbkreise derselbe Punkt
wie beim Kreise].

Geradlinige Figuren sind solche, die von Strecken umfasst werden, dreiseitige
die von drei, vierseitige die von vier, vielseitige die von mehr als vier Strecken
umfassten.

Von den gleichseitigen Figuren ist ein gleichseitiges Dreieck jede mit drei glei-
chen Seiten, ein gleichschenkliges jede mit nur zwei gleichen Seiten, ein schiefes
jede mit drei ungleichen Seiten.

Weiter ist von den dreiseitigen Figuren ein rechtwinkliges Dreieck jede mit
einem rechten Winkel, ein stumpfwinkliges Dreieck jede mit einem stumpfen
Winkel, ein spitzwinkliges Dreieck jede mit drei spitzen Winkeln.

Von den vierseitigen Figuren ist ein Quadrat jede, die gleichseitig und recht-
winklig ist, ein ldngliches Rechteck jede, die zwar rechtwinklig aber nicht gleich-
seitig ist, ein Rhombus jede, die zwar gleichseitig aber nicht rechtwinklig ist,
ein Rhomboid jede, in der die gegeniiberliegenden Seiten sowohl als Winkel
einander gleich sind und die dabei weder gleichseitig noch rechtwinklig ist; die
iibrigen vierseitigen Figuren sollen Trapeze heiflen.

Parallel sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und dabei, wenn man
sie nach beiden Seiten ins unendliche verldngert, auf keiner einander treffen.

Die fiinf Postulate bilden das operative Herzstiick der euklidischen Geometrie und
sind in unseren folgenden Betrachtungen zur nichteuklidischen Geometrie zentral.

Sie lauten:

1. Es soll gefordert werden, dass man von jedem Punkt nach jedem Punkt eine
gerade Linie ziehen kann.

2. Und dass man eine begrenzte gerade Linie stetig in gerader Linie verldngern
kann.

3. Und dass man mit jedem Mittelpunkt und Abstand einen Kreis beschreiben
kann.

4. Und dass alle rechten Winkel einander gleich sind.

5. Und, wenn eine gerade Linie, falls sie auf zwei gerade Linien trifft,

die innen auf derselben Seite liegenden Winkel zu weniger als zwei
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Rechten erginzt, dann sollen die zwei geraden Linien, ins Unendli-
che verliangert, auf jener Seite zusammentreffen, auf der die Winkel
liegen, die zusammen weniger als zwei Rechte betragen.

/

e

T

\

Abbildung 1: Veranschaulichung von Euklids fiinftem Postulat

Und zuletzt dienen Axiome als logische Basis des Systems:

1. Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.
Wenn Gleichem Gleiches hinzugefiigt wird, sind die Ganzen gleich.
Wenn Gleichem Gleiches weggenommen wird, sind die Reste gleich.
Wenn Ungleichem Gleiches hinzugefiigt wird, sind die Ganzen ungleich.
Die Doppelten von demselben sind einander gleich.
Die Halben von demselben sind einander gleich.
Was einander deckt, ist einander gleich.

Das Ganze ist grofler als der Teil.

© »® N e s W N

Zwel Strecken umfassen keinen Fliachenraum.

Zusétzlich ist anzumerken, dass Euklids Geometrie auf einigen idealisierten in der
Natur nicht existenten bzw. messbaren Begriffen beruht: Ein Punkt ohne Ausdeh-
nung, eine Gerade ohne Breite, aber mit unendlicher Ausdehnung sind gedankliche
Abstraktionen. Diese Idealisierung wirft zwei fundamentale Fragen auf:

1. Erkenntnistheoretische Legitimation:

Mit welchem Recht kénnen wir diesen Begriffen Eigenschaften zuschreiben, die nur
naherungsweise gelten? Das logische Verstdndnis dieser Begriffe war so stark, dass
selbst Carl Friedrich Gaufl zunéchst nicht an der Alternativlosigkeit Euklids zwei-
felte. Kants oft zitierte Annahme, dass die euklidische Geometrie ,,denknotwendig“
sei, erwies sich als fundamentale Fehleinschétzung. Denn auch wenn Euklids System
widerspruchsfrei ist, ldsst sich das fiinfte Postulat weder beweisen noch widerlegen
(es ist damit ein Beipiel fiir die Giiltigkeit von Godels Unvollstédndigkeitssatz).



2. Widerspruchsfreiheit:
Ein fundamentaler Bestandteil moderner Mathematik liegt darin, dass sich aus
einem Axiomen- bzw. , Postulaten“-System niemals gleichzeitig ein Satz und das
Gegenteil desselben Satzes beweisen lassen. Fiir Euklid galt dies lange als selbst-
verstandlich — ein Trugschluss, wie die spéater entwickelten Modelle der nichteukli-
dischen Geometrie zeigten.

Ein zentrales Problem der euklidischen Geometrie betrifft also die Frage nach der
Abhéngigkeit von seinen aufgestellten Postulaten: Lésst sich ein Postulat aus den
anderen ableiten, oder ist es logisch unabhéngig gegeben? Beim euklidischen Sys-
tem fallt auf, dass die ersten vier Postulate vergleichsweise einfach formuliert sind,
wihrend das fiinfte — das Parallelenpostulat — komplexer erscheint.

Dies fiihrte dazu, dass sich die Annahme verbreitete, dass es sogar génzlich abhéngig
von den vorigen vier Postulaten sei. Was wiederum viele Mathematiker veranlasste
die Abhéngigkeit beweisen zu wollen. Den letzten grofie Versuch hierfiir stellen Le-
gendres Beweise aus den Jahren 1794-1823 dar, die er in aufeinander folgenden Aus-
gaben seines Werks ,,Elements de géometrie* veroffentlichte. Er prasentierte dabei
einen speziellen Beweis, den wir im zweiten Kapitel dieser Arbeit ndher beleuchten
werden, der sich allerdings in Zirkelschliisse verlduft.

Die vollstéandige Unabhéngigkeit des Parallelenpostulats von den iibrigen Postulaten
wurde erst im Laufe des 19. Jahrhunderts durch die nichteuklidischen Geometrien
von Gauf, Bolyai und Lobatschewski dargestellt. Deren Systeme sind ebenso wider-
spruchsfrei wie die euklidische Geometrie, obwohl sie das fiinfte Postulat verwerfen.

Damit war klar:
e Die euklidische Geometrie ist nicht die einzig denkbare Struktur des Raumes.
e Das Parallelenpostulat ist nicht aus den iibrigen Axiomen ableitbar.

Dennoch wiére es falsch, die jahrtausendelange Dominanz Euklids als blofes ,, Vorur-
teil“ abzutun; Auch Euklid erkannte schon die Notwendigkeit des fiinften Postulats
als eigensténdiges Postulat. Er sah offenbar, dass es sich eben nicht aus den anderen
Definitionen und Postulaten ableiten lésst. Vielmehr zeigt dieses Ringen um diese
Fragestellungen und Probleme den stufenweisen Bildungsfortschritt der Mathematik
—und den Mut einiger Geometer, tradierte Anschauungen zu iiberwinden und nach
Neuem zu streben.

In dieser Arbeit werden die mathematischen Hintergriinde dieser Revolution unter-
sucht, von Euklids Axiomatik bis hin zu den bahnbrechenden Entdeckungen von
Bolyai, Lobatschewski und Poincaré.

(siehe [1], [2])



2 Legendres Versuch, das Parallelenpostulat her-
zuleiten

2.1 Bemerkung Im Folgenden wird zur besseren Lesbarkeit ,m “ anstatt der Ori-
ginalformulierung ,zwei Rechte “ verwendet. Ansonsten wird aber darauf geachtet,
stets die Formulierungen des jeweiligen Autors beizubehalten.

Seit der Antike versuchten Mathematiker das Parallelenpostulat aus den anderen
Axiomen und Postulaten abzuleiten. Bekannte Ansétze dazu stammten von Pto-
lem&us (Nutzte implizit die Aquivalenz ,,Parallelen haben konstanten Abstand ),
von Proklos (Setzte voraus, dass sich schneidende Geraden unbegrenzt voneinander
entfernen) und Nasir-Eddin (Argumentierte mit der Existenz gleichformiger Be-
wegungen in der Ebene). Alle diese Beweisversuche und noch unzihlige mehr schei-
terten daran, dass sie auf Annahmen bauten, die von vornherein schon &quivalent
zum Parallelenpostulat waren. Einige dieser Annahmen lauteten (vgl. Reichardt,
S.12 [1]):

e Durch einen Punkt auflerhalb einer Geraden existiert genau eine Parallele.
e Die Winkelsumme im Dreieck betrigt .

e Es existiert mindestens ein Dreieck mit der Winkelsumme 7.

e Es gibt nicht-kongruente, aber d&hnliche Dreiecke.

e Dreiecke kénnen bei gleichen Winkeln unterschiedliche Seitenldngen haben.
e Drei nicht-kollineare Punkte liegen stets auf einem Kreis.

e Drei Punkte mit gleichem Abstand zu einer Geraden sind kollinear.

e Eine Gerade teilt die Ebene in zwei nicht zusammenhéngende Gebiete.

o Jede Gerade durch einen Punkt im Winkelinneren schneidet mindestens einen

Schenkel.

Den letzten grofien Versuch unternahm der franzosische Mathematiker Adrien-Marie
Legendre (1752-1833). Dieser publizierte in seinen ,,Eléments de géométrie“ mehrere
Beweisversuche; in fast jeder der 14 Auflagen einen Neuen, was Legendres Hadern
mit diesem Thema unterstreicht. Es ist jedoch sehr sinnvoll auch diese Beweise zu
betrachten, da durch das Verneinen des Parallelenpostulats in Widerspruchsbewei-
sen, interessante (Vor-)Erkenntnisse zur nichteuklidischen Geometrie entstehen. Die
folgenden Sétze und Theoreme stammen von Legendre selbst, wiahrend die Skizzen,
Nebenbemerkungen, Korollare und Bemerkungen zum besseren Verstédndnis von mir
hinzugefiigt wurden.

2.2 Theorem Fs existiert kein Dreieck, in welchem die Summe der Innenwinkel
grofier als 7 ist.

Beweis. Durch Widerspruch.
Annahme: Es gibt ein Dreieck ABA;, welches eine Innenwinkelsumme > 7 hat.
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A A,

Abbildung 2
Nachdem wir AA; verlangern und auf dieser Verldngerung eine Folge von kongru-
enten (deckungsgleichen) Dreiecken A;B1 Ay, AyByAs, ..., A, Bp A,y errichten, ver-
binden wir zusétzlich noch die Spitzen dieser Dreiecke, also B und By, B; und By,

.., Bp_1 und B,, (Bemerkung: So eine Konstruktion ist tatséchlich durch Euklids
Definitionen und seine anderen Postulate gegeben).

8 3 g, __ 1 B. &
Iz
[ Yy é; o :; \ . / :; \
A A, A, A, A.. A 4.,

Abbildung 3

Die Winkel im Dreieck ABA; heiflen «, § und v und der Winkel ZBA;B; heifle /5’
(vgl. Skizze).

In den folgenden Schritten ist im Hinterkopf zu behalten, dass die Teilstrecken
BBy, B1Bs, ..., B,_1B, nicht zwingend auf derselben Geraden liegen miissen. Dies
wiirde sich ndmlich nur mit dem Parallelenpostulat beweisen lassen.

Es folgt also fiir die Winkel «, 5 und ~:

at+B+y>7 (1)
a+pf +y=m (2)
= [ <f
P B,
In den Dreiecken ABA; und BB A; gilt:
e (4,5 - |BA|
[ ] ’BA’ = |AlBl| )
Aber: 8> § A Ap A,

Abbildung 4

= |AA;| > |BB,| (3)



Bemerke, dass die beiden folgenden Gleichheiten gelten:

AABA; = AA B Ay = ... = NA, By Anis (4)
ABAlBl = ABlAQBQ = ... = AanlAan (5)

Definiere nun a := |AA;| — |BBy| >0

[ B 2, 5. B
NN,
oy \/
A A A AL A A

Abbildung 5

Wir withlen n nun so, dass: n-a > 2 |AB|

= (|AB| + |BBy| + |B1Ba| + ... + |Bp—1Bn| + | B, A,|) — |AA,|

We:g;:ll.(%)
— [AB| + [BoA,| —n-a <0 8)
8 2 8 7

Abbildung 6

= [AA4,| > [AB;.. B, A, (9)

Worin Legendre einen Widerspruch sieht. (Bemerkung: Natiirlich war der Begriff
einer Norm bei Legendre und insbesondere bei Euklid noch nicht so rigoros definiert
und wurde einfach als euklidische Lénge interpretiert)

Woraus folgt, dass die Summe der Innenwinkel in einem Dreieck nie grofler als m
ist. O



2.3 Nebenbemerkung Allerdings konnte in einer nichteuklidischen Geometrie
sehr wohl |AA,| > |AB;...B,A,| gelten, zum Beispiel:

l/ellt;njgry 7’:4 jén {%7:,4/

B[fc[ 0\!4/ 6/2’/! //ﬂ/ljpl’(

Abbildung 7

2.4 Satz Wenn in einem rechtwinkligen Dreieck ABC' die Innenwinkelsumme = 7
ist, so ist sie es auch in dem Dreieck ABC}, dessen Kathete BC, die doppelte Linge

von BC' hat.

B C Cq
Abbildung 8

Beweis. Konstruiere zunichst iiber der Seite AC ein zu AC'B kongruentes Dreieck
AB'C.

A7’ b’

(X
P P

Abbildung 9

(Also gilt: @« = &/ und B = ')
= Viereck AB'C'B hat nur rechte Winkel (da nach Voraussetzung gilt: a + 5 = )
Verlangern wir nun die Seite AB’ um die Strecke B'C" der Lange |AB’| und verbinden

C" mit C] gerade.



A e C’

B 4 C‘!
Abbildung 10
Da man die beiden Vierecke durch Spiegelung an der Geraden B’C' zur Deckung
bringen kann, ist ABC' B’ kongruent zu B'CC,C".

= ABC,C" hat ebenfalls vier rechte Winkel.
= Die Diagonale AC] teilt ABC,C" in zwei rechtwinklige Dreiecke zu je m auf. [

2.5 Satz Ist in mindestens einem rechtwinkligen Dreieck ABC' die Innenwinkel-
summe = T, so ist sie es auch in einem beliebigen rechtwinkligen Dreieck A1B,CY.

Beweis. Zuerst nehmen an, dass die beiden Katheten des Dreiecks ABC' grofier sind,
als die des Dreiecks A; B;C. Sonst miisste man die Katheten von ABC' geniigend oft
verdoppeln, was nach Satz 2.4. die Innenwinkelsumme von 7 nicht verdndern wiirde.

Wir legen das nach Annahme kleinere Dreieck A, B;C auf das gréflere ABC' drauf,
so dass ihre rechten Winkel aufeinanderliegen (B = By).

/
Al

B«

Abbildung 11

Nach Theorem 2.2. hat keines der beiden so entstandenen Dreiecke ABC, und AC,C
eine Innenwinkelsumme, welche gréfler als 7 ist.

A

Abbildung 12



Waire nun die Innenwinkelsumme eines der beiden kleineren Dreiecke ABC; und
AC,C Kleiner als m, miisste auch fiir die Innenwinkelsumme des grofleren Dreiecks
ABC gelten, dass sie kleiner als 7 ist. Was ein Widerspruch dazu ist, dass ABC
eine Innenwinkelsumme von 7 hat.

= ABC hat eine Innenwinkelsumme von 7
= A,;BC; und A; AC; haben ebenfalls Innenwinkelsummen von . O

2.6 Theorem Wenn in mindestens einem Dreieck die Innenwinkelsumme = 7 ist,
so qilt dies auch in einem beliebigen Dreieck.

Beweis. Annahme: Dreieck ABC' hat Innenwinkelsumme = 7.
Als erstes zerlegen wir dieses Dreieck in zwei rechtwinklige Dreiecke ABD und CBD,
indem wir auf der ldngsten Seite die Hohe des Dreiecks BD errichten.

R

A C
Abbildung 13

Die Innenwinkelsumme der Unterdreiecke ABD und C'BD betrigt jeweils 7 (denn
wire die Summe von je zwei spitzen Winkeln < 7, so hétte ABC' eine Innenwinkel-
summe < 7).

= Mit Satz 2.5. und da nun in einem rechtwinkligen Dreieck die Innenwinkelsumme
= 7 ist, so gilt dies auch fiir beliebige rechtwinklige Dreiecke.

= Summe der spitzen Winkel in einem beliebigen rechtwinkligen Dreieck = 7.

= Jedes Dreieck A;B;C} kann dadurch in zwei rechtwinklige Dreiecke aufgeteilt
werden, indem man auf der lingsten Seite die Hohe errichtet.

Abbildung 14

Da die Summe der spitzen Winkel in den Dreiecken A;B;D; und B;C1D; jeweils
gleich 7 ist, folgt die Innenwinkelsumme von 7 im Dreieck A;B;C}.

]
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2.7 Theorem Wenn in mindestens einem (bzw. nun in jedem) Dreieck die Innen-
winkelsumme = 7 ist, so gilt das Parallelenpostulat.

Beweis. Sei A ein Punkt, welcher nicht auf der Geraden D’D liegt. Wir féllen vom
Punkt A das Lot AC auf D’D und errichten durch den Punkt A die Senkrechte B’B
zu AC.

b’ < 0
Abbildung 15

= B'B und D'D schneiden sich nicht, da man sonst ein Dreieck mit einer Innen-
winkelsumme grofler als 7 konstruieren wiirde, was nach Theorem 2.2. nicht moglich
ist.

7Zu zeigen ist nun, dass jede zu B’B verschiedene Gerade M N, die durch den Punkt
A geht, die Gerade D’D schneidet. (Wie bereits zu Beginn von Kapitel 2 erwihnt,
ist dies auch nur eine Aquivalenz des originalen Parallelenpostulats von Euklid (vgl.
Kapitel 1). Diese wurde allerdings schon sehr frith bewiesen und war dadurch auch
Legendre schon bekannt)

8’ / b

Abbildung 16

Von den beiden Halbgeraden AM und AN wihlen wir diejenige aus, welche mit dem
Lot AC einen spitzen Winkel einschlieft.

O.B.d.A. kénnen wir sagen, dass dies AN ist, wobei B und N in der selben Halb-
ebene beziiglich AC' liegen sollen.

Sei o der Winkel ZBAN.

Um zu zeigen, dass AN D'D schneidet, geniigt es die Existenz einer Geraden AP
nachzuweisen, die ebenfalls D’D schneidet und mit AB einen Winkel < « einschlieBt.

11



Abbildung 17

Wir tragen auf der Halbgeraden C'D die Strecke CP; der Linge |C'A| ab.

B

A

D / 4 £ 0
Abbildung 18

In dem so entstandenen gleichschenkligen rechtwinkligen Dreieck AC'P; hat dann
jeder der Winkel ZA und ZP; die Grofe 7, wegen der Voraussetzung, dass in jedem
Dreieck die Innenwinkelsumme = 7 ist.

Als nichstes tragen wir die Strecke PP, der Linge |AP;| auf CD ab.

U

Abbildung 19

In dem so entstandenen gleichschenkigen Dreieck AP, P, haben die Winkel ZA und
L P, die Grofe 3.

In gleicher Weise konstruieren wir den Punkt P, fiir welchen |PyPs| = |AP,| gilt.
Fiihrt man dies in geeigneter Weise weiter, erhélt man eine Folge von Halbgeraden
AP;, AP,, AP;, ..., von denen jede die Halbgerade C'D schneidet, wobei die Folge
der Winkel ZBAP; fiir i = 1,2, 3, ... monoton abnimmt.

= Wir erhalten nach endlich vielen Schritten eine Halbgerade AP,, die D'D schnei-
det und fiir die

1
/BAP, =55 <a (10)

12



gilt.
O

2.8 Nebenbemerkung Um die in Bemerkung 2.1. erwihnte Aquivalenz zu er-
halten, miisste freilich noch die Umkehrung gezeigt werden. Diese gilt ebenfalls und
kann Buch 1 Proposition 32 aus Euklids Elementen entnommen werden; sie wird an
dieser Stelle aber nicht gesondert gezeigt.

Es gilt also: Innenwinkelsumme m < Parallelenpostulat

2.9 Theorem FEs ist ein Ding der Unmdglichkeit, dass die Innenwinkelsumme in
einem Dreieck kleiner als m ist.

Beweis. Legendre fiihrt den Beweis hierzu per Widerspruch. Es werde also ange-
nommen, dass ein Dreick ABC' mit einer Innenwinkelsumme < 7 existiere, sagen
wir Innenwinkelsumme = ™ — r mit r reell.

Wir konstruieren zunéchst iiber der Seite BC ein Dreieck BDC, welches kongruent
zu ABC ist.

[
RN/ D

&t X

/\n
r
C
Abbildung 20

Wr ziehen im néchsten Schritt eine Gerade durch D, die die verldngerten Schenkel
des Winkels ZBAC = « in gewissen Punkten M, N schneidet.

Abbildung 21

Zu bemerken ist, dass auch BC'D eine Innenwinkelsumme von 7 — r hat und die
Innenwinkelsummen von BDM und C' DN nicht > 7 sind.

= Summe der Winkel der vier Dreiecke ABC, BCD, BDM,C DN ist nicht > 47 —2r
Auflerdem betriagt die Summe der je drei Winkel bei den Punkten B,C, D genau

13



3 -7 (jeweils 7).

= Fiir die Summe der verbleibenden drei Ecken A, M, N gilt, dass sie nicht grofier
ist als (47 — 2r) — 37w =7 — 2r.

= AAMN hat also eine Winkelsumme, welche nicht groffer ist als m — 2r.

Fiithrt man dieses Verfahren nun geeignet weiter, kann man Dreiecke konstruieren,
deren Innenwinkelsummen 7 — 4r, m — 8r, ... betragen, was uns nach endlich vielen
Schritten zu einer negativen Innenwinkelsumme fithren wiirde, worin Legendre einen
Widerspruch sieht.

]

2.10 Korollar Theorem 2.2. und 2.9. liefern, dass die Innenwinkelsumme in jedem
Dreieck = m ist. Woraus mit Theorem 2.7. die Giiltigkeit des Parallelenpostulats
abgeleitet zu sein scheint.

2.11 Bemerkung FEin Fehler von Legendre liegt darin, dass er annimmt, man
konne im Beweis zu Theorem 2.9. vom Punkt D, der im Inneren des Winkels /C AB
liegt, stets eine Gerade ziehen, die beide Schenkel des Winkels schneidet. Diese
Annahme ist nimlich bereits dquivalent zum Parallelenpostulat. Diese Aquivalenz
werden wir hier an dieser Stelle zwar nicht gesondert zeigen. Sie ist aber aus den
nichteuklidischen Modellen an spditerer Stelle in dieser Arbeit leicht abzuleiten.

(siehe [1], [3], [4])
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3 Absolute Geometrie nach Janos Bolyai

Die folgenden beiden Kapitel iiber die Absolute Geometrie von Janos Bolyai und
die Lobatschewskische Geometrie sollen die frithesten Modelle der nichteuklidischen
Geometrie beschreiben. Sie sind natiirlich keinesfalls vollstdndig und liefern gelegent-
lich auch nur Beweisideen zu bestimmten Aussagen. Allerdings ist es wichtig auch
diese frithen Modelle genauer zu beleuchten, um einen Uberblick iiber die Entwick-
lung hin zu Klein und Poincaré zu erhalten. An dieser Stelle ist natiirlich auch der
Name Carl Friedrich Gaufl zu nennen, welcher genau wie Bolyai und Lobatschew-
ski einer der Vorreiter auf diesem Gebiet der Mathematik war. Da er aus Furcht
vor dem Geschrei der Bdotier (siehe [5]) wenig bis gar nichts zu diesem Thema
vertffentlichte, ist ihm kein eigenes Kapitel in dieser Arbeit gewidmet. Es ist aber
im Hinterkopf zu behalten, dass er in engem Kontakt mit Bolyai und Lobatschewski
stand und auch teilweise an ihren Ideen mitwirkte. (siehe [1])

Die nun angestellten Uberlegungen veréffentlichte Janos Bolyai (1802-1860) erstmals
in seiner , Appendix “ 1832 und wurden von Johannes Frischauf 1872 (siche [6]) ausge-
arbeitet. (Wahrend die Bemerkungen, Nebenbemerkungen, Notationen, Skizzen und
Uberlegungen von mir zum besseren Versténdnis und einer besseren Ubersicht hin-
zugefiigt oder umformuliert wurden, folgen sédmtliche Definitionen, Korollare, Sétze
und ihre Beweise Frischaufs Uberarbeitung von Bolyais Originalwerk)

3.1 Definition [Linie| Eine Linie sei die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punk-
ten.

3.2 Definition [Parallelitét] Zwei Linien AA” und BB’ heifien parallel unter der
Bedingung, dass, wenn sie von einer Geraden AB geschnitten werden, die Summe
der inneren Winkel auf derselben Seite m betrdgt.

B ot 5= 190°

Abbildung 22

3.3 Nebenbemerkung Hieraus folgt spiter fiir Bolyai aber nicht zwingend, dass
die Parallelen stets gleichen Abstand zueinander haben. Auf dieser Annahme beruht
Bolyais Absolute Geometrie.

3.4 Satz Zwei parallele Linien AA” und BB' konnen sich nicht schneiden.

Beweis. Sind AA” und BB” die Riickverlingerungen von AA’ und BB', so konnen
die so entstandenen Figuren A’ABB’ und B”"BAA"” zur Deckung gebracht werden.
Wiirden sich also AA’ und BB’ schneiden, so auch AA” und BB”. (Worin Bolyai
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noch einen Widerspruch sieht. Fiir ihn galt, dass zwei Linien grundsétzlich keinen,
einen oder unendlich viele Schnittpunkte haben miissen)

/

4 3

A\

A "
B

Abbildung 23

]

3.5 Nebenbemerkung FEin nichteuklidisches Modell, in welchem sich zwei Ge-
raden, die nach Bolyais Definition (3.2) parallel sind, in zwei Punkten schneiden
konnen, ist die Sphdre:

/lm [ro/éufz/ il Blick [fo/éuje[m,/ Bt
‘\ﬁ 6t don /{Tuafof st low /{/w&{/po/
(aqein Siclpol )

Abbildung 24

3.6 Uberlegung Man kann in einer Ebene durch einen beliebigen Punkt A aufSer-
halb einer Geraden B'B" mindestens eine Parallele A’A" ziehen, indem man zwei
mal die Senkrechte zieht.

4 B’
A P
4" B’

Abbildung 25

3.7 Definition [Grenzparallelum]| Die Halblinien, die vom Punkt A in A’ABB’
reinzeigen, lassen sich in zwer Kathegorien einteilen:
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(1) Jene, die BB’ schneiden.
(2) Jene, die BB’ nicht schneiden.
Die gemeinsame Grenzlinie dieser beiden Klassen wird Grenzparallelum zur Geraden

BB’ genannt.
Notation: ||
4’ B’
-
A P

Abbildung 26

3.8 Bemerkung In jedem Fall begegnet das Grenzparallelum selbst der Geraden
BB’ nicht. Es muss allerdings nicht im rechten Winkel zu AB stehen, sondern nur
in einem < 3

3.9 Nebenbemerkung In der klassischen euklidischen Geometrie ist das Grenz-
parallelum freilich die Parallele AA’ selbst.

3.10 Voriiberlegung (fir den Beweis von 3.21.) Um das Grenzparallelum durch
A zu verlingern, trigt man den Winkel o ab.

4 B’

o)

Abbildung 27

3.11 Nebenbemerkung Sei AA'||BB’

(1) Eine Gerade AA' ist an allen ihren Punkten zu BB’ grenzparallel.
(2) Symmetrie: AA’||BB' < BB'||AA’

(8) Transitivitit: AA’'||BB', BB'||CC" = AA'||CC"
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3.12 Satz Die Innenwinkelsumme in einem beliebigen Dreieck betrdgt .

Beweis. Sei ABC' ein gegebenes Dreieck.

Zieht man durch die Spitze B eine Gerade B’B” parallel zur gegeniiberliegenden
Seite AC, so gilt:

a=ca und 8 = (vgl. Abbildung 28)

>a+0+y=n7 (11)

Abbildung 28

]

3.13 Definition [Parallelwinkel] Sei A ein Punkt auflerhalb einer Geraden BB’
und sei AA'||BB" und AB L BB'. Der Winel a = ZA'AB heifst der Parallelwinkel.

A

8 8’

Abbildung 29

3.14 Korollar Nimmt der Betrag von AB zu bzw. ab, so nimmt die Grifle des
Parallelwinkels ab bzw. zu:

Abbildung 30

3.15 Korollar Setzt man auf AB einen Punkt C und betrachtet CB < AB, so
muss fiir CC'||BB’ gelten: > «
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Abbildung 31

(Denn wire f < a, so wire o +v = o+ (7 — ) > m, was Bolyai ausschliefit.)

3.16 Notation Fiir jede Distanz p (eines Punktes von einer Geraden) gibt es also
einen bestimmten Parallelwinkel und umgekehrt. Man bezeichnet den der Distanz p
entsprechenden Parallelwinkel mit m(p).

Fir:p—oo:m(p) — 0 (12)
~Fih‘:p—>0:7r(p)%g (13)

3.17 Satz Zwei Grenzparallele nihern sich einander immer mehr an.

Beweis. Sind niamlich AB = A’B’, d.h. grenzparallel und gleich lang, und AB L
AA, sowie A/B’ 1. AA’, so schneidet die Gerade BB’ nicht AA’ (parallel).

8 B’

A A

Abbildung 32

Dies ist der Fall, denn: Nimmt man C' als die Mitte der Strecke AA’ und CD 1 AA’,
so konnen die Vierecke ACDB und A’C DB’ zur Deckung gebracht werden. Es gilt
daher auch CD 1. BB’

= BB’ und AA’ schneiden sich nicht.

[4

Abbildung 33
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Eine zweite Parallele BB" liege niher an AA’; sie begegne also der Senkrechten A’ B’
im Punkt B” derart, dass A’B” < A’B’ ist.

D

\‘B”

Abbildung 34

= Die Distanzen der Punkte einer Geraden zu einer ihr Grenzparallelen werden
daher in der Richtung des Parallellismus immer kleiner. O]

3.18 Korollar Zwe: Grenzparallele schneiden sich im Unendlichen.

3.19 Nebenbemerkung Obwohl die beiden folgenden Sdtze 3.20. und 3.21. fun-
damentale Resultate von Bolyais Absoluter Geometrie sind, werden in ihren Be-
weisen je widersprichliche Aussagen verwendet (* und **), wovon (*) sogar nur
eine Behauptung ist. Dies ist einer der Grinde, warum Janos Bolyais Vater Wolf-
gang Bolyai zeitlebens an den Entdeckungen seines Sohnes zweifelte und auch dieser
zdgerlich bei der Verdffentlichung vorging.

3.20 Satz Fine Grenzparallele E,ﬂlche eine Gerade CD schneidet, hat zu ihr
denselben Winkel o, wie zu einer zu C'D parallelen C'D’.

Beweis. Da CD und C'D’ parallel sind, folgt mit Definition 3.2., dass o + = 7
gilt (vgl. Abbildung 35). Verbindet man dies zusétzlich mit der Behauptung (*)
o + 6 =m, folgt a = da.

Abbildung 35

]

Die Behauptung (*) gilt i.A. nur fiir Geraden und nach Satz 3.21. muss das Grenz-
parallelum keine Gerade sein, was zu der bereits beschriebenen Unstimmigkeit fiihrt.

3.21 Satz Grenzparallele miissen keine Geraden sein (sondern sogenannte krumme
Linien).
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Beweis. In einem Viereck ACDE sei der Winkel 3 spitz und BD||AC (Achtung: Die
Notation || steht, wie eingefiihrt, nur fiir das Grenzparallelum, nicht fiir allgemeine
Parallele, wie wir es wohl heutzutage auffassen wiirden).

LN

A C

Abbildung 36

Spiegeln wir nun an der Seite C'D, erhalten wir ungefihr folgende Figur:

B B
~D <&

A C Al

Abbildung 37

Nach 3.10. ist BB’ immernoch ein Grenzparallelum durch den Punkt D.
Und nach Satz 3.19. ist § =~ und ' =+'.
= v und v/ sind spitz.

Abbildung 38

(ex)y + # 7 (14)
= Die Grenzparallele durch BD B’ ist keine Gerade. ]

3.22 Satz Zwei Parallele haben einen eindeutigen kleinsten Abstand.
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Beweis. Jede kiirzeste Verbindungslinie mit einem Punkt M auf der Strecke B'B”
ist eine AA’ nicht schneidende Linie.

B B’

Abbildung 39

Die Entfernungen der Punkte der Linie BM von der Geraden AA’ nehmen in der
Richtung BM ab. Allerdings ist leicht zu erkennen, dass diese Abnahme nicht un-
begrenzt sein kann, da sich sonst AA’ und BM doch irgendwann schneiden wiirden.
Es muss daher einen Punkt Q auf BM geben, an dem die Entfernung QP von AA’
die Kleinste ist.

Abbildung 40

Dabei muss PQ 1. BM, weil sonst das Lot auf P kleiner wire. Die Figuren APQB
und A’PQM sind kongruent. [

(siehe [6])

3.23 Abschlussbemerkung Da man also weif$, dass zwei von Bolyai parallel ge-
nannt Linien nicht immer denselben, sondern nur einen kleinsten Abstand haben,
kann man prinzipiell, wenn man weiterdenkt, unendlich viele solcher ,Parallelen “
durch einen Punkt ziehen, wodurch wir dieses Modell der hyperbolischen Geometrie
zurechnen kénnen.

Auflerdem ist zu bemerken, dass man in diesem Kapitel mit den Begriffen ,Linie“
und ,,Gerade“ vorsichtig sein muss, denn laut Euklids erstem Postulat kann man
zwischen zwei Punkten tmmer eine gerade Linie ziehen, welche die kiirzeste Verbin-
dung zwischen beiden Punkten ist und ,Gerade “ genannt wird. Auf der anderen Seite
bezeichnet Bolyai die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten nur als ,Linie
welche dann wiederrum krumm oder gerade sein kann. Somit ist Bolyais ,gerade
Linie “ nicht Euklids ,gerade Linie“, wohingegen Bolyais ,Linie“ FEuklids ,,Gerade “
15t.
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4 Lobatschewskische Geometrie

Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski lebte von 1793 bis 1856 und war ein russicher
Mathematiker. Seine Erkenntnisse iiber die nichteuklidische Geometrie publizierte
er 1829 in seinem Werk , Uber die Grundlagen der Geometrie“. Auch wenn er drei
Jahre vor Janos Bolyai seine Erkenntnisse verdffentlichte, ist sein Kapitel in dieser
Arbeit hier Bolyai trotzdem nachgestellt, da Lobatschewskis Ausfiihrungen in sich
schliissiger und widerspruchsfreier erscheinen.

4.1 Vorbemerkung Um der Lobatschewskischen Geometrie eine Grundlage zu
geben, ersetzt Lobatschewski zuerst das Parallelenpostulat durch eine gegenteilige
Annahme:

In der Ebene kann man durch einen Punkt A, der nicht auf einer Geraden a liegt,
mehr als eine Gerade ziehen, die a nicht schneidet.

A

\

a

Abbildung 41

Lobatschewski sieht hier also keinen Widerspruch, sondern baut auf den ersten vier
und dem neuen fiinften seine Geometrie auf.

4.2 Bemerkung Wir betrachten eine Geometrie, die auf einer den beiden Schalen
einer Sphare mit imagindrem Radius gilt, wenn man als Geraden die Grofkreise
der Sphdre nimmt, also Schnitte mit Ebenen, die durch den Mittelpunkt gehen, und
unter dem Abstand zweier Punkte die pseudoeuklidische Linge des sie verbinden-
den Grofkreises. Die Lobatschewski FEbene ist dabei als imagindre Sphdre definiert.
Diese Ebene stellt eine pseudo-euklidische Ebene dar, weil in ihr (wie spdter gezeigt
werden wird) das Parallelenpostulat nicht gilt.

Fiir die Punkte (z,y, z) auf einer Sphire muss allgemein gelten: x? + y* + 2% = r?
Fiir eine solche tmagindre Sphdre ersetzt man nun z durch iz und r durch iq, so gilt:
22 +y* + (i2)? = (iq)* & 2 +y° — 2* = —¢ (15)

Die hiesige imagindre Sphire zerfillt in zwei Halbsphdren und ist wie folgt im R3
eingebettet.
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— A

7

Abbildung 42

4.3 Bemerkung In diesem Modell projizieren wir durch den Nullpunkt aus der
oberen Halbsphdre auf die Ebene z = —q. Dabei entsteht die offene Kreisscheibe, die
wir Lobatschewski Kreisscheibe nennen wollen (siehe Abbildung 42).

4.4 Nebenbemerkung Fs gibt zwei lokale Extrema: (0,0, q) und (0,0, —q). Beide
erfiillen die Gleichung 2 + vy — 2% = —¢? fiir v =y = 0.

4.5 Korollar Benennt man nun jenen Punkt auf der Lobatschewsk: Kreisscheibe,
dessen Projektion durch den Ursprung exakt senkrecht auf der Ebene steht, mit A

< | T

R

0

Abbildung 43

und betrachtet die Kreisscheibe von oben, ergibt sich folgendes Bild:
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a

\/

Abbildung 44

= Man kann unendlich viele Geraden durch A ziehen, die a nicht schneiden.

4.6 Bemerkung Wir betrachten in R? die ,hyperbolische Sphire “

S:a?+y —22=-¢

und die Lobatschewski-Ebene

E o z=—q.
FEine hyperbolische Gerade wird definiert als der Schnitt
G=IInNn§¢

einer euklidischen Ebene 11 durch den Ursprung O = (0,0,0) mit S, gefolgt von der
Zentralprojektion

. (l’,y7Z> — (_ng _%% —Q>
auf E.

4.7 Bemerkung Die Lobatschewskische Ebene ist im kleinen ebenso wie die eukli-
dische beschaffen (denn die Geometrie in kleinen Gebieten der Sphdre unterscheidet
sich kaum von der Geometrie, die auf einer Tangentialebene dieser Sphdre gilt).

4.8 Nebenbemerkung Die Lobatschewskische Geometrie wird spdter direkt in die
Kleinsche Kreisscheibe iibergehen (die Geraden auferhalb des Mittelpunktes A sind
tatsdachlich gerade Linien). Doch auch schon Lobatschewski liefert in seinem Modell
einen klar definierten Abstandsbegriff.

4.9 Definition [Abstand] Die Punkte der Lobatschewskischen Ebene kann man
durch die Koordinaten x,y,z charakterisieren, die den Punkten einer Sphdre mit
imagindrem Radius entsprechen; Der Abstand w zweier Punkte Mi(xq,y1,21) und
Ms(x2, Y2, 22) wird definiert durch:

w 1
cosh(g) = ?!1’1372 + Y1y2 + 2122 (16)

4.10 Beachte Zwei diametral gegeniiberliegende Punkte My (x,y, z) und My(—z, —y,
der Sphire kennzeichnen nur einen Punkt in der Lobatschewski Ebene (daher rihrt
der Betrag im Abstandsbegriff).
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4.11 Bemerkung Das Modell zeigt, dass sich die Lobatschewski Ebene in jeder
Richtung ins Unendliche erstreckt (nihere dazu die Schnittebene an die Sphdrenhalbierende
an).

4.12 Uberlegung Da die Geraden in der Lobatschewski Ebene den Grofkreisen
einer Sphdre mit imagindrem Radius des pseudoeuklidischen Raumes entsprechen,
kann man diese Geraden mit den Ebenen vergleichen, die durch den Mittelpunkt ei-
ner Sphdre mit imagindrem Radius gehen und diese in einem Grofkreis schneiden.
Haben zwei Geraden der Lobatschewski Ebene einen gewissen Punkt gemeinsam, so
schneiden sich die dazugehiorigen Ebenen in einer Geraden mit imagindrer Stre-
ckenldinge.

)

Abbildung 45

4.13 Erster Gegensatz Die FEbenen kénnen sich auch in einer Geraden mit reeller
Streckenlinge schneiden.

Abbildung 46

In diesem Fall haben die diesen Ebenen entsprechenden Geraden keinen Schnittpunkt
und kéonnen auch nicht durch Grenziibergang aus sich schneidenden Geraden erhalten
werden.

4.14 Zweiter Gegensatz Die Ebenen konnen sich auch in einer isotropen Geraden
schneiden.
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Abbildung 47

Hier schneiden sich die beiden Geraden in der Lobatschewski Ebene zwar auch nicht,
jedoch kénnen sie durch einen Grenziibergang aus sich schneidenden Geraden erhal-
ten werden.

Da es nun zwei Arten von sich nicht schneidenden Geraden gibt, fithren wir folgende
Definitionen ein.

4.15 Definition [Parallelitét] Sich nicht schneidende Geraden in der Lobatschew-
ski Ebene heiffen nur dann parallel, wenn man sie durch Grenziibergang aus sich
nicht schneidenden Geraden erhalten kann (d.h. wenn sich die ihnen entsprechen-
den Ebenen in einer isotropen Geraden schneiden; zweiter Gegensatz)

4.16 Definition [Divergenz| Sich nicht schneidende Geraden in der Lobatschewski
Ebene, die nicht durch Grenziibergang erhalten werden konnen, nennt man divergie-
rend (erster Gegensatz).

4.17 Skizze Um die Lage von Geraden der Lobatschewskischen nichteuklidischen
Geometrie in der euklidischen Geometrie zu veranschaulichen, kann man die paral-
lelen und divergierenden Geraden durch krumme Linien darstellen:

pqm/[![‘ cevzbjre«rma(

~_ -
//i — T~

Abbildung 48

(In der euklidischen Ebene gibe es sonst keine zwei verschiedenen Typen von sich
nicht schneidenden Geraden)

4.18 Korollar FEs ist nur mdglich durch alle Punkte A auferhalb einer gegebe-
nen Geraden der Lobatschewski Ebene jeweils zwei Parallele zu ziehen. (Nur zwei
Geraden schneiden sie durch Grenzibergang)
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parallof
N

Nzt
Abbildung 49

4.19 Bemerkung Der Grenziibergang von sich schneidenden Geraden zu Paral-
lelen hat zur Folge, dass o — 0. (Erinnerung: Die Lobatschewski Ebene ist unbe-
grenzt)

-8 (L~

Abbildung 50

4.20 Korollar In der Richtung der Parallelitit nihern sich die Parallelen unbe-
grenzt etnander an.
In der Gegenrichtung entfernen sich Parallele unbegrenzt.

4.21 Bemerkung Die beiden Parallelen haben ebenfalls die Figenschaft, dass sie
alle duch den gegeben Punkt gehenden Geraden in zwei Klassen einteilen: in Schnei-
dende und Divergierende.

Abbildung 51

Die weiterhin geltenden ersten vier Postulate fithren dazu, dass immernoch einige
Satze giiltig sind, die sich auf Grundlage der ersten vier beweisen lassen.

4.22 Satz Jede Seite eines Dreiecks ist kleiner als die Summe der beiden anderen
Seiten und gréfier als deren Differenz.

4.23 Satz Der grifste Winkel eines Dreiecks liegt gegeniiber der grifiten Seite.

Andererseits gelten nun alle dem fiinften Parallelenpostulat dquivalenten Sétze nicht;
also gilt:
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4.24 Satz Die Winkelsumme eines Dreiecks ist stets kleiner als .

Und zusétzlich:

4.25 Satz Die Menge alle Punkte, die von den Punkten einer Geraden densel-
ben Abstand besitzeq, bilden keine Gerade, sondern eben nur eine Kurve, die man
Abstandslinie oder Aquidistante bezeichnet.

4.26 Riickblick Nun wird auch klar, warum Legendres Annahme tm Beweis zu
Theorem 2.9., dass er zu einem Punkt in einem Winkel eine die Schenkel schnei-
dende Gerade finden kann, zu lose gefasst war.

Abbildung 52

4.27 Theorem Zwei Dreiecke sind bereits dadurch kongruent (deckungsgleich),
wenn thre Winkel paarweise tibereinstimmen.

Beweis. Aus dem Satz, dass die Winkelsumme in einem beliebigen Dreieck kleiner
als 7 ist, folgt, dass die Winkelsumme des n-Ecks kleiner als (n — 2) - 7 ist.
Betrachte nun die beiden Dreiecke ABC' und A’B’C’ mit an ihren Ecken jeweils
gleichen Winkeln.

Abbildung 53

Bringe zunéchst die Winkel o und o' zur Deckung, wodurch drei Moglichkeiten
entstehen:
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Abbildung 54

Wire es wie in Moglichkeit 2, hiatte das Viereck BB'C'C' eine Innenwinkelsumme
von 27, was ein Widerspruch ist.

Wire es wie in Moglichkeit 3, so wére ein Aulenwinkel des Dreiecks BB'K gleich
einem der nichtanliegenden Innenwinkel, was ebenfalls nicht méglich ist.
= Beide Dreiecke fallen zusammen. O

(siehe [3])
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5 Poincaré-Scheiben Modell

Erstmals wurde die Poincaré-Scheibe bereits durch Bernhard Riemann 1854 be-
schrieben. Weiter erarbeitet wurde sie durch Eugenio Beltrami 1868. Allerdings er-
fuhr sie erst Bekanntheit durch Poincarés ,,La Science et I’'Hypothese* 1905, wo er
das Modell mit folgenden Worten charakterisiert:

5.1 Modell » Wir wollen uns z. B. eine in eine grofse Kugel eingeschlos-
sene Welt denken, welche folgenden Gesetzen unterworfen ist:
Die Temperatur darin ist nicht gleichmdfsig; sie ist im Mittelpunkte am
héochsten und vermindert sich in dem Maje, als man sich von ihm ent-
fernt, um auf den absoluten Nullpunkt herabzusinken, wenn man die Ku-
gel erreicht, in die die Welt eingeschlossen ist.
Ich bestimme das Gesetz, nach welchem diese Temperatur sich verdndern
soll, noch genauer:
Sei R der Halbmesser der begrenzenden Kugel, sei r die Entfernung des
betrachteten Punktes vom Mittelpunkte dieser Kugel, dann soll die abso-
lute Temperatur proportional zu R?> — r? sein.
Ich setze weiter voraus, daf$ in dieser Welt alle Korper denselben Aus-
dehnungskoeffizienten haben, so daf die Linge irgendeines Lineals seiner
absoluten Temperatur proportional sei. [...]
Ein bewegliches Objekt wird also immer kleiner in dem MafSe, wie es sich
der begrenzenden Kugel ndhert.
Beachten wir vor allem, dafl diese Welt ihren Einwohnern unbegrenzt er-
scheinen wird, wenn sie auch vom Gesichtspunkte unserer gewdéhnlichen
Geometrie aus als begrenzt gilt. “ (S. 67)

5.2 Korollar Durch das Nédherkommen an den Rand dieser Welt kiihlt eine Person
also itmmer weiter ab und wird zusdtzlich immer kleiner, was zur Folge hat, dass sie
nie den umfassenden Kugelrand erreicht.

5.3 Korollar Poincaré setzt ebenfalls voraus, dass die Lichtstrahlen innerhalb die-
ses Modells unterschiedlich brechende Medien durchdringen. Dies geschieht mit ei-
nem Brechungsindex umgekehrt proportional zu R* — r?. = Lichtstrahlen sind im
Allgemeinen nicht geradlinig.

(siehe [7])

Die folgenden Uberlegungen stammen nicht mehr von Poincaré selbst, auch wenn er
sie wahrscheinlich schon erahnt hatte, sondern von David Royster, 2008. Auf jeden
Fall sind sie nicht in Poincarés Werk ,,La Science et ’'Hypothese* verdffentlicht, v.A.
um es einem breiteren Publikum darzubieten.

5.4 Bemerkung a) Um solch eine hyperbolische Kreisscheibe (jetzt in 2 Dimen-
sionen) zu beschreiben, benutzen wir den Einheitskreis.

b) Die Punkte auf dem Kreis selbst sind nicht Teil der hyperbolischen Ebene.

¢) Die Randpunkte werden auch ideale oder QQ— Punkte genannt: Q = {(x,y)|z* +

y? =1}

5.5 Definition [Linien]| Gegeben sei ein Einheitskreis I'.
Linien der hyperbolischen Ebene sind Bdgen, welche orthogonal zu I' sind und in
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seinem Inneren liegen.

5.6 Konstruktion Fs gibt drev Falle, die ber der Konstruktion von Linien zu
beachten sind. Seien A, B die Endpunkte einer Linie.

Fall 1: A,B €T (beide auf dem Rand)

Konstruiere zundichst die Geraden PA und PB, wobei P der Mittelpunkt von T ist,
und danach die Orthogonalen dazu durch A und B als jeweilige y-Achsen eines so
entstehenden Koordinatenkreuzes. Sei () der Schnittpunkt dieser zwei Orthogonalen.
Konstruiere nun einen zweiten Kreis Q um QQ mit Radius QA. Der Teil des Kreises,
welcher im Inneren von I' liegt, ist unsere gesuchte Linie.

(Bemerkung: Diser Bogen ist nach Konstruktion orthogonal zu T")

Abbildung 55

Fall 2: A€l und B liegt im Inneren von I’

Konstruiere wieder PA und PB und anschlieffend die Orthogonale auf PA. Ziche
nun eine Gerade AB und errichte auf halber Strecke eine Orthogonale darauf. Der
Punkt ) seir der Schnittpunkt dieser Orthogonalen mit der bereits gezogenen Tan-

genten durch den Punkt A. Die Linie zwischen A und B liegt nun auf dem Kreis
um Q mit Radius |QA|.
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Abbildung 56

Fall 3: A und B liegen im Inneren von I'

Konstruiere PA und dann die orthogonale dazu durch A. Die Punkte, an denen
diese Orthogonale I' schneidet, heifilen X,Y . Lege anschlieffend die Tangenten durch
X, Y, welche sich im Punkt C schneiden sollen. Der Kreis Q) mit den drei Randpunk-
ten A, B, C enthilt die gesuchte Linie (Konstruktion eines Kreises mit drei gegeben
Punkten ist eindeutig).

Abbildung 57

5.7 Definition [Abstand zum Mittelpunkt] Da die Fliche im Einheitskreis eine
unendliche hyperbolische Ebene darstellen soll, brauchen wir einen neuen Abstands-
begriff fir die Distanz bis zum Mittelpunkt:

2-dr

dp —
p 1—17r2

, wobei r der euklidische Abstand zum Kreismittelpunkt ist.
5.8 Satz
p=2-tanh~'(r) (17)
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Beweis.

p:/OT 12_d1;2 dx (18)
= ] (19)
L(W)Lm (120) "

1—7r 1-0
zln(i:) ) (21)
=2-tanh ' (r) (22)
O

5.9 Definition [Abstand zwischen zwei bel. Punkten| Seien zwei hyperboli-
sche Punkte A und B gegeben. Wenn man nun die Linie zwischen beiden Punkten
bis zum Rand fortfiihrt, soll diese den Rand in den Punkten P und () schneiden.

Definiere: (AB, PQ) = gg‘gg = ﬁg:gg (gemeint sind die euklidischen Bogenlingen).

= d(A,B) = In|(AB, PQ)|
p

Abbildung 58

5.10 Korollar Die beiden Abstandsbegriffe sind dquivalent.

Beweis. Erster Fall: A und B sind auf der selben Seite vom Mittelpunkt aus be-
trachtet.

Abbildung 59

Sei r4 und rp der jeweilige euklidische Abstand zum Mittelpunkt. Der hyperbolische
Abstand ist damit : pao = [n(F24) | pgo = In(F2E) Der Abstand zwischen A und

1-r4g l—-rp
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Abbildung 60

B ist somit gegeben durch:

dp(A,B) = ’pBO - PAO|

1+rp 1+1ry4
=l —1
() — tn(2)
1+7r 1—1r4
= (i )
B +7a
_ ‘AP-BQ|
~ A0 BP
= In|(AB, PQ)|
=d(A, B)

(1+rp=BQ,1—ra=AP ,1—rg=BPund 1 +7r4 = AQ)

Zweiter Fall: A und B liegen auf verschiedenen Seiten vom Mittelpunkt aus betrach-
tet.

dp(A, B) = |ppo + paol

o 1+7”B 1+7’A

= in( ) + In(12)
1+T’B 1 +TA>’
1—rg 1—1ry
AP-BQ|
AQ - BP
= In|(AB, PQ)|
= d(4, B)

= [In(

= In|

(14rg=BQ ,1—ry=AQ ,1—rg=BPund 1+ry = AP) O
5.11 Nebenbemerkung Fir A — Q gilt: d — oo

Fiir B— P gilt: d — oo

Fir A= B gilt: d=1n|1| =0
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5.12 Korollar Der hyperbolische Abstand von einem beliebigen Punkt im Inneren
von I' zum Rand ist unendlich lang.

5.13 Korollar Die Innenwinkelsumme ist kleiner als 7.

Abbildung 61

5.14 Lemma Die Transitivitit bei Parallelitit gilt nicht mehr, also
AB||CD und AB||EF # CD||EF

"

Abbildung 62

Allerdings ist hier zu beachten, dass es genau wie bei Lobatschewski zwei Arten von
Parallelen gibt.

5.15 Definition Sei AAB eine hyperbolische Gerade in T'.
Verlingert man nun diese Gerade bis zu den Randpunkten X und Y, heifit jene

hyperbolische Gerade, die sich XA Y im Randpunkt unbegrenzt anndhert, aber nicht
schneidet, horoparallel zu AB bzw. zu XY .

Y

Abbildung 63
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5.16 Theorem Seien A und 2 die Randpunkte zu AAB. Konstruiere nun die zwer
Horoparallelen dazu, welche sich im Punkt D schneiden sollen.
Die Aussage ist nun, dass wenn eine beliebige hyperbolische Gerade durch D und

AQ) geht und letztere im Punkt M schneidet, die beiden so entstandenen Dreiecke
ADM und M DS) kongruent sind.

Abbildung 64

Beweis. Wir nehmen an, die Dreieck ADM und M D2 wéren nicht kongruent. Dann
wiirde fiir « = ZADM und fiir § = ZM DXQ gelten: a # (.

0.B.d.A. sagen wir, dass o < 3 gilt.

= Es gibt einen Punkt E im Inneren des Dreiecks M D), s.d. o« = ' = ZEDM.

Abbildung 65

Die Verlingerung von DFE schneidet AS2, da DS2 die Horoparallele zu AS2 ist.

Der Schnittpunkt heifle X.

Wiihle den Punkt Y auf AQ als Spiegelung an DM, also dass |[MX| = |[MY| < occ.
= AY M D ist kongruent zu AXM D

= o = ' = a, was ein Widerspruch ist.

= AADM ist kongruent zu AM D).
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Abbildung 66

(siehe [8])

38



Literaturverzeichnis

[1] H. Reichardt: Gauf und die nichteuklidische Geometrie, Leibzig, 1976.

2] Euklid: Die Elemente, aus dem Griechischen bearbeitet von Clemens Thaer,
Frankfurt am Main, 2010.

[3] P.S. Alexandroff, A.I. Markuschewitsch, A.J. Chintschin (Red.): Enzyklopidie
der Elementarmathematik. Band V: Geometrie., VEB Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin, 1971.

[4] A.M. Legendre: Die Elemente der Geometrie und der ebenen und sphdrischen
Trigonometrie, aus dem Franzosischen bearbeitet von August Crelle, Berlin,
1837.

[5] C.F. GauB: Brief an Friedrich Wilhelm Bessel vom 27. Januar 1829, Auszug in
Gaufs: Werke Band 8. S. 200, 1900.

=)

J.Bolyai: Absolute Geometrie, bearbeitet von J. Frischauf, Leipzig, 1872.

=)

H. Poincaré: Wissenschaft und Hypothese, bearbeitet von F. und L. Lindemann,
Miinchen, 1906.

[8] D.C. Royster: Poincaré’s Disk Model for Hyperbolic Geometry, 2008.

39



40



