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Kapitel 0

Einleitung

Das Thema dieser Arbeit ,Extremalpunkte von Mengen von Matrizen mit vorge-
gebener Randverteilung” hat folgende Vorgeschichte: Im Sommer 1995 beschéf-
tigten sich Herr Prof. Dr. Ehrhard Behrends und Herr Ulrich Voll mit dem Pro-
blemkreis ,,optimaler Couplings*. Dabei wird ein Paar (X,Y") von mefbaren Ab-
bildungen

(0.1) X,)Y: Q0 —{1,....,n}

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum € als Coupling bezeichnet, falls Py = p und
Py =v, wobei p = (p1,...,4n) und v = (v1,...,1v,) gegebene Wahrscheinlich-
keitsmafie auf {1,...,n} sind. Man kann zeigen, daf dann immer

(02 PX£Y}23Y = ul

gilt. (X,Y") wird als optimales Coupling bezeichnet, falls in (0.2) Gleichheit gilt.
Die Aufgabe, ein optimales Coupling zu finden, ist also identisch mit dem Pro-
blem, (X,Y) so zu bestimmen, daf P{X # Y} minimiert wird, das heifit, daf
P{X = Y} maximiert wird. Anders ausgedriickt, geht es darum, ein Mafi M
auf {1,....n} x {1,...,n} zu finden, so dak die Randverteilungen y und v sind
(die Menge solcher Mafe wird mit D(u,v) bezeichnet) und "7 M(1,i) maxi-
miert wird. Aufgrund der speziellen Gestalt der Menge D(y,v) geniigt es dazu,
o M(i,7) auf den Extremalpunkten von D(u,v) zu maximieren.
Somit war das Interesse an der Kenntnis der Extremalpunkte von Mengen von
Mafen mit vorgegebener Randverteilung geweckt. Einige Literaturrecherchen er-
gaben, daf das Problem der Charakterisierung solcher Extremalpunktmengen seit
der Arbeit von BIRKHOFF 1946 (siehe [1]) in einer Vielzahl von Arbeiten unter-
sucht worden ist und es viele geloste und ungeléste Probleme zu diesem Thema
gibt. Von den Untersuchungsmethoden her, ist dabei zwischen den Fillen diskre-
ter Mafe und den Féllen kontinuierlicher Mafe zu unterscheiden. Warend seit



der Arbeit von GRZASLEWICZ 1987 (siehe [4]) eine Charakterisierung der Extre-
malpunkte im diskreten Fall existiert, ist das Problem im kontinuierlichen Fall
noch weitgehend ungelost (die von LINDENSTRAUSS gegebene Charakterisierung
(siehe [8] und Abschnitt 1.4) erweist sich nicht als sehr hilfreich, wenn man fiir
ein vorgegebenes Makl entscheiden mochte, ob es extremal ist oder nicht).

In dieser Arbeit (respektive in Kapitel 2) werden die bekannten Charakterisie-
rungen im diskreten Fall (taditionell werden dabei Produktmafe mit Matrizen
identifiziert) zusammengestellt und in einigen Féllen verallgemeinert und ergénzt
(zum Beispiel werden auch {iberabziahlbare diskrete Mafraume betrachtet). Da-
bei wird zunéchst in Abschnitt 2.2 der Satz von LINDENSTRAUSS auf diskrete
Mafke angewendet. In Abschnitt 2.4 werden dann die Charakterisierungen aus [4]
zusammengestellt, wobei hier konsequent die Sprache der Graphentheorie ver-
wendet wird (neu sind die Satze 2.4.3 und 2.4.23). In Abschnitt 2.6 werden einige
Aspekte des scheinbar sehr schwierigen Problems exponierter Punkte von Mengen
von Matrizen mit vorgegebener Randverteilung betrachtet.

Am leichtesten ist die Charakterisierung der Extremalpunkte erwartungsgemafs
fiir endliche diskrete Mafe. Dieser Fall wird in Abschnitt 2.5 behandelt. Man
kennt in diesemn Fall sogar einen Algorithmus, der die Extremalpunkte erzeugt
(siche Abschnitt A.1 fiir eine Implementation).

In Kapitel 3 wird in verschiedenen Fallen die Kardinalitdt der Extremalpunkt-
mengen bestimmt. Schon im endlichen Fall gibt es hier noch viele offene Fragen.
Zum Beispiel scheint es bisher keinen Algorithmus zu geben, der die Anzahl der
Extremalpunkte berechnet, ohne sie alle explizit zu bestimmen. Fiir den 2 x n-Fall
ist es gelungen, einen solchen Algorithmus zu finden (siehe Definition 3.2.1, Satz
3.2.3 und A.2). Allerdings muf fiir diesen Algorithmus das sogenannte ,, Knapsack-
Problem* gelost werden, von dem bekannt ist, daf es NP-vollstindig ist (siehe
zum Beispiel [3, S. 247]).

Als Ausblick sei erwdhnt, daf eine Fortfiihrung der Arbeit in verschiedene Rich-
tungen interessant erscheint. Zum einen stellt sich die Frage, wie sich die Theorie
verandert, wenn die Mafe nicht linger reellwertig sind (man konnte sich vor-
stellen, Werte in einem Banachraum zuzulassen, auf dem ein spitzer Kegel ei-
ne Ordnungsstruktur liefert). In der anderen Richtung kann man Produktmafe
mit vorgegebener Randverteilung mit mehr als zwei Komponenten betrachten.

Schlieflich bleibt noch das weite Feld kontinuierlicher Mafe.
An dieser Stelle méchte ich Herrn Prof. Dr. Ehrhard Behrends fiir die Betreuung

dieser Arbeit danken, sowie fiir viele hilfreiche Anregungen und Gespréche. Eben-
so gilt mein Dank den Mitgliedern der ,,Montagsarbeitsgruppe”, die ebenfalls gute
Anregungen fiir meine Arbeit lieferten.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Definition von konvex und extremal

Definition 1.1.1. Eine Teilmenge M eines reellen Vektorraums heilt konvez
genau dann, wenn

(1.1) Y V az+(1—a)y € M.

z,yeM 0<a<1
Definition 1.1.2. Sei M eine konvexe Menge geméf Definition 1.1.1 und € M.
Man nennt z einen Eztremalpunkt von M genau dann, wenn

(1.2) xthEM 0<Z,<1<$ =ar+(1—a)z, = o= =u1,).

Die Menge der Extremalpunkte von M bezeichne mit E(M).

Es ist manchmal niitzlich zu wissen, daf es fiir konvexes M und einen als Kon-
vexkombination = az; + (1 — a)z, gegebenen Punkt € M mit 1,2, € M
und a €]0,1[ immer Punkte #,,%, € M gibt, so daR = = 22, 4 1z,. Es gilt das
folgende Lemma:

Lemma 1.1.3. Sei M eine konvexe Menge und = € M. Dann ist

1 1

Beweis. Der ,,=“-Teil folgt, indem man in (1.2) o = % setzt. Bleibt ,, <" zu zeigen.
Angenommen es gibt zy,22 € M und 0 < a < 1, so dab = = az; + (1 — a)zs.
Indem man zur Not die Indizes von x; und x, vertauscht, kann man o >
annehmen. Setze

200 — 1 200 — 1
yi =x; und y; = z+(1— 3.
a

1
2

«
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Iin Intervall [£, 1] ist 22=% streng monoton steigend (die Ableitung ist %), und die
Randwerte sind 0 fur a=: bez1ehungswelse 1 fiir a = 1. Also ist 0 S 20;_1 <1
fiir % <a<l DaM konvex 1st, folgt yo € M. Nun erhdlt man, wie gewiinscht,
x als Konvexkombination von y; und ys:

1 +1 _1 +1 2a—1( +(1 ))—I—l 20— 1
591 §y2—§$1 5 o (0% ] )Ty T2

(o)

ey (1 o)y (L4 20
= QX )9 2a 2a

)zoz;cl-l—(l—oz)xzzzc.

Nach Voraussetzung i1st damit = y; = yz, das heifit © = z1. Daraus folgt dann
auch z = zs. [ |

Bemerkung 1.1.4. Sind M, M konvexe Mengen und L : M — M eine affine,
bijektive Abbildung, so ist L(E(M)) = E(M).

1.2 Einige Begriffe aus der Graphentheorie

Definition 1.2.1. Ein Graph G = (V, E) ist ein Paar aus einer Menge V' = V(G)
von Ecken (Vertices) und einer Menge £ = E(G) C (V) von Kanten (Ed-

_ 2
ges). (‘2/) 1st die Menge der zwelelementigen Teilmengen von V. Ein gewichteter

Graph G = (V, E,w) ist ein Graph (V, E) zusammen mit einer Gewichtsfunktion
w:E — R

Definition 1.2.2. Ein Graph G' = (V', E') ist ein Sub- oder Teilgraph eines
Graphen G = (V, E) genau dann, wenn V/ C V und E' C E. In diesem Fall
schreibe G < G (im Fall gewichteter Graphen G = (V, E,w) beziehungswei-
se G'= (V' E',w') wird zusitzlich verlangt, dak w' = wlg). Ist U C V, so
heifit G1U = (U EnN ( )) der von U induzierte Teilgraph von G (beziehungsweise

Glv = (U,EN (2), 1En( )) im gewichteten Fall).

Definition 1.2.3. Seien G = (V,E),G'= (V' E"), G = (V, E) Graphen, so daf
GSGV'NV=0EnNE=0.

(a) Definiere G —V := Gly\y, G— E:=(V,E\E), G-G:=G-E-V (im
Fall eines gewichteten Graphen G=(V.E w) erfolgen die Definitionen ge-
nauso, nur daf dann G — E := (V,E\ E,w 1p\i)- Filr V = {v} kénnen die

Mengenklammern auch weggelassen Werden das heifit, man schreibt G — v

fir G — {v}.

(b) Definiere G+ G = (VUV' EUE), G+,V' = (VUV',E),
G+c E = (VU.cp e, EUE) (im Fall gewichteter Gra-
phen G=(V,E, w), G = (V,E w) definiere entspre-

chend G+ G = (VUV' EUE' w,), G+, V' = (VUV' E, w),
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GHe B = (VU.ep 6 EUE' wy), wobel wy : EUE" — R,
w(e fire € E,
wy(e) = { (¢) ).

w'(e) firee B’

Definition 1.2.4. Sei G = (V, E) ein Graph. Jeder Ecke v € V' wird ihr Grad
di(v) zugeordnet. Es ist dg(v) := #{e € E: v € ¢}. Wenn es aus dem Zusam-
menhang klar ist, welcher Graph gemeint ist, so schreibt man auch d(v) statt

de(v).

Definition 1.2.5. Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Kantenzug K ist eine Abbil-
dung K : A — V, wobei A ein (moglicherweise unendlicher) Abschnitt von
Z ist, und fiir .1 + 1 € A ist {v;,v;41} € E. [(K) := #A ist die Lange des
Kantenzuges. Ist A = (ig,i0 + 1,...,%0 + k) endlich und v;; = v; 4%, so heifit
K e geschlossener Kantenzug, ansonsten ein offener Kantenzug. Ein injekti-
ver Kantenzug heifit ein Weg. Seien u,v € V. Ein uv-Weg ist ein endlicher Weg
W (io,t0+1,...,00+ k) — V mit W(ip) = v und W(io+k) = v. Haufig wird
ein Kantenzug K mit seinem Bild identifiziert (z.B. K = (vy,...,vx)) oder auch
mit dem von seinem Bild induzierten Teilgraphen (z.B. K = (V(K), E(K))).

Definition 1.2.6. Sei ¢ = (V,E) ein Graph. Der Abstand zweier Ecken
u,v € V ist definiert durch dg(u,v) = d(u,v) := inf{I{(W) : W ist ein uv-Weg}.
Die  Zusammenhangskomponente  einer  Ecke v € Vst
Zhkg(v) = Zhk(v) ;== {u € V' : d(u,v) < co}. Oft wird auch der von Zhk(v)
induzierte Teilgraph mit Zhk(v) identifiziert.

Bemerkung 1.2.7. Sei G = (V, E) ein Graph. Durch
v~w & w € Zhk(v)

wird eine Aquivalenzrelation auf V' definiert.

Definition 1.2.8. Sei ¢ = (V,E) ein Graph. Die induzierten Graphen der
Aquivalenzklassen der in Bemerkung 1.2.7 definierten Relation heifen Zusam-
menhangskomponenten von G. Die Menge der Zusammenhangskomponenten von
G werde mit Zhk(G) bezeichnet. G heift zusammenhingend genau dann, wenn

HAZhk(G) = 1.

Definition 1.2.9. Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Kreis ist ein geschlossener
Kantenzug C = (viy,...,Vig+k) mit [(C) > 3, so dak (vi,,...,vi4+x) ein Weg
1st. Enthédlt G keinen Kreis, so heilt G kreisfrei. Dann wird G auch als Wald

bezeichnet. Ist G auferdem zusammenhéngend, so heifit G ein Baum.

Lemma 1.2.10. Sei G = (V, E) ein Graph. G ist genau dann ein Wald, wenn

alle Zusammenhangskomponenten von G' Baume sind.
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Beweis. ,=": Gébe es einen Kreis C in einer Zusammenhangskomponente von
G, so wire C auch ein Kreis in GG, das heifit G wére kein Wald. ,,<=*: Hat G einen
Kreis C, so liegen alle zu C gehorenden Ecken in der selben Zusammenhangs-
komponente, welche also kein Baum sein kann. [ |

Lemma 1.2.11. Sei G = (V, E) ein Baum. Fiir u,v € V gibt es genau einen
uv-Weg 1n G.

Beweis. Fiir uw = v ist nichts zu zeigen. Sei also u # v. Da G zusammen-
hangend ist, gibt es einen uv-Weg. Angenommen es gibt zwei verschiedene
7 A — — — — —
uv-Wege Wy = (u1,...,ug), Wo = (v1,...,v), w1 = vy = u, up = vy = v

(siche Abbildung 1.1). Sei ig := min{s : u; ¢ Wi}, 41 := min{i > i : u; € Wi}
Dann gibt es 1 < jp < 71 <1, so dak (vj,,...,vj,) ein u;,—ju;-Weg ist. Nun
st K= (Uigy ooy Uiy = Vjyy ..., Vjg = Ujg—1,U;,) ein Kreis, das heifit, G ist kein
Baum. |

Abbildung 1.1: Zum Beweis von Lemma 1.2.11

Definition 1.2.12. Ein Graph G = (V, E) heifit bipartit genau dann, wenn

V=8SUT,und V 3 (s€SundteT).

e€l s,t€e

1.3 Malstheoretische Grundlagen

Definition 1.3.1. ([;,&,m1), (I2,£2,m3) selen Mafrdume (Mafe sind immer
nichtnegativ, ansonsten heifien sie signierte Mafe). Weiter sei £ = & ® &, die

Produkt-o-Algebra von £; und &;. Ein Maf p auf (I; x I, ) heilt doppelt sto-
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chastisch ' beziiglich my, my genau dann, wenn

(14) V ,u(Al X Iz) = ml(A1> 11Ild V IU/(II X Az) = mz(A2>.

Ar1€6 Az €&y

Mit D(my, mz) (gelegentlich auch mit D(= m;, = my)) bezeichne die Menge aller
doppelt stochastischen Mafe beziiglich rmy, my. Man sagt auch, p € D(mq,ms)
hat die Randverteilungen mq, ms,.

Ein MaR p auf (I; x I, £) heiRt doppelt substochastisch * beziiglich my, m, genau
dann, wenn

(1.5) Voou(Ay x I) <my(Ay) und V ou(h x Ay) < mgy(Ay).

A €6 Az €Ly

Mit D(< my, < my) bezeichne die Menge aller doppelt substochastischen Mafe
beziiglich my, ma.

Bemerkung 1.3.2. Gegeben  Mafrdume (I}, &1,my), (I2,E2,mz) und
p € D(my,my), so gilt wegen (1.4), daf

(16) ILL(I] X IQ) = T)’h(.[]) = m2<_[2>.
Insbesondere gilt
(17) 'D(ml,mz) % 0 = ml(_[1> = mz(_[2>.

Bemerkung 1.3.3. Fiir Makraume (Iy, &y, my), (I, E2, my) sind D(my, m,) und
D(< my, < my) konvexe Mengen.

Eines der Hauptanliegen der folgenden Kapitel wird sein, die Mengen der Extre-
malpunkte E(D(my,m,)) und E(D(< my, < my)) zu untersuchen.

Definition 1.3.4. Ein Mafraum (I,m) := (I,€, m) heift diskret genau dann,

wenn & = 27, _Vlm(i) < oo, AVS m(A) = Y icam(i), mit der Kon-
i€ S

vention, daff Summen {iber iiberabzdhlbar viele positive Elemente unendlich

sind. #n] := #{t € I : m(i) > 0} bezeichne die Kardinalitat der ,nichttrivialen®

Punkte in 1.

Beispiel 1.3.5. Seien (I1,m), (l,m3) diskrete Mafrdume, so daf
#I, #1, <w, und my(l) = me(ly) < oco. #I,#I, < w stellt hier keine

1Obwohl die Bezeichnung ,stochastisch® eigentlich nur fiir Wahrscheinlichkeitsmafe zuléssig
ist, soll sie GRZASLEWICZ folgend (siehe [4]) hier und im folgenden in etwas allgemeinerem Sinne
verwendet werden.

2Die Bemerkung der vohergehenden Fufinote gilt hier entsprechend.
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wirkliche Einschrankung dar, da bei endlichem Maf hochstens abzahlbar viele

Elemente positives Maf haben kénnen. In diesem Fall hat man

(1.8) Ly(my) = {f e R . Z |f(2)|ma(2) < oo}

i€l;

und

(1.9) Ly(my) = {f eR™: ) f(j)Imal) < oo}.

JeL

Die Elemente von L;(m;) beziehungsweise Li(m2) sind also reelle Familien, indi-
ziert mit Elementen aus [; beziehungsweise [. Dabel werden, wie iiblich, Fami-
lien, die fast iiberall gleich sind (das heift sich nur an Stellen ¢ beziehungsweise
J mit mq(z) = 0 beziehungsweise ms(j) = 0 unterscheiden), als dquivalent ange-
sehen. Entsprechend bekommt man fiir g € D(my, my)

(L10) L) = FERM Y |f(ig)|u(ig) < oo

(4,7)enL X1y

Die Elemente von L;(p) kann man auffassen als (moglicherweise unendli-
che) reelle Matrizen mit #1I; Zeilen und #1I, Spalten. Dann ergibt sich fiir
f = Ll(m1> + Ll(m2>l

1.11 =< MegclL : 3 3 A i =a; +b;
( ) 7 < 1<M> a€Lli(my) bEL  (m2) (4,5)€l X2 Mg % T I
mit p1(i,5)>0

1.4 Maftheoretische Charakterisierung der Ex-
tremalpunkte

Satz 1.4.1 gibt eine erste Charakterisierung der Extremalpunkte. Der Satz und
sein Beweis gehen zuriick auf eine Arbeit von LINDENSTRAUSS (siehe [8]).

Satz 1.4.1. Seien ([1,&1,m1), (I2,€2,m2) Mabrdume mit endlichen Mafen
my, my und sei u € D(my, mz).

Dann ist g € E(D(my,m3)) genau dann, wenn Li(mq) +
heift, wenn F :={h € Li(u) : h(z,y) = f(z) + g(y), f €
in (Ly(p), || ||1) dicht ist.

(m2) = Li(u), das
€

Ly
Li(m1), g € Li(ms)}

Beweis. Der Beweils wird in drei Schritte unterteilt. Es sei £ = £, ® &,.
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Behauptung 1. p ¢ E(D(m,m;)) genau dann, wenn es ein endliches signiertes

Mak v # 0 auf ([ x I, E) gibt, so dak

V v|(S) <p(S) und V. v(AxI;)=0 und

SeE - A€&

V uv(I, x B) = 0.

Begé,

(1.12)

Beweis. ,=“: Angenommen, es gibt p # i, p2 € D(my,msy), so dal
f= 2p1 4 tps. Nun setze v = 2pq — Spa. gy und py sind endliche Mafe (we-
gen p1, 2 € D(my, my) und Bemerkung 1.3.2). Also ist v ein endliches signiertes
Mak. Fiir § € &, gilt

(113 () < Hua(S) + 2ua(S) = (S).
Ist A e &, so gilt
(114) I/(A X IQ) = %/,Ll(A X IQ) — %ILLQ(A X IQ) = %ml(A) - ml(A> =0.

Analog folgt v(I; x B) =0 fiir B € &,.
»,<": Habe also v die in der Behauptung verlangten Eigenschaften. Es gilt

(1.15) p= gl +v)+ (e —v).

p# p v, da v # 0. Weiterhin ist p + v € D(my,my):
Aus |v| < pfolgt 4 v > 0. Sei nun A € & und B € £,. Dann gilt

(1 £ V)(Ax L) = p(A x L) = m(A),

(116) (/u + I/)(Il X B) = M(Il X B) = mZ(B>

A

Behauptung 2. ¢ E(D(mi,mz)) genau dann, wenn es eine Funktion
0# F € Loo(pt) gibt, so dab ||F||e < 1 und

(1.17) Vo[ () ) P i =0,

f€Li(m1) g€Li(m2)

|| || bezeichnet dabei die essentielle Supremumsnorm.

Beweis. ,,<=“: Sei F' € Loo(p1) gegeben, so dak 0 # F, ||F|l <1 und (1.17) gilt.
Fir S € &€, definiere

(1.18) WQ:AF@QW.
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Wegen ||F|| > 0, folgt v # 0. Da p endlich ist und F € Loo(p), ist [, F dp
definiert und endlich. Also ist v ein signiertes Maf auf (I; x I, ). Seinun A € &
und B € &,. Dann ist

(1.19) v(Ax L) = /1 ) La(x)F(z,y)dp =0
und
(1.20) u(I, x B) :l a(u)F () d = 0

wegen (1.17). Auferdem ist fiir S € &,

(1.21) wIS = [ 1Fldu < [ du=uts)

da |[|Flle < 1. p ¢ E(D(rny, m3)) folgt nun wegen Behauptung 1.

»="“: Nun sei also p ¢ E(D(m;,m;)). v sei das durch Behauptung 1 gegebene
signierte Maf auf (I; x I,€). Da |v| = vt + v~ < p ist, folgt v+, 0™ < p.
Das Radon-Nikodym-Theorem (siehe zum Beispiel [12, S. 121ff]) liefert nun eine
Funktion F': I} x [, — R, F € Li(p), so daB

(1.22) v VS:/Fd,u
s

Se&

und fiir alle § € €
(1.23) [Pt =vis <uts)= [ an

Daraus folgt || F||ec < 1, das heift insbesondere ist F' € Lo (p).
Seien ¢: [ — R, ¢: I, — R Treppenfunktionen (simple functions: Definition
siehe zum Beispiel [11, S. 260]). Wegen (1.12) folgt

(1.24) /1 ) ¢(z)F(z,y)dp =0 und / Y(y)F(z,y)dp =0,

I x1Iy
das heift
/ (¢F>+(w,y)du:/ (¢F)~(z,y) dp  und
(1.25) Lixlz LxI
/ (WF)*(z,y) dn=/ (Y F)~(z,y) dp.
I xI» L xk

Die folgenden Funktionenlimites bedeuten punktweise Konvergenz. Es sei-
en gegeben f € Li(my), g € Lj(my). Dann gibt es Treppenfunktionen
ot or [ — R, und ¢F, 07 L, — R, so daf

lim¢t = f, lim¢, = f~ und limyt =g%, limy, =g,
n—oo n—oo n—oo n—oo
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v 0<¢r < ff, 0<¢, <f7, 0<¢r<g%, 0<y;<g"

Es folgt

und
lim (7 — ) =g, lim (Y7 — ) F = gF.
Dabei gilt auferdem
(67 = S)Fl < (e8] + (R DNIF| < (fF + £7)IF]
und
(7 = )L < ([T + [ DIFI < (97 + 97)IFI.

Da (f*+ f7)|F|, (¢7+9¢7)|F| € Li(n), kann das Lebesguesche Konvergenztheo-

rem (siehe zum Beispiel [11, S. 267]) angewendet werden, und man bekommt

/ fFdu = 1i_>m (¢ —¢7)Fdu =0 und
(1.26) LxI N S nx Iy
[ Fdu=tim [ - vnFde=o
Il)(IQ n—0oo Il)(IQ

wegen (1.24). Durch (1.26) ist der Beweis von ,=“ und damit auch der Beweis
von Behauptung 2 vollsténdig. A

Der letzte Schritt im Beweis des Satzes ist die folgende Behauptung 3.

Behauptung 3. p ¢ E(D(my,ms)) < F C Li(p) ist nicht dicht in Ly (p).

Beweis. Nach dem Darstellungssatz von Riesz, ist Ly(p)* isometrisch isomorph
zu Lo ().

»="“: Sel F' € Lo (p) die durch Behauptung 2 gegebene Funktion. Das zugeho-
rige Funktional in L;(p)* bezeichne wieder mit F. Wegen (1.17) gilt fiir dieses
Funktional F', daf hz/f F(h) = 0. Wiére Lq(p) gleich dem Abschluf von F, so

wiirde die Stetigkeit von F' implizieren, daf X LV( : F(h) =0, das heifit F = 0 im
€lnp

Widerspruch zu F # 0 in Behauptung 2.

»<": Angenommen F ist nicht dicht in L;(p). Es gibt also ho € L; \ F, das heifit

3V |k —ho|y > 6.
6>0 heF
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Da F ein linearer Unterraum von L;(p) ist, gibt es nach Proposition 7 in
[11, S. 226| (eine Anwendung des Satzes von Hahn-Banach) ein F € Li(u)*,
so daf ||Fllee <1, Fl1g= 0, F(ho) = 4, also insbesondere F' # 0. Die zu-
gehorige Funktion F' € Lo (p) erfiillt (1.17) und wegen Behauptung 2 ist daher
& E(D(mn, ma)). R

Damit ist Satz 1.4.1 bewiesen. [ |



Kapitel 2

Doppelt stochastische Matrizen

2.1 Definition und erste Eigenschaften

Sind die Mafraume in Definition 1.3.1 diskret, so entsprechen die Men-
gen der doppelt (sub-)stochastischen Mafe gerade den Mengen der doppelt
(sub-)stochastischen (moglicherweise doppelt unendlichen) Matrizen. Warend in
der Literatur meistens Randverteilungen auf den natiirlichen Zahlen und deren
Teilmengen betrachtet werden, sollen im folgenden diskrete Verteilungen auf be-
liebigen Mengen zugelassen werden. Dadurch wird herausgestellt, daf die Ord-
nungsstruktur der natiirlichen Zahlen fiir die meisten Ergebnisse ohne Bedeutung
1st.

Definition 2.1.1. Seien I, I, K Mengen. Mit Mg (I, I3) := K *E hegeichne
die Menge aller Matrizen, indiziert mit Elementen aus [; X I, und Koeffizien-
ten in K (im folgenden wird praktisch immer K = R oder K = R} gelten). Die
Elemente von I; beziehungsweise I heifen Zeilenindizes beziehungsweise Spal-
tenindizes. Die Matrizen haben also #1; viele Zeilen und #1, viele Spalten. Eine
Zeile oder Spalte werde als Linie bezeichnet.

Matrizen, die in jeder Linie hochstens eine Eins stehen haben und sonst nur
Nullen, werden als Subpermutationsmatrizen bezeichnet. Die Menge der Subper-
mutationsmatrizen mit Zeilenindizes aus I; und Spaltenindizes aus I bezeichne
man mit M,,(Iy, I3).

Matrizen, die in jeder Zeile genau eine Eins stehen haben und sonst nur Nullen,
werden als Permutationsmatrizen bezeichnet. Die Menge der Permutationsma-
trizen mit Zeilenindizes aus I; und Spaltenindizes aus I, bezeichne man mit
M, (I, I5). Gelegentlich wird auch die Bezeichnung M, (1) := M, (11, I1) be-
ziehungsweise M, (1) := M,(I1, I) benutzt werden.

In Beispielen werden des 6fteren ,,Doppeldiagonalmatrizen auftreten, die jetzt
definiert werden sollen.

14
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Definition 2.1.2. Es sei I, = I, = (1,2,...). P € Mg(L, ;) heift eine Dop-

peldiagonalmatriz der Form ((ao, a1, ...),(b1,b2,...)) genau dann, wenn

ag fir: =75 =1,

a; fiir y =1+ 1,

PR= Ve, firi=ji1,
0 sonst,
das heifét
ag dp
p— by b as

Im folgenden werden die von Null verschiedenen Elemente einer Matrix oft eine
ausgezeichnete Rolle spielen. In der folgenden Definition 2.1.3 werden daher der
Trager einer Matrix definiert und jeder Matrix ein bipartiter Graph zugeordnet,
der die Verteilung der von Null verschiedenen Elemente in der Matrix beschreibt.

Definition 2.1.3. [, I; seien Mengen, P € Mg([;, ).
(a) Definiere den Trdger supp(P) von P durch
(2.1) supp(P) :={(1,7) € Iy x I : pi; # 0}.
(b) Der gewichtete Graph G(P) = (V, E,w) der Matrix P sei definiert durch

V.= {x, 11 € Il}U{y]‘ 1] € 12}7
(2.2) E = {z;,y;}: pi; # 0},
w: E(G(P)) — R, w{z;,y;} := pi;.

(c) Definiere die Tragermatriz S(P) =S = (s; ;)i jjen xr, durch

(2.3)

0 sonst.

{1 fiir (7, 7) € supp(P),
Sij =

Bemerkung 2.1.4. Fiir Mengen I;, I, und P € Mg(I;, I;) ist nach den Defini-
tionen 1.2.12 und 2.1.3 (b) der Graph G(P) bipartit.

Manchmal ist es {ibersichtlicher, eine Matrix nicht direkt, sondern mittels ihres
Graphen zu definieren. Daf dies legitim ist, besagt die folgende Bemerkung 2.1.5.
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Bemerkung 2.1.5. Sind [, I; Mengen, K C R und B die Menge aller bipartiten
gewichteten Graphen ({z;: i € [;}U{y; : j € I}, E,w) mit Gewichtsfunktionen
w: E — K\ {0}, so ist die durch Definition 2.1.3 (b) gegebene Abbildung

(24) G: ./M[{(Il,.[2> — B, P G(P)
eine Bijektion.

Geméf Bemerkung 2.1.5 werde bei gegebenem bipartiten Graphen H die zuge-
hérige Matrix mit G™'(H) bezeichnet.

Lemma 2.1.6. Seien [, [; Mengen und P € Mg(I;, ;) eine Doppeldiagonal-
matrix der Form ((ao, a1,...),(b1,b2,...)) nach Definition 2.1.2. Dann ist G(P)
ein Wald.

Beweis. G(P) ist ein Subgraph des Kantenzugs (..., s, Y2, T1, Y1, 2, Y3, . .. ) und
kann daher keinen Kreis haben. [ |

Definition 2.1.7. Ein <-Randsystem ist ein 4-Tupel Z = (I, I, r,s) aus zwei
Mengen I3, I, und nichtnegativen, reellen Familien r = (r;)icr,, s = () er, - Nen-
ne ¢ € I (j € I) einen nichttrivialen Index genau dann, wenn r; > 0 (s; > 0). Es
selen [1p:={1€ i : ri >0}, L :={j€l:s; >0} die Mengen der nicht-
trivialen Indizes. Ein <-Randsystem heife Randsystem genau dann, wenn
Zz’eh r; = Z]EI? sj. Mit I(r) := #1I beziehungsweise [(s) := # I, bezeichne die
Linge von s beziehungsweise r. r, s heifen endlich genau dann, wenn ihre Lan-
ge endlich ist. In diesem Fall nenne auch das <-Randsystem endlich. Fiir ein
<-Randsystem T = (.fl, I, 7, 3) schreibe 7 < 7 genau dann, wenn L CIL,I,Cl,

r=rlz,s=slg.

Definition 2.1.8. Sei T := (I}, I, r,s) ein <-Randsystem. Dann werde Z eine
Gruppe G zugeornet durch

(2.5) G=0G(IT)={ri:ieLi}U{s;: 7€ L})
(durch (M) werde die von M C R in R erzeugte additive Untergruppe bezeich-
net).

Definition 2.1.9. Sei 7 := ([, I, r, s) ein <-Randsystem nach Definition 2.1.7.
Eine Matrix P € /\/lR(J)r(Il, I,) heikt doppelt stochastisch' beziiglich T genau dann,
wenn

(26) V pkﬂ‘ = S]‘ und Zpi’l =T,
€

1,7 €D X I
(i,7)eh xI> kel, el

(das heift insbesondere sind in jeder Linie hochstens abzéhlbar viele Elemente
von Null verschieden). Die Menge der doppelt stochastischen Matrizen beziiglich
7 bezeichne mit D(T) (gelegentlich auch mit D(= I)).

1Siehe entsprechende Fufnote zu Definition 1.3.1.
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Definition 2.1.10. Sei 7 := ([;,[;,r,s) ein <-Randsystem. Eine Matrix
P e MRJ(L, L) heilt doppelt substochastisch® beziiglich 7 genau dann, wenn
(27) o V Zpk’j S Sy und Zpi’l S ;.

(4,7)€L X 12 kel leh

Die Menge der doppelt substochastischen Matrizen beziiglich r, s bezeichne mit
D(LI).

Beispiel 2.1.11. Seien I1, I; Mengen und P € MRO+(I1, I;). Dann definiere Z(P)

durch Z(P) := (I, I, r, s) mit ievll Ty o= Zj€[2 pi; und jevlg 8j 1= Y icy, Pij- Dann
1st Z genau dann ein Randsystem, wenn alle r;, s; endlich sind. In diesem Fall ist

P € D(Z(P)).

Bemerkung 2.1.12. Fiir ein <-Randsystem Z := (I, 5,7, s) sind D(Z) und
D(< I) konvexe Mengen.

Wieder werden es die Extremalpunktmengen E(D(Z)) bezichungsweise
E(D(< I)) sein, die im folgenden von besonderem Interesse sind.

Lemma 2.1.13. Sei T := (I3, I3, r, s) ein <-Randsystem.

(a) Ist P € D(<I), so gilt P ¢ E(D(<I)) genau dann, wenn es eine Matrix
E € Mg(I1,1,) \ {0} gibt, so daf

(28) ¥ 1> el €0, = pigl, A 1> el €05, =) pil

J€I €Dl el el

(2.9) und P+ FE >0.

(b) Ist P € D(I), so gilt P ¢ E(D(Z)) genau dann, wenn es eine Matrix
E € Mg(I,1,) \ {0} gibt, deren Linien sich alle zu Null summieren und
P+E>0.

Beweis. (a) ,,<“: Wegen E # 0, ist P+ E # P, und wegen (2.8) und (2.9)
ist P+ E € D(< Z). Die Behauptung folgt nun aus %(P + E)+ %(P —E)="P.
»=: Angenommen, es ist P = 1Py + 1 Py mit P, P, € D(< I), P, P, # P. Setze
E:=P—-P=P,—P.Danngilt P+ E=P,>0und P— FE = P; > 0. Also
miissen wegen P, Py € D(< T) (2.8) und (2.9) gelten.

(b) folgt genau wie (a), wenn man dort im Beweis die ,,<“-Zeichen weglafit und
beachtet, daf in diesem Fall (2.8) gerade die Aussage ist, daf sich alle Linien von
E 7u Null summieren. [

2Siehe entsprechende Fufinote zu Definition 1.3.1.
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Lemma 2.1.14. Sei T := (I3, I3, r, s) ein <-Randsystem.

(a) Fiir P € D(< I)ist P € E(D(< 7)) genau dann, wenn fiir alle Submatrizen
@ von P gilt, dak @ € E(D(L Z)). Hierbei ist T := ([, 1;,7,5) mit
;VI Ti i= D ek, Gy T i = DXjer, Pis jg 85 1= D ieh G+ S5 — Doier, Pi

und Q) € ./MR(-)}-(fl,iz).

(b) Fiir P € D(T) ist P € E(D(Z)) genau dann, wenn fiir alle Submatrizen Q
von P gilt, dak @ € E(D(Z(Q))).

Beweis. (a) Zu zeigen ist nur ,=“ Sei also P € E(D(<TI)). Ange-
nommen () = %Q(l) + %Q(Z) mit QM. Q® ¢ D(< f) Fir & =1,2 definiere
P® = (o)) syenx, durch
(k) g e o F G
(2.10) N { %t (ij) € < I,

Pi;  sonst.

Dann ist PV, P € D(< T) und P = 1P + 1P®) das heift P = P = P(?),
also auch Q) = Q) = Q und damit Q € E(D(L i))
Wieder folgt (b) genau wie (a), wenn man dort im Beweis die ,,<“-Zeichen weglafit.

Der folgende Satz 2.1.15 beschreibt den Zusammenhang der doppelt
(sub-)stochastischen Matrizen mit den doppelt (sub-)stochastischen Mafen.

Satz 2.1.15. 7 := (I, I, r, s) sei ein <-Randsystem, (I, m;) und (I, my) seien
diskrete Mafe, so daf

(2.11) (i,j)evllxlz my(i) =r; und my(j) = sj.

Die Abbildungen

h:=he : D(my,mq)—D(ZL), (h(p))i;:=p(t,7) und

he : D(< my, <ma)—D(SI),  (he(p))ij = p(1,9),

sind affine Isomorphismen.

Beweis. Der Beweis, daf h< und % wohldefiniert, injektiv, surjektiv und line-
ar sind, macht keinerlei Schwierigkeiten. Daher soll hier nur exemplarisch die
Surjektivitdt von h< gezeigt werden. Fiir gegebenes P € D(< I) definiere ein
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diskretes Maf p auf Iy x I, durch pu(1, ) := pi;. Es ist p € D(< my, < my), denn
fir A; C I; ist
plA X By =3 % plis) =3, > pu < Y ri= ) mali) = mi(Ay).
lEAl IEIQ ZEAl IEIQ ZEAl ZEAl

Analog folgt p(Iy X Ay) = my(Ay) fiir Ay C I, Aus den Definitionen von h< und
p liest man unmittelbar ab, dak h<(u) = P. Die anderen Verifikationen sind noch
einfacher. [

Korollar 2.1.16. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in Satz

2.1.15.

(a) h(E(D(my, ms))) = E(D(T))
he(E(D(S my, < ma))) = B(D(< 1)),
).

und

(b) > ri=mi(f) und > s; = my([

i€l; JEL
(¢) V pi; = p(h x 1) = r; = s;, mit u = h='(P).
PeD(I) (z’,j)ezlzlxlz ’ ( ) z;l j;z ! )

(d) \4 > pij <min { Doy >, s]} = min{m;([), ma(l3)}.

PeD(LT) (i j\eh x I ieh el

(e) DIT)#D = > ri= > sj, das heift, 7 ist ein Randsystem. |
i€l JEL

Gemaf Satz 2.1.15 und dem ihm folgenden Korollar 2.1.16 werden im folgen-

den oft diskrete Mafe mit Matrizen identifiziert und umgekehrt. Aussagen wie

p € D(I) oder P € D(my,m;) sind in diesem Sinne zu interpretieren.

Wirend es wegen 0 € D(< Z) klar ist, dak D(< Z) und sogar E(D(<L Z)) nicht
leer sind, ist das fiir D(Z) und E(D(Z)) nicht so unmittelbar einsichtig, und es ist
auch nicht fiir alle Randsysteme richtig (siehe Satz 2.1.18). Im folgenden Beispiel
2.1.17 wird ein Standardelement von D(Z) fiir den Fall abzéhlbarer Randsysteme
konstruiert, welches sich sogar als extremal erweisen wird.

Beispiel 2.1.17. Sei 7 := (I}, I3, r,s) ein Randsystem mit #1; = #I, = w und
Yo=Y s; > 0 (fiir ,= 0“ ist D(Z) = {0}). Indem man Abzihlungen von
€l JEL2

I, I, wiahlt, kann man ohne Einschrankung annehmen, dal I; = I, = N (das

Standardelement ist damit also von der Wahl der Abzahlungen abhingig). Dann
werde das Standardelement P = P(Z) von D(Z) wie folgt definiert:

j-1 i1
(2.12) pij = min {r ~S pia, s - Zpk,j} :
=1 k=1

Dadurch werden alle p; ; rekursiv definiert (kennt man alle py; mit k& < ¢ oder
[ < j, so kann man p;, j; berechnen).
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Behauptung 1. P € D(I).

Beweis. p11 = min{ry,s1} > 0. Fiir j > 1 ist

7—1 7—2
i — sz',l = (Tz' - sz’,l) — Pij-1 20
=1 =1

und fiir ¢ > 1 ist

i—1 i—2
Sj— Y Py = <5j - ZPkJ) = Pi-1k 2 0.

Also sind alle p; ; > 0.

Nun wird durch vollstindige Induktion nach ¢ gezeigt, dak > 7, piy = r;. Sei
t € I fest. Angenommen, es gibt ein ly, so dak p;;, =i — 50;11 pig. Dann folgt
V pig=0und

>l

lp—1 lp—1

szl —szl—Tz_szl‘l'szl—rz

Angenommen, es gibt kein solches [y, das heifst, fiir alle [ gilt p;; = s; — 22;11 D
Dann folgt

(2.13)
0o 0o oo 1—1 0o i—1 [+’ i—1 0o
Zpi,l=zsl—z Pk,l=zbl fk=sz fk=Z"'kZ"'z‘-
=1 =1 =1 k=1 =1 k=1 k=1 k=1 k=1

Ist ¢+ = 1, so ist (2.13) trivialerweise richtig. Fiir ¢ > 1, stimmt ,,( 5 in (2.13)

wegen der Induktionsvoraussetzung und ,,(:)“, da Z ein Randsystem ist. Da alle
pi; > 0, folgt aus (2.12), da >°,° piy <y Also folgt 70 piy = 1.
Analog zeigt man durch vollstiandige Induktion nach j, daf >~ pr; =s;. A

Behauptung 2. P € E(D(Z)).

Beweis. Angenommen, es wire P ¢ E(D(Z)). Daun gibe es wegen
Lemma 2.1.13 (b) eine Matrix E € Mg([1,I;) \ {0}, deren Linien sich alle zu
Null suminieren und mit P + E > 0.

Def. 1. Definiere rekursiv eine Folge von Indizes durch
P = ((i1,51), (12, J2),---)C I x I, wobei 1; := 7 := 1 und fiir bereits
definiertes (i, jn) sei

(tn +1,7,), falls V p; =0,
1>In

(214) (in+lajn+1> — (znyjn -I_ 1), fallS Z:Z/ Pi gn — 07
(in 41,40 +1), falls V¥V pi,;=0.

>0,
J>in
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Wegen (2.12) tritt immer genau eine der Bedingungen in (2.14) ein.

Def. 2. Nenne (in,7,) € P Eckpunkt genau dann, wenn n >1 und
(tho1 < ip = g1 oder Ju_1 < jn = Jnt1). Die Teilfolge der Eckpunkte von P be-
zeichne mit Pr = ((E1, F1), (Es, F3),...).

Beh. 2.1. supp(P) C P.

Beweis. Fir m,n € N sei Tpn:={(1,5) € supp(P): 1 <m,j <n}.
Man zeigt durch vollstindige Induktion, daf fiir alle n € N gilt,
Tin,jn g {(ilajl)a R (Znajn)} Ti17j1 = Tl,l g {(17 1)} = {(Zlajl)} per De-
finition von P. Den Induktionsschritt bekommt man, da wegen (2.14)
Tiiriurr © T U{(ing1s Jngr)} (im ersten Fall von (2.14) ist p; ., ; = 0
fiir j < jnq1, im zweiten Fall von (2.14) ist p; ;... = 0 fiir ¢ < in4q, im dritten
Fall von (2.14) ist p;,; = 0 fiir ¢ < 441 und j < jpy1). Nun folgt Beh. 2.1,
denn sind ¢, die Suprema der in P auftretenden Indizes 7, beziehungswei-
se jn (eventuell oco), so folgt V p;; =0 beziehungsweise z'eVN pi; =0 und

jeN i>3
o0 o0
Supp(P) = U 1T7n7n = UlTlnvjn g 73 A
m,n= n=

Nach (2.14) sind die Elemente der Folge P alle verschieden. Wegen P + E > 0,
folgt aus e;; # 0, dak (¢,7) € P. Da sich Zeilen und Spalten von E zu Null

addieren, gilt sogar

ei; 70 = (1,7) = (E. F,) € Pg
sowie eg, | Fn—1 7# 0 und €Fpgr Frgl # 0. Insbesondere hat jedes Element von
Pr einen Vorgénger und einen Nachfolger. Das steht im Widerspruch dazu, daf
(Eq, F1) keinen Vorgéanger hat. Die Matrix E kann also keine von Null verschie-
denen Elemente besitzen, das heifit, die Annahme P ¢ E(D(Z)) war falsch. A

Satz 2.1.18. Sei T := (I, I, 7, s) ein <-Randsystem.

(a) D(< I) und E(D(<L 7)) sind nicht leer.
(b) Ist Z ein Randsystem, so gilt

D(I),E(D(I))#0 & w-fthm=w- f#lam.

(c) Fiir diskrete Mafiraume (Iy, my), (I3, my) gilt

D(mi,mz2),E(D(mi,mq)) #0 & w-#Lp=w-#1sm.
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Beweis. (a) Es ist 0 € E(D(< 7)) C D(< I).

(b) Setze a := #I; pp und 3 := #1 .

»="1 Angenommen o # . Es sel ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
a> (>0 und a > w. Gibt es dann P € D(Z), so ist wegen a = #I; 4 auch
#supp(P) = a. Andrerseits ist aber #supp(P) < fw < a. Daher kann es kein
P € D(Z) geben.

»<=": Fiir a, f < w ist in Beispiel 2.1.17 bereits ein P(Z) € E(D(Z)) kounstruiert
worden (es ist klar, daf man den Fall ,< w“ durch Auffiillen mit Nullinien auf

den Fall .= w* zuriickfithren kann). Bleibt der Fall o = 8 > w.

Behauptung 1. Es gibt Randsysteme (Zy, = (11 x, Lo g, 7%, 55))keas so dab fiir alle
Eea, Ty <T, I = Upea Iips Ir = Upea L2k r® = 5% =0, und fiir alle 0 # k € a

ist #11 ) = #1p = w sowie Y = 00.

1€ g T = JEI 1 Sj

Beweis. Fir n € N setze

) 1 1 .
R, ={ielh: —<rn<=}, Ry:={t€:1<r},
n+1

l

3

(2.15)

—

. 1 :
Sp={j€l,: m<5j§—/}a So:={j€L:1<s;}

3

Nun werden die endlichen Mengen in R. beziehungsweise S, und die unendlichen
Mengen in R, beziehungsweise S, zusammengefaft:

R.:={R.: #R, < oo}, Sc:={S,: #S5n < o0},

(2.16) Ro :={R,: #R, = o0}, Se :={Sn: #S, = o0}

Ist R, € R mit kp, := #R, > w, so ist R, wegen kpn,w = Kr,, eine disjunkte
Vereinigung von kg, vielen abzéhlbaren Mengen R, i, kK € Kkp, und genauso,
wenn man jeweils R durch S ersetzt. Setze

(2.17) ng:=min{n: R, € Ry}, ns:=min{n: S, € Sy},

Kg:={(n,k): (n,k) # (nr,0), R, € R, k € K},

P K (k) (1K) # (15,0). S € Sun b € s},

L= RupoU | Ruy Lai=Sas0U | S,

(2.19) R,€R. Sn€S.
ILO = {L S Il Ly = 0}7 I27() = {j € .[2 LS5 = 0}

Seia’ := a\{0,1}. Wegen #Kp = #Ks = «, gibt es Bijektionen B : o — K,
Bs: o — K. Fir k € o setze [, := Rpgpkys T2k = Spgr)- Wegen (2.15)
st [ = Uk€a Iy und I, = UkEQ I, ;. klar. Setzt man noch fiir £ € a, rk = p I
sk = s so ist klar, daf die (I k, Io x, 7%, 5% )rea alle Bedingungen der Behaup-

tung erfiillen. A

Ik
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Gegeben die Zerlegung aus Behauptung 1, setze fiir k € o\ {0}: P*) := P(Z,) und
p™) fiir (i,5) € Lip x I
sz I (L’]) E l,k‘ X Q,ka

0 sonst

dann P = (Pi,j)(z’,j)ellxlz mit p;; = . Der Beweis

von (b) wird vollstandig durch die folgende Behauptung 2.
Behauptung 2. P € E(D(Z)).

Beweis. Ware P ¢  E(D(Z)), so gébe es nach Lemma 2.1.13 (b)
0+# E € Mgr(l1,I;) mit P+ E € D(T). Wahle (i, jo), so dak e;, ;, # 0. Nach
Definition von P gibt es dann ein k, so dal (io,jo) € Iix X Iy Nun sei
E® .= B I yxL - Dann summieren sich wegen der Definition von P alle Li-
nien von E®) zu Null, das heift P*®) + E®) ¢ D(Z;), was nach Lemma 2.1.13 (b)
im Widerspruch zu P®*) € E(D(Z;)) steht. A

(c) Folgt aus (b) und Satz 2.1.15. |

Satz 2.1.19. Sei T := ([, I3, 7, s) ein <-Randsystem.

(a) Sei P € D(<I). Dann ist P € E(D(< I)) genau dann, wenn fiir alle ab-
zahlbaren I, C I, Iy C I die Submatrix Py, x5, in E(D(< Iy))

. . f ot o N A ko
liegt. Hierbei sei Zy := (I g, Iz 5, ", s*) mit Z_EY = — ZVEIQ\Izkpi7V’
1k ’

J'Eyzk S§ =T ZM611\11,k Pu,j-

(b) Sei P € D(Z). Dann ist P € E(D(Z)) genau dann, wenn fiir alle abzéhlbaren
Ly C L, I C I, die Submatrix Py, x1,, in E(D(Zy)) liegt. Dabei sei
diesmal Zj, := Z(P] Il,kXIz,k)'

Beweis. (a) ,,=* gilt nach Lemma 2.1.14.

»<=": Zunichst bemerke, daf alle Zusammenhangskomponenten von G(P)

aus hochstens abzdhlbar vielen Ecken bestehen: Sei v € V(G(P)). Dann
ist Zhk(v) = (J,_,Dy(v), mit D,(v)={u € V(G(P)): d(u,v) =v}, und da
alle u € V(G(P)) hochstens abzihlbaren Grad haben, sieht man wegen
Dyyi(v) C{ue V(G(P)): I d(u,v) =1} induktiv, dak alle D,(v) abzahl-

v€D, (v)
bar sind. Ist P ¢ E(D(<Z)), so sei 0# E wieder die durch Lemma 2.1.13
gegebene Matrix mit P + E € D(<IZ). Wahle (io,j0) mit €,  # 0
und setze fir z,, € V(G(P)), Z:= th(;(p)(,rio), Ly={iel: e}
Ly :={j€l,: yj € Z}. Wegen der obigen Bemerkung sind I x, I3 abzéhlbar.
Nun setze BE*) = E]Il,kxlz,k und P%) .= P X Ty Dann ist nach Definition von
A

Vge-zge- VEG':EG‘
ie[l,k L,V V) j6127k Hy\J M7

V€I2,k VGIQ Mell,k MEIl
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das heifit, es muf P*) + F*) ¢ D(< Iy) sein. Also ist Pk ¢ E(D(L Iy)).

(b) folgt analog zu (a), wenn man dort im Beweis die ,,<“-Zeichen weglaft und
beachtet, dak in diesem Fall das <-Randsystem Zj aus (a), dem Randsystem T
aus (b) entspricht. [ |

Das Fazit von Satz 2.1.19 ist, daf man sich fiir die Charakterisierung der Extre-
malpunkte auf abzdhlbare <-Randsysteme beschréanken kann.

2.2 Anwendung der malstheoretischen Charakte-
risierung der Extremalpunkte

Im folgenden soll Satz 1.4.1 auf doppelt stochastische Matrizen angewendet wer-
den. Im Fall endlicher Mafe mq, mo, 1aft sich die Frage, ob eine Matrix P extremal
ist, auf die Frage zuriickfithren, ob G(P) kreisfrei ist (siehe Satz 2.2.6).

Lemma 2.2.1. Sei Z := (I1,I;,r,s) ein Randsystem, min{#6L,#,} < oo,
P € D(I), (zu P gehort nach Satz 2.1.15 ein Mal u := h™'(P); mq, my seien
wie in Satz 2.1.15). Dann gilt mit den Bezeichnungen von Beispiel 1.3.5

Fist dicht in Li(p) < F = Li(p).

Beweis. Es ist per Definition F = Lq(my) + Li(m3). Wegen min{#1, #I,} < oo
ist auch min{dim L;(m,),dim L;(m3)} < co. Da weiterhin L;(m;), L;(m;) beide
abgeschlossen sind, folgt aus Proposition 20.1 in [6], daf auch F abgeschlossen
1st, und das ist gerade die Behauptung. [ |

Satz 2.2.2. Sei T := ([I;,I;,r,s) ein endliches Randsystem, P € D(I),
p:=h='(P), my, my seien wie in Satz 2.1.15 und F := L;(my) + L;(m;). Dann
gilt

F=L(p) & G(P)ist ein Wald.

Beweis. ,=“: Angenommen, G(P) hat einen Kreis K = (z;,y;,,.-., Y, Ti)
oder K = (y;,%i,---,%i,,yj ). Nun betrachte M € L;(u) (siehe Beispiel 1.3.5

fiir die Bezeichnungen) mit
(220> mil N = mi2j1 = mi2j2 == minjn = 07 mil Jn = ]‘

Wire M € F, so gibe es a€ Li(m;) und b€ Li(my), so dak
\4 m;;=a; +bj. Mit a:=a; € R folgte dann wegen (2.20), dal

(i,j)e[lxlg

mit p(2,5)>0

- =bj, = —a und daher a;, =1+ o, was a;, = a widerspricht. Also ist

n
Mg¢F.
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»<=": G(P) sei also ein Wald, das heifit, alle Zusammenhangskomponenten von
G(P) sind (wegen #1I,, #I, < oo endliche) Baume. Wihle aus jeder Zusammen-
hangskomponente Z von G(P), die mindestens zwei Ecken enthilt, eine Ecke
zi,. Da Z ein Baum ist, gibt es nach Lemma 1.2.11 zu z, 22 € V(Z) genau einen
z122-Weg (z1,...,22) In Z. Sei nun M € Li(n) gegeben. Fiihre folgende rekur-
sive Konstruktion durch: a;, := 0. Gegeben y; € V(Z) mit d(y;,xi,) = n, sei
a; fiir alle z; € V(Z) mit d(z;,z,,) < n schon definiert. Zu d(y,;,z,,) = n ge-
hort genau ein yjz,,-Weg (z1,...,z,) der Lange n, z; = z;,, 2n = Y}, 2n_1 = ¥;
fiir ein ¢. Definiere b; := m,; ; — a,. Gegeben z; € V(Z) mit d(z;,z;,) = n, sei
b; fiir alle y; € V(Z) mit d(y;,x;,) < n schon definiert. Zu d(z;,z,,) = n ge-
hort genau ein z;x,,-Weg (z1,...,z,) der Linge n, z1 = ,,, 2, = 2;, 2n_1 = y;
fiir ein j. Definiere a; := m;; — b;. Damit sind a;,b; fiir alle (¢,7) € supp(P)
wohldefiniert (da die verbindenden Wege jeweils eindeutig sind), und es gilt

m;; = a; + b, denn so wurden die a;,b; ja gerade definiert. Bleibt zu zeigen,
dab (a;)ier, € Li(my), (b))jer, € Li(my), was aber klar ist, da (a;)ier,, (b;)jer,
endliche Folgen sind. [

Satz 2.2.2 gilt schon dann, wenn nur eine der Mengen I, I, endlich ist (siehe
Korollar 2.2.5). Die folgenden Beispiele zeigen jedoch, daf es, wenn Iy, I, beide
unendlich sind, vorkommen kann, dal es M € L;(y) \ F gibt, obwohl G(P) ein
Wald ist, und zwar sowohl fiir m4(I;) = ma(ly) = oo (siehe Beispiel 2.2.3 (a)) als
auch fiir my(I;) = ma(Iz) < oo (siehe Beispiel 2.2.3 (b)).

Beispiel 2.2.3. Die Bezeichnungen (my, maq, a;, bj, ... ) selen wie in Satz 2.1.15
und Beispiel 1.3.5.

(a) Betrachte das Randsystem Z := (N, N, r,s) mit r = s = (1,1,...), das heifit
m(N) = my(N) = co. Definiere

1
2 2
1 1
2 2
P = 1
2

Dann ist P € ’D(I) und G(P) 1st ein Wald nach Lemma 2.1.6. Definiere

welter

N
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Dann i1st

D Amislpii = (3)" <o,

7,j=1 k=1

also ist M € Li(p). Ist M € F, so gibt es a € Li(m;) und b € Ly(m;),

so dafl N m;; = a; + b;. Setzt man o :=b; € R, so folgt a; = —a,
(1,5)enh x> '
mit p(2,5)>0

by = a, a; =1 — a und so weiter. Das heift, durch eine Induktion ergibt

sich

N | =

b= (a,a,a—l,a,a—l—%,...,a,a—Z( )j,...>,

j=0

a= (—a,—a+1,—a,—a+l+%,...,—a,—a+2(%)i’,..>.
=0

Wegen b € Ly () ist Zj’;l |b;|s; < co. Daraus folgt @ = 0 und damit

D lbls; =D bl =) 1 =0,
7=1 7=1 7=1

das heift, die Annahme M € F fithrt zum Widerspruch.

(b) Betrachte das Randsystem Z := (N,N,r, s) mit r = s = (nl—Q + ) .
ne
das heit m;(N) = my(N) < oo. Definiere

Bl
NS

Dann ist P € ’D(I) und G(P) 1st ein Wald nach Lemma 2.1.6. Definiere

welter
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Dann ist
o0 o0 1
Z maslpig <) — <0,
1,7=1 k=1
also ist M € Ly(p). Wire M € F, so gibe es wiederum a € Ly(rn;) und

b € Li(my), so dak \ m;; = a; + bj. Mit a :=b; € R wiirde folgen
(4,5)EL X Iy '

mit“(ivj)>0
a1 = —a, by = a, az =1 — a und so weiter. Das heifst, durch eine Induktion
erhielte man
b=(a,a,a—l,a,a—1-1,....,a,a—mn,...),
a=(—a,—a+1l,—a,—a+14+1,...,—a,—a+n,...).
Daraus wiirde
; ; (20)2 (204 1)?
1 1 4
=72 liza (i_2+ (27+1)2>
=1
1 3 i—a 1 & 1 o«
- i e R
— 4 2 4 a2
i=[la|+1] i=[la|+1]

folgen, im Widerspruch zu a € Li(my).

Satz 2.2.4. Sei T := ([}, 1,1, s) ein Randsystem, #1, #1; < w; die Endlichkeit
einer der Mengen I, I; beziechungsweise der Mafe my, m, wird nicht langer vor-
ausgesetzt. Sei wieder P € D(T), my, mq, g := h™'(P) wie in Satz 2.1.15 und
F := Li(m1) + Li(mz). Dann gilt

F=L(n) & G(P)ist ein Wald.

Beweis. ,=“: Angenommen G(P) hat einen Kreis. Dann gibt es eine endli-

che Submatrix P von P und ein endliches Randsystem 7 = (.fl,.fz,F,E) <17,

so dak G(P) einen Kreis hat und P € D(I). Setze ji:=h"'(P). We-

gen Lemma 2.2.1 und Satz 2.2.2 gibt es M € Ly(ji)) \ F = L1(j)) \ F (hier-

bei sind F := Ly(my) + Li(mz), mq, my gemédk Satz 2.1.15). Definiert

man dann M = (m; ;) jern xs, mit m;; = iy i (4,7) € L x Iz’, so gilt
0 sonst

M = M1f1)<fg'



28 KAPITEL 2. DOPPELT STOCHASTISCHE MATRIZEN

Behauptung 1. M € Li(u) \ F.

Beweis. Wire (M™) eine Folge in Ly (), die in L;(u) gegen M konvergiert, so
bedeutete dies, daf
lim Z |ml(z) - mi,j|pi,j = 0.

n—oo
(4,5)€n x Ty

Daher hatte man auch

lm Y i) —miglpi, =0,
(iyj)€i1><f2
und damit wiirde M®) .= jW(")11=1x1=2 in Ly(fi1) gegen M konvergieren, was im
Widerspruch zu M € Ly(ji) \ F stiinde. A

Damit ist ,,= bewiesen.

»<="t Angenommen, G(P) ist ein Wald. Die Idee ist, M € L;(y) durch endliche
Matrizen zu approximieren. Hier ist es wieder giinstig, I;, I, abzuzdhlen, das
heift ohne Beschrankung der Allgemeinheit anzunehmen, daf I = I, = N. Dann
definiere fiir n € N Matrizen M) = (m(n))(i,j)ehxb durch

1,3

H'LZ-J =

(n) {mm- fiir : < nund y < n,

0 sonst.

Wegen Satz 2.2.2 ist M™W ¢ F fiir alle n € N. Weiterhin folgt aus

> |miglpij < oo, dak
(Z,])Ell sz

lim [[M®) — M|, = lim Z mi jlpij = 0.
2,3>n
Damit ist F = L;(u) gezeigt. |

Korollar 2.2.5. Sei T := (I ,I,r,s) ein Randsystem, min{#I, #1I,} < oo,
PeD(I), p:=h"YP), my, my selen wie in Satz 2.1.15 und
F := Li(mq) + Ly (m3). Dann gilt

F=L(p) & G(P)ist ein Wald.

2.2.4)

Beweis. F=Li(p) 5" Fist dichtin Li(n) “E" G(P) ist cin Wald. W

Satz 2.2.6. Sei I := (I, ,r,s) ein Randsystem mit } .., ri = ) s; < o0,
P € D(Z). Dann gilt

PeE(D(Z) < G(P) istein Wald.
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Beweis. Wegen Satz 1.4.1 und Korollar 2.1.16 gilt P € E(D(Z)) genau dann,
wenn F in Li(p) dicht liegt, und das ist nach Satz 2.2.4 genau dann der Fall,
wenn G(P) ein Wald ist. |

Das folgende Beispiel 2.2.7 zeigt, daf es im Fall m(I;) = my(l;) = oo pas-
sieren kann, daf G(P) ein Wald ist, obwohl P ¢ E(D(Z)). In Zusammen-
spiel mit Satz 2.2.4 zeigt das dann auch, daf sich Satz 1.4.1 nicht auf den Fall
ma (1) = my(I;) = oo verallgemeinern last.

Beispiel 2.2.7. Betrachte die Doppeldiagonalmatrix

(2.21) P = 1

Wegen Lemma 2.1.6 ist G(P) ein Wald. Fiir das Randsystem Z := (N, N, r, s) mit
r=s=(2,2,...)ist P € D(Z). Jedoch ist P ¢ E(D(Z)), denn mit

(2.22) E:=

[N
|

—_

—_

gilt P=L(P+ E)+ Y(P— E) und P £+ E € D(T).

Eine weitere Anwendung von Satz 1.4.1 liefert der folgende Satz 2.2.8. Die fol-
genden Ergebunisse dieses Abschnitts stammen wiederum von LINDENSTRAUSS

(siehe [§]).

Satz 2.2.8. Sei 7 := ([}, I, r,s) ein endliches Randsystem, P € D(T), my, may,
p = h='(P) wie in Satz 2.1.15, F := Ly(my) 4+ Ly(mz). Dann gilt

(2.23) re E(D<I)) = kZ/N AZA Az\—éfz (#Al =#h=k =

Beweis. Fiir k=1 ist H#HA = H#A, =1, das heift
#{(i,7) € Ay x Ay 1 p;j >0} <1 <2. Fiir k> min(#1, #1,), kann
#A, = #A, =k nicht erfillt werden. Demnach ist eigentlich nur zu zei-
gen:
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P € E(D(T)) &

(224) 1<k<min(#h ,#1) AIY_:Il szgfz (#Al - #A2 =k =

#{(i,j) € Ay x Ay 1 pij > 0} < 2F).

Fir min(#1i,#1;) = 1, besteht D(Z) nur aus einem Element, welches auch in
E(D(Z)) liegt, so dak die Aussage des Satzes trivialerweise richtig ist. Ab jetzt
sei daher min(#1I, #1) > 2.

»="1 Angenommen, es gibt Ay, C [;,Ay C I, mit #A4;, = #A, = k,
1 < k <min(#I,#1I), so dak p, ; > 0 fiir mindestens 2k verschiedene Elemente
von (i,7) € A1 X Ay. Dann wiahle eine Menge Izo C A; X Ay mit #1140 = 2k und
’ ')VE’I pi,; > 0. Man betrachte das lineare Gleichungssystem

%J #0

(2.25) ai +bj = ni;

in den 2k Unbekannten a;, b; mit (7, j) € I und beliebigen festen n; ; € R. Es
besteht also aus 2k Gleichungen, die zu den gegebenen 2k Elementen (i, 7) € Iz
mit p; j > 0 gehoren. Das zu (2.25) gehorende homogene lineare Gleichungssystem
hat die nichttriviale Losung a = (1,...,1), b = (—1,...,—1), das heift, (2.25) ist
nicht global 16sbar. Es gibt also ein N € L;(p) (vergleiche dazu (1.10)), so daf
fiir die gegebenen 2k Elemente mit p; ; > 0

(2.26) a; + bj =n;;

nicht losbar ist. Also ist N ¢ F, das heift L(pu) # F. Wegen Lemma 2.2.1 ist
also F nicht dicht in Ly(p), das heifit, nach Korollar 2.2.5 und Satz 2.2.6 ist
P ¢ E(D(1)).

»<=": Vollstandige Induktion iiber p + g mit p:=#I;, q:= #I,. Fiir p+¢=2
ist nichts zu zeigen. Es sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit p > ¢. Nun
gibt es eine Zeile mit hochstens einem positiven Element, daff heifit, es gibt

(10,70) € I X I, so dab p;, ; = 0 fiir alle j # jo (ansonsten wire die Vorausset-
zung fiir k = min(# 1, #1,) nicht erfiillt). Setze

fiir j = jo.

S sonst.

7 . ~ ~ S5 = Pio,jo
Il::.fl\{zo},r::rhl,sj::{ 3~ Piag

Setze P := Plj 1, und I:= (fl,IZ,F,é). Dann ist P € ’D(i’) (wegen der Wahl
von (ig, jo) und der Definition von §), und P erfiillt die Bedingung der Voraus-
setzung (da P sie erfiillt). Nach Induktionsannahme ist daher P € E(D(Z)). Nun
sei M € Li(p) gegeben. Sei M := M1; .. Da P € E(D(I)) ist, folgt aus Korol-
lar 2.2.5 und Satz 2.2.6, daf M e F. Also gibt es a € Ly(m) und be Ly ()

(hierbei seien F., 11, 1ty nach Satz 2.1.15 analog zu F, my, my definiert) mit

A4 TNI"LZ'J‘ =a; + [N)j.

(i,j)e.supp(]s)
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Nun definiere a,b durch

Dann gilt a € Li(m), b € Li(m3), sowie
V my; = d; + b]‘.

(i,j)e.supp(P)
Daher ist M € F, und da M beliebig war, ist F = Ly(u). Korollar 2.2.5 und Satz
2.2.6 liefern nun P € E(D(Z)). [ |

Korollar 2.2.9. Sei Z := ([;,I3,r,s) ein endliches Randsystem. Ist
P € E(D(Z)), so hat P mindestens eine Linie mit hochstens einem positiven
Element.

Beweis. Hatte jede Linie von P mindestens zwei positive Elemente, so hatte jede
quadratische Submatrix von P der Dimension k = min{#1,, #I,} mindestens 2k
positive Elemente, das heiflt, wegen Satz 2.2.8 wire P ¢ E(D(Z)). [ |

Satz 2.2.10. Sei I := (I;,I;,r,s) ein endliches Randsystem mit
#I, =#I, =n <oo,r=s=(1,...,1). Dann ist E(D(Z)) = M,(I1, I).

Beweis. ,0“ folgt sofort, da {0,1} die Menge der Extremalpunkte vom Interval
[0, 1] ist.

»,C* Vollstandige Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei nun
n > 1und P € E(D(Z)). Wegen Korollar 2.2.9 hat P eine Linie, die nur genau
eine Eins enthilt. Also gibt es je eine Zeile und eine Spalte, die genau eine Eins
enthalten. Streicht man in P diese Zeile und Spalte, so bekommt man eine Matrix
Pe D(i), wobei 7 := (I~1, .fz,'f',g) und I, I,, 7, § jeweils eine um Eins kleinere
Kardinalitdt beziehungsweise Lange haben als Iy, I, r, s. Pe E(D(f)) Gébe es
0<a<l, P # ]51, P, c D(f) mit P = aP, + (1-— a)ﬁz, so kénnte man die in P
gestrichene Zeile und Spalte in ]51, ]52 einfiigen und erhielte P # Py, P, € D(Z) mit
P =aP, + (1 —a)P,. Aus P € E(D(I)) folgt mit der Induktionsvoraussetzung,
daR P € M, (I, I,) und daher P € M, (I, ,). |

Satz 2.2.10 wurde zuerst von BIRKHOFF bewiesen (siehe [1]).

2.3 Wurzelbaume und e-Doppelbaume

Die Mengen E(D(Z)) und E(D(< 7)) lassen sich ohne Riickgriff auf die Maftheo-
rie und Satz 1.4.1 durch Eigenschaften von G(P) charakterisieren. Der folgende
Satz 2.4.3 stammt von GRZASLEWICZ (siehe [4]) und stellt eine Verallgemeine-
rung von Satz 2.2.6 dar. Dazu miissen aber zundchst einige technische Hilfsmittel
bereitgestellt werden, was in diesem Kapitel geschehen soll.
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Definition 2.3.1. Ein Wurzelbaum ist ein Tripel T = (V, E, q), so dak (V| E)
ein Baum ist und ¢ € V (im Fall, daf (V,E,w) ein gewichteter Baum ist,
nenne T = (V, E,q,w) einen gewichteten Wurzelbaum). ¢ heift die Wurzel des
Baumes. Das n-te Level sei L, = L,(q) = L.(q,T):={veV: d(v,q) =n}.
Fir v e L, definiere Nt(v)= Nf(v):={u€ Lny1: {u,v} € E}, und fiir
v#q  definiere N7(v)=Ni(v):={u€ L,y : {u,v} € E}.  Auferdem
sei  mnoch E,=E,(q) =FE,(q,T):={ecE: 3 e={u,v}}. st

u€l,_1 UEL
T'=(V',E',q) ein weiterer Wurzelbaum, so schreibe T <T genau dann,
wenn (V' E') < (V, E) (ensprechend ist fiir T = (V', E',q,w'), T' < T genau
dann, wenn (V' E',w') < (V, E,w)).

Lemma 2.3.2. Sei T = (V, E, q) ein Wurzelbaum.

(a) VV\{ , #N~(v) =1 (das Element von N7 (v) bezeichne mit v7).
veE q

(b) (w#v = NF(u)NNT(v)=0).

quV

Beweis. (a) Gébe es uj,uy € N7(v), uy # ug, so gibe es zwel verschiedene
qu-Wege, namlich (g, ...,us,v) und (q,...,us,v). Nach Lemma 1.2.11 wére also
T kein Baum.

(b) Sind u,v aus verschiedenen Levels, so ist nichts zu zeigen. Wéren u,v € L,
und z € N*t(u)NN*(v), so wiren u,v € N7 (z), was nach (a) nicht sein kann. W

Definition 2.3.3. Sei T' = (V, E,q) ein Wurzelbaum, € > 0. Dann heift eine
Abbildung f: E — Ry ein e-Fluf auf T genau dann, wenn

(2.27) Z f{g,u} = e und V\{q} Z f{v u} = f{v7,v}.

u€N*(q) uEN* (v

Lemma 2.3.4. Sei T = (V, E, q) ein Wurzelbaum, € > 0 und f ein eFluf auf
T. Dann ist ) ., f(€) = oo. Insbesondere ist #V = oo.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf VN > e, fle) = e Das wird nun durch In-
ne€ &

duktion nach n bewiesen. Der Fall n = 1 steht in (2.27). Sei also n > 1. Dann
folgt

dofle)= > fluvr= > > f{u o} 7N om0

ecky, v€Ly, 1, v€L, 1 ueNt(v v€L, 1
u€ly,
2.2
( 8> Induktlon
= Y Fuvl= D fle
'UELn 1, eEEn 1
u€ly_s
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Lemma 2.3.5. Sei € > 0 und f ein e-Fluk auf dem gewichteten Wurzelbaum
T =(V,E, q,w). Dann gibt es fiir alle 0 < § < € einen gewichteten Wurzelbaum
T" < T und einen §-Fluk f" auf T’, so dak alle Ecken von T" endlichen Grad haben

und f < flga)

Beweis. Behauptung 1. Sei I eine abziéhlbare Menge, E := (e;)ier C Rt mit
€: =) ey >0 Ist dann 0<d<é so gibt es I'C1T endlich und
D :=(d;)ier C R*, so daf Y ierdi =6 und V;_ d; < €.

el

Beweis. Ist I endlich, so setze I' := I, A := #I’ d,; =¢;,— A fiir alle: € I'. Dann

ist D epdi = €— #IW — §. Nun sei I unendlich. Dann gibt es eine endliche
Menge I' C I, so dak é:=3". ¢ > 4. Damit befindet man sich wieder im Fall
einer endlichen Indexmenge, und da dieser oben schon erledigt wurde, ist alles
gezeigt. A

Nun zur Konstruktion von T'= (Vr,Er,q,wlg,) <T und f' < flgm).
Und zwar werden dazu Mengen L (q) < L,(¢) und E}(q) < E.(q) definiert.
Die Definitionen von L!(q), E.(q) erfolgen rekursiv unter Benutzung von
Behauptung 1. Im ersten Schritt setze zur Anwendung von Behauptung 1
I'={ue N*(q): f{q,u} >0}, E :=(f{q,u})uer, 0 := 6, € := e. Behauptung 1
liefert dann endliches I und D. Setze N(q) := I' C NT(q), Li(q) = {q},
Li(a) = N(), Bi(a) = {{au}  w € N(q)}, fa,u} o= d fir alle u € N(q),
Dann ist ), eN(g f {q,u} = § und V f’{q,u} < f{q,u}.

Nun sei n > 1, und fiir alle m S n selen L! (q) C Ln(q), El(q) C En(q),

f1e @ < flE, (g bereits konstruiert, so daf . (V) , o™ € LI, _i(q).
m m vel! (q),m#0
Sei v € Li(q:). Zur Anwendung von Behauptung 1 setze diesmal

I'={ue Nt(w): f{u,v} >0}, E:=(f{u,v})uer, ) = v, v},
¢ = f{v,v7}. Behauptung 1 liefert wieder endliches I', D. Setze
N(v) == I' € N*(v), f'{u,v} = dy < flu,v} fiir alle v € N(v). Nach
Lemma 2.3.2 (b) sind alle N(v) disjunkt. Setze L; ,(q):= UveL;(q)N(v),
E; 1(q) :=={{u,v} € Ent1(q) : v € L}, (q), UELn_H( )} Dann ist
ZueN f{u,v} = f'{v,v"}. Setze noch Vp: := Un oLi(q), Err = UZOZIE;((]).
Da f/, Wle schon wérend der Konstruktion gezeigt, die Bedingung (2.27) erfiillt
(mit ¢ statt €), ist f’ ein 6-Fluf auf T". [ |

Definition 2.3.6. Ein Doppelbaum B = (G,T,T;) ist ein Baum G = (V, E)
zusammen mit zwei Wurzelbdumen Ty = (Vp, En, 1), T = (Vn,, En,, ¢2). Da-
bei soll gelten: B=T,+ T, +.{q,q}. Handelt es sich bei G um einen
gewichteten Graphen G = (V,E,w), und gilt T\ = (Vr,, Er,, ¢, wlE, ),
T, = (VTNETZ,(]%U)1ET2)7 so heist B ein gewichteter Doppelbaum. Ist
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B' = (G T1],T;) (B'= (G",T|,T;,w")) ein weiterer (gewichteter) Doppelbaum,
so schreibe B’ < B genau dann, wenn G' < G, T{ < Ty und T; < To.

Definition 2.3.7. Sei B = (G,T\,Ty), G = (V,E,w), Ty = (V1,, E1,, q1, 0| gy, ),
T, = (Vn,, En,, g2, w] ETQ) ein gewichteter Doppelbaum und e > 0. B heift
e-Doppelbaum genau dann, wenn es e-Flisse f; auf 77 und f, auf Ty gibt, so
daf fi < wlg, , fo < wlg, und € < w{q,q}. Zur Veranschaulichung siehe Ab-
bildung 2.1.

> wigu} > wigzul
T, weNT@) weNF(ay) T

< > fi{q,u}=¢ < > falgz,u}=¢

Tuent(ar) TueN+t(qz)

w{q,q2} < e

Abbildung 2.1: e-Doppelbaum

Lemma 2.3.8. Es sei B ein e-Doppelbaum (die Bezeichnungen seien wie in De-
finition 2.3.7). Dann gibt es fiir alle 0 < § < € einen §-Doppelbaum B’ < B, so
daf alle Ecken von B’ endlichen Grad haben.

Beweis. Zur Konstruktion von B’ = (G', T{, T;) wird Lemma 2.3.5 benutzt. Lem-
ma 2.3.5 liefert T{ = (Vir, Epr, g, wig,,) < Th und ein 6-Fluk f{ auf 77, sowie
T; = (Vry, Bty g2, wl g, ) < Ty und ein §-Fluf f; auf Tj. Sei noch V' := VT{UVTQ/,
E':= EyUEpU{{q1,¢2}}. Da f] < By S WlEy,s fo < fole,, < wlp, gilt, ist
B’ mit G’ = (V', E', w]| ) nach Definition 2.3.7 ein §-Doppelbaum, dessen Ecken
alle endlichen Grad haben. [

Definition 2.3.9. Sei G = (V, E, w) ein gewichteter Graph, € > 0. G hat einen
e-Doppelbaum genau dann, wenn es einen e-Doppelbaum B = (G', Ty, T3) gibt,
so dal G’ = (V', E', w]g) ein Subgraph von G ist.

Bemerkung 2.3.10. Ist G ein Graph, der einen e-Doppelbaum B hat, so hat
G nach Lemma 2.3.8 fiir alle 0 < § < € einen §-Doppelbaum B’ < B, und alle
Ecken von B’ haben endlichen Grad.
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2.4 Graphentheoretische Charakterisierung der
Extremalpunkte

Lemma 2.4.1. Sei T := ([;,[,r,s) ein Randsystem mit #I;,#, <w. Ist
P € D(Z) und existiert € > 0, so dal G := G(P) einen eDoppelbaum B hat,
so ist P ¢ E(D(I)).

Beweis. Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.3.7. Nach Lemma 2.1.13
(b) geniigt es, eine Matrix 0 # T € Mg(I;, ;) mit P+ T > 0 zu finden, deren
Linien sich alle zu Null summieren. Indem man ¢;, g, notfalls vertauscht, kann
man ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, da es (ig,jo) € I; X I
gibt, mit ¢ = 4, g2 = yj,. Definiere T' = (%; ;)i j)er, x1, mit

€ fiir (Zaj) = (i07j0)7
—fi{zi,y;} fiir {z,,y;} € En(Th), n ungerade,

n(Th)
(2 29> P f] {miayj} fiir {*’Eiayj} € En(Tl)a n gerade,
' Y ) = fedwiyi} il {zi,y;} € Ea(Ty),  n ungerade,
folai,y;b Al {zi,y;} € Ea(Tz), n gerade,

0 sonst.

Wegen fi1, f» <w ist P+ T > 0. Bleibt zu zeigen, daf sich alle Linien von T' zu
Null summieren. Sei t; ; # 0, z; € Ly,(q1). Dann gilt fiir die . Zeile:

Zti,j = — Z fidy, zi} + fi{zy, 2} = 0.

Jj€DL yENT (z;)

Die Fiélle #; = ¢, #; € Lyy1(g2) und der Fall der j. Spalte (y; = ¢,
Yj € Lont1(q1), yj € Lan(qz)) sind alle vollig analog, das heifit: Daff die Summe
tiber die jeweilige Linie null ist, ergibt sich jeweils aus der FluBbedingung (2.27)
fiir f1 beziehungsweise f;. [ |

Lemma 2.4.2. Sei T := (Iy,I;,r,s) ein Randsystem. Ist P € D(Z) und hat
G(P) einen Kreis, so ist P ¢ E(D(T)).

Beweis. Sei K = (2, Yj»-- -, Ti,, Yj,., Tiy ) €in Kreis in G(P). Dann ist

(230) €= min{pil g1y Pig,gis Pingos « + o s Pinygn s Piy 7.7"n} > 0.
= —e, t =€, t := —e. Dies

FﬁI‘ 1 S ]f S n—l deﬁniere tik,jk ik+1,jk : tnyin - iy jn -
seien genau die von Null verschiedenen Elemente einer Matrix T € Mg([4, I).
Dann enthilt eine Linie von T entweder keine von Null verschiedenen Elemente

=€ t

oder genau zwei, namlich +€¢ und —e. Daher summieren sich alle Linien von
T zu Null. Nach der Definition von e gilt: ( )V pi; £ ti; > 0. Also folgt
4,3)€h X1z

P+ T € D(T) und nach Lemma 2.1.13 ist P ¢ E(D(Z)). [ |
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Satz 2.4.3. Sei T := (I;,I;,r,s) ein Randsystem mit #I[;,#[ <w und
P € D(Z). Dann gilt P € E(D(Z)) genau dann, wenn G(P) ein Wald ist und
fiir kein € > 0 einen e-Doppelbaum hat.

Beweis. ,=“: Wegen Lemma 2.4.2 ist G(P) ein Wald, wegen Lemina 2.4.1 hat
G(P) fiir kein € > 0 einen e-Doppelbaum.

w<=": Sei P ¢ E(D(Z)), das heift, es gibt nach Lemma 2.1.13 (b) eine Matrix

T # 0, so dak sich alle Linien von T zu Null addieren und ) \4 1t < pij-
4,7)€ L x>

Sei |T|:= (|tij))ijenxn, G(T|)=(V,E,w). Wegen |[t;;| <p;; ist dann
(V,E) < (V(G(P)), E(G(P))). Hat dann G(|T|) einen Kreis, so auch G(P), und
man ist fertig. Angenommen, G(|T|) ist kreisfrei. Es bleibt zu zeigen, dak es
dann € > 0 gibt, so dak G(|T|) einen e-Doppelbaum B hat (denn dann hat
auch G(P) einen eDoppelbaum). Da T # 0, gibt es 19 € 1, jo € I3, so dak
tio.jo > 0. Setze € :=t;; jo, 1 1= Tiy, Q2 := Yj,. Damit bekommt man einen Dop-
pelbaum B = (Zhkery) (i), 1, T3), TV = (Vays Erys a1) := Zhka(r)~(aa3 (@),
T3 = (Vg Bry. a2) = Zhke(r)—({ar 0213 (42)-

Behauptung 1. Sei I := {i1,1s,...} abzdhlbar, E := (€;);c; eine Folge positiver
reeller Zahlen, so daf a := Y, ., e; < oo. Ist dann 0 < b < a, so gibt es eine Folge
D = (d;)ier, so dak i\gl 0 < d; <e; und Zieldi =b.

Beweis. Setze k := 7 und d; := ke;. A

Nun zur Konstruktion von B = (G,T1,T,) < B’: Zunichst wird
Ty = (Vr,,Er,,q1) < T, und ein eFluk f; auf T} konstruiert, und zwar werden
dazu Mengen L,(q1) C L, (q1) und E,(q:1) C E,(q1) definiert. Die Definitionen
von L,(q1), En(q1) erfolgen rekursiv unter Benutzung von Behauptung 1. Im
ersten Schritt setze zur Anwendung von Behauptung 1 1 := {5 € I : t;,; < 0},
E := (|tiy.j])jer, b := €. Behauptung 1 liefert dann D. Setze N(q) := {y; : j € I},
Lo(q1) := {a1}s Li(q) == N(a), Eila) == {{a,y;} € Ef(q1) = y; € N(a)},
fi{a,y;} = d; fir alle y; € N(q). Dann ist ZijN(ql)fl{ql’yj} — ¢ und
Vo eyt < sl = wian,yst
v EN(a1)

Nun sei n > 1 ungerade, und fiir alle m < n selen L,(q:) C L, (q1),
En(q) CE (), film@) < wlg,(q), bereits konstruiert, so daff

v v € Ln- - Sel y;, € Ly x;, = y;. Dann ist
’UELm(QI),m;éO I(QI) y]" (q1)7 Jn yJH

0 < fi{wi,, vy} < —ti, ;. = w{zi,, vy, }. Zu Anwendung von Behauptung 1
setze diesmal [ := {1 € I} : t,;, > 0}, E := ([tijul)ier, b == fi{zi,, v}

Behauptung 1 liefert dann wieder D. Setze N(y;,) = {z; : i € I},
fi{zi,y;,} = d; fir alle z; € N(yj,). Nach Lemma 2.3.2 (b) sind
alle N(y), yv € Lu(q) disjunkt. Setze Lpyi(q1) = UyeLn(ql)N(y>7

Eopi(q) = {{z,y} € E;H.l(%) i ® € Lopi(q),y € La(q)}. Dann ist
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\4 erN(y) f1{$,y} :fl{yay_}'

yeLn(Ql)
Fiir n > 1 gerade erfolgen die Definitionen von L,11(¢1) und E,11(¢:1) ganz

analog. Setze noch Vp, := U:;()Ln(éh), Er = U:;lEn(%)- Da f;, wie schon
wirend der Konstruktion gezeigt, die Bedingung (2.27) erfiillt, ist f; ein e-Fluf
auf 7.

Die Konstruktion von T und f; erfolgt genau in der gleichen Weise wie die von
Ty und f. Sei noch V := V5,UVr,, E := Er,UEr,U{{q1,q:}}. Dann ist B mit
G = (V, E, w] z) nach Definition 2.3.7 ein e-Doppelbaum. [ |

Lemma 2.4.4. Sei 7 = ([1,I3,r,s) ein  Randsystem  und
Yien i = Djen, 5i < o0, PE€D(I). Ist dann e>0, so hat G(P) keinen
e-Doppelbaun.

Beweis. Ist  €>0, wund hat G(P)=(V,E,w) einen eDoppelbaum
B = (G,,Tl,TQ), SO gl].t

Yoopiiz Y wle)> ) file) =00

(i7j)€IIXIZ EEETl EEETI

wegen Lemma 2.3.4. Das steht 1m Gegensatz zur Voraussetzung. |

Korollar 2.4.5. Satz 2.2.6.

Bewets. Seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen also wie in Satz 2.2.6.
Nach Satz 2.4.3 ist nur noch zu zeigen, dak G(P) fir kein € > 0 einen
e-Doppelbaum haben kann, und das ist gerade die Aussage von Lemma 2.4.4. H

Die folgenden Beispiele stammen aus [4] und zeigen die Anwendung von Satz
2.4.3 auf einige konkret vorgegebene Matrizen.

Beispiel 2.4.6. P, sei die folgende in (2.31) in Abhéngigkeit des Parameters
a > 0 definierte Matrix (die Matrix bestehe bis auf die angegebenen Elemente
nur aus Nullen, wobei die beiden Diagonalen aus Dreien, wie angedeutet, ins
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Unendliche fortgesetzt werden sollen).

)
T3
T4
Ty
(2.31) e
L7
Ty
L9
Z10
T11

12

(251

Y2 Ys Ya Ys Ys Y7 Ys Yo Yo Yu
6 8 O
1
4
2 3
3 5 1 2
2 =: P,
7
2 3
3 3
3 3
3 3

Abbildung 2.2: G(P,)

G(P,) = (V, E,w) ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Man erkennt, dal G(P,) genau
dann einen Kreis hat, wenn a > 0. Genau in diesem Fall ist P, ¢ E(D(Z(F,))).
Dazu ist nach Satz 2.4.3 nur noch zu zeigen, dak G(P,) fiir kein € > 0 einen
e-Doppelbaum  haben kann. Hitte G(P,) fiir ein € > 0 einen e-Doppelbaum, so
gibe es nach Definition 2.3.7 und Lemma 2.3.4 eine Kante ¢ = {q1, g2} € E, so
daf (V, E'\ {¢}) zwei Zusammenhangskomponenten mit unendlich vielen Ecken
hat. Bei entfernen einer Kante aus G(P,) entsteht aber hochstens eine Zusam-
menhangskomponente mit unendlich vielen Ecken.

Beispiel 2.4.7. P sei die folgende in (2.32) definierte Matrix. In diesem Fall
ist es moglicherweise iibersichtlicher, das Bildungsgesetz fiir die Matrix iiber den
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Graphen G(P) zu erkldren (das ist nach Bemerkung 2.1.5 legitim). G(P) soll wie
in Abbildung 2.3 (a) angedeutet nach links und rechts ins Unendliche fortgesetzt
werden. Wie dort angegeben, werden die Ecken spaltenweise durchnummeriert
und zwar immer abwechselnd eine Spalte links und eine Spalte rechts.

(2.32)

Y Y2 Ys Ya Ys Ys Y7 Ys Yo Yio Y11 Yi2 Y13 Yia Yi5 ...

1 1

Ty (2 3 3
T9 1

= =
ot w
B s b0 |
NN =
=
=
0=
0|
0|
0|

o=
o=

Sei G(P) = (V, E,w). In Abbildung 2.3 ist G(P) zusammen mit zwei Subgraphen
H, und H; dargestellt. Mit ¢; := yy, T} links von ¢y, ¢2 := x4, T rechts von g, wird
H; zu einem g—Doppelbaum, wobei die %—Fliisse fi <w auf Ty und fy < w auf T,
der Abbildung 2.3 (b) zu entnehmen sind. Entsprechend wird H, mit ¢ := z,
T, oberhalb von x4, ¢, := y3, Ty unterhalb von y3 zu einem i—Doppelbaum, wobei

die 1-Fliisse f; < w auf T} und f, < w auf T, diesmal der Abbildung 2.3 (c) zu

4

entnehmen sind. Nach Satz 2.4.3 ist also P ¢ E(D(Z(P))).

Beispiel 2.4.8. P sei die folgende in (2.33) definierte Matrix. Wieder betrach-
te man fiir das Bildungsgesetz der Elemente von P den Graphen G(P) (siehe
Abbildung 2.4). Die Ecken sind analog zu Abbildung 2.3 (a) nummeriert. Dies-

mal sind die Kantengewichte auf der rechten Seite 4% im Gegensatz zu 21—" in
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25 Y14 7
’ T T T
2 2 2
L L L
. 2 2 . 2
26 Yis s
Ty
T25 Y14 T
T T 1 T 1
2
L L L
e 3 3 o 3
26 Y15 s

Ig

Z10

Abb. (c) q1 =z

T, 1

Abbildung 2.3: G(P) (in (a)) und zwei Teilgraphen
H, < G(P) (in (1), H, < G(P) (in ()
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Abbildung 2.3 (a).

Y Y2 Ys Y4 Ys Ys Y7 Ys Yo Yio Y11 Yiz2 Y1z ...

T 1 N

T3 — = =7
16 64 64
(233) T 1 1 1
4 16 64 64 _.p
Ts = = = —
Tg — = =

7 1 1

Abbildung 2.4: G(P)

In Abbildung 2.4 erkennt man, daf G(P) = (V, E, w) keinen Kreis hat. Auerdem
hat G(P) fiir kein € > 0 einen e-Doppelbaum: Nimmt man an, es gibt € > 0, so
daf G(P) einen e-Doppelbaum besitzt, so folgt nach Definition 2.3.7 und Lemma
2.3.4, daf es eine Kante e = {¢1,¢:} € E gibt, so dak (V, E \ {e}) zwei Zusam-
menhangskomponenten Ty, Ty hat mit EeeE(TH) w(e) = oo fiir p = 1,2. Entfernt
man aus G(P) eine Kante, so liegt in genau einer der entstehenden Zusammen-
hangskomponenten T} und 7, ein Subgraph des Weges (z1,y1,Z2,...). Dies sei
ohne Beschrankung der Allgemeinheit fiir Ty der Fall. Enthilt dann E(T3) noch
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n € Ny Kanten e mit w(e) = 1, so gilt ZeeE(TQ) w(e) <n+ ZZO:I i—: < oo. Also
ist P € E(D(Z(P))) nach Satz 2.4.3.

Als eine weitere Anwendung von Satz 2.4.3 soll jetzt im folgenden Satz 2.4.11
gezeigt werden, dafl die Eintrage einer extremalen Matrix in der von den Rand-
verteilungen erzeugten additiven Untergruppe von R liegen, sofern diese abge-
schlossen ist. Das folgende Korollar 2.4.12 umfaft die von KENDAL (siehe [7])
und ISBEL (siehe [5]) bewiesene Verallgemeinerung von Satz 2.2.10. Zunédchst ein
paar Vorbereitungen:

Lemma 2.4.9. Ist G eine abgeschlossene additive Untergruppe von R, so ist

G =R, oder es gibt t € R}, so dah G = tZ.

Beweis. Fall 1: G hat einen Haufungspunkt c. Dann gibt es eine Folge (¢,)nen

in G\ {¢} mit lim ¢, = ¢, das heift lim (¢, — ¢) = 0. Da VN 0#c¢,—c€gund
n—00 n—00 ne

Vg {2g: 2€Z} C G, muk G in R dicht liegen. Da G abgeschlossen ist, folgt

g€

g =R.

Fall 2: G hat keinen Haufungspunkt. Dann gilt 3 }Yg lg — h| > (denn sonst
>0 g,h€
g#h

wire 0 ein Hiufungspunkt von G). Es sei t :=supt: V |g—h| >

gJ;ehQ

g

t € G: Andernfalls wire V |g— k| >t. Wegen der Abgeschlossenheit von G
g:h€g
g#h

konnte es auch keine Folgen (gn)nen, (hn)nen in G geben mit lim |g, — hy| = t.
n—oo

Es gibe also t' > t, so daf hV . lg — k| >t im Widerspruch zur Definition von ¢.
g,h€

g#h
G=1tZ: Es ist nur noch ,C“ zu zeigen. Wire ¢ € G\tZ, so wire
t > dist(g,tZ) € G im Widerspruch zur Definition von ¢. [ |

Lemma 2.4.10. Es sei §G:=tZ mit tE€ RS'. Ist dann fir pelR
di(p) := dist(p,G), so gilt:

(a) Fiir alle p € Rist di(p) = di(—p).
(b) Fiir jede reelle Folge (p;)ieny mit S := 3 pi € Rgilt di(S) < o0, di(pi).

Beweis. (a) ist klar.
(b) Zunéchst seien p, g € R gegeben. Dann ist

(2.34)
di = inf — g} = inf —g—h|} < inf {|p— —h
ipt+a)=inf{lp+q—gl} = wf{lp+q¢—g—hl} < inf {lp—gl+]lg—nl}

= nf{|p — g|} + in{]q — b} = di(p) + di(q).

Nun folgt di(S) < >0, di(pi) aus der Stetigkeit von di. |
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Satz 2.4.11. Sei T := ([;,I,,r,s) ein Randsystem mit #I;,#[; < w oder
#I1y e = #1o. Ist G := G(T) abgeschlossen, so gilt

(2.35) PER(DI) = {p,: (,j)el xL}CG.

Bewets. Wegen Lemma 2.4.9 kann man ohne Einschrinkung annehmen, daf
G = tZ fiir ein t € RT. Zunichst wird der Fall #I, = #I, = w behandelt. Sei
P € D(I). Angenominen, es gibt (i, jo) € Iy X I mit p;, ;; ¢ G. Es wird gezeigt,
dak P ¢ E(D(Z)). Falls G(P) einen Kreis hat, folgt das wegen Satz 2.4.3. Man
kann also annehmen, daff G(P) = (V, E, w) kreisfrei ist. Dann gibt es ein € > 0,
so dal G(P) einen e-Doppelbaum B hat (womit dann wieder wegen Satz 2.4.3
alles gezeigt ist). Die Konstruktion des e-Doppelbaumes erfolgt mit der gleichen
Methode wie 1m ,,<=*-Teil des Beweises von Satz 2.4.3.

Behauptung 1. Ist  (i,7) € I x I, so gilt Zueh\{i} di(py;) > di(p;;) und
Zuelz\{j} di(p;,) > di(pi ;) (zur Definition von di siehe Lemma 2.4.10).

Beweis. Es gilt

2.4.10 (a), (b))

@236)  dilp) = di(Y pi— Y pei) S i),

peh neL\{i} pehi\{i}
da Zueh Puj €0. ZVEIz\{j} di(p;) > di(pi ;) folgt ganz analog. A
Setze € := 1di(pis.jo): @1 = Tiy, 2 := Yj,- Damit bekommt man einen Doppel-

baum B’ = (Zhkep) (i), T, T3), T = (Viy, Exy, 01) := Zhkep)-({g 4.1} (D),
Ty = (V1, Ery, q2) = Zhkgpy—({q1,4:33(@2). Nun  zur  Konstruktion  von
B = (G,T),T,) < B'. Zunachst wird 71 = (Vp,, Er,, 1) < T} und ein eFluf
fi auf T; konstruiert, und zwar werden dazu Mengen L,(¢:) C L!(¢1) und
E.(q1) C E!(q:) definiert. Die Definition von L,(q:), En(q:) erfolgt rekursiv
unter Benutzung von Behauptung 1 aus Lemma 2.3.5. Dazu setze 1m er-
sten Schritt [:={j € L\ {jo}: pio,; € G}, E = (Pis,j)jers €:= 2 e1 di(pig,j),
bi=¢ (beachte, daf € > 26 > & wegen obiger Behauptung 1). Behauptung 1
von Lemma 2.3.5 liefert dann I’ und D. Setze N(q¢1) = {y; : 7 € I'},
Lo(q) :== {a1}, Li(q1) := N(q1), Bi(q1) == {{q1, y;} € Eila) : y; € Nla)},
fi{ar,y;} = d; fiir alle y; € N(q1). Dann ist ZyjeN(ql)fl{ql,yj} = € und

Vo fda,y} < dilpig,g) < pioj = w{a,yj}
y; €N (q1)

Nun sei n > 1 ungerade, und fiir alle m < n selen Ln(¢i) C L (q1),
En(q) CE (q1), 0 < AlBma) < (dio wﬂEm(ql) < min{t,w1Em(ql)}, be-

reits konstruiert, so daf 4 0" € Lyy—1(qu). Sei y;, €  Lu(q1),
V€L (q1), m#0
zj, = y;. Dann ist 0< fi{z;,y;,} <di(pi,;,) < min{t,w{z;,,y; }}

Zur Anwendung von Behauptung 1 von Lemma 2.3.5 setze dies-

mal  T:={i€ L\ {in}: pij, € G}, E:=(di(pij,))ier, €:=> ic;di(pij.),
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b= fi{zi,.y;,} (beachte, dal 6= fi{z,, yj. } < di(pi, j,) < € wegen obiger Be-
hauptung 1). Behauptung 1 von Lemma 2.3.5 liefert dann wieder I’ und D. Setze

N(yj,) :={zi: 1€ I'}, fi{xi,y,,} = d; fir alle z; € N(y;,). Nach Lemma 2.3.2
(b) sind alle N(y), y € Ln(q:) disjunkt. Setze L,ii(q):= UyeLn(ql)N(y)7

En+1(¢]1) = {{z,y} € E;l-l—l SRS Ln+1(Q1>7 (S Ln(Ql)}- Dann ist
yeLV( ) > ven itz vt = iy, v}

Wie i Beweis von Satz 2.4.3 erfolgen die Definitionen von Ly, 41(g¢r) und En+1 (q1)
fiir gerade n > 1 ganz analog. Setze noch Vp, := Un oLn(q), Eq, := U VEn(q).
Da f;, wie schon wirend der Konstruktion gezeigt, die Bedingung (2. 27) erfiillt,
ist f; ein eFluf auf Tj.

Die Konstruktion von T, und f; erfolgt genau in der gleichen Weise wie die von
Ty und fi. Sei schlieblich V= VpUVn, B := Er,UERU{{q1,¢:}}. Dann ist B
mit G = (V E ,w] ;) nach Definition 2.3.7 ein e-Doppelbaum . Damit ist (2.35)
bewiesen.

Den Fall, daf min{#I,,#[,} <w, kann man auf den Fall #I, = #[, =w
zuriickfiihren, indem man abzéhlbar viele Nullzeilen beziehungsweise
Nullspalten hinzufiigt. Bleibt der Fall #1I;, = #I34 > w. Erneut neh-
me man an, dak es (ig,jo) € [ X [y gibt mit p; j, ¢ G. Wieder wird
gezeigt, dak P ¢ E(D(Z)). Betrachte G(P). Es sei Z:=Zhk(z;,) und
Ly={ieh:z,eV(2)}, Lz:={j€l:y;, € V(Z)}. Wie im Beweis von
Satz 2.1.19 gesehen, sind Iy ; und I, ; abzéhlbar und nach Definition von
Z ist I(P1 11,z><12,z> = (L z, s z,r] 1172,51[272). Da der Beweis fiir den Fall
max{#1I;, #I,} < w schon gefithrt wurde, ist Pl;, ,x1, , € E(D(Z(P11, yx157)))-
Also ist nach Satz 2.1.19 (b) P ¢ E(D(I)). [

Korollar 2.4.12. Sei Z := (I, I, r,s) ein Randsystem mit #I; = #I, = «
(o beliebige  Kardinalzahl)  und V r,=s;=1 Dann ist

(4,5)enL X Iy
E(D(I)) = M,(I, ).

Beweis. ,,0 folgt wieder, da 0,1 die Extremalpunkte des Intervalls [0, 1] sind.
»,C“ Das folgt sofort aus Satz 2.4.11, denn Z ist abgeschlossen, und
pij €Z = pi; €40,1} wegen der Voraussetzung. |

Ist die von den Randverteilungen erzeugte Gruppe G nicht abgeschlossen, so

kann es vorkommen, daf P € E(D(Z)) und dennoch p;; ¢ G (sogar fiir alle
(1,7) € I x I). Um das zu sehen, dient das folgende Beispiel 2.4.13.
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Beispiel 2.4.13. Es sei

]. — a4y a9
a9 1-— as
]. — a3 (4
(237) P = ay 1 — as 9
1 — dx
T :=Z(P). Dabei sei fiir n € N,
(2.38) ap = (10"V2 — [10"V2]) - 107"

(\/i konnte dabei durch jede andere Zahl aus RT \ Q ersetzt werden). Die a,, sind
dann alle irrational und positiv. ({r; : ¢t € 1} U{s; : j € I,}) C Q, denn fiir alle
n € N ist

(2.39)
—p + app = —(10"V2 — [10"V/2]) - 107" + (10"H'V/2 — [10"T1/2]) - 107!

= ([10"V3] - 310" VE)10™ € @

und  damit auch o, —anpp € Q, das heift VI r; € Q, VI s; € Q.
(S| J€2

Dennoch ist P € E(D(Z)) nach Lemma 2.1.13 (b), denn fiir ei-

ne Matrix Ee€ Mgr(N,N) mit P+ E>0, deren Linien sich al-

€h €

f1 €2

le zu Null summieren, gilt FE = £ und  weiterhin

i—e3s=fo=—egr=ey=—fi=ey=—fz=---<inf{la,: ne N} =0, das
heift £ = 0.

Das folgende Beispiel zeigt, daf die Umkehrung von Satz 2.4.11 nicht gilt.

Beispiel 2.4.14. Betrachte das Randsystem T := ({1,2},{1,2},(4,5),(5,4))
und die Matrix P := < ; :1))) Dann ist P € D(Z), und G(P) hat einen Kreis.

Also ist P ¢ E(D(Z)). Andrerseits ist aber {1,2,3} C ({4,5}) = Z.

Lemma 2.4.15. Sei 7 := (I3, I3,r, s) ein Randsystem und P € D(Z). Gilt dann

(2.40) (P € D(T) und supp(P) C supp(P)) = P =P,

so ist P € E(D(Z)).
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Beweis. Angenommen P ¢ E(D(Z)). Dann gibt es nach Lemma 2.1.13 (b)
E € Mg(I1,1;), so dak sich alle Linien von E zu Null summieren und P + E > 0.
Alsoist P # P+ E € D(Z) und supp(P £ E) C supp(P). [

Satz 2.4.16. Sei Z := (I, I, 7, s) ein Randsystem mit Zieh Ty = ZjEIz s; < 00
und P € D(Z). Dann gilt

(2.41) (lﬁ € D(Z) und supp(ﬁ) C supp(P)) = P=P
genau dann, wenn P € E(D(Z)).

Beweis. Wegen Lemma 2.4.15 ist nur ,,<=" zu zeigen. Dazu nehme man an, dak
es P E?(I) gibt mit P # P und Supp(P) C supp(P). Setze T := P — P. We-
gen P, P € D(T) addieren sich alle Linien von T zu Null. Da P # P gilt, gibt es

(t0,J0) € Iy X I mit t;; ;0 >0. Wegen V  (pi; =0 = t;,;=0) gilt mit
(1,5)€l x I

G:=G(P)=(V,E,w) und G :=G(T)=(V,E,v), dak (V,E) < (V,E). Hat
dann G einen Kreis, so auch @, und es folgt P ¢ E(D(Z)). Man kann also an-
nehmen, dafs G kreisfrei ist. Dann folgt wie 1m ,,<=*-Teil des Beweises von Satz
2.4.3, dak G(|T|) einen t;, j,-Doppelbaum hat. Daraus folgt nach Lemma 2.4.4,
dak D= senxp [tiil = 00. Das steht aber wegen [t ;| < pi; + pi,j im Widerspruch
zur Voraussetzung » ,cp i = ey, 85 < 00. [ |

Der Beweis ist analog zu dem von Proposition 1 in [4], nur daf dort die Voraus-
setzung Y ;o 1 = Zjefz sj < oo vergessen wurde. Das folgende Beispiel 2.4.17
zeigt, daft diese Voraussetzung wesentlich ist.

Beispiel 2.4.17. Sei P die Matrix aus Beispiel 2.4.13, Z := Z(P) und

DO

1
2

1
(2.42) E:=|"~

Da fiir die nach (2.38) definierten a,, gilt V 0<ay,< 10, ist P+ E € D(I).
Dann ist supp(P + E) = supp(P), P # P + E 11nd dennoch, wie in Beispiel 2.4.13
gezeigt, P € E(D(I)) (esist P — E ¢ D(Z) !).

Aus Satz 2.4.16 ergibt sich

Korollar 2.4.18. Sei 7 := (I, I,,r, s) ein Randsystem und P € D(Z). Gilt fiir
jede Zusammenhangskomponente H von G(P), dak inev(H) r; < 00, so 1st

(2.43) (P € D(T) und supp(P) C supp(P)) = P=1P

genau dann richtig, wenn P € E(D(Z)).
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Beweis. Wieder ist wegen Lemma 2.4.15 nur <% zu zeigen. Ange-
nommen, es gibt PED(I) mit supp(ls)gsupp(P) und P7é]5 Wiéh-
le (i0,70) € It X Iy mit piyjo # Dio.jo- Definiert man dann H := th(;(p)(.rio)
und Lip:={t€hi:z, e V(H)}, Liy:={j€L: y; € V(H)}. Nach dem Be-
weis von Satz 2.1.19, sind [y und I x abzdhlbar, und nach De-
finition von H ist j’.::I(P1II,HX12,H):(ILH7I27H7r111,H7S112,H)‘ Weiterhin

sind P111,H><12,H,P111,H><12,H € D(I)v SUPP(PM,Hsz,H) 2 SUPP(Phl,Hsz,H) S0~
wie P A~ # ]51 Y Aus der Voraussetzung des Korollars und Satz
2.4.16 folgt damit Ply, ,xz,, & E(D(Z)). Nach Satz 2.1.14 (b) ist also auch
P ¢ E(D(I)). [ |

Der folgende Satz 2.4.23 gibt eine graphentheoretische Charakterisierung der Ex-
tremalpunkte von D(< T). Dazu sind zwei weitere technische Definitionen (2.4.19
und 2.4.21) notwendig.

Definition 2.4.19. Sei G = (V, E,w) ein gewichteter Graph und e > 0. Ein
unendlicher e-Weg W ist ein Weg W < G, so dak w|gmw) > € und (W) = oc.

Bemerkung 2.4.20. Sei ¢ = (V,E,w) ein gewichteter Graph, ¢ > 0 und
W < G ein unendlicher e-Weg. Dann gilt ZeEE(W) w(e) > oo - € = 0o, das heift,
insbesondere ist ) . w(e) = oo.

Definition 2.4.21. Sei Z := ([I;,I;,r,s) ein <-Randsystem, P € D(< T),
G(P) = (V,E,w). Setze

Ve=Ve(P)i={z €V Y piy <ridU{y; €V D pij < s}
JEDL 1€l
Lemma 2.4.22. Sei T := ([;,I;,r,s) ein <-Randsystem, P € D(<7T),
G := G(P) = (V,E,w). Gibt es eine Zusammenhangskomponente H von G mit
#V(H)NV:) > 2,s0ist P ¢ E(D(<L I)).

Bewets. Ser  also H  eine Zusammenhangskomponente von G und
Tio,Yjo € V(H)NV.  (die Félle a2, e V(H)NVe, 4 # iz und
Y.y, € V(H)N Ve, j1 # J2 lassen sich ganz analog behandeln). Da H

zusammenhingend ist, gibt es einen z,,y;,-Weg W = (z;,,yj,, - - -, Tiy, Y, )- Es sei
(2.44)
€= Il'llIl{T‘l'O - E Pio,gs S50 — E Pijos Piy,gry Piagis Piagos + + 5 Piggr—as ptk,]k}
JEL i€l;

Nun definiere eine Matrix E = (ez’,j)(z’,j)ehxlz € Mg(l, I) durch

€ fiir (%]) = (%M.ju)a 1< M < ka
(2.45) € ;=1 —e fir (i,7) = (1, Ju), 2<p<k,

0 sonst.
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Dann erfiillt E die Bedingungen 2.8 und 2.9 aus Lemma 2.1.13 (a). Daher ist
P ¢ E(D(LI)). |

Satz 2.4.23. Sei T := ([;,[,,r,s) ein <-Randsystem mit #,,#[, < w,
PeD(LI), G:=GP)=(V,E,w). Dann gilt P € E(D(<Z)) genau dann,
wenn die folgenden Bedingungen (i), (i) und (iii) gelten.

(i) G ist ein Wald und hat fiir kein € > 0 einen eDoppelbaum.
(ii) Fiir alle Zusammenhangskomponenten H von G ist #(V(H)N V) < 1.

(iii) Fiir alle Zusammenhangskomponenten H von G gilt, dal H nur fiir
V(H)N Ve = fiir ein € > 0 einen unendlichen eWeg W < H haben

kann.

Beweis. ,=“: Ist (i) nicht erfiillt und I = Z(P), so ist nach Satz 2.4.3
P ¢ E(D(I)), das heift P = LP, + 1P, mit P # P,, P, € D(Z). Da dann auch
P,P, € D(<TI),ist P ¢ E(D(<Z)). Man kann jetzt also annehmen, daf (i)
erfiillt ist. Ist (ii) nicht erfiillt, so ist P ¢ E(D(< Z)) nach Lemma 2.4.22. Ab
jetzt sei auch (ii) erfiillt. Ist nun (iii) nicht erfiillt, so gibt es eine Zusammen-
hangskomponente H von G mit V(H)N Ve # 0 und ein € > 0, so dak H einen
unendlichen &Weg W = (2;,,9;,---) hat. Gibt es z; € V(H) NV, so sei
U:= (:L';O,yjo,...,l';l) ein z; x; -Weg. Mit e := min{é min{w(e) : ¢ € E(U)}
ist dann W = (i, Yjo, .-+ ) = (23, Y505+ -» 3,5 Y5, - - - ) ein unendlicher e-Weg in
H. Sei nun ¢ := inf{ri, — D> .1, Pio.js Pio,jos Pir jos - - - §- Dann ist & > 0. Setze

T = (tij)ij)enx1, mit

o fiir (La]> - (Lka.]k)a k S NO)
(246) t,"j = —(S f‘llI‘ (Z,]) = (ik+1,jk>, ]{7 S No,

0 sonst.

Damit ist dann P+ T > 0, V;_ Y ier, tij =0 und
JEl2 v

(247) th i = d S Mo Zjelz Pip,j fir ¢« = i07
oo fiir i € I \ {io}.

Nach Lemma 2.1.13 (a) ist dann P ¢ E(D(<I)). Gibt es nur ein
y;, € V(H) NV, so folgt P ¢ E(D(< I)) ganz analog.

»<=* Seien die Bedingungen (i), (ii), (i) erfiillt und P = 1P + %Pz,

P,,P, € D(<T). Setze T := P, — P = P — P,. Dann ist ' ‘)V; ] 1t <
ij)€hx Ty

pij. Ziel ist es, zu zeigen, dak T = 0. Wegen [t;;| < p;; ist

(V(G(T)), E(G(|T)))) < (V. E). Also ist G(|T|) wegen (i) ein Wald und hat
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Yjo Tpo Yoy

Abbildung 2.5

fiir kein € > 0 einen e-Doppelbaum. Nun sei H eine Zusammenhangskomponente

von G(|T|) und

(2.48) Vao:={zi € V(H): Y t;; 20y U{y; € V(H) : > t;; # 0},

JEL 1€l

Wegen P+T € D(< T) ist Vo C Ve. Nach (ii) ist also #V,o < 1. Angenominen,
es gilt #Vzo = 1. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit Vi = {z;,}, (der
Fall V4o = {yj,} wird analog behandelt). Es gibt dann j, € I mit t;,; # 0.
Entfernt man aus H die Kante {z;,yj,}, so entstehen, da H ein Baum ist, zwei
Zusammenhangskomponenten. B sei diejenige mit y;, € V(B).

Behauptung 1. ¥V  dp(v) <2
veV(B)

Beweis. Angenomien, es gibt z,, € V(B) mit dg(z,,) > 3. Dann gibt es
vi,va,v3 € I mit tu, ., tugwss tuows 7 0. Nach eventuellem Vertauschen von
vy, Vg, v3 kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf
A(Yjo: Yun) < AYjorYn ), AYjos Yun) und [ty | < [tuous| (siehe Abbildung 2.5).

Setze § := —:“0 2L das heift 0 < |§] < 1. Entfernt man die Ecke z,, aus B,
alsRLe
so entstehen mehrere Zusammenhangskomponenten. Sei By := Zhkg_,, (y,,),

B, :=Zhkg_,, (4., ). Definiere eine Matrix S = (s; )i jjer xr, durch

tiJ fiir {‘rivyj} € E(Bl) U {‘rﬂmyl/l}v

(249) Sig = 5tl7] fiir {xia yJ} € E(BZ) U {xllm le2}7
0 sonst.
Dann ist |si ;| < |ti;], und es gilt
(v 7])611 X Iy

Z Spoyi = tuown + 5t#07l’2 =0,

J€DL
(250) Z ‘517.7 Z th] = 0’ B Z ,] Z tz ] —_— 0
j€D j€b 1) el

xzeVBz ZSW_Z&’] yev32 ZS”_Z&J_O

€l J€EIL i€h ieh
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S erfiillt damit die Bedingungen von Lemma 2.1.13 b), das heifit P ¢ E(D(Z(P))),
was nach Satz 2.4.3 im Widerspruch dazu steht, da G (i) erfiillt. Bleibt noch zu
bemerken, daf der Fall y,, € V(B) analog behandelt werden kann. A

Behauptung 1 besagt, dak B = (yj,, i, Yi,,...) ein Weg ist. Also muf
tio.jo = —tirgo = ti,jy = ... sein, das heifst, B ist ein unendlicher ¢;, ;-Weg 1m
Widerspruch zu (iii). Damit ist gezeigt, daf Viy = 00 gelten muf. Da weiterhin
H eine beliebige Zusammenhangskomponente von G(|T'|) war, folgt, daf sich alle
Linien von T zu Null summieren. Ware T' # 0, so wére nach Lemma 2.1.13 (b)

wieder P ¢ E(D(Z(P))). [ |

Lemma 2.4.24. Sei 7 = ([1,I5,7,8) ein  <-Randsystem mit
min{) ;.. Tis D ek sj}<oo, P € DLI), G:=GP)=(V,E,w). Dann
kann es fiir kein € > 0 einen unendhchen e-Weg W < G geben.

Beweis. Ist € > 0 und W < G ein unendlicher e-Weg, so ist nach Bemerkung
2.4.20 mln{z:iel1 T, ZjEIz sj} > Z (i)enxi Pid = ZeEE w(e) = oo. [ |

Korollar 2.4.25. Sei 7 = ([1,15,r,s) ein  <-Randsystem mit
min{Z:ieI1 "'“Zjelz sj} < oo, P € D(LI), G:=G(P)=(V,E,w). Dann
ist P € E(D(<I)) genau dann, wenn G ein Wald ist und fiir alle Zusammen-
hangskomponenten H von G gilt, dak #(V(H)NV,) < 1.

Beweis. Zunichst kann man wegen min{ ., i, Zjelz sj} < oo ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit annehmen, daft #I,, #I; < w. Nach Satz 2.4.23 ist dann
nur noch zu zeigen, da fiir min{} ;r 7i, X s, 8} < oo (iil) aus Satz 2.4.23
immer erfiillt 1st, und das ergibt sich aus Lemma 2.4.24. [ |

Das folgende Beispiel 2.4.26 liefert den einfachsten Fall einer doppelt substocha-
stischen Matrix P bexziiglich eines endlichen Randsystems, so dall G(P) ein Wald,
P jedoch nicht extremal ist. Wegen Satz 2.2.4 folgt daraus, daf sich Satz 1.4.1
nicht auf p € D(< my, < my) verallgemeinern lafit.

Beispiel 2.4.26. Sei T := (I}, I;,r,s) mit I, = I, = {1}, r = s = (1), P := (3).
Dann ist P € D(< T), wegen P = %(1) + ]—(O) ist P ¢ D(<Z) (das ist Fall (ii)
von Satz 2.4.23). G(P) hat nur zwei Ecken und i1st damit ein Wald.

Der folgende Satz 2.4.27 und Korollar 2.4.28 stellen die zu Satz 2.4.11 und Ko-
rollar 2.4.12 analogen Ergebnisse fiir doppelt substochastische Matrizen dar. Sie
verallgemeinern einen Satz von MIRSKY (siehe [10]).

Satz 2.4.27. Sei T := (L1, I,r,s) ein <-Randsystem mit #[; = o, #[, = 3. Ist
G := G(T) abgeschlossen, so gilt

(251) P e E(’D(S I)) = {pm' : (7,]) eI, x _[2} C g.
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Beweis. Nach Lemma 2.4.9 kann man wieder ohne Einschrankung annehmen, daf
G = tZ fir ein t € R*. Zunéchst nehme man an, dak a = 3 = w. Sei P € D(< 7)
gegeben. Angenommen, es gibt (ig,jo) € It X Iy mit p;, ;, ¢ G. Es soll gezeigt
werden, daf dann P ¢ E(D(< 7)). Hat G(P) einen Kreis, so folgt das aus Satz
2.4.23. Man kann also annehmen, daf G := G(P) = (V,E,w) ein Wald ist.
Weiterhin kann man annehmen, daf fiir alle Zusammenhangskomponenten H

von G, #(V(H)NV,) <1, denn andernfalls ist P ¢ E(D(< T)) nach Satz 2.4.23
(ii).
Behauptung 1. Gilt Gp := G(Z(P)) < G, so ist P ¢ E(D(<L I)).

Beweis. Wegen G = t7Z ist Gp = 1Z, wobei t € {kt: k € N}. Wegen p;,;, ¢ G
ist P ¢ Mg,(I1,I3) und damit P ¢ E(D(Z(P))) nach Satz 2.4.11. Dann gibt
es € >0, so dak G(P) einen e-Doppelbaum hat. Wegen Satz 2.4.23 ist also
P ¢ E(D(< I)). A

Nach Behauptung 1 gibt es eine Linie von P, deren Sumime nicht in G liegt. Ins-
besondere gilt fiir die zu dieser Linie gehorende Zusammenhangskomponente H,
daf #(V(H)N V) =1. Man kann daher ohne Beschriankung der Allgemeinheit
annehmen, daf V(H)N Ve = {z;,} (der Fall {y;,} = V(H) N V ist wie iiblich,

analog - i . H =1 ist 1. Pij
analog zu gewinnen). Wegen #(V(H) N V) 1s xieV(PY)\{in} ZJ€12 pij €G

und V( : Y icr, Pi € G. Entfernt man aus H die Kante {z;,,y;,}, so entste-
y; €V(H

hen, da H ein Baum ist, zwel Zusammenhangskomponenten. Sei T' diejenige mit
Y € V(T).

Behauptung 2. Ist P € E(D(<I)), so gilt fiir ¢ € I mit z; € V(T), daB
#{pip: pip ¢ G} <2und fir j € I, mit y; € V(T), dab #{pu;: pu; ¢ G} < 2.

Beweis. Angenommen, es gibt x,, € V(T) mit #{puov : Puor € G} >3 (im
Fall dak es y,, € V(T) mit #{puwo : Puwe ¢ G} >3 gibt, kann man ganz
analog argumentieren). Dann gibt es v1,v2,v3 € Iy mit Pugwy s Puowss Puows ¢ G-
Nach eventuellem Vertauschen von vy, v, 13 kann man annehmen, daf
d(Yjo s Yvs) < d(Yjo> Yoy )s A(Yjy» Y, )- Entfernt man die Ecke z,, aus T, so entstehen
mehrere Zusammenhangskomponenten. Setze € := L min{di(puyu, ), di(Puom)}
(di wie in Lemma 2.4.10), q:= 2y, q2:=Y,, " :=Zhkr o, (y,),
T := Vi, Erry ) mit  Vpo=V(TV)U{zu},  Eroi= E(TV) U{2uy, Y }
Ty := (V11, By, q2) := Zhkr s, (y0,), G' = (V', E';w') mit V' := V(T]) U V(T3),
E':= E(T)) U E(T}), w' := w]gs. Damit ist B" := (G',T|,T,) ein Doppelbaum.
Nun kann man genau wie im Beweis von Satz 2.4.11 einen e-Doppelbaum B < B’
(e > 0) konstruieren (das heift, wegen Satz 2.4.23 (i) ist dann P ¢ E(D(< 1))).
Setze dazu noch ¢, := y,,, und ersetze im Beweis von Satz 2.4.11 ¢ durch

;. Ersetze dann weiterhin zur Konstruktion von E,(q,), L.(q;), to durch po,
Jo durch vy, T] durch T}, und am Ende setze Vp := (J _,Ln(q;) U {a:},
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Er, .= U 2, Ea(q) U{a, 4,1}, fi{ar, @1} := e In der Konstruktion von E,(g2),
L,.(q2) ersetze 1o durch po und jo durch v,. A

Wegen Behauptung 2 kann man nun annehmen, dal T = (yj,, i, Yj,,---) €in
Weg ist. Fiir p,q € R mit p+ ¢ € G gilt di(p) = di(p + q — q) < di(q). Vertau-
schen von p und ¢ liefert di(q) < di(p). Also ist di(p) = di(q). Daraus folgt, daf
T ein unendlicher di(p;, ;, )-Weg ist. Nach Satz 2.4.23 (iii) ist auch in diesem Fall
P ¢ E(D(< 7)). Damit ist im Fall @ = 3 = w alles bewiesen.

Der Fall o, <w kann wieder auf den Fall a = 3 =w zuriickgefithrt wer-
den, indem man abzdhlbar viele Nullinien einfiigt. Bleibt der allgemeine
Fall. Erneut nehme man an, dal es (ig,j0) € I x I, gibt mit p; ; ¢ G.
Wieder wird gezeigt, dak P ¢ E(D(<Z)). Betrachte G(P). Es sei
Z :=7Zhk(z;)) wnd Lyz={i€lL:z,€V(2)}, Lz={j€L:y €V(Z)}
Wie im Beweis von Satz 2.1.19 gesehen, sind I;  und I[; 7 abzéhlbar,
und nach Definition von Z ist Z(Plp ,x5,) = iz, 122,715 5,516.,)
Da der Beweis fiir den Fall max{#I;,#[,} <w schon gefithrt wur-
de, ist P h.xTsz ¢ E(D(< I(P] Il,lez,z)>)- Also ist mnach Satz 2.1.19 (a)
P ¢ E(D(< I)). [

Korollar 2.4.28. Sei 7 := (I, I,,r, s) ein <-Randsystem mit #I, = o, #I, =

und A r; = s; = 1. Dann ist E(D(< I)) = M,,(L, I).
(i,j)611XIQ

Beweis. ,0“ gilt wieder, da 0, 1 die Extremalpunkte von [0, 1] sind.
»,C“ Das folgt sofort aus Satz 2.4.27; denn Z ist abgeschlossen und
pij €Z = p;;€{0,1} wegen der Voraussetzung. [

2.5 Charakterisierungen der Extremalpunkte fiir
endliche Randsysteme

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts besteht in Satz 2.5.15, der eine Vielzahl
verschiedener Charakterisierungen der Extremalpunkte fiir endliche Randsysteme
liefert.

Zunichst wird fiir endliche Randsysteme 7 rekursiv eine Menge £(Z) definiert,
die sich dann anschlieffend gerade als die Menge der Extremalpunkte erweisen

wird (siehe Lemma 2.5.5).

Die Konstruktion von £(Z) erfolgt, indem man, sofern es mindestens zwei Zeilen
und mindestens zwei Spalten gibt, fiir alle Indexpaare (1, j) untersucht, ob r; <'s;
oder r; > s; gilt. Im ersten Fall entfernt man ¢ und r; aus dem Randsystem Z und
ersetzt s; durch s; — r;. So entsteht ein kleineres Randsystem Z. Die zugehorigen
Elemente von £(Z) bekommt man nun rekursiv, indem man in alle Elemente
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von S(i') eine zusatzliche i-te Zeile einfiigt, die an der j-ten Stelle r; stehen hat
und sonst nur Nullen. Im Fall r; > s; geht man analog vor, nur daf die Rollen
der Zeilen und Spalten vertauscht sind. Die formalen Details dieser Konstruktion
erfolgen jetzt in Definition 2.5.1.

Definition 2.5.1. Sei Z := (I;,I;,7,s) ein endliches Randsystem. Setze
m :=1(r), n:=1(s),
(2.52)

MI)={(t,5)e L xIy: ri <s;}, NZ):={(r,5) €L xIy: r > s}

Fiir  (i0,50) € M(Z) und m > 2 definiere ein Randsystem
" = (I \ {io}, Lz, 1Yy, s7y) durch

io 40 Sy fﬁr ] # .] bl
(2.53) =Gy (sar); = { ’ LT
Sj, — 15, fir j = j0.
Fiir  (i0,50) € N(Z) und n > 2 definiere ein Randsystem
37" = (I, L \ {jo}, 'y, s%) durch

. i T fiir ¢ # 10,
(2'54> 55\7 = 51 L\ {jo}> (TN)Z' = {

iy — Sj,  fir 1 = ip.

Die Menge £(Z) sei dann rekursiv, wie folgt, definiert:

Fiir min{m,n} =1 sei £(Z) := D(Z). Seien nun m,n > 2, und fiir alle Randsy-
steme 7 := (fl,fg,'f',é) mit /i :=I(F) < m oder n := [(§) < n sel g(f) bereits
konstruiert. Definiere fiir (ig, jo) € M(Z) und m > 2

“Miod'o(I) = { P e MR(‘J*<IDI2> :
(2.55)

10,0 0 fur] ] ;
P1 (Il\{io})X12 € S(IMJ ) und pio,j e { 74 0 }

ri, firj = jo

und fiir (79, j0) € N(Z) und n > 2

Mo,jo(I) = { P € ./MR(-JI-(Il,Ig) .
(2.56)

10,70 0 fUI'Z Z ;
P1I1 x(I2\{Jjo}) € E<IN7J ) und Pijo = { 7& ’ } :

sj, firs =1g

Schlieflich sei £(Z) := M(Z) U N(Z) mit
(2.57) MI) = | M@, NT)= | ND).
0

(1,)eM(I) (1.5)EN
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Zur Ilustration von Definition 2.5.1 dient das folgende Beispiel 2.5.2. In Ab-
schnitt A.1 des Anhangs befindet sich der Quellcode einer Implementation des in
Definition 2.5.1 gegebenen Algorithmus.

Beispiel 2.5.2. Gegeben sei das Randsystem Z := (I, I, r,s) mit I, := {1,2},
I, :={1,2,3}, r :==(2,5), s := (1,1,5). Es soll nun &(T) explizit bestimmt wer-
den. Es ist M(Z) = {(1,3),(2,3)} und N(Z) ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3)}.

Man erhéalt
0 2
1 3 ’
10
0 5 ’

sowie 7y = (I,,{2,3},(1,5),(1,5)), M(ZY') ={(1,2),(1,3),(2,3)},
N(I}\’fl) = {(1’2)’ (2’2)’ (2’3)}a

—_ O

7o = ({11, 1,(2),(1,1,0),  Mus(T) = {<0

—_

T = (21 231,600,090, Mz ={ (5 1)}
@ = 2 2301, M ={ (] )
@ = (. 2sh o), M) = { (5 9]
TR = (0, 31,0.9,9), My = |
TR = (0 B (0.9, MaaTh) = |

T = (e 210001 ety = { (5 2)

also ./\/'1,1(1') = {<(1) (1) g), (é (1) i) } Ganz analog bekommt man

IV = (1,{1,3},(1,5), (1,5)).  Mia(T) = {(3

I?\}l = (Ih{2a3}7(274>7(1’5>>’ N21<I> =

N TN
—_ O
_ o O = O
B =
N N

I?\’TB = (I17{172}7 (270)7 (17 1))7 N273(I> =

O = P O = O O =
W N
N e

i
T3 = (1413}, (2,4), (1,5)), Nea(T) = {<
{
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Damit hat man insgesamt

sm=mmona={(1 7 35)( 0561360}

Lemma 2.5.3. Fiir jedes endliche Randsystem Z := (I}, I3,r,s) ist
E(T) C D(I).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber m 4 n. Fiir m = 1 oder n = 1
folgt die Behauptung sofort aus Definition 2.5.1. Sei also m,n > 2 und P € ().
Ist P € M(Z), so gibt es (io, jo) € M(Z) mit P € M;, j,(Z), das heifit

10,50 0 fiir j 7é Jos
Plnioyxn, € E(Tyr™) und piy 5 = {% fir =
Per Induktion ist P1(5\{io})xn € D(T}57), das heift
(7"?\04), =r; fir ¢ # 4,
\4 pij =
i€l Zp 7 {T‘z’ fiir © = 19
JEDL 0 ?
(2.58) () ,
sy)i =S fiir 5 # 7o,
Y Y pij =Pyt Pig =14, L
i€k gf:l ’ ’ iehz\%io} ’ (85\/1)]'0 + i, = S5 fiir J = Jo,
also P € D(I). Eine analoge Rechnung zeigt, daf P € D(T) auch fiir P € N(T)
gilt. [

Lemma 2.5.4. Sei T := ([, I5,r,s) ein endliches Randsystem und P € £(Z).
Dann ist #supp(P) < m +n — 1.

Beweis. Wieder erfolgt eine Induktion iber m + n. Fir m = 1 ist
#supp(P) <n=n+m—1,fir n =1 ist #supp(P) < m =m+n — 1. Sei nun
m,n > 2 und P € £(Z). Angenommen P € M, . (), (i9,jo) € M(ZI). Es gilt

(Induktion)
#supp(P) :#supp(P“h\{io})sz)—{—l < m—14+n—14+1=m+n—1.

Ist hingegen P € N, (), (i0,Jo) € N(I), so ist

(Tnduktion)
#supp(P) = #supp(Plrx\Gop)) +1 < m4n—-1-1+1
=m-4+n—1.
|
Lemma 2.5.5. Ist Z := ([;,[5,r,s) ein endliches Randsystem, so ist

£(I) = E(D(T)).
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Beweis. Der Beweis erfolgt erneut durch Induktion iiber m + n. Fiir e = 1 oder
n = 1 ist nichts zu zeigen. Seien also m,n > 2.

»2“ Sei P € E(D(Z)). Nach Korollar 2.2.9 hat P eine Linie mit hochstens ei-
nem positiven Element. Angenommen, es handelt sich dabei um die io-te Zeile
(der Fall, dak es sich um die jo-te Spalte handelt, geht vollig analog). Setze
Q = Pl(n\{io})x 2 7 :=7I(Q). Nach Lemma 2.1.14 ist dann Q € E(D(ZI)). Per
Induktion ist dann @Q € g(i’), und es folgt (beachte dazu (ig,jo) € M(Z) wegen
Pio.jo = Tiy) P € My jo (), das heift P € E(T).

»C“ Sei nun P € &(Z), P= %P(l) + %P@) und PM P®? ¢ D(T). Angenom-
men P € M;, ;,(Z), (io,j0) € M(T). Sei Q := P(;\{ip})x 1> und fiir & = 1,2 sei
QW) = P(k)1(11\{i0})x12. Dann gilt Q = %Q(l) + %Q(z). Sei 7 := Z(Q). Per Indukti-
on ist Q € E(D(Z)), das heift Q") = Q) = Q. Wegen P, PV, P?) ¢ D(T) folgt
daraus auch Plgoyxr, = P Goxn = PP goyxn, das heift P = PO = P Al
so ist P € E(D(Z)). Ein vollig analoges Argument zeigt P € E(D(Z)) auch fiir
P e N, ;. (T), (i0,70) € N(Z). [

Lemma 2.5.6. Sei T := (I, I;,r,s) ein endliches Randsystem und P € D(Z).
Dann ist P € E(D(Z)) genau dann, wenn jede Submatrix ¢) von P eine Linie mit
hochstens einem positiven Element enthéalt.

Beweis. ,=" folgt aus Korollar 2.2.9 und Lemma 2.1.14. Der Beweis von ,,<=*
1st wiederum eine Induktion iber m + n. Fir m = 1 oder n = 1 ist nichts zu
beweisen. Sei nun m,n > 2. Nach Voraussetzung hat P eine Linie mit hochstens
einem positiven Element. Angenommen, es handelt sich um die ig-te Zeile (der
Fall, daf es sich um die jo-te Spalte handelt, geht dann wieder analog). Wihle

Jo so, dafl IY{‘}piU’j = 0. Sei @ := Pl(5\{io})x1,- Da jede Submatrix von @
J€I2\1Jo
auch eine Submatrix von P ist, enthélt jede Submatrix von ) eine Linie mit

hochstens einem positiven Element. Per Induktion ist dann @) € S(I}'&’j‘)) (beachte
dazu, dak (ig,jo) € M(Z), da pj, j, = 7). Also ist P € M, ;;(Z) und damit
Pec&(I)=E(D®I)). [

Korollar 2.5.7. Sei T := (I, I, r, s) ein endliches Randsystem und P € D(Z).
Dann ist P € E(D(Z)) genau dann, wenn fiir jede Submatrix @ von P mit m
Zeilen und 7 Spalten gilt, daf #supp(Q) < m +n — 1.

Beweis. ,=": Sei P € E(D(Z)) und 7:= Z(Q). Dann ist Q € E(’D(f)), das heifst
Q € £(Z) und damit #supp(Q) < m+n — 1.

W= Aus Fsupp(Q) <m+n—1 folgt, dak @ eine Linie mit
hochstens einem positiven Element besitzt, denn andernfalls wire
#supp(Q) > 2max(m,n) >m+n>m+n—1. Nach Lemma 2.5.6 ist dann
P € E(D(I)). [
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Die folgende Definition 2.5.8 dient dazu, extremale Matrizen durch Permutation
der Zeilen und Spalten in einfache Formen zu bringen.

Definition 2.5.8. Sei [; = {1,...,m}, I, = {1,...,n}, P € Mg([;, ).

(a) P ist eine obere Dreiecksmatriz (upper triangular matrix) genau dann, wenn

(2.59)
m < n und A pii=0)oder (m>nund V pirmen; =0).
(m < (i,j)il;xb Dij ) ( (7772';6’22 Diy J )
k3 1>7

Die Menge der oberen Dreiecksmatrizen bezeichne mit UT(m, n).

(b) P ist eine untere Dreiecksmatriz (lower triangular matrix) genau dann, wenn

(2.60)
m<nund V i itnem = 0) oder (m > n und \ ;= 0).
(m < (e Pij+ ) ( (i.5)€Ni X I pij =0)
1<j 1<
Die Menge der unteren Dreiecksmatrizen bezeichne mit LT (m,n).

Beispiel 2.5.9. (a) Die folgenden Matrizen sind obere Dreiecksmatrizen:

(2.61)
1
1 1 1
1 1 1 1 1
1,(11111),11,(01111)
1 0 1
1

(b) Die folgenden Matrizen sind untere Dreiecksmatrizen:

(2.62)
1
1 1 0
1 1 1 1 0
1,(11111),11,( )
. L1 1 1 1 1 1
1

Lemma 2.5.10. Sei [; = {1,...,m}, I, = {1,...,n}, P € Mg(L1,I;). Dann
gilt: P € LT(m,n) < P'€ UT(n,m) (dabei ist P* := (Pj,z’)(i,j)ellxlz die zu P

transponierte Matrix).

Beweis. ,=*:  Ist m<n, so gt m'=n>n"=m. Dann ist
( )V , p§'+mﬁ—nti = pijin-m = 0. Ist m >n, so git m'!'<n=n"=m und
Jn)€l '
>i
vV ph;=pij=0.,<" folgt durch eine ganz analoge Rechnung. [

(Ji)€lzx Ty
J>t



38 KAPITEL 2. DOPPELT STOCHASTISCHE MATRIZEN

Definition 2.5.11. Sei [ eine endliche Menge und P € Mg (1, I). Dann definiere
(X := X(I) sei die Menge der Permutationen von I)

(2.63) per(P) := Z Hp,;ﬂ(,;).

o€Y i€l
per(P) nennt man die Permanente von P.

Lemma 2.5.12. Fiir eine endliche Menge [ und P,Q € JMR(T(I, I) gilt
per(P) + per(Q) < per(P + Q).

Beweis. Seien P, (@) € JMR(‘){-(I7 I), £ :=X(I). Dann ist

peIP+Q ZHp+qza)_Zszaz +(Jz0'z

o€l el o€y el
> Z Hpi,o-(i) + Z H Gio(iy = per(P) + per(Q).
oceX el oceX 1€l

Lemma 2.5.13. Ist [ eine endliche Menge und P € M,,(I), so ist per(P) = 1.

Bewets. Das folgt sofort aus Definition 2.5.11, wenn man beachtet, daf fiir

P € M,(I) genau ein o € () existiert, so daf V Pio(i) ;é 0, und daf fur dieses
g, ig[ Pio(s) = L. |

Lemma 2.5.14. Ist [ ={1,...,m}, P € Mg(I,I) und P € UT(m,m) oder
P € LT(m,m), so ist per(P) = [\~ pi..

Bewets. Die Behauptung folgt sofort aus Definition 2.5.11, da es fir
Id# 0 € X(I) immer i¢,j€ I gibt, so dak i<o(i) und j>o(j). Ist
P € UT(m,m), so ist p; ;) =0, ist P € LT(m, m), so ist p; i) = 0. [ |

Satz 2.5.15. Ist Z := ([, I, r,s) ein endliches Randsystem und P € D(Z), so
sind die folgenden Aussagen (1) bis (xil) dquivalent (fiir eine Submatrix ¢ von P

sei T := (Il,Iz,r,s) =7Z(Q)):

(i) P e E(D(T)).

(ii) P € &(T).

(iii) G(P) ist ein Wald.

(iv) Fiir jede Submatrix Q von P gilt Q € E(D(I)).
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(v) Jede Submatrix @ von P hat eine Linie mit hochstens einem positiven Ele-
ment.

(vi) Fir jede Submatrix @ von P mit m Zeilen und 7 Spalten gilt
Hsupp(Q) < +7i— 1.

(vii) Fiir jede Submatrix ) von P mit m Zeilen und 12 Spalten gibt es Bijektionen

gy, 0y, - _[] —>{]_ m},

TU,TL I~2 — {1,..., 7},

so daR PV = (pY)) i jyeqt,.mix{1,...iy € UT (102, ”) mit 5i; = Pog (i) () W0
PP = (BL) )ett i x {1,y € LT (M, 71) mit BF5 = pyoi iy 1)

(viii) Es gibt keine quadratische Submatrix @ von P, so daf S(Q) = P, + P,
mit P, P, € M,(I,I;) (fiir die Definition von S(Q) siche 2.1.3 (¢)).

(ix) Fiir jede quadratische Submatrix @ von P ist per(S(Q)) < 1.

(%) (P € D(Z) und supp(ﬁ) C supp(P)) = P=P.

(xi) Ist_ Q eine  Submatrix von P, SO gilt
(Q € D(Z) und supp(Q) C supp(Q)) = Q=0Q.

(xii) Ist @ eine quadratische Submatrix von P, so gibt es (i, jo) € I x I, so
dal die 7p-te Zeile und die jg-te Spalte von () jeweils héchstens ein positives
Element enthalten.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (i) bis (vi) wurde bereits bewiesen (siehe
Lemma 2.5.5, Lemma 2.1.14, Lemma 2.5.6, Korollar 2.5.7 und Satz 2.2.6). Zum
Beweis des Satzes werden nun folgende Implikationen gezeigt:

(il)=(vil)=(ix)=(viii)=-(iii), (vi)=(xii)=(v), (i)=(xi)=(x)=(i).

»(1)=(vil)*: Wegen (iv) kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit an-
nehmen, daff P = (. Der Beweis erfolgt nun durch Induktion iber m + n.
Fiir m = 1 oder n = 1 kann man fiir oy und oy, beziehungsweise 7; und
71, jede Bijektion o : I, — {1,...,m} bezichungsweise 7: I, — {1,,...,n}
wahlen. Sei nun m,n > 2. Zunidchst sollen oy, 7y konstruiert wer-
den. Angenommen P € M;, ; (L), (io,jo) € M(T). Sei Q := Pl(1\{io})x(L\{io})»
I:=(L\{io}, I\ {jo}, 7, 3) := Z(Q). Dann ist Q € £(Z), dah heifit, per Induk-
tion gibt es oy I1 \ {io} —{1,...,m =1}, 7v: L\ {jo} — {1,...,n =1},
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so daf ( 5o ()0 ))( (L am=1}x{1,..on—1} € UT(m —1,n—1) ist. Definiere

ov: hh — ‘t{Jl .ym}und 7y Iy — {1,...,n} durch
. op(e) fir ¢ # 1o, . Tu(y)  fir j # jo,
261) ()= T BTy S TUU) 7
m fiir 1 = 19 n fiir § = jo.

Angenommen, es ist m < n. Zu zeigen ist dann ¢ > 5 = Pog (i)ri' () = = 0.
Fiir 1 <m, j7<n gilt Poi (i)r ) = Pog )75 (G) = 0, fiir 7 =n ist immer
1 < g, und fiir 2 =m, j < n ist immer Port (i),r5' (G) = = 0. Ist hingegen m > n,
so 1st zu zeigen, daﬁ fir 1<4,5< n 1> = oz (i4men)r! () = =0.
Ist 7=mn, so ist immer <j. Sei also j7<n—1. Dann ist fiir
PSR Pog imen)rg' () = Pag (4mot—(non) apt ) = 0 und o fird =,
Pog (im—n)r5" () = Pig.r (5) = U

Nun nehme man an, daff P € Mo,jo (Z), (i0,jo) € N(Z). Es seien oy, 717 wie oben.
Definiere oy : Iy — {1,...,m}und 7y : I, — {1,...,n} durch

(2.65) ouli) = {&U(i) +1  fiir i # i, (i) = {%U(j) +1 fiir § # jo,

1 fiir 7 = io, 1 furj = jo.
Angenommen, es ist m < n. Zu zeigen ist dann = wie-
derum 1> = Poz (i)r () = 0. Fiir 1> 1, 7 >1 gilt

Poz i)y (i) = Pogt (i-1),55" (=1) = 0, fiir. 1 =1 ist immer z'.g 7, un-d fir j =1,
: > 1 ist 1mmer Poct (i)r () = 0 Ist hingegen m > n, so ist zu zeigen, daf fiir
1<i,3<n,i>j5 = Pog (ibmmn),r! () = 0. Ist 2 = 1, so ist immer 2 < j. Sei
also 7 > 1. Dann ist fiir 7 > 1, Pog! (i+m=n),rit (5) = Post iz 1+m—1—(n—1)),%51(j—1) =0

i+m—n), T (]) ptrU (i—14+m—-1—(n—-1)),50 —
Um o und 7, 71 konstruieren, kann man entweder eine analoge Konstruk-

und fiir j =1, Pozt(

tion wie fiir oy und 7y durchfithren oder, wie folgt, argumentieren: Wegen
P € E(D(T)) ist P' € E(D(T")) beziiglich des Randsystems Z' := (I, I, s,r).
Also gibt es Bijektionen oy, : I :— {1,...,m}, 7.+ I, :— {1,...,n}, so daf
PV = (p]’ () e{t,mmyx{1,..n} € UT(n,m) mlt 155{1 = Pr1 ()0 () Nach Lemma

.....

2.5.10 ist dann (IBU)t = (poL_l (i)ﬂ_L_l(j))(m)e{lwm}x{l ..... n} € LT(m,n).

»(vil)=>(ix)“: Sei also @ eine quadratische Submatrix von P und oy, 77, PV wie

in (vii). Dann ist (setze Q = S(Q), P .= S(PU) und ¥ := E(fl))

per@ Zquol*)Z H q"'U()"'U"'()

o€Y i T€Xm pefl,...,m}

(2.66)

4)

Zum Beweis der Gleichheit bei ,,(*)*, setze man i = o' (1) und o = 777 7oy und
beachte, daR u die Menge {1,...,m} genau dann durchliuft, wenn o;'(u) die
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Menge I; durchliuft, und 7 die Menge ¥, genau dann durchliuft, wenn ;' Toy

die Menge ¥ durchlduft.

»(1x)=(viil)*: Angenommen, es gibt eine quadratische Submatrix ¢ von P mit
S(Q)=P +P,und P, P, € A/lp(jl, .72) Dann ist nach den Lemmata 2.5.12 und
2.5.13 per(S(Q)) = per(Py + Py) > per(Py) + per(P,) = 2.

»(vill)=(iii)*:  Angenommen, G(P) ist kein = Wald. Dann  sei
K = (2, Y, Ti,, Yj,) ein kiirzester Kreis in G(P). Da
G(P) Dbipartit ist, st #V(K) gerade. Setze I := {iy,... i},
Iy:={j,....5k}, @Q:=P] ixi,- Dann ist K =G(Q), denn sonst gi-
be es p,ve{l,...,k} mit {z;,,y;,} € E(G(P))\ E(K), das heift, es
wire v >p mit (i,,7,) # (11,Jk) oder v+ 1< pu. Im ersten Fall wire
(Tiy s Yjy s - - T s Yy s Tips Yo Tigprs Yjogrs -+ > Tign yj, ) ein Kreis in G(P), kiirzer
als K, un zweiten Fall wire (x,-l s Yiis s Ygurts Tivs Ygus Tins Yjps Tipgrs - - > Tigs Yin)
ein Kreis in G(P), kiirzer als K, im Widerspruch zur Annahme, daff K
ein kiirzester Kreis in G(P) ist. Nun definiere PO = (}7(1))(1-7]-)670&2 und

i\
2
P(2) = (pl(v.j))(lﬂ)ejl Xi2 durCh

P = {1 fiir (4,7) = (1, Ju)s 1 € {1,..., K},
Y

0  sounst,
(2.67) 1 fiir (i,§) = (i1, ji),
p =1 i (1,5) = (pgrsdu)s p € {1, k=1,
0 sonst.

PM und P® haben dann in jeder Linie genau eine Eins, das heiRt
PM P2 ¢ M,(I,I;). Wegen FE(G(K))=E(G(PW))UE(G(P?®)) und
K = G(Q) gilt nun S(Q) = PMW + p@),

»(vi)=(xii)*: Es ist zu zeigen, daf jede quadratische Submatrix @ von P je

eine Zeile und eine Spalte mit hochstens einem positiven Element besitzt.
Hitte jede Zeile (Spalte) von () mindestens zwei positive Elemente, so wére

F#supp(Q) > Q4L > 2#I — 1.
»(xi1)=(v)*: Es ist nur zu bemerken, daf jede Submatrix mit m Zeilen und 7
Spalten eine quadratische Submatrix mit min(rn, 72) Zeilen und Spalten hat.

»(1)=(x1)*: Wegen (iv) kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit anneh-
men, daf P = @, das heifit es geniigt (x) zu zeigen. Das gilt aber wegen Satz
2.4.16.

»(x1)=(x)*: (x) ist ein Spezialfall von (xi).
»(x)=(1)*: Das wurde in Lemma 2.4.15 allgemein bewiesen. [ |

In Analogie zu Satz 2.4.11 wird im folgenden Satz 2.5.17 gezeigt, daf fiir endliche
Randsysteme Z die Eintrdge einer extremalen Matrix P in G(Z) liegen, selbst
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wenn G(Z) nicht abgeschlossen ist. Mit Hilfe von Lemma 2.5.16 kann sogar noch
eine etwas schérfere Aussage gewonnen werden. Beispiel 2.5.18 liefert ein endliches
Randsystem Z, so dakt G(Z) nicht abgeschlossen ist.

Lemma 2.5.16. Ist (G,-) eine Gruppe und M C G. Dann ist

(2.68) (M) = Dn,
n=0
wobei die D,, = D,(M) rekursiv definiert sind durch
(2.69) Dy:=MU{g"':ge M}, D,y :=D,U{gh: g,h€D,}
Insbesondere gilt dann
(2.70) #(M) <o M.

Beweis. Es ist nur (2.68) zu beweisen. ,,0“ folgt, da eine Induktion zeigt, daf
D,, C (M) fiir alle n € N. Um ,,C“ zu zeigen, geniigt es, zu sehen, daf J°~, D,
eine Untergruppe von G ist. Dazu bemerke, daf, da die D, aufsteigend sind,
fir g,h € |J,_, Dn ein n € N existiert, so dak g,h € D,,. Nach (2.69) ist dann
gh € D1 CU._, Dy. SchlieRlich folgt durch eine Induktion, daf

(2.71) VY ¢geD, = g '€D,.

neN
Damit ist alles gezeigt. [
Satz 2.5.17. Ist T = (I, Iy, 1, s) ein  endliches  Randsy-

stem, k:=max{0,m+n—-3} und P €E(DZ)), so folgt mit
M:={r,:ie€L}U{s;: €L}, dak P e Mp,([1,I;), wobei Dy wie in
(2.69) definiert ist (M ist hier allerdings, als Teilmenge der additiven Gruppe
auf R aufzufassen). Insbesondere sind also alle Eintrage von P in G(P).

Beweis. Induktion {iber m + n: Ist m =1 oder n =1, so ist nichts zu zeigen.
Sei also m,n > 2. Fiir den Induktionsschritt benutze man, daf P € £(Z). Per
Induktion gilt mit

M]’;SI’]'O ={ri: i€ L\ {w}}U {(95\31)] tJ € Ip} und

(2.72) . oo _ |
MN7 = {(TN),; 11 E I]} U {Sj 1y € IZ \ {]0}} .

_P 10 . 7 I P J 0,40 I ’I ,

(2.73) oirony - € Mion D) = PeMp giny (11, 1)

(ioJo)vEN(I) PeNwu@ = Pe NDk_l(MI@’j‘))(I" L).
Damit ist alles gezeigt, denn es gilt fiir alle &£ € N, daf Di_y (M57°) C D(M) und
Dy (My?) C Di(M) (fiir & = 1 folgt das sofort aus (2.69) und (2.72); fiir £ > 1
durch eine Induktion, da das Bilden von D,,, n € N, Inklusionen erhélt). |



2.5. CHARAKTERISIERUNGEN FUR ENDLICHE RANDSYSTEME 63

Beispiel 2.5.18. Fiir das Randsystem 7 := ({1,2},{1,2}, (1,v2), (1,V2)) ist
G := G(I) nicht abgeschlossen. Nach (2.70) ist G abzahlbar. Daher gentigt es
wegen Lemma 2.4.9 zu zeigen, daR G # tZ fiir alle t € Ry, Das ist aber klar,
denn je nachdem, ob ¢ rational oder irrational ist, sind alle Elemente von ¢tZ\ {0}
rational oder irrational. G \ {0} hingegen enthilt sowohl rationale wie irrationale
Elemente.

Nun soll gezeigt werden, daf sich fiir endliche Randsysteme Z die Menge der Ex-
tremalpunkte von D(< 7) aus E(D(Z)) gewinnen laft. Dazu wird in Definition
2.5.20 eine Menge £(< T) definiert und in Lemma 2.5.22 gezeigt, daf dies gera-
de die Menge der Extremalpunkte ist. Die Konstruktion stammt von BRUALDI
(siehe [2]).

Um die formale Definition von (< Z) durchsichtiger zu machen, soll das Ver-
fahren zur Gewinnung der Elemente von (< Z) wie bei der Konstruktion von
E(Z) zunidchst verbal beschrieben werden. Die Elemente von £(< T) lassen sich
aus den Elementen von £(Z) wie folgt gewinnen: Ist P € £(Z), so losche man in
jeder Zusammenhangskomponente von G(P) einen Teilbaum und ersetze die den
geloschten Ecken entsprechenden Eintrége von P durch Nullen. Die entstandene
Matrix ist ein Element von (< 7).

Definition 2.5.19. Gegeben sei ein Randsystem Z := (Iy, I3, r,s). Definiere
S, = Zieh r;, sowie S, 1= ZjEIz sj. Ist P € D(I), so sei Z(P) := Zhk(G(P)).
Fir H € Z(P) definiere T(H) := {T < H : T ist ein Baum} U {(0,0)}. Weiter-
hin sei F(P) die Menge der Funktionen f auf Z(P) mit Hez(P) f(H)eT(H) (die

Funktionen in F(P) ordnen also jeder Zusammenhangskomponente von G(P)

einen ihrer Teilbdume zu). Schlieflich sei fiir f € F(P),

(2.74) Ef)={(i,))ehxL: {zy}e |J ED)}
TEef(Z(P))
und E(P) :={&(f): f e F(P)}.

Definition 2.5.20. Sei Z:= (I,I;,r,s) ein endliches Randsystem. Fiir
P € E(D(Z)) und I € E(P) definiere Pl = (pz'l,j)(i,j)ehxlz durch

(2.75) ol = {0 fiir (4,5) € 1,

" Pij;  sonst.
Dann sei £(< Z):={P!: P € E(D(1)), I € E&(P)}.

Wie schon Definition 2.5.1 soll auch Definition 2.5.20 zunachst an einem Beispiel
demonstriert werden. Im folgenden Beispiel 2.5.21 wird dazu fiir das Randsystem
T aus Beispiel 2.5.2 £(< T) explizit berechnet.
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Beispiel 2.5.21. Gegeben sei das Randsystem Z := (Iy, I, r, s) mit I := {1, 2},

I, :={1,2,3}, r:=(2,5), s := (1,1,5). Nach Beispiel 2.5.2 ist
E(D(I)):8(I)Z{P1,P2,P3,P4} mit

00 2 01 1 101 110
Pl':<1 1 3)’ P2':<1 0 4)’ P3':<0 1 4)7 P4':<0 0 5)'

G(P1), G(P;) und G(Ps) haben alle nur eine Zusammenhangskomponente. Ersetzt
man jeweils die Elemente, die Kanten eines Teilbaumes entsprechen, durch Nullen,
so bekommt man die Mengen

g .. [(0 0 0y 002y (000} /000y /000 (002

TAN0 0 0/°\0 0 0/)°\1 0 0/°\0 1 0/°\1 1 0/)°\0 0 3/’
00 2\ /0 0 2 /0 0 0\ /0 0 2\ /0 0 2\ /0 0 2
10 0/700 1 0/°\1 1 3/°\0 1 3/)°\1 0 3/)°\1 1 0)
00 2
<1 1 3)} aus Pp,

g (00 0) (000} /010y 011} /000 (010

270\0 0 0/°\1 0 0/°\0 0 0/°\0 0 0/°\1 0 4/)°\1 0 0)°
00 1\ /0 1.0\ /01 1\ /0 1 1\ /0 1 1 P
10 4)\1 0 4/°\0 0 4)°\1 0 0/7\1 0 4 aus =2,

g [0 0 0y 000y /1 00} /101) /100000

71\ 0 0 0/7\0 1 0/°\0 0 0/°\0 0 0/7\0 1 0/°\0 1 4)°
1 0 1\ /1 0 1\ /1 00\ /0 01\ /1 0 1 P
01 0/°\0 0 4/°\o 1 4/)°\0 1 4/)°\0 1 4 aus o3

G(Py) hat hingegen zwei Zusammenhangskomponenten. Hier wird also jeweils in
jeder der beiden Zusammenhangskomponenten ein Teilbaum geloscht, und die
Elemente von P4, die zu den geléschten Kanten gehoren, werden durch Nullen
ersetzt. So bekommt man aus Py die Menge

f= {5 0G0 060 060 0160969
Gos) o)

O = OO
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Wegen £(< Z) = E, U E; U E3 U Ey bekommt man damit insgesamt

00 0y (00 2y /00 0) /000 (010
S(SI)_{<0 0 0>’<o 0 0)’(1 0 0)’(0 1 o)’(o 0 0>’
10 0) (00 0\ /00 0)/002) /00?2
000/)°\005/°\110)°\003)°\100)°
002\ (01 1) /000y /010|101
01 0/)°\000/)°\104)\100/)°\000)
10 0y (0 0 0\ (1 10\ /100) /010
010)°0 1 4/)°\0 00)°\005)°\0 0 5)
00 0) (002 /002 /002 /001
113)°\013)°\103)\110)\104)
010\ /011y /01 1\ /101 /101
10 4)°\0 0 4)°\1 00/)°\0 10/ \0 0 4)
100\ /00 1\ /1 10\ /002011
01 4)°\0 1 4)°\0 0 5)°\1 13)°\1 0 4)
10 1
01 4) [

Lemma 2.5.22. Fiir ein endliches Randsystem 7 :=([j,I,rs) gilt
£(< 1) = E(D(< T)).

Beweis. ,C“: Sei Q € &(<Z) gegeben. Nach Definition 2.5.20 gibt es
P € E(D(Z)) und I € E(P), so dak Q = P'. Wegen (2.75) ist Q € D(< ) und
supp(Q) = supp(P) \ I. Damit folgt G(Q) < G(P), und da G(P) ein Wald ist,
muf auch G(Q) ein Wald sein. Weiterhin gibt es nach Definition 2.5.19 f € F(P)
mit [ = E(f). Ist nun H € Z(Q), so gibt es genau ein He Z(P)mit H < H. Set-
zeT := f(I:I) Nach Korollar 2.4.25 ist zu zeigen, daf #(V(H) N V< (Q)) < 1. Be-
trachte H — E(T). Wegen (2.75) gilt dann H < H — T. AuRerdem kénnen H und
T hochstens eine gemeinsame Ecke haben; denn sonst hitte H 4+, E(T) < G(Q)
wegen H < H — E(T) einen Kreis. Dies stinde im Widerspruch dazu, dak G(Q)

ein Wald ist. Wegen

(2.76) veV(H)NVL(Q) = ‘ 'E)leI ({zi,y;} € E(T), v € {zi,y;})

Z7]
ist damit #(V(H)NV(Q)) <1 gezeigt und @ € E(D(< T)) nach Korollar
2.4.25.

»2“t Angenommen @ € E(D(< Z)). Nach Korollar 2.4.25 sind alle H € Z(Q)
Baume, und es gilt #(V(H)NV(Q)) < 1. Setze Li={iel,: z € Ve (Q)},
L:={j€L: y; € Vo(Q)}. Da T ein Randsystem ist, gilt entweder I, = I, = {)
oder I, I, # 0. Ist I, = I, =, so folgt Q € E(D(T)), und Q € £(< ) ist klar.
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Sei nun I, I + . Q = Q1}, x5, Es folgt 5upp(@) = () (das heift Q= 0); denn
gibe es (i,7) € supp(Q), so wire #(V (Zhkgg)(xi)) N Ve (Q)) > 2. Setze nun
AT .= (fl,fz,Ar, As) mit

(2.77) (Ar)i=ri= Y gy (As)ji=sj— Y diye

J€Dl i€l

Nun wihle eine Matrix P € E(D(AZ)) und definiere P = (p; ;)i j)er, x 1, durch

fuI (l,j) € jl X fg,
¢;;  sonst.

i
(278) Pi,j = { J

Nach Satz 2.2.6 ist G(]a) ein Wald. Auferdem ist G(P )<G(P) und
E(G(P)) = E(G(P)) U B(G(Q)).

Behauptung 1. P € E(D(Z)).

Beweis. Nach den Definitionen (2.77) und (2.78) sowie der Wahl von !5 ist klar,
daf P € D(Z). Es bleibt daher zu zeigen, daf G(P) ein Wald ist. Ist H € Z(Q),
so haben H und G(P) wegen

veV(H)NV(G(P) = veV(H)NV(Q)

hochstens  eine  gemeinsame  Ecke. Ist also He€ Z(P) und
VIH)NV(G(P))NV(G(Q)) #0, so gibt es eine Ecke v € V(H), so dal

H — v in zwel disjunkte Béaume zerfillt. In jedem Fall ist also H ein Baum. A

Wie gerade im Beweis von Behauptung 1 gesehen, gibt es zu H € Z(P) hochstens
eine Zusammenhangskomponente H(H) von G(P) mit H(H) < H. Definiere nun
auf Z(P) eine Funktion f durch

I:I(H) sofern FI(H) existiert,
2.79 H) .=
( ) f( ) {((Z), (Z)) sonst.
Dann ist f € F(P)und I :=&(f) = supp(ﬁ’); Also i1st mit der Bezeichnung aus
Definition 2.5.20 Q = PT (wegen (2.75) und @ = 0), das heikt Q € £(<Z). W

Bleibt noch zu bemerken, daf es wiinschenswert wire, die in 2.5.20 gegebene
Definition von £(< 7) auf <-Randsysteme auszudehnen, so daf Lemma 2.5.22
richtig bleibt.
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2.6 Exponierte Punkte von Mengen doppelt sto-
chastischer Matrizen

Betrachtet man konvexe Mengen, so gibt es aufer den Extremalpunkten noch
weitere ausgezeichnete Punkte, die sogenannten exponierten Punkte (siehe Defi-
nition 2.6.1). In diesem Abschnitt sollen exponierte Punkte von Mengen doppelt
stochastischer Matrizen und deren Zusammenhang mit den Extremalpunkten un-
tersucht werden.

Definition 2.6.1. Sei X ein reeller Vektorraum, M C X konvex und x4 € M.
Man nennt zq einen exponierten Punkt von M genau dann, wenn es ein lineares

Funktional (das heifit eine lineare Abbildung ¢ : X — R) gibt, so daf

(2.80) xEMv\{xo} E(x) < &(x0).

Die Menge der exponierten Punkte von M wird mit Exp(M) bezeichnet.

Bemerkung 2.6.2. Sei X ein reeller Vektorraum, M eine konvexe Teilmenge
von X und z¢g € M. Dann ist z¢ genau dann ein exponierter Punkt von M, wenn

es eine affine Abbildung £ : M —» R gibt, so daf

(2.81) Vo E(x) < &(xo).

reM\{zo}

Insbesondere ist also die Menge Exp(M) unabhingig davon, in welchen Vektor-
raum X die Menge M eingebettet ist, solange die lineare Struktur auf M die
gleiche bleibt.

Lemma 2.6.3. Ist X ein reeller Vektorraum und M C X konvex, so ist
Exp(M) C E(M).

Beweis. Es sei xg € Exp(M) gegeben. Dann gibt es ein lineares Funktional £, so
dak (2.80) gilt. Ist dann xq := %xl + %$2 mit z1,x2 € M, so folgt x1 = 2z — 4.
Alsoist €(x1) = 2€(wo) — &(w2) > E(x0). Wegen (2.80) ist dann xy = x¢ und damit

dann auch zs = zg. [ |

Die Umkehrung von Lemma 2.6.3 ist im allgemeinen falsch (ein Beispiel findet sich
auf Seite 91 unten in [9]). Die Frage, ob sie im Fall M = D(Z) fiir Randsysteme
T = (I, I, r, s) richtig ist, erscheint schwierig (dabei kann D(Z) zum Beispiel als
Teilmenge des reellen Vektorraums RA*%2 aufgefaft werden). Der Untersuchung

dieser Frage dient die folgende Definition 2.6.4.

Definition 2.6.4. Sei T := ([, I,r,s) ein Randsystem und P € D(Z). Im fol-
genden sollen fiir n € N Mengen M, (P),m,(P) C I; x I, definiert werden. Ist
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(1,7) € Mu(P) ((1,7) € mu(P)), so heilt p;; ein D(ZI)-n-mazimales (D(I)-n-
minimales) Element von P. Setze dann E,(P):= M,(P)Um,(P) fir n € N.
Fir (¢,7) € En(P) heifit dann p; ; ein D(T)-n-extremes Element von P. Sind kei-
ne Verwechslungen moglich, so schreibe auch n-maximal (n-minimal, n-extrem)
statt D(Z)-n-maximal (D(Z)-n-minimal, D(Z)-n-extrem) und lasse dabei n fiir
n =1 weg. Nun zu den Definitionen von M, (P) und m,(P):

(2.82) -
M(P) :={(i,j) € [ x I : QEX(I) Gij < Pijhs
P = 7.9 I I . .4 > Pigifs
mP)i= ) € hx L Y s 2 )
n—1
M,(P):= 1 (i,5) € (I x L)\ | Ex(P)
k=1
0en) ((Qu s = Plugz maemy) = @04 < i) } n>1
n—1
my(P) := {(z,j) € (L x I;)\ U Ey(P)
k=1

e ((mUZ;i mup) = Plypz Ek(P)) = iy 2 Pw‘) } , n>1

Bemerkung 2.6.5. Ist 7 := (I, I;,r,s) ein Randsystem und P € D(Z), so ist
(I x I) \ supp(P) C my(P) C E{(P).

Satz 2.6.6. Sei 7 := (I, I;,r,s) ein Randsystem, #I;,#1, <w und P € D(I).
Gilt

(283 sbip @)= Plin) = P=Q),

so ist P € Exp(D(I)).

Beweis. Nach Bemerkung 2.6.2 geniigt es, eine affine Abbildung £ : DIZ)— R
anzugeben, so daf

(2.84) v o Q) <&(P).

QeD(I)\{r}
Dazu sei (;)ier, eine Familie in R, so daf Zieh o; =1 und
1 fiir (i,7) € My(P),
(2.85) o: L1 xI, —R, o(i,7)=1<-1 fir (i,7) € m(P),

0 sonst.
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Definiere dann £ : D(Z) — R durch
> PN @ 74
(2.86) Q)= ) o(i,7) 4.
(i,)€EL X I '
Wegen
~ N 8 71
(287) vV _@I< ) (i, )il < > —qw = Z—n =1

QeD(Z . .
@ (1,5)enh x> (1,5)€h X I 7€l

ist gwohldeﬁniert. Es ist dann klar, daft faﬂin ist. DaR (2.84) gilt, folgt sofort

aus den Definitionen von M;(P) und m;(P) sowie der Voraussetzung

(2.88) 0en@) Ql e, (p) 1E.(P) Q

Korollar 2.6.7. Sei 7 :=(I;,I;,r,s) ein Randsystem, #I;,# <w und
P € D(I). Gilt

(2.89) Qeg(l) (supp(Q) C supp(P) = P =Q),

so ist P € Exp(D(I)).

Beweis. Die Behauptung folgt wegen

(2.6.5)
v (QWE1 p) = Plg,(p) Q1 (1 x o )\supp(P) = P1(1 x o)\ supp(P)
(2.90) 9€PD

= supp(Q) C supp(P) = P = Q)
aus Satz 2.6.6. [ |

Korollar 2.6.8. Sei Z:= (I, 1Ir,s) eln Randsystem mit
Zieh I ZjEIQ s; < 00, so gilt E(D(I)) = EXp(D(I)).

Beweis. Nach Lemma 2.6.3 ist nur ,,C* zu zeigen, und das folgt aus Korollar 2.6.7
und Satz 2.4.16. |

Korollar 2.6.8 ist gerade Proposition 2 aus [4], wobei dort die Voraussetzung
Ziell T, = Zj€[2 s; < oo fehlt. Der in [4] gegebene Beweis, ist jedoch nur unter
dieser Voraussetzung richtig.

Korollar 2.6.9. Sei 7 :=(I;,I,r,s) ein Randsystem, #I;,# <w und
P eD(Z). Gilt fiir jede Zusammenhangskomponente H von G(P), dal
ineV(H) r; < oo, so ist P € Exp(D(Z)) genau dann, wenn P € E(D(Z)).
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Beweis. Nach Lemma 2.6.3 ist nur ,,<=* zu zeigen, und das folgt aus Korollar

2.6.7 und Korollar 2.4.18. [ |
Beispiel 2.6.10. Definiere

L3
1 1
(2.91) P=|* 1 °
3
und 7 := (I, I,r,s) := Z(P). Dann gilt
(2.92) Y (supp(Q) C supp(P) = P=Q)

QeD(I)

Nach Korollar 2.6.7 ist daher P € Exp(D(Z)).

Es stellt sich heraus, daf Satz 2.6.6 nicht wirklich allgemeiner ist als Korollar
2.6.7. Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 2.6.11. 7 := (I}, I;,r,s) sei ein Randsystem und P € D(Z). Dann gilt

Qeg(z) (supp(Q) C supp(P) = P =Q)

= QeD(1) (Q1E1(P) 1E1(P) = Q)

(2.93)

Beweis. Behauptung 1. Gilt #supp(P) > 2, so ist my(P) = (I x I) \ supp(P).

Beweis. Es ist nur ,C* zu zeigen. Sind (i1,71) und (i2,72) zwel beliebige aber
verschiedene Elemente aus dem Trager von P, so sei € := min{p;, j, Pi,.j, } und

Q = (¢ij).qenxs, definiert durch QT xm)\((1i),li2i2)} = P10 ) EINGr1 ) (i)}
pilvjl — € ﬁir (Za.7> (ilajl)a

(294> i += \ Piryjo — € fiir (Z7]) (i27j2)7
Pi +e fiir (Z7]> € {(i17j2)7 (I’27.71)}

Dann  ist Q€ DIZ) und G j, < Pijis  Qisjo < Disjo-  Also  gilt
(11,01), (i2, j2) & ma(P). A
Behauptung 2. Fir (i,7) € I x I gilt (1,7) € M;(P) genau dann, wenn
pij € {ris s}

Beweis. Es ist nur ,=“ zu zeigen. Angenommen, es ist p;; € {r;,s;}. Dann
gibt es Elemente 1, € I und j; € I, so dak (1, 1), (i2,]) € supp(P). Setze nun
11 := 1 und jy := 7, und definiere eine Matrix ) wie in Behauptung 1. Dann ist
Gij = Gy jo > Pij, womit (1, 7) ¢ M;(P) gezeigt ist. A
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Fiir den Beweis des Lemmas ist nach dem Argument aus Korollar 2.6.7 nur noch
»<=" zu zeigen, und man kann annehmen, daf #supp(P) > 2. Ist nun Q € D(7)
und supp(Q) C supp(P), so gilt Q1 (1, x i \supp(P) = P1(5 x 1)\ supp(P), untd das heifit
Q1 m,(P) = Plm, (p) nach Behauptung 1. Dann folgt aber aus Behauptung 2 sofort,
dak auch Q1 (p) = Pl (p) gelten muk. Also gilt Qg (p) = Plg, (p) und damit
P=qQ. [

Offene Fragen sind zur Zeit, ob Satz 2.6.6 richtig bleibt, wenn E;( )
durch Ufz:l E.( ), k€ NU{oo} ersetzt wird oder wenn die Einschrinkung
#I1,#I, < w fallen gelassen wird. Generell scheint es ziemlich aussichtslos zu
sein, zu zeigen, dal eine extremale Matrix P nach Definition 2.6.1 nicht expo-
niert ist. Es wird wahrscheinlich notwendig sein, die Definition so abzuindern,
dafl nur noch stetige lineare Abbildungen beziiglich einer noch zu verbarenden
Topologie fiir die Abbildung ¢ zugelassen werden. Der Beweis, daff eine Matrix
nicht exponiert ist, konnte dann mit Hilfe einer Darstellung aller solchen stetigen
linearen Funktionale erfolgen.

Beispiel 2.6.12. Sei P die Matrix aus Beispiel 2.4.13. Dann gilt M;(P) = A und
may(P) = B mit
A={1,1)}u{(s,y)e 1 x I, : (j =141, 1 gerade)
oder (1 = 7 + 1, ¢ ungerade)},
B :=((I x L)\ supp(P))U{(s,j) € [ x I : (j =1+ 1, 1 ungerade)
oder (¢ =7+ 1, 7 gerade)} :

(2.95)

Ist @ € D(I) mit Ql(nxn)\supp(P) = Pl xp)\supp(P) sOWie gi; > p;; fiir ein
(1,7) € Aoder ¢, j < p;;fiir ein (7, j) € B, so folgt mit 6 := |p; ; — ¢i ;|, daB wegen

o =Pa3 — Qa3 = G23 — P23 =P21 — Q21 =G110 — P11 = P12 — Q12 = 43,2 — P32
=P34 — G434 = ...

fiir alle nach (2.38) definierten a,, n € N gilt, daf 6 < a,,. Daraus folgt dann aber
0 = 0. Offen bleibt, ob P exponiert ist oder nicht.

Ein Weiteres Beispiel einer extremalen Matrix, fiir die zur Zeit nicht klar ist, ob
sie exponilert 1st oder nicht, i1st durch den Graphen in Abbildung 2.6 gegeben
(nach der in Bemerkung 2.1.5 beschriebenen Identifikation).

Alle Elemente aufer p;; sind 2-extrem. p; ; ist nicht 2-extrem, jedoch sowohl 3-
minimal als auch 3-maximal. Durch Einfiigen immer weiterer Graphen (abzahlbar
vieler), wie in den Abbildungen 2.7 und 2.8 beschrieben, lassen sich nun beliebig
komplizierte Matrizen mit k-extremen Elementen unterschiedlichster Ordnung
erzeugen. Fiir alle diese Matrizen miifite man die Frage der Exponiertheit klaren,
um das Problem, ob es extremale Matrizen geben kann, die nicht exponiert sind,
16sen zu kénnen; denn es gilt in Verallgemeinerung von Lemma 2.4.15 der folgende
Satz:
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Y12 its} ys s Y4 £ n T4 Ys xrg Yo Tr12
o——= *—© T —@ *—@ T
1 1 3 1 2 1 2 1 3 1 1
1 1
L 1 L 1 L L 1 % 1 %
; 3 3 ;

2 | B 9 9 9 @ L 9 -

T11 Y10 7 Ye T3 Y2 Eip) Y3 L6 yr T10 Y11

Abbildung 2.6: Der Graph soll, wie angedeutet, nach links und
rechts ins Unendliche fortgesetzt werden. Das Bildungsgesetz

fiir die Ecken ist dabei links oben ..., y4m41), Tang1, - - -, links
unten ..., Tanys, Yantz, - - -, rechts oben ... Yani1, Tagmyr)s - -
rechts unten ..., T4ni2, Yantss - - -

1 1 1 1 LII IIL 1 1 1 1
- 0—0 L B o —® L B *—0 -

Abbildung 2.7: Graphen dieser Form sollen an den Graphen
aus Abbildung 2.6 so angefiigt werden, daf die beiden Zusam-
menhangskomponenten durch eine Kante mit Gewicht Eins
iiberbriickt werden.

Satz 2.6.13. Sei T := (I, I,,r, s) ein Randsystem. Ist P € D(Z), und gilt

Qeg(I) (Q1 U”GNEH(P) 1UHGNE"(P) = Q)a

so ist P € E(D(I)).

Beweis. Angenommen, P ¢ E(D(Z)). Dann gibt es nach Lemma 2.1.13 (b)
E € Mg(I1,1,), so dak sich alle Linien von E zu Null summierenund P + E > 0.
Das Ziel ist, zu zeigen, dal E = 0. Nach Voraussetzung geniigt es dazu,
E1UHENEk(P) =0 zu beweisen. Dafiir wird nun durch Induktion nach n ge-
zeigt, daf E1g,py=0. Sei n=1. Angenommen, es ist (z,7) € E;(P) und
€;j #0. Dann ist p; ; + €;; > p;;j und p; j — €; ; < p; j, was wegen P + E € D(TI)
und Definition von E;(P) jedoch nicht sein kann. Fiir n > 1 gilt per In-
duktion (P + E)1U2;11 En(P) = P1UZ;11 gp(p)- Nun folgt wie fiir n =1, daf auch
E En(P) = 0.
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L 1
1 L 1 121 211 L 1 1
- @ *—0 *—0 *—0 *—0

Abbildung 2.8: Graphen dieser Form sollen an den Graphen
aus Abbildung 2.6 so angefiigt werden, daf die beiden Zu-
sammenhangskomponenten durch eine Kante mit Gewicht 1
iiberbriickt werden.
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Kapitel 3

Kardinalitatsbetrachtungen fiir
Mengen extremaler Matrizen

3.1 Allgemeines

In diesem Abschnitt geht es darum, fiir gegebene Randsysteme (und gelegent-
lich fiir <-Randsysteme) Z die Kardinalitat von E(D(Z)) (von E(D(<L I))) zu

untersuchen.

Bemerkung 3.1.1. Sei I:=([;,[5,r,s) ein <-Randsystem. Ist dann
7= (I~1,f2,7:,§) ein weiteres <-Randsystem mit I],n,t~: .fhmg, I = .fzﬁ,,t,
T'1 I e = F] I e 51 2 = 51 Iyt ) SO gllt #D(S I) = #D(S I), #D(I) = #D(I),
#E(D(< T)) = #E(D(L ), #E(D(T)) = #E(D(T)). Die Kardinalitit von
D(LI), D(I), E(D(<T)) und E(D(Z)) hingt also nur von den nichttrivialen

Indizes ab.
Bemerkung 3.1.2. Es sei Z := (I}, I;,r, s) ein <-Randsystem.

(a) Ist T := (.fl,:fg,f,é) ein weiteres <-Randsystem, und gibt es Bijektionen
by: I — I, by: I, — I, mit VI ri = Tp, (i) und VI 55 = Sby(j)s 50 ist
LS| JE
durch
(3.1) L: DI<I)— D(<I), P~ P:=L(P)
mit Vo pij = Do (i) b5 () eine affine Bijektion gegeben, das heifit,
(5,5)€n x I v

insbesondere gilt #E(D(< T)) = #E(D(<L j')) nach Bemerkung 1.1.4. Die

Aussage bleibt richtig, wenn man die <-Zeichen weglafit.
(b) Definiere das transponierte <-Randsystem Z' := (I, I;, s,7). Dann ist durch

(3.2) Li: D(<T) — D(< T, L(P)=P

74
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elne affine Bijektion gegeben. Insbesondere also
#E(D(<I)) = #E(D(< I')). Die Aussage gilt noch immer, wenn

man die <-Zeichen weglafit.
¢) Fiir m € R* definiere mZ := (I, Iy, mr,ms). Dann ist durch
( ) 7 ) M

(3.3) L,: DILI)— D(L It), L,(P)=mP

eine  affine  Bijektion  gegeben, das  heift, wiederum  gilt
#E(D(<I)) = #E(D(< I)). Erneut gilt die Aussage auch ohne die

<-Zeichen.

Satz 3.1.3. Sei T := ([, I;,r,s) ein Randsystem.

(a) Fiir min{# L u, #L0} < 1ist #E(D(T)) = #D(T) = 1.

(a<) Fiir min{# L, # ) < 1ist #E(K D(T)) = 2max{#hnn# o},
(b) Fiir # 11, # o < 00 ist #E(D(T)) < oc.

(bs) Fiir #11 , # Lo < o0 ist #E(L D(T)) < 0.

(C) Ist 2< min{#Il,nta #IZ,nt}a max{#Il,nta #IZ,nt} =azw und
W H#L = w - #y, so ist #E(D(I)) = 2°.

(CS) Ist 2 S min{#Il,nta #IZ,nt}a maX{#Il,nt, #Ig’m} = « Z w und
w-H#L = w - #H# oy, so ist #E(S D(T)) = 22

Beweis. (a) ist klar.

(b) folgt aus Satz 2.5.17 und der Tatsache, daf fiir endliches M auch alle in (2.69)
definierten D, (M) endlich sind.

(c) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, daf
L=IL, uwd =1, ,< folgt dann wegen E(D(Z)) CR"*™ und
H#RIXE — (gw)a = 2o,

»=>": Zundchst sei ), ;i = ZJEIQ s; < co. Dann folgt #1I;,#I; < w. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit sei #1I, = w. Wihle 19 € I; beliebig und jo € I, so
dak s;, = max{s; : j € I}.

Behauptung 1. Es gibt eine endliche Menge T, C I, \ {jo} mit

(3.4) Ty — Sjo < Z S5 < Tiy-
jeTe
Beweis. Fiir  s;0 >r;y  ist  das  klar.  Sei nun  sj, <. Wegen

Tig — S50 < Zjelz\{jo} s; gibt es eine endliche Menge T. C I\ {jo} mit
Tig — S50 < EjeTe s; und uEElT EjeTe\{u} s; <y — 84, Fur  sj <ry,  folgt

daraus wegen s;, = max{s; : j € I}, dak T, (3.4) erfiillt. A
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Setze 0 := %_E%ESJ und wéhle T, C (Lo \ {jo}) \ Te mit ), s; < 4. Ist dann
(3.5) T :={T.UT: T CT,},

so ist #7 =2%. Fiir T € T definiere Z7 := (IT, I, rT,sT) mit IT := I, \ {io},

rT =7 7 sowie sT = (S]T)jelz mit

0 firjeT,
(3.6) SJT =4S fir j € L\ (TU{jo}),
Sjo — Tig + ZueT s, fir J = jO'

T7 ist wegen (3.4) ein Randsystem. Nun wihle eine Matrix Q € E(D(Z7)) und
definiere P* = (p];)¢.j)enxr durch PT1 1mxr, = @ und

5§ firjeT,
(3.7) Pl =S i — Ser sy filr j = jo,
0 sonst.

Behauptung 2. PT € E(D(I)).

Beweis. Angenommen, es gilt PT = %P(l) + %P@), P pQ) ¢ D(Z). Mit
Q = P1IFX[2’ QW) .= P(k)1[3“x[2 fir k=1,2 glt Q= %Q(l) + %Q(Z). Nach
Definition von PT ist Q € E(D(Z7)). Also folgt QM) = Q@ =@Q. Wegen
P,PM) P?) ¢ D(T) folgt daraus P = P = P?). Also ist P € E(D(I)). A

Wegen (3.7) ist die durch T +— P7 gegebene Abbildung injektiv. Damit folgt
FE(D(T)) > 2

Nun soll der Fall Zieh r; = Zjelz sj =00 betrachtet werden. In diesem
Fall st #L,#I, > w, und das bedeutet wegen w-#I =w-#I,, daf
#I, = #I, = a. Es gibt nun Randsysteme (Zy = (ILk,Igik,rk,sk))kea, so dal
fir alle k€ a, I, < Z, I, = Ukea Lig, I, = UkEa L, #1ix = #1x = w sowle
Zieh,k ri = Zjelm s; = oo. Fiir a > w ist das gerade die Aussage von Behaup-
tung 1 von Satz 2.1.18. Fiir o = w kann man wie folgt vorgehen: Man konstruiert
eine Familie (Tkm)(k,n)@,xw von paarweise disjunkten Teilmengen von Iy, so dak

o) ZieTk r; > 1 (die formale Konstruktion der T}, erfolgt rekursiv unter
kn)EwXxw R

Verwendung einer Abzéhlung von w X w und der Voraussetzung Zz’eh ri = 00).
Nun setze noch I := |J Tk, fiir & € w. Analog bekommt man aus I, die Men-

new

gen Ii, k € w.
Als néachstes bemerke man, daf es fiir jedes der Randsysteme Z; Matrizen
P®) Q) ¢ E(D(Zy)) mit P*®) £ Q®) gibt. Das folgt aus Beispiel 2.1.17: Dort

wurde in Abhéngigkeit von gegebenen Abzéhlungen von I; und I, ein Element
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P € E(D(Z)) konstruiert. Die Konstruktion erfolgte so, daf fiir 0 # ry,s; auch
0 # p1,1. Man muf also lediglich die gleiche Konstruktion an einer Stelle (7o, jo)
beginnen, an der p;, j, = 0 ist, und man bekommt eine Matrix @ # P.

Ist nun eine Funktion f : @ —+ 2 gegeben, so definiere P/ = (P{,j)(i,j)ehxb durch

pl(-? fiir (¢,7) € I x X Iy und f(k) =0,
(3.8) pli= ¢ fir (1,5) € Iy x Ly und f(k) =1,
0 sonst.

Wie in Behauptung 2 von Satz 2.1.18 folgt, daR P/ € E(D(Z)). Da die durch
f + P/ definierte Abbildung nach (3.8) injektiv ist, folgt #E(D(Z)) > 2°.

Fiir den Beweis von (a<), (b<) und (c<) seien die Bezeichnungen wie in Definition
2.5.19.

(a<): Sei E(D(Z)) ={P}. In diesem Fall hat G(P) héchstens eine Zusam-
menhangskomponente Z, deren Kantenmenge nicht leer ist. Ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit kann man annehmen, dal V(Z) = {z,, } U {y; : j € Lo},
E(V)={{zi,y;}: j € I,}. Jede Teilmenge von E(Z) liefert ein Element von
£(P) und umgekehrt. Also folgt #E(D(L I)) = #&E(P) = 2max{#hne # i},
(b<): Da E(D(I)) endlich ist und fiir P € E(D(Z)) die Mengen Z(P), F(P),
E(P) alle endlich sind, muf auch £(< 7) = E(D(<L 7)) endlich sein.

(c<): ,<* folgt analog zu dem entsprechenden Beweis in (c). ,>* folgt wegen
E(D(I)) C E(D(< I)) sofort aus (c). [ |

Die Frage, wie (a<), (b<) und (c<) modifiziert werden miissen, wenn Z ein
<-Randsystem jedoch kein Randsystem ist, soll hier jetzt nicht weiter unter-
sucht werden. Meine Vermutung ist, daf die Aussage (b<) richtig bleibt. Ein
Beweis konnte sich zum Beispiel ergeben, wenn es gelingt, die Definition von
E(<T) aus 2.5.20 auf beliebige <-Randsysteme 7 auszudehnen, so daf Lem-
ma 2.5.22 richtig bleibt. Fir den Fall, dak in (c<) Z ein Randsystem mit
B = min{#1 pt, #lom} < a ist, muk man vermutlich die Zahl 2% durch o - 28
ersetzen.

3.2 Der Fall 2 x w

Im folgenden werden Randsysteme Z = (I, I5, r, s) untersucht, bei denen eine der
beiden Indexmengen nur zwei Elemente hat. Es wird ein Verfahren zur Gewinnung
der Extremalpunkte angegeben. Dazu wird in Definition 3.2.1 eine Menge &(Z)
konstruiert und dann in Satz 3.2.3 gezeigt, dak &(Z) = E(D(Z)). Anschliefend

werden daraus Informationen iiber #E(D(Z)) gewonnen.

Definition 3.2.1. Sei Z:= (I, 1I,r,s) ein Randsystem mit
min{#1I ¢, #1,:} = 2. Dann definiere eine Menge &(Z), wie folgt:
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Zunichst nehme man an, dal I} = {i1, 12}, 41 # 1o, riy > 15, > 0 und I = Iy .
Definiere

(3.9) T_(Z):={TCI: Zsj =r;}

und fiir jo € I, definiere
(3.10) Tio(D) = {T C L\ {jo} : ri, — 55, < ¥ _s; <ri, }.

JET

Ist T € T_(Z), so definiere ph=— (PZ}:)(i,j)ellxlz durch

(3.11) PiT’? _ {SJ‘ fir j € T, ZT? :: {s]- fir j € (IL\T),
b 0  sonst, > 0  sonst
sowie
(3.12) E(T)={P"=: TeT.}.
Ist hingegen T € T;,(Z), so sei P70 = (pz:;jo>(i7j)€[1)([2 definiert durch
' 55 firjeT,
pr% =<0 fiir j € (I, \ T)\ {Jo},
iy — Dyer Sy fir j = jo,
(3.13) 2wt ’
0 fir y € T,
P = S fitr j € (L \T)\ {jo},
P = Lve(mm\Gy S T = Jo
sowile
(3.14) EP(T) :={PT" . T e T, (T)}.
Schlielich sei
(3.15) &(T) =& (DU | &@.

Jo€l

Ist Ity # I nt oder Iy # Iy, so wird E;(Z) genauso konstruiert, nur daf noch ent-
sprechend viele Nullzeilen eingefiigt werden. Fiir #1; ,,; = 2 erfolgt die Definition
von &(Z) analog, nur daf die Rollen von I; und I, sowie die Rollen von r und s
vertauscht sind.

In Beispiel 3.2.2 wird die Konstruktion aus Definition 3.2.1 fiir ein konkretes
Randsystem durchgefiithrt. Es wird erneut das Randsystem aus Beispiel 2.5.2
verwendet. Insbesondere wird somit der Unterschied der Konstruktionen von De-
finition 3.2.1 und Definition 2.5.1 herausgestellt.
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Beispiel 3.2.2. Gegeben sei das Randsystem Z := (I, I, r,s) mit I, := {1,2},
L, :={1,2,3}, r:=(2,5), s:=(1,1,5). Es soll nun &(Z) explizit berechnet
werden. Setze 21 :=1, 13:=2. Dann ist r;,, =5>r;, =2 > 0. Weiterhin 1st
ri, — 1 =Ti, — 2 = 1 sowie r;, — s3 = —3, also nach (3.9) und (3.10)

T-(T)={{1,2}}, T(D) =0, T(T)=0, Ts(I)={0.{1}.{2}}.

Nach (3.11) und (3.13) ist dann

- 110 0 0 2 1 01
{1,2}= _ 03 _ {1}3 _
P (0 0 5)’ P (1 1 3)’ P (o 1 4>’
{2}73_ 0 ]. 1
= (1 0 4)'

Damit ergibt sich folglich

(3.16)
am=smolUso={(,03) (1361001

in Ubereinstimmung mit Beispiel 2.5.2.

Dak dies kein Zufall war, besagt folgender

Satz 3.2.3. Sei 7 := (I1,I;,r,s) ein Randsystem mit min{#,.[1, #nul2} = 2.
Dann gilt &(Z) = E(D(I)).

Bewets. Angenommen, es ist #1; oy = 2. Ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit
sei Il = {il,’iQ}, il ;é 'iz, i, Z i, > 0, I2 = I2,nt-
.2 Sei PeE(DIZ)). Wahle joel,, so dak p;j, >0 und
' IY{' , 0 € {pi, j,Pir,j} (so ein jo gibt es, da r;; >0 und G(P) kreisfrei
J€L2\ 0
ist). Setze T :={j € I, \ {jo} : pi,,; > 0}. Dann ist ‘VT Di,; = S;, das heift

JE€

(3.17) Z sj=mry oder ry —sjo < Ty — Piyge = Zsj < i)

J€TU{jo} JET

Im ersten Fall ist TU{jo} € '7':(1') und P = PTY{nh= pach (3.11). Also
P € &(T). Im zweiten Fall ist T € T, (Z). Nach (3.13) ist dann P = P ynd
damit wiederP € & (7).

~C“ Ist P € &(Z), so sind nach Definition 3.2.1 zwei Félle zu unterscheiden.
Erster Fall: T:={j € I,: p;,; > 0} € 7-(Z) und P = PT=. Dann ist klar, daR
P € D(Z), und da in jeder Spalte hochstens ein positives Element steht, ist G(P)
kreisfei, das heift P € E(D(Z)). Zweiter Fall: Es gibt jo € I, und T € T;,(Z), so
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daR P = P"% nach (3.13). Dann folgt zunéchst, da® YV pi; > 0: Nur fiir
(Z,])Ell XIQ
J = Jo ist etwas zu zeigen. Es gilt p;, j, = ri, — Y crs; >0, dary, >3 s,

Piyjo = Tiy — Z szzsj_rh_ Z szzsj+8j0_ri1 >0’
J€(A\T)\ {50} JED J€(AT)\ {10} J€T

da Eje’r sj > 1y —sj,. Um P € D(T) einzusehen, ist lediglich p;, o + Piy.jo = Sio
zu zeigen (dann ist klar, daf sich alle anderen Linien, wie gewiinscht, summieren).

Es gilt

Piy 50 + Piz,jo = Ty + Tiy — Zsj - Z Si = Z Sj Z S5~ Z 5
JET JE(AT)\ {50} jel JeT J€(IAT)\{jo}

= Sjo-

Wegen V. 0€ {pi, j,pir;} ist G(P) kreisfrei. Damit ist auch im zweiten Fall

JE€DL\{jo}
P € E(D(I)) gezeigt.
Der Beweis im Fall #1, ., = 2 verlauft vollig analog. [ |
Korollar 3.2.4. Sei T:= (L, 11 s) ein Randsystem mit

min{#1I 1, #1,:} = 2. Dann gilt

(318) #E(D(I)) _ Zje[} #7;(I> + #7;<I) fur #Il,nt = 2a

Sien, #T(D) + #T=(T)  fiir #1p = 2,
Beweis. Es ist lediglich zu bemerken, daff die Vereinigung in (3.15) eine disjunkte
Vereinigung ist. Das folgt aus (3.11) und (3.13), denn danach folgt fiir T' # T7,
daR P17 PT" sowie, daf Elemente aus T;(Z) sich von allen Elementen, die
nicht in 7;(Z) liegen, zumindest in der j-ten Spalte (Zeile) unterscheiden. [ |

In Abschnitt A.2 des Anhangs befindet sich der Quellcode eines Programms, das
die in (3.18) gegebene Formel benutzt, um #E(D(Z)) fiir endliche Randsysteme

der Dimension 2 X n zu berechnen.

Das folgende Lemma 3.2.5 wendet Korollar 3.2.4 auf einige endliche Spezialfille
an. Die Ergebnisse werden anschliefend in Beispiel 3.2.6 benutzt, um fiir 2 x 2-
Randsysteme (in Teil (a)) und 2 x 3-Randsysteme (in Teil (b)) die moglichen
Kardinalitdten der Extremalpunktmengen vollstdndig zu klassifizieren.

Lemma 3.2.5. Sei Z:= (I;,I;,r,s) ein Randsystem mit #I, =2
und #I,; =n <oo. Wihlt man 1,1, € I, sowie 71,752,735 € I, so daf
c=min{r; : ¢ € L1}, 1y, =max{r;: 1 € [1,4}, s; =min{s;: j € L},
sj, =min{s;: j € L \{/1}}, sj, =min{s; : 7 € I \ {J1,72}}, so gelten die
Aussagen (a), (b) und (c).

T
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(a) Ist ry, <sj,so gilt #E(D(Z)) = n.
(b) Ist 55, <1y <sj,,sogilt #E(D(T)) = 2(n —1).

(c) Ist sj, <1y < sy, so gilt:

o #E(D(Z)) =3(n —2) + 2 fiir s;, + 55, > 14,
o #E(D(I)) =3(n —2) + 1 fiir sj, + s, =14,
o #E(D(I)) = 4(n —2) fir s;, + sj, < ri;-

Entsprechende Aussagen gelten, falls #15 ,; = 2 und #11 ny = n < oo.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, daf
_[1 = {il,iz} mlt Tiz 2 Til > 0 und _[2 == IZ,nt-
(a) Fiir alle j € I ist s; > r;, und r;, — s; < 0. Nach Definition 3.2.1 folgt daher

(3.19) T=(Z)={{s}: s € I, TH(Z) = 0}
(3.20) YT = {0}
U@

Formel (3.18) liefert nun die Behauptung #E(D(Z)) = n.

(b) Fiir alle j€ L\ {5} ist s;>r;, und r; —s; <0. Wie in (a) be-
kommt man 7-(Z) = {{j} : 7 € L\ {51}, 0 ¢ T;(Z)}. Weiterhin ist s;, < r;, und
—s5; < s, fir 7 # 1. Also 1st

i

B2 T@=0. v T@O=W.0} Y D=
LT (2] Ly

Mit (3.18) folgt daraus #E(D(Z)) = 2(n — 1).

(¢) sj +s;,>ry: Bs folgt T-(Z)={{j}:j€ L\ {5} 0¢&T,(D)}

Ti(Z) = {72}, T3 () = {{1}} sowie

322) v @ 0GLGY. Y T = ) )
{5}¢7=(2) {5}e7=(T)
(3.18) liefert daher #E(D(Z)) = 3(n — 2) + 2.

sj + sj, = r;;: Dann gilt

(3.23)
T-(Z) ={{5}: 7€ L\ {5, 52}, 0 ¢ DU {523} T (D) = TR(T) = 0,
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JEL\{j1.32}, JEL\{j1.32},
{7}¢7=(2) {7}e7=(2)

Diesmal liefert (3.18) also #E(D(I)) = 3(n — 2) + 1.
Sh + S, < Tyt Es gllt 7;(I> = {{]} : .] € I2 \ {jlan}’ 0 $ T]<I>}’
T3 (T) = Tp(I) = 0,

(3.25)

jelz\{jl,jz}?;(1> = {07 {]1}7 {]2}7 {]17]2}}7jelz\{vjl,jz}?}(l> = {{]1}7 {]2}7 {]17]2}}'
{73¢7=(7) {73€7=(7)

Also ist #E(D(Z)) = 4(n — 2) nach (3.18). [

Beispiel 3.2.6. Sei 7 := (I, I;,r,s) ein Randsystemm mit #I; ,» = 2. Die Be-

zeichnungen seien wie in Lemma 3.2.5.

(a) Gilt #15, = 2, so ist #E(D(Z)) = 2:
Das folgt wegen r;, < sj, und 2 =2-(2—1) sofort aus (a) und (b) von
Lemma 3.2.5.

(b) Gilt #1,,: = 3, so ist

(i) #E(D(Z)) = 3 fiir ri, < sj,.

(i) #E(D(Z)) =4 fir s;, < ri, < sj,.

(i) #E(D(Z)) =4 fiir s;, <1y, <14y < 5j,-
(iv) #E(D(Z)) =5 fiir sj, < riy < 84, < Tiy.
(v) #E(D(Z)) =6 fiir sj, <71y,

Eine entsprechende Aussage gilt, wenn man die Rollen I; und I, vertauscht.

Die folgenden Amngaben (a), (b), (c¢) beziehen sich auf Lemma 3.2.5. (i)
folgt aus (a), (ii) folgt aus (b), (iii) folgt aus (c¢), da s; +s5 <ry
und 4(3 — 2) = 3(3 — 2) +1 =4, (iv) folgt aus (c), 55 84, > 1. (V) ergibt
sich wie folat: Bs ist T_(Z) = 0, T (T) = {({ioh Us} (D) = L0} Lishh
T () = {{s2}, {1 }}, damin{sj, + sj,,5; + Sj,,S; + Sj,} > ri,. Wegen (3.18) ist
dann #E(D(Z)) = 6.

Die Ergebnisse von Beispiel 3.2.6 und die Berechnung von Extremalpunktanzah-
len in diversen Spezialfdllen mit Hilfe des in Abschnitt A.1 des Anhangs ange-
gebenen Programmes fithren zu der Vermutung, daf fiir vorgegebene Dimension
des Randsystems immer alle Zahlen unterhalb eines Maximalwertes fiir Extre-
malpunktanzahlen vorkommen (Nullen in den Randvektoren zugelassen).
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Es ist recht unbefriedigend, daf es bisher keinen Algorithmus gibt, der im Fall
endlicher Randsysteme die Anzahl der Extremalpunkte berechnet, ohne die Ex-
tremalpunkte alle explizit zu bestimmen. Obwohl durch die Konstruktion aus
Definition 3.2.1 fiir den 2 x n-Fall ein solcher Algorithmus gegeben ist, kann die
Aufgabe wohl auch fiir diesen Fall noch nicht als gelost betrachtet werden. Zur
Berechnung der nach (3.9) und (3.10) definierten Mengen muf das sogenannte
y,Knapsack-Problem* gelost werden, welches, wie schon in der Einleitung erwahnt,
NP-vollstandig ist. Ob es fiir die Bestimmung der Anzahl der Extremalpunkte
polynomielle Algorithmen geben kann, ist unbekannt.

Zum Abschluf soll fiir endliche 2 x n-Randsysteme eine Prozedur fiir einen Zu-
fallsspaziergang auf den Extremalpunkten konstruiert werden, der es erlaubt,
#E(D(Z)) iiber einen probabilistischen Algorithmus zu bestimmen. Leider ist es
bisher nicht gelungen, die Prozedur auf £ X n-Randsysteme mit k > 2 auszudeh-
nen.

Definition 3.2.7. Sei Z:=([;,I;,r,s) ein Randsystem mit #I[ =2,
2<n:=#I, <oco, I ={i1,i2} mit ry, >r; >0 und I = I, Definie-
re dann eine Funktion F:E(D(T)) —s 2Melnl2) | wie folgt: Zunichst sei
f:E(D(Z)) — I eine Funktion, so daff Y Y 0 € {pi,j»Pirj}-

PER(D(T)) jeL\{f(P)}
Fiir P € E(D(T)) sei

(3.26)
T(P):={(,72) € Ia x I = j1 # j2, f(P) € {41, 42} Piv.jv > 0, pij, > 0}

Fiir (J1,72) € T(P) definiere §Uv2) = min{p;, 5, piyin } sowle
PO = () pyen xry durch PO Gy gy = Plis(\Gr ) 1nd

(3 27) (jhjz) o Pi,j + 5(]-1’]-2) ﬁil‘ (la]) € {(i1,j2), (i27j1)}a

. pz,] T o 5(]‘1’]'2) f.. R . . R .
ph] ur (Za]> € {(ha]l)a (527]2>}-

Schlieklich sei

(3.28) F(P):={PW») . (ji,5,) € T(P)}.

Im Fall, dak Z=(L,I;,r,s) ein beliehiges Randsystem it
min{# e, # o e} = 2, max{#I[1 n, #l2m} < oo ist, kann die Funktion F

ganz analog definiert werden.

Lemma 3.2.8. Sei Z:= (I, Izr,s) eln Randsystem mit

min{#n e, # 1o} = 2, 2 < n:=max{# p, #Lom} < 00 und
F : E(D(T)) — 2M=(h:12) gemif Definition 3.2.7.

(a) Fiir P € E(D(I)) gilt F(P) C E(D(T)).
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(b) Fiir P,@Q € E(D(Z)) gibt es eine endliche Folge (Pz')z'e{l,...,k} C E(D(Z)) mit
P1:P, Pk:Q, Y Pl+1€F(Pl)

i€{l,...k—1}

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, daf
#I, =2, 2<n:=#[L <oo, Iy ={iy,i2} mit r;, >r;, >0, I, =1, und
sj, = min{s; : j € I,}. Die Bezeichnungen seien wie in 3.2.7.

a) Nach Wahl von f gilt v v 0 € {pi, j,Pir.,j}, und nach Definiti-
( ) Te (41,02) €T (P) €\ {5152} {P P J}

on von 6W132) ynd (3.27) ist

9 o p Y ode Y
(3 9) (jl,jz)b;T(P) (0 € {pumvpzml} oder 0 € {pu,yzapw,h})

Also ist G(P(j1 ’jQ)) kreisfrei fiir alle (j,72) € T(P).
(b) Man definiere auf E(D(Z)) eine Relation ,,~*, wie folgt: Fiir P,Q € E(D(I))

gelte P ~ (@) genau dann, wenn es eine endliche Folge (Pi>ie{1,...,k} C E(D(Z)) mit

P, =P, P, =0Q, . Vk , P11 € F(P,) gibt. Dann ist klar, daf ,~* reflexiv und
i€{1,. k=1

transitiv ist. Da nach (3.27) 0 }/:’(P) P € F(Q) gilt, ist ,~* auRerdem symmetrisch.
€

Damit ist ,~“ eine Aquivalenzrelation. Der Beweis von (b) erfolgt nun durch
Induktion nach n. Aus der Definition von §\172) und (3.27) folgt, daf P ¢ F(P).
Damit ist fiir n = 2 wegen #E(D(Z)) = 2 nichts mehr zu zeigen. Sei also n > 2.
Setze

73(2) = {P € E(D(I>) Py = 0, Pis,i = Sj1}7
(330) 7)( ) = {P S E(D(I)) PG T Sh Piagi T 0}7
,P(:) = {P € E(D(I>) D Pivgys Pisgy > O}

=37

Sind P,QE’P<0) und  bezeichnet man die zu ,~“ analoge Re-

(13

lation —auf  Z(P1jx(\jy)) wieder mit ,~%  so gilt per Indukti-
on, dak  Plpym\giy) ~ Qlnxn\fiy) (man kann  annehmen, daf fiir
die zu f analoge Funktion f auf E(D(Z(P11,x(\(iy))) gilt, dak

gerto ) f(Q) = f(Q1nx(\i})))- Daraus folgt nun P~ Q. Da ,~“ eine
Aquivalenzrelation ist und E(D(Z)) = 'P(o) U 'P( ) U 'P(*> gilt, wird der Beweis

*
0

von (b) durch die folgenden Behauptungen 1 und 2 vollstandig,.

B : ~ P.
ehauptung 1 PQY * Qe?El? 0 Q~P
)7

Beweis. Fiir P € Mp(Ii, 1) sei  Sp:={jeL\{s}:p,; >0} und
mp := #Sp. Angenommen, Behauptung 1 ist falsch. Dann gibt es ein ,mi-
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nimales Gegenbeispiel”, das heifit,

3.31 E Y Pund V E ~ P
o iy o T ﬁi(:)"?”@)Q

Insbesondere muf dann mp > 0 gelten, da das fiir jedes Element von D(Z) gilt.
Nun sei j € Sp. Dann ist (jy,5) € T(P). Wegen PU19) ¢ 73(0) mub p;, i < pi

gelten. Dann ist aber PU17) ein Gegenbeispiel zu Behauptung 1 mit m pg,.5) < mp
im Widerspruch zur Wahl von P. A

Behauptung 2. Pe’lY(*) Qe’P(*E;U’P(O) Q € F(P).

Beweis. Se1 P € 73( ) gegeben. Wihle dann j € I \ {j1} mit (j1,75) € T(P). Nach

*
0

(3.27) ist p"' ) > 0, das heift, es gilt PU192) € 73(*> oder PU2) ¢ 73(0). A

12 »J1



Anhang A

Quelltexte implementierter
Algorithmen

A.1 Mathematica-Implementation eines Algo-
rithmus zur Bestimmung extremaler Matri-
zen im endlichen Fall

s[1_]:=Apply[Plus,1]
okl[v_,w_]1:=s[v]==s[w]

linela_,j_,n_]:=ReplacePart[nline[n],a,j]
nlinel[n_]:=Table[0, {n}]

index[i_,j_]:=Partition[Flatten[Table[{k,1},{k,i},{1,j}]1],2]

mindex[v_,w_]:=Select[index[Length[v],Length[w]],
testmind[#,v,w] &]

testmind [{i_,j_},v_,w_]:=v[[i]l]l<=w[[j]1]

nindex[v_,w_]:=Select[index[Length[v],Length[w]],
testnind[#,v,w] &]

testnind[{i_,j_},v_,w_]:=v[[il]>=w[[j]1]

ran[min_,max_,{m_,n_J},a_]

:=Map [anzex ,Map[conv,
Table[{Table[Random[Integer,{min,max}],{m}],
Table[Random[Integer,{min,max}],{n}]1},{a}]]1]

conv[{11_,12_3}1:={11,12} /; s[11]==s[12]

86
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conv[{11_,12_3}]
:={11,ReplacePart[12,s[11]-s[12]+Last [12] ,Length[12]]}
/3 s[11]>s[12]
conv[{11_,12_3}]
:={ReplacePart[11,s[12]-s[11]+Last[11],Length[11]],12}
/; s[11]1<s[12]

mex [v_,w_]:=Map[MatrixForm,ex[v,w]] /; ok[v,w]
anzex [{v_,w_}]:={{v,w},Length[ex[v,w]]} /; okl[v,w]

ex[{x_},w_]:={{w}} /; ok[{x},w]
ex[v_,{x_}]:={Transpose[{v}]}

ex[v_,w_]:=Union[m[v,w],n[v,wl]

m[v_,w_]:=Apply[Union,Map[mij[v,w,#] &,mindex[v,w]]]
mijlv_,w_,{i_,j_}]
:=Map [rowin[v,w,i,j,#] &,ex[Deletelv,i],
ReplacePart [w,w[[j]1]-v[[il],j]11]

rowinl[v_,w_,i_,j_,mat_]:=rin[mat,linel[v[[i]],j,Length[w]],i]
rin[mat_,r_,i_]:=Insert[mat,r,i]

nlv_,w_]:=Apply[Union,Map[nij[v,w,#] &,nindex[v,w]]]
nijlv_,w_,{i_,j_}]
:=Map[colin[v,w,i,j,#] &,ex[ReplacePart[v,v[[i]]-w[[j]1],i],
Delete[w,jl]]

colinlv_,w_,i_,j_,mat_]:=cin[mat,linel[w[[j]],i,Length[v]],]j]
cin[mat_,1_,j_]:=Transposel[rin[Transpose[mat],1,j]]

Kurze Beschreibung des Programms (im folgenden sei Z das zu gegebenen Rand-
vektoren v,w gehorende Randsystem):

s[1_] berechnet die Summe einer Liste 1 von Zahlen. ok [v_,w_] testet, ob v,w
Randvektoren eines Randsystems sind. nline[n_] erzeugt eine Liste, die aus
n Nullen besteht. 1inel[a_,j_,n_] ersetzt in einer Liste, die aus n Nullen be-
steht, das j-te Element durch a. index[i_,j_] erzeugt eine Liste, die genau
alle Indizes einer ixj Matrix enthélt. mindex[v_,w_] und nindex[v_,w_] er-
zeugen Listen, die aus den Elementen der Mengen M(Z) beziehungsweise N(Z)
gemif (2.52) bestehen. rin[mat_,r_,i_] (cin[mat_,1_,j_]) fiigt in die Ma-
trix mat eine neue i-te Zeile r (j—te Spalte 1) ein. rowinl[v_,w_,i_,j_,mat_]
(colinl[v_,w_,i_,j_,mat_]) fiigt in die Matrix mat eine i-te Zeile (j-te Spal-
te) ein, die an der j-ten (i-ten) Stelle v[[i]] (w[[j]]) stehen hat und sonst nur
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Nullen. mij[v_,w_,{i_,j_}] erzeugt eine Liste der Elemente von /\/lm'(I) gemaf
(2.55); entsprechend erzeugt nij[v_,w_,{i_,j_}] eine Liste der Elemente von
J\fm‘(l’) geméfs (2.56). mlv_,w_] beziehungsweise n[v_,w_] erzeugen eine Liste
der Elemente von A/I(I) beziehungsweise N(I) gemafs (2.57). ex[v_,w_] liefert
eine Liste der extremalen Matrizen, das heift der Elemente von £(Z) geméf De-
finition 2.5.1. mex[v_,w_] gibt die Elemente von ex[v_,w_] in Matrixform aus.
anzex [{v_,w_1}] berechnet #E('D(I)) ran[min_,max_,{m_,n_J},a_] wendet die
Funktion anzex auf a ,,zufillig” erzeugte Randsysteme mit m Zeilen und n Spal-
ten an, wobel die Eintrige der Randvektoren ganze Zahlen zwischen min und max
sind.

Bemerkung A.1.1. Damit die Funktionen dieses Programins zuverlassig funk-
tionieren, mufl Mathematica exakte Grofenvergleiche durchfithren kénnen. Des-
halb darf das Programm nur auf ganze Zahlen oder Briiche, nicht aber auf Flief-
kommazahlen angewendet werden.

A.2 Mathematica-Implementation eines Algo-
rithmus zur Bestimmung von #E(D(Z)) im

2 x n Fall

Das folgende Programm benutzt die Funktion s aus Abschnitt A.1.

fanzex[{v_,w_}]:={{v,w},sanzex[Sort[v],Sort[w]]}
sanzex[{ri1_,r2_},w_]:=s[Table[cex[r1,i,w],{i,Length[w]}]]
t+rcex[rl,w]

subsets [{}] :={{}}
subsets[v_]:=Flatten[Map[hl[#,Last[v]] &,subsets[Droplv,-11]],1]
h1[1_,e_]:={1,Append[l,el}

valid[l_,min_,max_]:=1 /; min<s[1l]<max
valid[l_,min_,max_]:=0
valtab[s_,min_,max_] :=Map[valid[#,min,max] &,s]

cex[ril_,i_,w_]:=s[valtab[subsets[subl[rl,i,w]],r1-wl[[i]],r1]]
subl[rl_,i_,w_]:=Select[Deletel[w,i] ,#<r1 &]

rvall[ri_,1_1:=1 /; s[1l]==r1
rval[rl_,1_]:=0
rvaltab[ri_,s_]:=Map[rvallrl,#] &,s]
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rcex[ri_,w_]:=s[rvaltab[rl,subsets[rsubl[rl,w]]]]
rsubl[ri_,w_]:=Select[w,#<=rl &]

Kurze Beschreibung des Programms (wieder sei Z das zu gegebenen Randvek-
toren v,w gehorende Randsystem; dabel wird jetzt immer vorausgesetzt, dafl v
zwelelementig ist):

subsets[m_] liefert eine Liste aller Teilmengen von m. valid[1_,min_,max_]
testet, ob die Summe der Elemente von 1 echt zwischen min und max liegt. Ist
das der Fall, so wird 1 ausgegeben, ansonsten 0. valtab[s_,min_,max_] wendet
valid[l_,min_,max_] auf eine Liste von Listen s an und liefert eine Tabelle
der entsprechenden Wahrheitswerte (O oder 1). subl[r1_,i_,w_] entfernt aus
der Liste w das i-te Element sowie alle Elemente, die nicht kleiner als ri sind.
cex[ri_,i_,w_] berechnet die Kardinalitdt der nach (3.10) definierten Menge
7;(1) Die Funktion rval entspricht der Funktion valid, nur daf rvall[ri_,1_]
testet, ob die Summe der Elemente von 1 gleich r1 ist. In der gleichen Wei-
se entsprechen die Funktionen rvaltab, rcex, rsubl den Funktionen valtab,
cex und subl. sanzex[v_,w_] berechnet #E(’D(I)) nach (3.18), wobel vor-
ausgesetzt wird, daf die Elemente von v und w der Grofe nach sortiert sind.
fanzex[{v_,w_}] gibt #E(’D(I)) zusammen mit {v,w} aus, wobei die Elemente
von v und w nicht mehr sortiert sein miissen.

Wieder 1st Bemerkung A.1.1 zu beachten.
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