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Themeniibersicht

e Normierte Vektorraume

— der Raum K": Arithmetik & Konvergenz

— Normierte Rdume: Offene & abgeschlossene Mengen, Konvergenz, Vollstéandig-
keit

— Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

— Réume mit Skalarprodukt
e Differentialrechnung im K"

— partielle Ableitung, Gradient
— Jacobimatrix & -determinante

— partielle Ableitung héherer Ordnung, die Raume C*

totale Ableitung, Differenzierbarkeit
— Kettenregel
— Richtungsableitungen

e Extemwertaufgaben

— stetige Funktionen auf kompakten Mengen
— Taylorentwicklung
— quadratische Formen

— notwendige Bedingungen fiir lokale Extrema und stationédre Punkte
e Integration

— Riemannintegral im R"

— Satz von Fubini
e Gewohnliche Differentialgleichungen (ODE)

— Definition, geometr. Interpretation
— Trennung der Variablen

— lineare ODE, Variation der Konstanten



1 Normierte Vektorraume

Dies sind K-VR mit abstraktem Langen- und Abstandsbegriff
Wichtigstes Bsp.: K*
Erinnerung: Wir schreiben K, wenn K = R oder K = C stehen darf.

1.1 Der Raum K"

Def. 1.1. Sein e N={1,2,...}.

K™: Menge der n-Tupel (z1, ..., z,) mit Koordinaten z; € K, ..., z, € K
(also K" = F({1,...,n},K) = Menge der Fkt. auf {1,...,n} mit Werten in K).

Elemente aus K" heiflen Punkte oder Vektoren.
Sei z = (z1,...,2,), W= (wy,...,w,), A € K.

Addition:
24w = (21 +wy,..., 2, + W), (1.1a)

Skalarmultiplikation:
Az = (Az1, .., AZp), (1.1b)

Inneres Produkt / Skalarprodukt:

v komplex konjugiert

zow = (z,w) = zlw1+---+znu_)n:szsz, (1.1c)
j=1

(euklidische fiir K = R) Norm / Lénge / Absolutwert:

2] = Jlzll = vz 2 = VP - + [l (1.1d)

(euklidischer fiir K = R) Abstand:

|z —w| =]z — w12+ F |20 — w2 (1.1e)

Bem. 1.2. K" mit Add. (1.1a) und Sk. mult. (1.1b) ist ein K-Vektorraum (VR) mit
Nullelement 0 := (0,...,0) (siche [Phi22, Bsp. A.2(d)] in [Phi22, Anhang A]).

[Phi22, Anhang A]: Lineare Algebra.

Lem. 1.3. Eigenschaften der Norm | - | auf K™:
(a) || ist positiv-definit, d.h.

v \z|20und<\z|:O<:)z:O).

zeKn



(b) |- | ist homogen vom Grad 1, d.h.

VooV ae] = Al

zeK™  XeK

(c) Dreiecksungl.:
Voo Fw| < 2]+ |wl.

z,wekn

Bew.: (a): Klar, wegen |z] = /|z1]2 + - -+ + |zn|2.
(b):

Azl = | D Pl = AR 1502 = 1A
j=1 =1
(c) wird auf spéter verschoben. O

Bem. 1.4. Nach Lem. 1.3 ist | - | eine Norm (Def. 1.17).

Def. 1.5. Einheitsvektoren: e € K" mit |e| = 1.
Die Standardeinheitsvektoren

bilden eine Basis des K-VR K".

Bem. 1.6.

Not. 1.7. Fir z,y € R" sei z <y (bzw. z < y)

gdw. V x; <y; (baw. z; <vy;).

Bem. 1.8. Fiir n > 2 brauchen x,y € R"™ nicht vergleichbar sein! Bsp.: x = (1,0),
y=1(0,1), z=1(2,2). Dann ist < z, y < z, aber weder < y noch y < z.

Not. 1.9. I C R” heiit n-dim. Intervall g.d.w. [ = I; X - -- X I, mit reellen Intervallen
I, CR,..., I, CR. Die Langen |[1|,...,|],| heiffen Kantenléingen von /.
Fir z,y € R™ mit < y def.:

lz,y[={2z e R": v < z <y} =|x1,ys[X - X]Tp, Yu| (off. Int.),
[Tyl ={z €eR": v <z <y} =[r1,1n] X X [Tn, Yn] (abg. Int.),
][:E’ y][ T } entsprechend  (halboffene Int.)

Tyl i=...



Konvergenz in K": Def. fiir Konv. in K tibertrégt sich, wenn wir | - | in K durch | - | in
K" ersetzen:

Def. 1.10. Sei (2*) = (2¥)reny = (21, 2%,...) Folge in K™. Dann heifit (2*) konvergent
mit Grenzwert/Limes a € K™ (schreibe: limy,_,o, 2¥ = a oder 2* — a fiir k — o) g.d.w.

YV 3V |F-d<e
e0 NeN k>N

(2%) heiBt Cauchyfolge g.d.w.

vV 3 VP - <e

e>0 NeN  kI>N

In R2 oder C:

e-Umg. von a

Bem. 1.11. Fir alle z = (21,..., 2,) € K" gilt:

Vgl < Z| <laal+ -+ fzl. (1.2)
7j=1,...n ~—~

VIRl

Th. 1.12. Sei (2*) = (2F)ren Folge in K™ mit 2% = (2F, ... 2F).

7 n

Dann gilt:
: E_ ; k _
klggoz =a=(ay,...,a,) € K" & j:Xﬂn kh_)rrolo zi = aj.
(2%) ist Cauchy & , 1V (z;-“)keN ist Cauchy.
J=1L..,n

Bew.: Sei lim_,~ 2* = a. Dann:

v 3 VooF—da <e
>0 NeN k>N

Mit (1.2) folgt fir & > N:

jzlvmn |2F —aj] <|2F —a| <e

Also V limy o0 zf = aj.
Jj=1,...,n



Umgekehrt gelte 1V limy, o0 2f = ;. Dann:
]_

€
v 3 Vo2 —a < —.
e>0 NeN k>N J n

Mit (1.2) folgt fir & > N:

z—a\<2|z <nﬁ:6

Also limy_,, 2* = a.

Bew. beziiglich der Cauchyfolgen: Analog.

Def. 1.13. Folge (2*) in K" heifit beschrinkt g.d.w.
die Menge {|2*| : k € N} beschrinkt ist, d.h., g.d.w.

3V o<l <M
MeRS  keN

Umordnungen, Teilfolgen (TF): Siche z.B. Def. 1.7.21.

N bezieht sich auf mein Analysis I Skript

Lem. 1.14. (2*) sei Folge in K" mit lim;_,, 2* = a € K™
Dann gelten:

(a) (2%) ist beschrinkt.

(b) limy_,o, 2% = a fiir jede TF (25);en von (2%)gen.

(c) limg s 2% = a fiir jede Umordnung (2?®)cn von (2%)en.
(d) Gilt auch limy . 2 =b € K" soist a =b

(Limes ist eindeutig).

Bew.: Th. 1.12 liefert

A lim z’“ = aj.
j=1,...n k—o0

= Voo 0< |2 < M
Mi,...Mp>0 j=1,..n J
keN

(1.2)
Wegen [2F] < |28+ -+ |2F] folgt

0< ¥ <) M;eR],

J=1

keN

(1.3)

(1.4)

(1.5)



d.h., (2%) ist beschriinkt.
(b): (%) TF von (2*) = (2}') TF von (zF).

Wegen (1.4) folgt lim;_, o, z;-” = a; aus Prop. 1.7.23.
. Ana I Skript

Mit Th. 1.12 folgt nun lim;_, 2% = a.
(¢c): Genau wie in (b).
(d): Sei limy,_,o 2¥ = b € K™

Th. 1.12 = v lim 2* =b;.

Jj=1l,..,n k—00 J

(1.6)

(1.6) & (14) = V a; = bj, da Limiten von Folgen in K eind. sind. Also

Lem. 1.15. Seien (z%), (w*) Folgen in K", limy o 2% = a, limy_,q w"

A, 1€ K. Dann:

(a) limy_oo(A2" + pw®) = Xa + pb.
(b) limg_oo(2* - wk) = a - b.

(c) limy o0 |2*] = |al.

Bew.:

Th.1.12 =V lim 2 = a;,

j=1,..,n k—o0

A hmw—b

j=1,...n k—o0

(a): Grenzwertsitze (GWS) fiir Folgen in K und (1.7)
= Vv limk_mo()\zjk + ,uw}“) = Aaj + pb;.

Th 1.12 = (a).

(b): Wieder GWS fiir Folgen in K und (1.7)

= a- b—g ajb— lim 2% lim w”
k~>oojkaoo J
n
o KR i (R k
= lim ziwi = lim (27 - w").

k—o0 k—o0

J=1

]

= b, sowie

(1.7a)
(1.7b)



Stetigkeit der Wurzelfkt.

lim |zk|:klim Vizk . Zk ;L lim (zk~zk)@\/a~a:|a\.
—00

k—o0 k—o0

Th. 1.16. (a) Folge in K" ist konvergent g.d.w. sie eine Cauchyfolge ist.

(b) (Satz v. Bolzano-Weierstraf}): Jede beschr. Folge in K™ hat eine konvergente TF.

Bew.: (a) (2*) konv. in K»

Thél? v (zf) konv. in K
Jj=1,...,n
Resultat fﬁgﬂgen in K H (ij) Cauchy in K
Th<.$1.12 (Zk) Cauchy in K"

(b) Bew. skizze (exakter Bew. via Induktion):

(2%) beschr. = (|2*|) beschr. 2 (]25) beschr.
Bolzano-W. fiir Folgen in K
liefert TF 1 so, dass (2) konv.
| TF 2 so, dass (21", (24" konv.
U.s.W. [

1.2 Normen

Def. 1.17. Sei X ein K-VR. Eine Fkt. || - || : X — R{ heifit Norm auf X g.d.w. (i) —
(iii) gelten:

(1) || - || ist pos. def., d.h.

v (quzo = x:O).

reX
(ii) | - || ist homogen vom Grad 1, d.h. V. ¥V | Az]| = |A|||z.
xeX AeK
(iii) || - || erfiillt die Dreiecksungl., d.h.

v < .
Y eyl < D+ Dyl
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Ist || - || Norm auf X, so heifit (X, | - ||) ein normierter VR oder auch norm. Raum.

Lem. 1.18. Ist (X, || - ||) norm. VR, so gilt die umgekehrte Dreiecksungl.:
vzl =yl < lle = yll- (1.8)

z,yeX

Bew.: Wie in Ana I:

A-Ungl.
el =lz—y+yl < Nz—yll+lyll = lzl=Ilyll <z -yl

A-Ungl.
Iyl =lly ==+l < lz—yl+lzll = =l =lyl) <lz -yl

b= il = ligll| < llz =yl =
Bsp. 1.19. (a) Norm (1.1d) ist Norm auf K" (Lem. 1.3 & Bem. 1.4).

(b) S sei Menge. f: S — K heifit beschriankt g.d.w. die Menge
{If(s)| : s € S} C R} beschr. ist.
B(S,K) := {(f S—K): f beschr.}.

Definiere
feBis) [ fllsup == sup{[f(s)| : s € S} € Ry. (1.9a)
Sei f,g € B(S,K), A € K.
o 1F() + 9()] < F )+ 9()] < N Fleup + Ngllowp € RS (1.9b)
= f+ g€ B(S,K) und
roeisiy M gl < Mo + l19llsup, (1.9¢)
d.h., || - |lsup erf. A-Ungl.
Auch
Yoo Y = MG A llsew € Ry (1.10a)

= \f € B(S,K). Wegen f+g¢g € B(S,K) und A\f € B(S,K) ist B(S,K) Untervek-
torraum des K-VR F(S, K).

M llsup — sup{| N[ f(s)| : s € S}
MO N sup{£(s)] : s € S} = NI flswp-  (1.10D)

| - |lsup ist Norm auf B(S,K) (die Supremumsnorm):
1/ llsup = 0, da [ f(s)] > 0.

f=0¢e€ B(S,K) < f(s) =0 fiir alle s € §

< || fllsup = 0. Also ist || - ||sup POs. def.,

(1.10b) = || - ||sup ist hom. v. Grad 1,

(1.9¢) = || - ||sup erf. A-Ungl.

Also ist (B(S,K),|| - [lsup) norm. K-VR.




1.3 Offene & abgeschl. Mengen und verwandte Begriffe
Def. 1.20. (X, || - ||) sei norm. VR. Fiir x € X, r € R def.

B(r):={ye X: |lz -yl <r},
Bi(z) ={ye X : |z —y| <r},
Sp(w) ={ye X : ||z —y| =r}.

B,(z): Offene Kugel mit Mittelpunkt x, Radius 7.

B, (x): Abgeschl. || | | IF T
Sy (z): Sphére/Kugeloberfl. || I 1, Il -
U C X heifit Umgebung von x € X g.dw. 3 B (z) CU.

e>0

Def. 1.21. Sei (X, | -||) norm. VR, AC X, z € X.

(a) z heifit innerer Pkt von A g.d.w. go B.(z) C A
( inn. Pkt. v. A = x € A).

(b) 2 heifit Randpkt von A g.d.w.

\ (AﬂBe(x)#@ und ACOBE(J:)#QD

e>0

! e
‘A W AT=X\ A

(c) z heiBt Haufungspkt (HP) von A g.d.w.
Z’O B.(x) N A enthélt unendl. viele Punkte

(rt HPv. A4 z € A) (vgl. Def. 1.7.33(a)).
HP

X

isol. Pkt

.] kein HP

(d) = heifit isolierter Pkt v. A g.d.w.
go B (z)NA = {x}

(zisol. Pkt. v. A=z € A)  (vgl. Def. L7.33(b)).

11



(e) Die Menge aller inneren Pkte von A heifit das Innere von A.
Bez.: A° oder int A.

(f) OA := Menge der Randpkte v. A (der Rand von A).
(g) A:=clA:= AUOJA heiBt der Abschluss von A.

(h) A heiit offen g.d.w. A = A° d.h., g.d.w.
jeder Pkt. aus A ist innerer Pkt. von A.

(i) A heiit abg. g.d.w. A° offen.

Bem. 1.22. A offen & A€ abg.:
Es gilt (A°)°=X\A°=X\(X\A4) =4, also

A° abg. Pet L210 (A°)¢ offen < A offen.

Lem. 1.23. (X,| - ||) sei norm. VR.

12

(a) Fiir jedes € X, r € RT ist B,(z) offen im Sinn von Def. 1.21(h) und B, (z) ist

abg. im Sinn von Def. 1.21(i).
(b) 0 und X sind sowohl offen als auch abg.
(c) Punkte sind immer abg. Genauer:

vV {z} ist abg.

zeX

Bew.: (a): Ubung.

(b) Jeder Pkt in ) ist innerer Pkt (da es gar keinen Pkt in () gibt), d.h., 0 ist offen,

X ist abg.

Sei nun =z € X. Dann: VO B.(z) C X. Also ist « inn. Pkt von X, X ist offen,
€>

() ist abg.

(c) Zeige: X \ {z} ist offen. Sei y € X \ {z}. Dann ist € :

|z =yl > 0. Wir

zeigen B.(y) C X \ {z}: Sei z € B.(y). Dann ist ||z — y|| < €. Also ist © ¢ B.(y),
d.h. B(y) € X \ {z}, d.h. y ist inn. Pkt von X \ {z}. Day € X \ {z} beliebig

war, folgt X \ {z} offen.

Bsp. 1.24. Sei X =K, ||z| := |2|. Dann ist (X, || - ||) norm. VR.

(a) Seir > 0.
K_C. v l_%’r(z):{wE(C:]z—w|<r},
2€C B(z)={weC: |z—w| <r}.
K_®. v ET(x) =l —r,x+r|,
€R B(z) =[z—r,a+7]

]
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(b) K = R: Fiir A :=]0,1] ist A° =]0,1[, 94 = {0,1}, A= [0, 1].
(c) K=C: Fiir A:=]0,1] ist A° =0, 0A= A= [0,1].
(d) Fiir K =R und auch fiir K = C: Fiir A := Qist A°=0, 04 =A=R.

(e) Fiir K = R und auch fir K = C: Fiir A := {2 : n € N} ist jedes 2 € A ein isol.
Pkt v. A.
Insbesondere: A° = (). Der einzige HP v. A ist 0.

Bem. 1.25. (a) Beliebige Vereinigungen (endl. & unendl.) von offenen Mengen sind
offen. Endl. Durchschnitte offener Mengen sind offen.

(b) Beliebige Durchschnitte abg. Mengen sind abg. Endl. Vereinigungen abg. Mengen
sind abg.

Bsp. 1.26. Betrachte (R, |- |). Es ist

Ml — %’ %[: {0},

Ures[3: 1] =0,1], d.h., i.A. sind unendl. Schnitte offener Mengen nicht offen und unendl.
Vereinig. abg. Mengen nicht abg.

Def. 1.27. Sei (X, || - ||) norm. VR. Dann heifit A C X beschr. g.d.w. A=)
oder (A # 0 und {||lz — y[| : z,y € A} C R{ ist beschr.),
sonst heiffit A unbeschr. Nenne

0 fir A =0,
diam A := ¢ sup {Hx -yl zy € A} fiir ) # A beschr.,
o0 fiir A unbeschr.,

den Durchmesser von A. Also diam A € [0,00] := R} U {co} und A beschr. g.d.w.
diam A < oo.

Lem. 1.28. A C X beschr. & EIO A C B,(z).
r>0,
zeX

Bew.: “=7: A beschr. = diam A < oco. Setze r := 1 + diam A.
Sei x € A. Dann gilt VA |z —y|| < diam A < r, also A C B,.(z).
ye

“<":Seir >0,z e X mit AC B,(z). Dann:
Vo =yl <,
yeEA

Vo lz=yll <llz =2l + ||z — yl| <2r, also
y,z€EA

diam A < 2r < oo. O



Lem. 1.29. (a) Ist A C X endl,, so ist A beschr.
(b) A,B C X mit A, B beschr. = AU B beschr.

Bew.: (a) Sei A endl. Wihle a € A; setze r := 1 + max{|ja — z| : = € A}.
Dann ist 1 < r < oo, da A endl.
Da A C B,(a), folgt A beschr. nach Lem. 1.28.

(b) A, B C X seien beschr. Nach Lem. 1.28 ex.

z,y € X und r > 0 mit A C B,(x), B C B,(y).

Setze a = ||z — y||, e == 1 + .

Dann ist A C B,(z) C B(x).

Yol < [Ib— gl lly — ol <7+ a=c

also B C B.(z) und dann AU B C B.(z), d.h. AU B beschr.

1.4 Konvergenz
Def. 1.30. (2")gen sei Folge in X, (X, ] - ||) norm. VR.

(a) («%) heiBt beschr. g.d.w. {z* : k € N} beschr. nach Def. 1.27.

(b) (2*) heiBt konvergent mit Limes y € X
(limy_s00 2% = y oder 2F — y fiir k — o0) g.d.w. limy_,o [|2% — y|| = 0. Also

lim 28 =y < lim |25 —y| =0.
k—o00 k—00

(c) (z%) divergent < (z*) nicht konvergent.

k ko
(d) (2*) Cauchyfolge < EYO NEN MzN |lz" —2'|| <.

(e) y € X heiBt Hiufungspkt (HP) von (z*) g.d.w.
Yo B.(y) enthilt unendl. viele z*, d.h., g.d.w.
Z’O #{k e N: zF € B.(y)} = c0.

Lem. 1.31. Fiir Folge (z¥) in X sind dquivalent:

(i) («*) ist konvergent mit Limes y € X.
i) Vv 3V zFe B(y).

e0 NeN k>N

Bew.: (i) < limg_ |28 —y|| =0

VY IV -y <e
e0 NeN k>N e o—r
xk€Bc(y)

& (ii)

14
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Prop. 1.32. Sei (z*) Folge in norm. VR X.

(a) Grenzwerte sind eindeutig: limy_,o 2% = a, limy_,oo 2% = b = a = b.

(b) (%) konvergent = (x*) beschr.

(c) Gilt lima* = a, so gilt das selbe fiir jede Teilfolge (TF) und jede Umord. von (z*).
(d) y € X ist HP von (2*) < (2%) hat gegen y konvergierende TF.

(e) (2%) konv. = (2*) Cauchy.

Bew.: — alle Bew. analog zu entsprechenden Bew. in Ana. I. Nur (a), (b) und (e) seien
noch einmal ausgefiihrt.

(a) Kontraposition: Sei a # b, limy_,o, " = a. Dann: € := |ja — b||/2 > 0.
a.vX .b ‘
Ba)  Bb

Sei z € B.(a). Dann
la =0l < lla =zl[ +lz =0l = [lo—=b]=la—0bl-la—=z]>2—e=¢

da ||z — al| < e. Also x ¢ B.(b). Da fast alle 2* in B.(a) liegen, liegen nicht fast
alle 2% in B.(b), d.h. 2% 4 0.

(b) Sei limy_ 0o 2¥ = a € X. Dann

3 W fEk € Bl(a).
NeN k>N
Also ist By := {z* : k> N} beschr.
By := {z% : k < N} ist endl., also auch beschr.
Also ist auch {z* : k € N} = B; U B, beschr.

(e)

lime*=a = V 3 vV 2" € Be(a).
e0 NeN k>N 2
Also e e
k|l < ||k ol €. ¢
et =l < et —al e - el < S+ S =

d.h., (2%) ist Cauchy. O
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Bsp. 1.33. (a) Die Folge
((0,1),(1,5),(0,3),(1,4),...) in K? ist nicht
Cauchy und konvergiert also auch nicht. Thre HP sind (0,0) und (1,0).
Die TF ((0, 5 ))keN konv. gegen (0,0);

7 2k—1

die TF ((1, 2—116))k€N konv. gegen (1,0).

(b) Sei X der K-VR der Folgen in K, die schliellich konstant Null sind, d.h.
2 = (Zn)nen, z2n € K, ist in X g.d.w.

(1,1,1,0,0,...) € X

= V  z,=0 z.B. 11
NeN n>N (175,5’“.)¢X

Mit [|2]lsup = [|(zn)nenllsup = sup{lzal - n € N}

ist X ein norm. K-VR (ein Unter-VR von B(N,K), dem Raum der beschr. Abb.
f: N— K, vgl. Bsp. 1.19(b)).

Betrachte die Folge (2%)pen in X mit

i {1/n fir 1 <n <k,

Z, =
0 firn >k
2t =(1,0,0,...)
1
2=(1,-,0,0,...
Z (727 b ) )

Dann ist (2*) Cauchy in X (bez. || - [lsup),
aber nicht konvergent in X (Ubung)
(der Limes bez. || - [|sup ist (2)nen ¢ X).

n

Lem. 1.34. Jede Norm || - || ist stetig, d.h.

lima* =2 = lim|2"|| = ||z
Bew.: limz* = 2 = lim ||2* — z|| = 0. Also, wegen
0 < [l ~ el < o~ |
folgt lim |[|2*|| — [|z||| = 0 nach Einschachtelungsatz. O

Def. 1.35. (X,| - ||) heift vollstindig g.d.w. jede Cauchyfolge in X konvergiert. Ein
vollst. norm. VR heifit Banachraum.

— K" mit der euklidischen Norm (geméfl (1.1d)) ist vollst. (also Banachr.)



17

— Bsp. 1.33(b) zeigt, dass der Raum der Folgen in K die schlieBlich konst. Null sind
mit der || - ||sup-Norm ein norm. VR ist, der kein Banachraum ist.

Th. 1.36. Sei (X, -||) norm. VR, A C X. Dann sind &q.:

(i) A ist abg.

(ii) Der Grenzwert jeder Folge in A, die in X konvergiert, liegt in A
(vgl. Def. Ana 1.7.42(Db)).

Bew.: (i) = (ii): A abg. = A° offen

reA = 3 B(x)CA

>0

= keine Folge in A konv. gegen x

= (ii).

(ii) = (i) via Kontrapos.:

—(i) = —(ii): A nicht abg. = A° nicht offen

¥ € A
x€Ac  keEN CEkEBl(CE)
k
Dann ist (%) Folge in A mit limz* =z
(da [jz* — 2] < £ — 0).
Also gilt —(ii). O

1.5 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

Def. 1.37. Seien (X, -|)), (Y, -]|) norm. VR, M C X.
Ist £ € X HP von M, so hat f: M — Y den Grenzwert/Limes n € Y fiir z — £
(Bezeichnung: lim,_,¢ f(z) =n) g.d.w.

>0 530 xe(MrYBg(g)), Hf(m) B 77” <€ (1.11)
T#E

Bem. 1.38. Der Grund fiir £ # x in (1.11) ist, dass man f(§) # lim, ¢ f(x) zulassen
mochte.

Fir £ € M mit £ HP von M gibt es also genau 3 Moglichkeiten:

(i) lim, ¢ f(z) existiert nicht,

(i) £(§) # limye f(),

(iii) f(§) = limg ¢ f(2).
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Def. 1.39. Sind (X, || - ]), (Y, -||) norm. VR, M C X, £ € M, so heiBt f: M — Y
stetig in £ g.d.w.

v o3 v 1/ (z) = FE)] <e.

0 6>0 zeMNBs(€) <
f(@)eB(f(£))

f heifit stetig in M g.d.w. gVM f stetig in €.
— €
C(M,Y) bezeichne die Menge aller stetigen Fkt. von M nach Y.

Th. 1.40 (Folgenkriterium fiir Grenzwert und fiir Stetigkeit). X,Y seien norm. VR,
MCX, f:M—Y.

(a) Ist & HP von M, so existiert lim, ,¢ f(x) =n €Y g.d.w.

v ( lim 2" =¢ = lim f(z") = 77). (1.12a)

(x*) Folge in M \ {¢} k—o0 k—oc0
(b) Ist £ € M, soist f stetig in & g.d.w.

v ( lim o* =& = lim f(a*) = f(f)). (1.12b)

(x*) Folge in M k—o0
Bew.: (a) Ang., es ex. lim, ¢ f(z) =7 € Y und (z*) ist Folge in M \ {¢}
mit lim 2* = ¢. Dann gilt
lo =&l <o = |[f(z) —nll <e

550 zeM\{€}

>0 und 3 Vo2 =€) <6
NeN k>N

Also ka || f(x%) — || <, also lim f(z*) = 7.
>
Sei umgekehrt lim,_,¢ f(x) = n falsch. Wir konstruieren
(%) in M \ {&} mit limz* = £, jedoch (f(2*)) konv. nicht gegen n:
Da lim, ¢ f(x) = n falsch ist

1
3 3 k_ = By ol > e
€0>0 ng zkeM\{€} ||Z’ 5” < k und Hf(x ) 77” = €0

Dann ist (z%) Folge in M \ {¢&}, limz* = & und f(2%) 4 n.

(b) Ist £ HP von M, so geht man analog zu (a) vor.
Ist £ kein HP von M, so 530 M N Bs(€) = {¢}.
>

Dann ist jedes f : M — Y stetig in €. Andererseits gilt dann fiir jede Folge (z*)

in M: lima* =¢ = 3 vV 2f = ¢ woraus
NeN k>N

lim f(2%) = f(&) fiir jedes f: M — Y folgt. O
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Bsp. 1.41. (a) Konstante Fkt. sind stetig.

(b) Ist (2*) Folge in K" mit lim 2% = 2z € K",
S0 ist limz]’-C = z; fiir alle j € {1,...,n} nach Th. 1.12.
Daher sind alle Projektionen
7 K" — K, m(21,...,2,) = 2, stetig nach Th. 1.40(b).

Def. 1.42. Ist X norm. VR, M C X, f: M — K", so heiflen die Fkt.
flz M—>K7 R fn: M — K mit f(x) = (fl('r)aafn('r>>
(d.h. mit f; = m; o f) die Koordinatenfunktionen von f.

Th. 1.43. Sei X norm. VR, M C X, ¢ e M, f: M — K". Dann sind &quivalent:

(i) f ist stetig in &,
(ii) alle Koordinatenfkt. f; = m; o f sind stetigin £ (j =1,...,n),
(iii) alle Fkt. Re fi1,Im fi,...,Re f,,Im f, sind stetig in &.

Bew.:
1) o . (limz* = ¢ = lim f(z%) = £(9))
Th, 112 (Ik)vinM (limxk =¢ = j:lY..,n khﬁ\rgo filx My = f](f))
Th. 1.40(b) (i)
Ana L2y (limxk —¢ =V (lmRef(z*) = Re f;(¢)
(zF) in M j=1,...,n
A limIm f;(z*) = Im f;(€)) )
S Gig)
[
Bem. 1.44. Ist X Menge, Y K-VR und f,g: X — Y, so def.
(f+9): X =Y, (f +9)(x) = f(x) + g(2), (1.13a)
/\ZK Af): X —Y, A) () == Af(2). (1.13b)
Damit wird die Menge F(X,Y') der Fkt. von X nach Y
ein K-VR mit Nullelement f = 0.
Def. man fir f: X — C", f(z) = (fi(x),..., fu(x)), noch
Ref: X — R", Re f(z) := (Re fi(z),...,Re fu(x)), (1.14a)
Imf: X —R" Im f(z) := (Im fi(x),...,Im f,(x)), (1.14b)
frXx—cCn f@) = (fil2), ..., ful2)), (1.14c)
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so gelten

f=Ref+ilmf, (1.15a)
f=Ref—ilmf. (1.15b)

Lem. 1.45. (z%), (y*) seien Folgen im norm. VR (X, || - ||)
mit lim2* = 2, limy* = y.
Dann gelten

Jim (" +y") =z +y,
vV o lim (A2®) = Az

AeK  k—oo
Bew.: Vv a* +yF —z —y| < ||l2* — || +|lv* — v,
eN —_—— N——
=0 —0

also lim ||z* + y* — 2 — y|| = 0.
AVK lim |[Az* — Az = lim(|A] ||2* — z||) = |\ lim [|z* — z|| = 0. O
S

Th. 1.46. Sind X,Y norm. VR, M C X sowie f,g: M — Y

stetig in ¢ € M. Dann sind f + g und Af st. in

¢ fiir alle A € K (d.h., C(X,Y) ist Unter-VR von F(X,Y)).

Fiir Y = C" sind auch Re f, Im f, f st. in &.

Ist Y =K, so sind auch fg, f/g fiir g # 0 und |f] st. in &;

fiir Y = R auch max(f,g), min(f, g), f* := max(f,0), f~ := —min(f,0) st. in &.

Bew.: Sei (z¥) Folge in M mit limz* = ¢.
frg st in & = lim f(2%) = f(¢), lim g(2") = g(E).
Lem. 1.45 = lim(f + g)(2*) = lim (f(z*) + g(a*)) = f(€) +9(§) = (f +9)(€)
= f+gst.in .
Hm(Af)(2%) = lim Af (2F) "= Mim f(2F) = Af(€) = (Af)(€) = Af st. in &
Grenzwertsétze fiir Y = K (Th. Ana. 1.7.13(a)):
lim(fg)(z") = lim f(2*) lim g(2*) = f(£)g(&) = (f9)(§) = fg st. in €.

@R imfah) f©) o f
lim 755 = Tagem = 9@ = § St &
< #0

lim | f1(a) = |1(€) = If] st. in &

lim max(f, g)(z*) = max(f, g)(¢) = max(f,g) st. in & (min(f, g) analog)

= f*, f st.in &.

Y = C™ limRe f(2%) = Re f(&), limIm f(2*) = Im f(¢), lim f(2*) = f(¢) nach
1.(7.2), 1.(7.11f), d.h., Re f, Im f, f st. in €. O
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Bsp. 1.47. Jede lineare Fkt A : K* — K™ ist stetig: v Stelle j
Esist A(z) = AT, zie5) = D5y 2 A(e)). e;=(0,...,1,...,0)

Mit Aj : K" — K™, A;(z) = z;A(e;) also A =377 Aj.
Da limy_,o0 2° = 2 = limyyo0 2} = 2; = limyo0 25 A(e;) = 2, A(e;),
folgt A; st. fiir jedes j = 1,...,n, also A stetig.

Th. 1.48. Seien X,Y,Z norm. VR, Dy C X, f: Dy — Y, D, CY,g9: D, — Z,
f(Dy) €D, Ist fst.in§ € Dy und g st. in f(§) € Dy, soist (go f): Dy — Z st. in
¢ (insbesondere f, g stetig = g o f stetig).

Bew.: Sei (z*) Folge in D; mit limz* = ¢ € Dy.
fst.in € = lim f(2*) = f(€).
g st. in f(§) = g(f(&)) = limg(f(z")) = lim(g o f)(z").
S

(90)(€)
Also ist go f st. in &. O]

Bsp. 1.49. f: R" xC — C, f(x,2) := 2* = exp(zInx) ist stetig:
Mit 7y, 75 1 C2 — C, m(w, 2) = w, m(w, z) = 2 ist

f(z,2) = exp (ma(z, 2) In(m(z, 2))), also

f = expo(my(lnom)).

71, T2 sind st. nach Bsp. 1.41(b), also f st. nach Th. 1.48.

Def. 1.50. Sein € N. p = (p1,...,pn) € (No)" heiit
Multiindex, |p| := p1 + -+ + p, heiit Grad von
p. Fir x = (21, ...,2,) € K" setze

p._ p1,.P2 D
€T =Ty Ty iEn".

Fkt. x — 2P heit Monom vom Grad [p|.
Linearkomb. von Monomen heifit Polynom P, d.h.

P:K'—K, P@)=)Y a1, keNy, g ek

[p|<k

deg(P)::maX{dG{O,...,k:}: 3 |p|:d/\ap7é0}
pE(No)™
fiir P # 0;
deg(P) := —1 fiir P = 0.
N n-dim. Nullpolynom
P/Q mit Pol. P, @ heifit rationale Fkt.
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Bsp. 1.51.

Grad

Monome: 2y’ 5

x2y? 4

%y 3

x? 2

Y 1

1 0

Polynome: | P(x,y) = 52%y — 32> +y—1] 3

Q(r,y,2) =zy’z —22%* +1| 5

P(z,y)/Q(x,y, z) ist rat. Fkt. def. auf
{(z,y,2) € K*: Q(,y,2) # 0}.

Th. 1.52. Jedes Polynom ist stetig; jede rationale Fkt P/@) ist stetig in z € K", wenn

Q(2) #0.
Bew.: Bsp. 1.41(b) = ‘v’ Proj. m; : K" — K, 7;(2) := z;, stetig.
j=1,...,
Th. 1.46 = v Z = apaP st. =10 P st
p mit [p| < k
They a0 P/Q st. in jedem z mit Q(z) # 0. O

Bsp. 1.53. Menge M(n,K) = K" der (n x n)-Matrizen iiber K ist norm. VR.

(a) Da die Determinante det : M(n,K) — K ein Polynom ist, ist sie nach Th. 1.52
stetig.

(b) Lineare Algebra: A € M(n,K) invertierbar < det(A) # 0.
Mit GL(n, K) := det™ (K \ {0}) € M(n,K)
ist die Abb.
inv: GL(n,K) — GL(n,K), inv(A):= A",

stetig, da die Koordinatenfkt. nach Lin. Alg. rationale Fkt. sind.

Bsp. 1.54. (a) Sei X der Raum der Folgen in K mit der sup-Norm, die schlielich
konstant Null sind (vgl. Bsp. 1.33(b)). Die Abb.

A: X — K, A znneN: ZZ”

ist linear, aber nicht stetig: Mit

ko 1/k firl <n <k,
"lo fiirn >k,

konvergiert z& — 0 in der sup-Norm, aber A(z*) = 1 fiir alle ¥ € N (und A(0) = 0).
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(b) X :={(f: R—>R): f beschr., dif.bar} mit sup-Norm.
d: X — R, d(f) := f(0), ist linear, aber nicht stetig (Ubung).

Def. 1.55. Ist Y norm. VR, ¢ = ((1,..., () € K™, so heifit
f: K" — Y in ( bez. der j.ten Komponente stetig g.d.w.

¢: K—Y, &)= f(C s G100, Grry 5 G, (1.16)
in a = (; stetig ist.

Lem. 1.56. Sei Y norm. VR, ( = ({3, ...,(,) € K™ Ist
f: K" — Y stetig in ¢, so ist f in { bez. aller Komp. stetig.

Bew.: Sei (o) Folge in K mit lim oy, = (. Setzt man
2F= Gy, Gty e, Gy - -+ Ga), SO it (27) Folge in K™ mit
lim z¥ = ¢. Da f st., also lim f(z%) = f(¢).
Mit ¢ aus (1.16) ist ¢(ay) = f(2F), also
lim ¢(ax) = f(C) = ¢((;), also ist ¢ st. in (. O

Bsp. 1.57. f kann in ¢ in allen Komp. stetig sein, ohne in ( stetig zu sein: Betrachte

fKP—K, f(z,w):= {O ﬁfr 2w =0,
1 fir zw # 0.
Fiir ¢1, 02 : K — K, ¢1(a) := f(,0), ¢o() := f(0, ) gilt ¢; = 0 und ¢ = 0, d.h.,
¢1, ®2 sind in 0O stetig,
d.h., fist in (0,0) in beiden Komp. stetig.
f ist in (0,0) nicht stetig: Setze

(£,0) fir k gerade,

—~
el

,+) fiir & ungerade.

Dann gilt lim (2%, w*) = (0,0), jedoch f(2*, w*) = 1 fiir alle ungeraden k, d.h., (f(2*, w¥))
konvergiert nicht. O]
1.6 Skalarprodukt und Hilbertraum

Def. 1.58. Sei X ein K-VR. (-,-) : X x X — K heifit
inneres Produkt oder Skalarprodukt auf X g.d.w. (i) — (iii) gelten:

(i) (x,z) € RT fur alle 0 # x € X.

(i) Voo L Ootpyz) =M+, 2.
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(iii) V_ (z,y) = (y, 7).

z,yeX
Lem. 1.59. Ist (-,-) Skalarprodukt auf X, so gelten:
A =\ T
@ Yo Ly (@At u) =My + A 2)
(d.h. (-, -) ist eine Bilinearform fiir K = R, Sesquilinearform fiir K = C (konjugiert-
linear im 2. Argument)).

(b) ¥ (0,2) = (x,0)=0.

Bew.: (a)
(iii) (ii)
(x, \y + pz) = Ay + pz,x) = Ny, x) + u(z, x)
=My, 2) +a(z2) 2 Ma,y) + alz, 2).
(b) )
2,00 @ (0, 2) = (0z,2) € 0(z,2) = 0.
O
Th. 1.60. Ist X K-VR mit Skalarpr. (-, ), so gilt die
Cauchy-Schwarzsche-Ungl., d.h.
< .
e el <lzllyl, (1.17)
wobei
2] == v/{z, 2), [yl = /{y,y)- (1.18)

Gleichheit in (1.17) gilt g.d.w. x, y lin. abhéngig sind
(d.h., g.d.w. y =0 oder z = \y fiir A € K).

Bew.: Der Fall y = 0 ist klar. Gilt x = Ay, A € K, so ist

[z, )| = 1My, v)| = Ayl = A/ ANy ) lyll = =] [yl

d.h., (1.17) gilt mit Gleichheit.
Nun sei y # 0 und = — Ay # 0 fiir alle A € K, d.h.

0<(z—Ay,z—Ay) = (z,2 — \y) — My, z — \y)

= (z,2) — Mz, y) — My, 2) + ANy, y) = ||2]> = Mz, y) — Az, y) + APyl

‘9;3'2 Dann ist

Setze nun \ := |

0 < fofft - 2000 T | (o) ] _ elPlyl® o) G,
ol P Tk ,

also [z, y)| < [lz[[[lyl =
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Prop. 1.61. Ist X K-VR mit Sk.pr. (-, ), so def.

|| ’ || X — Ra_u ||ZE|| = <ZI7,ZL‘>,

eine Norm auf X (sie heifit die vom Sk.pr. induzierte Norm).

Bew.: 2 =0= (z,z) =0 = ||z]| = 0.

x#0= (r,z) > 0= ||z|| >0, dh., | -] ist pos. def.
Fir A€ K, z € X ist
IAz|| = ANz, 2) = /A2 {z, 2) = |A|||z]|, d.h., || - || ist hom. v. Grad 1.

Fir z,y € X ist
= 2Re(z, y) < 2[(z,9)|
—_——
lz+yl* = (& +y, 2 +y) = 2] + (=, 9) + (y,2) +ly|I*
L ) )
< lal® + 202 Iy + lyl* = (el -+ llyll)”
d.h., || - || erfiillt auch die A-Ungl. O

Def. 1.62. Ist X K-VR mit Sk.pr. (-,-), so heiit (X, (-,))
ein Préhilbertraum oder Innenproduktraum. Ein Prahilbertraum heif3t

Hilbertraum g.d.w. (X, || - ||) ein Banachraum ist mit ||z| := /(x,z) (d.h., g.d.w. die
ind. Norm vollstandig ist).

Bsp. 1.63. Wir iiberpriifen, dass das Sk.pr. aus (1.1c) tatsdchlich ein Sk.pr. auf K"
darstellt:
z2#0= 3 2, 7 0. Also

joE{l 7777 n}
2oz =30 %P > |z, > 0, d.h. Def. 1.58(i) gilt.
Fir z,w,u € K™ A\, u € K ist

n

Az + pw) - u = Z()\zj + pw;)u; = Z Azt + Z pw;it; = Nz -u) + p(w - u),

j=1 j=1 j=1

d.h. Def. 1.58(ii) gilt.
Wegen

]:1 ]:1

gilt auch Def. 1.58(iii), und (1.1c) def. tatséchlich ein Sk.pr.

Die Lénge aus (1.1d) ist gerade die ind. Norm des Sk.pr. und erfiillt insbesondere die
A-Ungl. (dies ist endlich der Bew. zu Lem. 1.3(c)).

Wegen Th. 1.16(a) ist die Norm aus (1.1d) vollstandig, d.h., K™ ist ein Banachraum
und ein Hilbertraum.



26

1.7 Aquivalenz von Normen
Bsp. 1.64. Beispiele verschiedener Normen auf K":

(a) Jede Abb. von {1,...,n} nach K ist beschriankt, d.h., K* = B({1,...,n},K) und
die sup-Norm aus Bsp. 1.19(b) liefert Norm auf K" (auch genannt oo-Norm):

Y el = el = max {J21] . 2ol
z=(21,...,2n)EK®

(b) Fiir p € [1, 0o heifit

n 1/p
- llp: K" — Ry, 2]l := (Z‘Za"p> ) (1.19)

Jj=1

die p-Norm auf K".
Fiir p = 2 ist dies gerade die vom Sk.pr. aus (1.1c) ind. Norm.
Jede p-Norm ist Norm auf K":
z=0= ||z||, = 0 ist klar.
0= 3 2l > 0 = |lz[l, =[] > 0.
¥ n

e{1,...,
n 1 .
VoY el = (S5 ) E = Izl
A-Ungl.:
Fiir p = 2 schon gezeigt (s. Bsp. 1.63).
Fir p = 1:

2+ wlly =) lz sl <Y (gl + lwgl) = D Lzl + D lwsl = 2l + [l
j=1 j=1 j=1 j=1
Bew. fiir p # 1, 2 ist aufwéndiger und wird hier nicht gefiihrt
(siehe z.B. [Phi22, Th. 1.85]). O

Def. 1.65. Sind | - [, || - || Normen auf einem K-VR X, so heifien
-1, [II - || &quivalent g.d.w.

3 v azll < ]I} < Bl

a,feRT  zeX

Prop. 1.66. Fiir Normen || - ||, ||| - ||| auf X sind gleichwertig:

) |-, Il - ||| sind dquivalent.

(ii) Fiir alle Folgen (z*) in X gilt
limaz* =z bez. || - || g.d.w. lim2* = z bez. ||| - |||

Bew.: Ubung. [
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Th. 1.67. Alle Normen auf K" sind dquivalent, d.h. (nach Prop. 1.66) alle Normen auf
K™ erzeugen genau die selben konvergenten Folgen.

Bew.: Es geniigt zu zeigen, dass jede Norm auf K" zur 2-Norm || - [|2
dquivalent ist. Sei also || - || bel. Norm auf K". Erinnerung:
z=3 0 zjejmit e; = (0,...,1,...,0) fiir alle 2 € K"
N Stelle j
Dann folgt:

—

n n P i ~
2l =) zies|| < D Izllleil = (2l - [zal) - (llealls - - llenll)
j=1 j=1

Cauchy-Schwarz (1.17)

< 1212 [[l€]l2- (1.20)
Setzt man 3 := /> 7" [le;||? = [|€]l2 > 0, so folgt
< . _
Y el < el (121)

Beh.: Es gibt auch o > 0 so, dass

2 alelb < el (1.22)

Ang. die Beh. ist falsch. Dann gilt:

1
3 | “I.
3 > )
Setze w* = ”;” Dann ist [lw(]2 > [[w*]| und [Jw]]; = 1.
Bolzano-Weierstra-Th. 1.16(b) liefert Teilfolge (u*) von (w") mit
limy, o0 ||u — u*]|o = 0 fiir ein v € K", d.h. limy_,o u* = u bez. || - [|2.

Lem. 1.34 (Stetigkeit der Norm), liefert ||ulls = limy_,o0 ||u¥]]2 = 1, also u # 0.

2
AuBerdem |uf —ul| < Blluf —ull; — 0, also auch limy .o u* = u bez. || - ||.
Stetigkeit von || - || liefert nun

ull = limp_eo Ju¥]] < limpoo £llu®lls = limye £ = 0, also u = 0 im Wider-
spruch zu u # 0. Also muss die Beh. doch richtig sein.
(1.21) & (1.22) bedeuten aber gerade die Aqu. von || - || und || - . O

Bsp. 1.68. Sei X der K-VR der Folgen (z,) in K mit

NeN

YV 2, =0 (wie in Bsp. 1.33(b) und Bsp. 1.54(a)). Dann sind

n>N

’zn neN”l- Z|Z”| und

H(Zn neN” = max{|zn| .nGN}

max
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Normen auf X und die Folge (2*) in X mit

& 1/k firl<n<k,
PARE
" 0 fir n > k,

konvergiert gegen (0,0,...) € X bez. || - ||max, jedoch nicht bez. || - ||; (Ubung). Nach
Prop. 1.66 sind also || - ||; und || - || max nicht dquivalent.

2 Differentialrechnung im R"

2.1 Partielle Ableitungen und Gradienten

Sei G CR" f: G— K, £ €. Idee: Variiere nur die j. Komponente von £ und def.
die part. Abl. 0;f(&) als die Abl. der 1-dim. Fkt. ¢ mit

Zj = ¢(xj) = f(flv s afj*hxj?fjﬁrlv s 7£n)
an der Stelle z; = ¢;, falls diese existiert.

Def. 2.1. Sei GCR", f: G — K, G, je{l,...,n}.
Gibt es € > 0 so, dass £ + he; € G fiir alle h €] — ¢, €[
(gilt z.B. fiir innere Pkte &), so ist f in § partiell nach z; dif.bar g.d.w.

existiert. Der Grenzwert wird dann j. part. Abl. von f genannt oder part. Abl. von f
nach z;. Bezeichnungen:

0,09, 2,00, T 1), D,1©)

Ist £ € OG, und gibt es € > 0 so, dass
£+ he; € G fiir alle h €]0, ¢

und £ — he; ¢ G ﬂ

o
€ — hey £+ hep €
¢ G
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(bzw. so, dass { — he; € G fiir alle h €]0, €]
und & + he; ¢ G ),

G

g

®
&E—hep € §+h61¢G

dann ersetzt man in der obigen Def. der part. Abl. in (2.1) den Grenzwert durch den
einseitigen Grenzwert

hl0 h R10 h
Ex. alle part. Abl. von f in &, so heifit der Zeilenvektor
V(&) = (Df(E),- -, 0nf(8)) (2.3)
der Gradient von f in £ (V heifit auch ‘Nabla’, engl. auch ‘del’).
Ex. 0;f(€) fur alle £ € G, so heifit auch die Fkt.
0f G—K, £ Of), (2.4)

j. part. Abl. von f.

Bsp. 2.2. Die Existenz aller part. Abl. von f impliziert i.A. nicht die Stetigkeit von f:
Betrachte
o i (x,y) # (0,0),

fiRP—R, f(z,y):= {0 fiir (x,y) = (0,0).

Es folgt:
( y(@®+y?)-22%y  x(a?+y®)—2ay’

g/(yQ — 2?) ;:(562 _ y25
(12 +y2)2 ’ (x2 +y2)2
Quotie;;enregel

L(0,0) fir (z,y) = (0,0).
/!

A\

Da f(z,0) = £(0,y) = 0 fiir alle (z,y) € R?.

Hier ex. also 0, f, 0,f auf ganz R?.
f ist jedoch nicht stetig in (0,0): Fiir £ € N setze
Tp = %, Y = % Dann ist limyg_,o(zx, yx) = (0,0), aber

) fir (2,) # (0,0),

J

Vf:R*— R} Vf(r,y=

1

= 1
v S CE——
e f(@r, k) k%_i_k% 9

Also lim f(zy, yx) = 5 # 0= f(0,0), d.h. f ist nicht st. in (0,0).
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Bem. 2.3. Sind alle part. Abl. in einer Umgebung von ¢ stetig, so ist auch f in & stetig
(siche Th. 2.19 unten).

2.2 Jacobimatrix & Jacobideterminante

Def. 2.4. Sei GCR", f: G — K™, £ € G.
Erinnerung: f = (fi,..., fm) mit Koord. fkt.
fi=mo f. Ang. es ex. alle part. Abl.

O fi(&) fir ke {1,....,n}, 1€ {1,...,m}, so
lassen sie sich als (m x n)-Matrix schreiben:

O1f1(§) . Onfi(E) V f1(§)
(&) = : : = :
Onfn(&) - Onfm(&)

J(€) heiit die Jacobimatrix von f in &.
Fiir m = n ist J¢(§) quadratisch und man kann det .J¢(§) bilden,
die Jacobideterminante von f in £.

_ 8(f177fm)

Tr(e) o1, .., xy)

Y fn(€)

Bem. 2.5. Treten Matrixmultiplikationen auf, so sind x € R™ und f(x) € K™ als
Spaltenvektoren zu betrachten, V g(x) hingegen als Zeilenvektor.

ayr ... Qg
Bsp. 2.6. (a) Sei A= | : | eine (m x n)-Matrix iiber K.
A1 - Qmp
Dann ist x+ — Az eine R-lin. Abb. von R™ nach R™ fiir K = R und die Ein-
schriankung der C-lin. Abb. A: C* — C™ auf R” fiir K = C.
Also Al(l’) = ZZ:l Q1T .
Also 8kAl(ZL‘) = %(:) = Ak
Also J4(z) = A fiir alle x € R™.

(b) Sei (f,g) : R®* — C2, (f(x,y,2),g(x,y,2)) = (izyz?, iz + yz).
Dann ist

[V flx,y,2)\ [y iz 2ixyz
ooy 2) = (Vg(rc,y, ) \i =y )
(c) Sei (f,g): R? — C2, (f(z,y), 9(z,y)) == (e, 2 + 2y).
Dann ist

iye™y  jxely
1 2

- Xy

det Jis.9)(z,y) = =1 (2y — x).
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Bem. 2.7. Da das Bilden der Abl. von 1-dim. Fkt. linear ist,

folgt, dass das Bilden von part. Abl., Gradienten und Jacobimatrizen
auch linear ist: Ist G CR"™; f,g: G — K,

EeG, NeK, sogilt firl e {1,....,m}, ke {l,... ,n}:

O(f + 9)1(&) = O fi(§) + g (&), O(Af)i(€) = A fi(€),
V(f+9u€) =V fil§) + Val(b), VAf)i(€) = AV fi(€),
Jrg(&) = J4(&) + Jy(&), I (&) = AJ¢(6),

wobei immer die Existenz aller Objekte auf der rechten Seite der jeweiligen Gleichung
die Existenz des Objektes auf der linken Seite impliziert.

2.3 Partielle Ableitungen héherer Ordnung und die Riume C*

Partielle Ableitungen (als Funktionen) konnen selbst wieder partielle Abl. haben u.s.w.
Z.B. konnte eine Fkt f : R® — K die folgende part. Abl. 6. Ord. haben:
01030201050 f .

— Im Allgemeinen ist dabei die Reihenfolge wichtig (Bsp. 2.9).

— Sind alle part. Abl. stetig, so ist die Reihenfolge egal (Th. 2.10).
Def. 2.8. Sei G CR", f: G — K, £ € G, k € N. Fiir jedes
p=(p1,...,pr) € {1,...,n}* def. die folgende part. Abl. k. Ordnung (falls sie existiert):

0,00 =210 _ o 4 ). (25)

Oy, ...0x,,

f selbst wird als part. Abl. 0. Ord. von f definiert.
Ist f: G — K™, so werden die part. Abl. hoherer Ord. geméB (2.5) mit f; statt f
definiert, [ = 1,...,m.

Bsp. 2.9. Im Allg. darf man part. Abl. nicht vertauschen:
Sei

J?yS

- R2 ) 22y fiir (.Z',y) 7& (070)7
fiR—R, f@y)= {0+ fir (z,y) = (0,0).

Es ist

vf : R? — RQ; Vf(%y) = (alf(m>y)a82f<x7y)) = (8$f(x,y),8yf(x,y))
Quotientenregel — B2ty 2228 322 (221 y?) 20yl
30,2 .2 20322 1 )2 )

| o) BT ) | i (a,y) £ (0,0),

(07 0) fiir (.’t, y) - (07 O)

e
Da f(x,0) = f(0,y) = 0 fiir alle z,y € R.
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Insbesondere ist 0, f(0,y) = y fir alle y € R,

Oy f(z,0) =0 fiir alle z € R.

Also 0,0, f(0,y) = 1 fiir alle y € R und

und 0,0, f(z,0) = 0 fiir alle z € R.

Also 0,0, f(0,0) = 9,0, f(0,0) =1 # 0 = 0,0, f(0,0) = 9,0-£(0,0).

Th. 2.10 (Schwarz). Sei G C R? offen, und f: G — K, (z,y) — f(x,y)
habe iiberall in G die part. Abl. 0, f, 0,f, 0,0, f.
Ist 0,0, f stetig in (a,b) € G, so ex. 0,0, f(a,b) und es gilt

0,0, f(a,b) = 0,0, f(a,b)

(speziell gilt 0,0, f = 0,0, f auf G, falls f, 0,f, 0,f, 0,0, f auf G stetig sind).

Bew.: Siche z.B. [Phi22, Th. 2.11]. O

Def. 2.11. Sei G CR", f: G — K, k € Ny. Wir nennen f eine
C*-Funktion g.d.w. alle part. Abl. der Ord. < k von f in G existieren
und stetig sind.

Die Menge aller K-wertigen C*-Funktionen auf G heifit C*(G, K).
Hat f stetige part. Abl. beliebiger Ordnung, so

heifit f C*°-Fkt., also

C>*(G,K) = ﬁ C*(G, K)
k=0

(beachte auch C°(G,K) = C(G, K)). Setze noch C*(G) := C*(G,R).
Ist f: G — K™, so heifit f C*-Fkt. g.d.w. alle f; C*Fkt. sind, j =1,...,m.
Man schreibt dann C*(G, K™) fiir die Menge dieser Fkt.

2.4 Die totale Ableitung und der Begriftf der Differenzierbar-
keit

— f: GR" — R™ ist dif.bar in ¢ € G g.d.w. f sich
lokal durch affine Fkt. approximieren lésst:
fE+h)= f(§)+ L(h) fur h “klein”.

=
R-lin. Fkt L
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Def. 2.12. Sei G C R" offen, f: G — R™, £ € G. Dann
heifit f dif.bar in £ g.d.w. es eine lineare Abb.
L: R" — R™ so gibt, dass

o JE+ 1) — 7O — L(h)
h—0 lh||2

Dabei hiangt L i.A. von & ab!

Ist f dif.bar in &, so heifit L die totale Ableitung oder das totale Differential von f in

€. Man schreibt dann D f(&) statt L.

Weiter heifit f: G — C™ dif.bar in £ g.d.w.

Ref: G— R™und Im f : G — R™ dif.bar in £. Dann

heifit Df(§) := DRe f(§) +iDIm f(§)

die totale Abl. oder das totale Differential von f in £. Dann gilt

o 1651 = 7€) = DIEM)

h—0 172

Bem. 2.13. (a) Da G in Def. 2.12 offen ist, ist sichergestellt, dass
€+ h € G fiir ||h]|2 klein genug: Es gibt € > 0 so, dass
fir ||h]l2 < egilt: £+ h € G.

=0. (2.6)

= 0. (2.7)

(b) Da alle Normen auf R" dquivalent sind, kann man in (2.6) auch eine beliebige
andere Norm statt || - |2 benutzen.

Lem. 2.14. Ist G C R" offen, f: G — R™, £ € (G, so ist
f dif.bar in ¢ g.d.w. es eine lin. Abb. L : R* — R™
und eine Abb. r : R” — R™ so gibt, dass

fE€+h) = f(&) = L(h) +r(h) (2.8a)
fiir alle h € R™ mit ||h]]y gentigend klein, und
. r(h)
lim —= = 0. 2.8b
h—0 Hh”g ( )

Bew.: Seien L,r wie oben und so, dass (2.8) erfiillt ist. Dann gilt fiir A # 0
f(E+h)— f(§) —L(h) _ r(h)

= : (2.9)
17212 17212
Also folgt (2.6) aus (2.8b) und f ist dif.bar in &.
Ist umgekehrt f dif.bar in &, so ex. L : R® — R™ lin. so, dass
(2.6) gilt. Wéhle € > 0 mit BE,H.”Z(&') C GG und def.
h) — — L(h) fi h € Be.
PR R™ () {g(»s SO L0) frEhe Bl
sonst.

Dann ist (2.8a) klar, und da wieder (2.9) gilt, folgt (2.8b) aus (2.6). O
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Th. 2.15. Sei G C R" offen, £ € G, und f: G — K dif.bar in £.
Dann ist f stetig in £, alle 0; f(&) existieren, und es gilt

Df(§) =V f(&). dh,
v DF&)(h) =V f()h =0, (€)h;.

Insbesondere ist D f(£) eindeutig und damit wohldefiniert.

Bew.: f sei dif.bar in £ und zunéchst sei K = R.
Wiéhle L : R" — R linear und r : R — R
gem#B Lem. 2.14. Nach Bsp. 1.47 ist L stetig. Ist (z*) eine
Folge in G mit lim z* = £, so ist lim ||2* — &[], = 0.
Setze h* := ¥ — £. Dann ist (h*) Folge in R™ mit lim ||h*]], = 0.
(2.8b) = 0 < |r(h)| < ||h||2 fiir ||h||2 klein genug.
Also lim ||A*]|2 = 0 = lim |r(h*)| = 0.
L stetig = lim |L(h*¥)| = 0. Also wegen (2.8a):

lim [ f(2*) = f(£)| = lim [ (£ + 1*) = f(©)]
= lim | L(h")| + lim |r(n*)| = 0,

was die Stetigkeit von f in £ beweist.
Setze nun [; := L(e;) fir j =1,...,n.
Ist h = te; mit ¢ € R nahe bei Null, so liefert (2.8a)

f(§+tej) — f(E) =t +r(tey). (2.11)

Teilt man in (2.11) durch ¢ # 0, so folgt mit (2.8b),

dass die rechte Seite fiir ¢ — 0 gegen [; konvergiert. Dann muss aber auch die
linke Seite konvergieren, und ein Vergleich mit (2.1) ergibt, dass der Grenzwert
gerade 0; f (&) ist. Also 0;f(£) = l; wie behauptet.

Fall K =R

Sei nun K = C. f dif.bar = Re f,Im f dif.bar "= Re f,Im f stetig in £
= f stetig in &.
Fall K = R

fdifbar =" alle 9;Re f(£), 0; Im f(§) ex.
= 0]f(§) = 8j Re f(§) —H@J Im f(g) ex. auch. ]

Anwendung von Th. 2.15 auf Koordinatenfkt. ergibt:

Kor. 2.16. Ist G C R" offen, ¢ € G, und f: G — K™ dif.bar in &,
so ist f stetig in &, alle O f;(&) fiir

k=1,...,nund [ =1,... m existieren und Df(§) = J¢(§),

d.h., fir alle h = (hy,..., h,) € R™ gilt:

hy V f1()(h) > pey Ok f1(8) i
Df)(h)=J; &) | + | = : = :
By V fm(€)(h) D et Ok (§) Ik
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Insbesondere ist D f(§) eindeutig und damit wohldefiniert. O

Bsp. 2.17. (a) Sei G C R" offen und f: G — K™ konstant
(d.h. d VG f(z) = ¢). Dann ist
xre

ceKm

f dif.bar mit Df = 0: Mit L = 0 ist

F€+h) = f(§) = L(h) =c—c=0=0,
d.h., der Zéhler in (2.6) verschwindet identisch.

(b) Ist A: R®™ — R™ linear, so ist A dif.bar, und
es gilt ng DA(§) = A: Sind &, h € R", so ist
E n

A&+ h) — A(§) — A(h) =0, so dass der Zéhler in (2.6)

(mit f = L = A) wieder identisch verschwindet.

Ist A: R" — C™ Einschriankung einer C-lin. Abb.,

so sind Re A und Im A beide R-lin., d.h. A dif.bar mit DA(§) = A wie zuvor.

(c) Vergleich von Def. 2.12 mit der 1-dim. Dif.barkeit:
Sei G CRoffen, £ € G, f: G — K.
Beh.: f ist dif.bar in £ als 1-dim. Fkt. g.d.w. f dif.bar in £ nach Def. 2.12, wobei

Df(§): R—K, Df(&)(h) = f(&)h (2.12)
Bew.: In beiden Situationen ist f dif.bar in £ g.d.w. Re f und Im f dif.bar in &,
d.h., es geniigt K = R zu betrachten. Sei f dif.bar in £ als 1-dim. Fkt. Wir wihlen
Df(€) aus (2.12) als Ansatz fiir die lin. Abb. L aus Def. 2.12.
Fiir 0 # h € R nahe bei 0 gilt dann

fE+h) = f(© —Lh) _ f(E+h)—f(§) = fEh

171l B 1]

B f(€+h});f(5) o f/(f) fiir h > 0, (2 13a)
() - A g < 0, '
Weiterhin ist nach Definition f/(£) = limy,_o w, also
.| f(E+h)—=[f(§
}llli% ( 11 (©) — ()| =0. (2.13b)

Kombination von (2.13a) und (2.13b) liefert
L JER) — J(©) ~ L(h)
h—0 || h]]2

also ist f dif.bar in & nach Def. 2.12.

Ist f umgekehrt dif.bar in £ nach Def. 2.12, so ex. nach

Th. 2.15 die part. Abl. 0, f(§), und es ist Df(&)(h) = 01 f(§)h.
Da aber nach Def. gerade 0y f(§) = f/(€), ist f dif.bar

als 1-dim. Fkt., und es gilt (2.12).

=0,
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(d) f: R—R, f(x) =2 f'(z) =22, f(2) =4,
Df(2): R — R, Df(2)(h) = 4h.

'
i
!
'
i
i
'
'
'
!
'
/ |
i
'
'
'
!
'
'

Prop. 2.18. Das Bilden der totalen Ableitung ist linear: Sei
G C R" offen, £ € G.

(a) Sind f,g: G — K™ beide dif.bar in &, soist f+ g
dif.bar in £ und D(f + ¢)(&) = Df(§) + Dg(§).

(b) Ist f: G — K™ dif.bar in £ und A € K, so ist Af dif.bar
in & mit DOV)(E) = ADF(©).

Bew.: (a) Sei zunidchst K = R. Fiir 0 # ||h||2 klein genug gilt:
(f +9)(E+h) = (f +9)(&) — Df(§)(h) — Dg(§)(h)
17]]2

f€+h) = f() = DIE)(R) | g(€+h) —9(§) = Dg(§)(h)
17212 17212 '

Da limy,_,o = 0 fiir beide Terme auf der rechten Seite, muss
limj,_,o = 0 auch links gelten.

Wegen Re(f +¢g) =Ref+Reg, Im(f+¢g)=Im f+1Imyg,
folgt der Fall K = C aus Fall K = R.

(b) Wieder erst K = R. Fiir A € R ist
(AS)(E + 1) — (Af)(E) — ADf(E)(h)

lim

h—0 |72

o FEE) O - DRO®B)
h—0 1A ||2

Der Fall K = C folgt nun wegen Re(Af) = ReARe f —Im AIm f,
Im(Af) =ReAIm f + ImARe f aus Fall K =R und (a):

D(AS)(E) = D(Re(Af))(§) + i D(Im(Af))(E)
— ReADRe f(€) — Im AD Im £(€) + i (Re AD Im £(€) + Im AD Re £(€))
= (ReA+iImA) (DRe f(§) +iDIm f(€))
—ADF(©) a



Erinnerung: Existenz der part. Abl. impliziert nicht
Stetigkeit (Bsp. 2.2), also schon gar nicht Differenzierbarkeit.
Anders sieht es aus, wenn die part. Abl. ex. und stetig sind:

Th. 2.19. Sei G C R" offen, ¢ € G, f: G — K. Existieren alle
0;f,7=1,...,nin ganz G und sind stetig in &, so
ist f dif.bar und insbesondere stetig in &.

Bew.: Siche z.B. [Phi22, Th. 2.26].

Kor. 2.20. Sei G C R" offen, £ € G, f: G — K™. Ex. alle
part. Abl. Opf; (k=1,...,n;1=1,...,m) in ganz G und
sind stetig in &, so ist f dif.bar in £ (insbesondere stetig in &).

Bew.: Th. 2.19 = f; dif.bar in & fiir allel =1,...,m.
Da eine K™-wertige Fkt. genau dann konvergiert,
wenn alle Koordinatenfkt. konvergieren, ist dann

auch f dif.bar in €.

2.5 Die Kettenregel

Th. 2.21. Sei Gy C R" offen, f: Gy — R™,

Gy CR™ offen, g : G, — KP, f(Gy) C G,. Ist f dif.bar in
£ € Gy und g dif.bar in f(§) € Gy, so ist

go f: Gy — KP dif.bar in £, und fiir die Ableitungen
D(go f){€) : R" — K2, Df(€) : R" — R™,

und Dg(f(g)) : R™ — KP, gilt die Kettenregel:

D(go f)(€) = Dg(f(€)) o Df().
Insbesondere: Sind f und ¢ dif.bar, so ist auch g o f dif.bar.

Bew.: Siche z.B. [Phi22, Appendix C.1].

Bsp. 2.22. Betrachte n = p =1 in Th. 2.21, also Gy C R offen,
f:Gf—R" g: Gy —K h:=gof: G —K,

h(t) = g(fi(t), ..., fm(t)). Also ist h 1-dim., wird

aber iiber einen Umweg durch den R™ berechnet.

Ist f dif.bar in £ € Gy und g dif.bar in f(&) € Gy,

so ergibt die Kettenregel (2.14):

Dh(§) = D(g o f)(€) = Dg(f(&)) o DF(€) = V 9(f(£)) J(€)
=2 0ig(f(©)Af;(6).

37

(2.14)

(2.15)
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Nach Bsp. 2.17(c) gilt fiir die 1-dim. Fkt. h der Zusammenhang
(2.12) zwischen der Fkt. Dh(§) : R — K und der

Zahl 1'(§) € K. Fiir die 1-dim. f; ist aulerdem 0, f; = f;.

Also folgt aus (2.15):

(&) = Zf?jg(f(ﬁ))fj‘(é)- (2.16)

Def. 2.23. Sei G C R™. Ein dif.barer Weg ist eine dif.bare Abb.
¢ :la,b|— G, a,b € R, a < b. G heifit dif.bar
wegzusammenhéngend g.d.w. es fiir alle z,y € G

einen dif.baren Weg ¢ :|a, b|— G gibt mit

¢(s) = x und ¢(t) = y fiir geeignete s,t €|a, b|.

Prop. 2.24. Ist G C R™ offen und dif.bar wegzhd sowie
f: G — Kdif.bar mit V f =0, so ist f konstant.

Bew.: Seien z,y € G und ¢ :]a,b[— G ein dif.barer Weg,
der z,y verbindet, d.h. mit ¢(s) =z und ¢(t) =y
fiir geeignete s,t €la, b|. Def. die Hilfsfkt.
h:]a,b|— K, h = f o ¢. Nach der Kettenregel (Th. 2.21)
ist A dif.bar und nach (2.16) folgt

o MO =201 (69)6(9) =0,
j=1

da 0;f = 0 nach Voraussetzung.

Nun ist A eine 1-dim. Fkt. auf einem Intervall,

deren Abl. konstant verschwindet, also ist h

konstant. Es folgt f(z) = f(¢(s)) = h(s) = h(t) = f(o(t)) = f(y),

d.h., f ist konstant. [

2.6 Richtungsableitungen

— 0, f beschreibt die lokale Anderung von R-wertigem f in Richtung e;. Ziel: Beschrei-
be die lokale Anderung von f in einer beliebigen Richtung e € R™.

Def. 2.25. Sei GCR", f: G — K, £ € G, e e R™
Gibt ese >0so,dass V &+ heeG

hel0,e|
(gilt z.B. fiir jeden inneren Pkt £ von (), dann hat
f in £ eine Richtungsableitung in Richtung e g.d.w.

lim f(&+ he) — f(§)
h10 h

(2.17)
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existiert. Wenn der Limes ex., dann nennt man ihn die Richtungsabl. von f in £ in

Richtung e und schreibt dafiir
%(5) oder auch 6 f(&,e). Ex. (2.17) fur
alle £ € GG, so heifit auch die Fkt.

of.
de
Richtungsabl. von f in Richtung e.

af
G—>K7 5'_>%(£)7

Bem. 2.26. In der Situation von Def. 2.25 sei e = ¢;
fir ein j € {1,...,n}. Ist £ ein innerer Pkt von

G, soist 0;f(§) = %(5) genau dann, wenn

%(5) und a(é?_fe) (&) beide ex. und %(5) = —%(f):
Wenn 0, f(§) ex., so ist

0;f(€) = lim h = lim Y %(f)
iy JEHRe) = ) €= hey) = f(E)
Rt h RO —h
o fE (=) = fE)  Of
=l h = o)

Umgekehrt, wenn %(é) und %(&) beide ex. und

%(5 ) =— 8(3 _fe) (&) gilt, so zeigen die entsprechenden
Gleichungen in (2.18), dass die einseitigen part.
Abl. von f in £ existieren und iibereinstimmen,

so dass auch 0; f(§) existiert.

Verallgemeinerung von Th. 2.15:

Th. 2.27. Sei G C R" offen, £ € G. Ist f: G — K dif.bar in &,
so ex. fiir alle e = (ey,...,€,) € R™ die Richtungs-
ableitung g—ﬁ(f), und es gilt

=V 10 =2 0,516

j=1

Gilt K=R, V f(£) # 0 und man beschrénkt sich auf e € R"
mit |lel|s = 1, so gilt —a < %(5) < amit a:= ||V f(£)]|2, sowie
gl () = o mit ena =V f(€) /0

i(f) = — Mit epin = —emax (also zeigt V f(§)

aemin

in die Richtung des stirksten Anstiegs von f in der Stelle &).

(2.18)

(2.19)
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Bew.: Da G offen, gibt es zu e € R" ein € > 0 so, dass
\ &+ he € G. Def. Hilfsfkt.

h€]—e,e|

¢:]—e€e[— R d(h) := &+ he,
9:]—ee[—K, g(h) == (f o ¢)(h) = f(& + he).

Nach Th. 2.21 (Kettenregel) ist ¢ dif.bar und nach (2.15):
g'(h) = D(f o §)(h) = Df(¢(h)) o Dp(h) =V f(& + he) - e,

he]—e,e|
Of v _ 1iony
=90 =V Q) e,
was (2.19) beweist.
Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungl. (1.17) auf (2.19) liefert

9] =19 1€ el <V @l ell, = alels

also —a < ZL(¢) < a fiir K= R und [|e[], = 1. O

Das folgende Bsp. 2.28 zeigt, dass die Ex. aller Richtungs-
ableitungen nicht die Stetigkeit und schon gar nicht die Dif.barkeit impliziert:

Bsp. 2.28. Sei
.o 2
FIR? K, f(x,y)::{l fir 0 <y < 2%,
0 sonst.
0 0
1 1
0 0

f ist in (0,0) nicht stetig: Sei
T, :=1/n, y, :=1/n Dann ist
limy, 00 (Zn, ¥n) = (0,0). Jedoch gilt wegen
yn = 1/n® < 1/n? = 22, dass

lim f(zn,y,) =1%# 0= f(0,0).

n—o0



Beh.: 2£(0,0) ex. fiir alle e = (e,, ¢,) € R?
mit %(0,0) = 0.

Bew.: Fall ¢, < 0:

hzo f((0,0) + h(ex, €y)) = f(hes, hey) =0
= %L(0,0) = 0.

Fall ¢, > 0 & ¢, = 0:

hi’o f(hey, hey) = f(0, hey) =0

= 21(0,0) = 0.

Fall €, > 0 & €, # 0:

Fiir alle 0 < h < % gilt dann h?e2 < he,,
also wieder f(he,, he,) =0 = %(0, 0) = 0.

3 Extremwerte & stationire Punkte

3.1 Definition von Extremwerten

Def. 3.1. Sei (X, || - ||) ein norm. VR, M C X, f: M — R, x € M.

(a) Es hat f in x ein
(strenges) globales Minimum g.d.w.

Voo f@) < fly) (fle) < fy).

yeM\{z}
Ein (strenges) globales Maximum wird entsprechend definiert,

und f hat ein (strenges) globales Extremum in z g.d.w.
f dort ein (str.) globales Min. oder ein (str.) globales Max. hat.

(b) Es hat f in x ein (strenges) lokales Min. g.d.w.
3 v flx) < fly) (f(@) < fy).

>0 ye(MNBe(x))\{z}
Ein (str.) lokales Max. wird wieder analog definiert.
Ein (str.) lok. Extremum ist ein (str.) lok. Min. oder ein (str.) lok. Max.

Bem. 3.2. In der Situation von Def. 3.1 ergibt sich

sofort, dass f genau dann in € M ein (str.) globales Min. hat,
wenn — f in z ein (str.) gl. Max. hat. Das gilt ebenso

fiir ‘lokal” statt ‘global’. Auch ist jedes (str.) globale Min./Max.
ein (str.) lokales Min./Max.
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3.2 Extremwerte von stetigen Fkt auf kompakten Mengen

Def. 3.3. Eine Teilmenge C' eines norm. VR
X heifit kompakt g.d.w. jede Folge in
C' eine konvergente Teilfolge (TF) hat, deren Limes in C' liegt.

Prop. 3.4. Sei X ein norm. VR, C C X.

(a) Ist C' kompakt, so ist C' abg. & beschrénkt.
(b) Ist C' kompakt und A C C abg., so ist A kompakt.

Bew.: (a) Sei C kompakt und (z*) Folge in C,
die in X konvergiert, also lim2* = x € X.
Da C komp., gibt es eine TF, die gegen ¢ € C' konvergiert.
Nach Prop. 1.32(c) gilt dann = = c.
Nach Th. 1.36 ist C abg.
Waére C' nicht beschr., so gidbe es zu
jedem x € C' eine Folge (z¥) in C mit

limy, o0 ||7 — 2*|| = co. Fiir alle y € X wire dann
wegen ||z — 2*|| < [|lz — y|| + [ly — 2*[| und

ly = 2*|| = [z — a*|| — [l — y]| auch

lim ||y — 2%|| = oo. Also kénnte kein

y € X ein Limes einer TF von (z*) sein,

und C' koénnte nicht kompakt sein.

(b) Ist (2*) eine Folge in A, so ist (z*) auch
Folge in C. Da C' komp., gibt es eine TF mit

Limes ¢ € C. Da A abg. ist, muss ¢ € A gelten,
d.h., A ist kompakt.

Kor. 3.5. Fiir C' C K" gilt:
C kompakt <« (' abg. & beschr.

Bew.: “=": Prop. 3.4(a).

“<": Ist C abg. & beschr. und (z*) eine Folge in C
so liefert der Satz von Bolzano-Weierstra§ Th. 1.16(b)
eine TF, die gegen x € K" konvergiert.

Da C' abg. ist, folgt x € C, also ist C' komp.

Warnung 3.6. Im Allg. braucht eine abg. beschr. Menge nicht kompakt zu sein:
Es gilt: Ein norm. VR ist genau dann

endlichdimensional, wenn B;(0) kompakt ist

(siehe z.B. [Phil6, Th. 3.24]).
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Th. 3.7. Sind X, Y norm. VR Réume,
C C X komp. und f: C' — Y stetig,
so ist f(C) komp.

Bew.: Sei (y*) eine Folge in f(C).
k k
ng xkEIEC J@) =y
Da C komp., gibt es eine TF (a*) von
(2¥) mit lima* = a € C. Dann ist
(f(a*)) eine TF von (y*) und f stetig
= lim f(a*) = f(a) € f(C), was zeigt,
dass f(C') komp. ist. O

Th. 3.8. Ist X ein norm. VR, C' C X komp.

und f: C' — R stetig, so

nimmt f auf ' sein Max. und sein Min. an,

d.h.; es gibt z,,, x5 € C so, dass f in z,,

ein globales Min. und in x,; ein globales Max. hat.

Bew.: Da C komp. und f st., ist f(C) komp.
nach Th. 3.7. Dann enthélt f(C') ein
kleinstes Element m und ein grofites Element M (Lem. 1.7.53).
Also gibt es x,,, ) € C' mit
f(zp) =mund f(xy) =M. O

Zwar garantiert Th. 3.8 die Existenz

der Extremstellen z,,, x)s, jedoch gibt es einem

leider keinen Hinweis, wie sie im konkreten Fall
gefunden werden kénnen. Fiir dif.bare Fkt.

werden wir dafiir im Folgenden Methoden kennenlernen.

3.3 Satz von Taylor

Th. 3.9. Seien a,b € R, a # b, sowie f,g € C"™ a, ]

fir m € Ny (d.h., f, g sind st. auf [a, b] und

alle Abl. bis zur Ordnung m + 1 von f, g

ex. und sind st. auf ]a, b[ und lassen sich auf [a, b|

stetig fortsetzen). Weiterhin sei g(¥)(¢) # 0 fiir alle

t €la,blund alle k =1,...,m+1

sowie f(a) = g(a) = f®(a) = g™ (a) = 0 fiir alle k = 1,...,m. Dann:

fb)  fmr(g)
oclapl  g(b)  gmtD(G)’




Bew.: Der 1-dim. MWS, g(a) = 0 und ¢’ # 0 liefern g(b) = g(b) — g(a) # 0.

Def. die Hilfsfkt

helab] — R, h(t):= f(t) — g(t) =2

Dann ist h st. auf [a,b] und dif.bar auf |a, b|
sowie h(a) = f(a) = h(b) = 0. Also gibt es nach dem MWS ein
0, €la,b] mit h'(0;) = 0, d.h. so, dass

f(b) _ f(6y)

g(b)  g'(01)’
was (3.1) fiir m = 0 beweist. Der Fall m > 0 folgt nun mit Induktion.

Th. 3.10 (Satz von Taylor). Sei I C R ein offenes
Intervall und a,z € I, x # a. Ist f € C™T(I,K)
fiir m € Ny, so gilt

f(x) =Tn(z,a) + Ry (z,a),

wobel
m ) (g
Tuw.a) =3 LD 0 oy
k=0 ’
"(a (m)(q
= f@)+ F@e -+ 1@y g

das m. Taylorpolynom ist und

R,.(x,a) ::/ uf(mJrl )(t) dt

m!

das Restglied in Integralform (dabei ist fir K = C
[, f=[,Ref+i[,Imf). Fir K=R kann man
das Restglied zusétzlich in Lagrangeform schreiben:

f(m+1)(9)

Rm(x,a) = m

(x —a)™™  mit geeignetem 0 €]z, al.

Bew.: Bew. der Integralform (3.4) des Restgliedes durch Ind. iiber m:

m=0: f(%):f(a)+/xf’(t)dt

stimmt nach dem Hauptsatz (HS).

Zum Induktionsschritt sei m € Ny, f € C™2(I,K).
Betrachte

(I _ t)m+1

CESTRANNG

g: I —K, g(t):=
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Produktregel:

g: 1 —K, 4=

F o
(m+1)!

= T,(z,0) + Ru(2,0) = f(2),

Toi1(x,a) + Ry (2, a) 1) To(z,a) +

was (3.4) beweist.
Fiir K = R beweisen wir die Lagrangeform (3.5) mit Th. 3.9:
Def. wieder Hilfstkt:

F:I—R, F(t):= f(t) — Tu(t, a),
G:1—R, G(t) = (t —a)™"".

Es ist . \4 T,Sf)(a,a) = ) (a).

Also V F®)(a) = G®(a) = 0.
Also kann man Th. 3.9 in [a, z] auf

F und G anwenden. Aus (3.1) ergibt sich

f@) = Tu(w,a) _ F(x)  F"00)  f9(9) -0

(x —a)™  G(z) GOO)  (m+1)

fiir ein geeignetes 6 €|z, al. Wegen (3.8) < (3.2)
sind wir fertig.

Bem. 3.11. In Th. 3.10 ist es trivial, dass man
f =T, + R,, schreiben kann (def. einfach

R, .= f —T,,). Worauf es jedoch ankommt,
sind die Formeln (3.4) und (3.5) fiir R,,.

Mit der Kettenregel ldasst sich der Satz von Taylor auf R”
iibertragen. Vorher etwas Notation:

Not. 3.12. Wir brauchen Richtungsabl. hoherer Ord.
Hier bietet sich folgende Notation an: Sei

45

(x —a)™ + Ry (z,a) — g(a)

(3.8)
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h=(hi,...,h,) € R" G CR" offen, f: G — K
dif.bar, £ € G. Nach (2.19) ist die Richtungsabl.

(WD) 1= T = Ym0, (€)= mduf(€) + -+ haduf(€) (39

(h 'V ist ein Bsp. eines Differentialoperators).
Ist f e C*@G,K), so kénnen wir h 'V erneut auf die
Fkt in (3.9) anwenden:

n

(WV()E) = (W) (R V)(f)(E) = Y _(hV)(h0; £)() = D huh;ohd;f(€). (3.10)

j=1 jk=1

Fiir f € C*(G,K) ergibt eine Induktion

Schlief3lich sei noch
(R V) (F) () = (&) (3.12)

Th. 3.13 (Satz von Taylor). Sei G C R" offen, f € C"™ (G, K) fiir m € Ny.
Sind £ € G, h € R" so,

dass die Strecke von £ nach £ + h in G liegt: S¢ ¢4 C G

Dann gilt die folgende Taylor-Formel:

f(€+h) =Z ©) 4 roe)
_ o)+ (hV)l(!f)(ﬁ) n (hw;f)(g) P (hV):Lgf)(ﬁ) R, (3.13)
wobei . .
R (€) ;:/O (1;;) (RN () (€ +th) dt (3.14)

das Restglied in Integralform. Fiir K = R wieder
zusitzlich Restglied in Lagrangeform:

(A + 0h)
0€]0,1[ (m+1)!

(3.15)
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Bew.: Da S¢ ¢, € G und G offen, gibt es € > 0 so,
dass wir

d:]—e,1+e[— K, o) :=f(E+th)

betrachten konnen.

Dann ist ¢(0) = f(&) und ¢(1) = f({ + h). Die
Kettenregel liefert

¢(t) =V f(E+1th) - h = (hV)(f)(&+th).
Da f € C™"Y(G, K) liefert eine Induktion:
v 0" (t) = (hV)*()(€ +th). (3.16)

Anwendung des 1-dim. Taylor-Th. 3.10 auf ¢ mit
x =1und a = 0 liefert mit (3.16):

fE+h)=o(1)

/! (m)
—00) + #0)1-0)+ T o 2O g
g+ OO | OVPDE | 69D
+ /0 a ;f)m (AV)™(F)(E + th) dt, (3.17)

was gerade (3.13) mit Restglied in Int.form (3.14) ist.
Mit Restglied in Lagrangeform (fiir K = R) lautet (3.17):

m hv m+1
JE+h) = Z ) (m+i)

=0

J1 oy

-~

R (A 4 il ()

(m+1)!

mit 0 €]0, 1] geeignet, also (3.13) mit Restglied aus (3.15). O
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Bsp. 3.14. Es sei

f:R* — R, f(x,y):=sin(zy)
sowie m = 1 und & = (0,0). Ziel ist es, die Taylor-Formel fiir diesen Fall aufzuschreiben.
Es ist

V f(z,y) = (Z/ cos(zy), xcos(xy))

und die Hessematrix ist

(00 f(,y) 0.0,f(7,y)
Hyla,y) = (ayaxf(x,w ayayf<x7y))

—y?sin(xy) cos(zy) — xy sin(xy)
~ \cos(zy) — zysin(xy) —a? sin(zy) '
Fiir b = (hy, hy) € R? ergibt sich fiir ein
geeignetes 6 €]0, 1[:

hiha + hoh
F(h)=0+0+ % +Ry(0,0)
~——
hiho
- R1<O, 0) 5 + (gh - <9h1, 0h2>
N —h%92h% sin(92h1h2) + 2h1h2 COS(thlhg) — 2h%h%92 Sin(92h1h2) — h%92h% sin(@zhlhg)

2!
= —2h%h§92 sin(92h1h2) + hth COS(thth).

3.4 Quadratische Formen

Not. 3.15. Sei A = (ay;) eine reelle (m x n)-Matrix. Setze

[Allns = (3.18)
/I\
Hilbert-Schmidt-Norm von A
Dies ist gerade die euklidische Norm von A als Element von R™".
Lem. 3.16. Ist A = (ag) eine reelle (m x n)-Matrix,
so gilt:
v o Azl < [[Allss [1z]]2- (3.19)

zeR™



49

Bew.: Fir k=1,...,m sei a, := (a1, .., ax,) der
k-te Zeilenvektor von A. Man rechnet

m n 2 m
| Az]2 = Z(Z%m) < o[ D lawli3 11213 = (1Al us llz]le.
k=1

k=1 =1 T

Cauchy-Schwarz-Ungl.

Def. 3.17. Eine quadratische Form ist eine Abb.

Qa: R" — R, Quz):=2"Ar = Z AR TRT, (3.20)
k=1

wobei a* der transponierte Vektor von z ist und A = (ay)
eine symmetrische reelle (n x n)-Matrix ist
(also mit ag = ag).

Bem. 3.18. Quadr. Formen sind Polynome und daher
nach Th. 1.52 stetig. Fiir A € R und fiir

sym. reelle (n x n)-Matrizen A, B sind auch

AA und A + B sym. reelle (n x n)-Matrizen sowie

Qxa=2Q4 und Q4. = Q4 + Qp. Insbesondere
bilden die sym. reellen (n x n)-Matr. und auch die
quadr. Formen reelle Vektorraume.

Bsp. 3.19. Ist G C R" offen, f: G — R, f € C*(G)
und ¢ € G, so ist die Hessematrix

H(€) = (%0.f(6)) (3.21)

k=1

symmetrisch und Q) : R" — R ist eine
quadr. Form.

Lem. 3.20. Sei A = (ay;) eine sym. reelle (n x n)-Mat. und
Q4 die zugehorige quadr. Form.

(a) @4 ist homogen vom Grad 2, d.h.

Vo Qahx) =N Q).

zeR™  AeR

(b) Fiir jedes o € R sind dquivalent:
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(i) Qa(x) > allz|)? fiir alle z € R™.
(i) Qa(z) > « fiir alle x € R™ mit x|, = 1.

(c) ¥V [Qa(@) < | Allns =I5

z€R™

Bew.: (a) folgt sofort aus (3.20).

(b) (i) = (ii): klar.
(i) = (i): Fiir z = 0 ist 0 = Qa(z) = of|z|3.
Sei also = # 0 und gelte (ii). Dann:

Qu(2) = Qu (Hxlb u )—H Hz@A( )zaumua,
Tl ER

d.h., es gilt (i).
(c) Sei x € R™. Wegen Qa(x) = z - (Ax), folgt aus der
Cauchy-Schwarz-Ungl., dass
3
|Qa(z)] < [[Az[lozfl2 < ||A||Hs |1]3- O

Def. 3.21. Sei A = (ay) eine sym. reelle (n x n)-Mat. und
@ 4 die zugehorige quadr. Form.

(a) A und Q4 heiflen positiv definit g.d.w.
Oyéa;véR" Qalx) >0
(b) A und Q4 heiflen pos. semidefinit g.d.w.

zeR™

(c) A und Q4 heiflen negativ definit g.d.w.
QA(x) <0

0#zeR™

(d) A und Q4 heiflen neg. semidefinit g.d.w.

z€R™

(e) A und Q4 heiflen indefinit g.d.w. sie weder

pos. semidef. noch neg. semidef. sind, d.h., g.d.w.
= (Qa(a) > 0 und Q4(b) < 0).
Bsp. 3.22. Sei n = 2. Dann hat eine sym. (2 x 2)-Mat.

die Form A = ((Z Ié), und es ist

Qa: R — R, Qu(z,y) = ar® + 2bry + ci’.
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Man nennt det A = ac — b?, auch die Diskriminante
von () 4. Die Definitheitseigenschaften von
A bzw. Q4 hdngen wegen

‘V’R aQa(z,y) = alaz® + 2bxy + cy?) = (azx + by)* + (det A)y?
RIS

wie folgt von det A ab:

det A>0: a>0 <& (@4 pos. def.
a<0 <& (@4 neg. def.

det A <O: (4 indefinit

det A=10: (a > 0 oder (¢ =0 und ¢ > O)) & Q4 pos. semidef.

(a < 0oder (a=0und ¢ < O)) & Q4 neg. semidef.

Bew.: Siche [Phi22, Ex. 3.24]. O
Prop. 3.23. Sei A = (ay) eine sym. (n x n)-Mat und Q4
die zug. quadr. Form.
(a) A und Q4 sind pos. def. g.d.w.
> . .
(Eo xeYa”, Qalz) >a>0 (3.22a)
[[z]l2=1
A und @4 sind neg. def. g.d.w.
< . .
aéo “/’E”YR"v Qalzx) <a<0 (3.22b)
x|l2=1

(b)

(c)

Sind A und Q4 pos. def. (bzw. neg. def. bzw. indefinit),
so gibt es € > 0 so, dass jede sym. reelle
(n x n)-Mat. B mit ||A — Bl|us < € ebenfalls pos. def. (bzw. neg. def. bzw. indef.)

1st.

Sind A und )4 indef., so ex. € > 0 und a,b € R"
mit |[al|s = [|b]l2 = 1 so, dass fiir jede sym. reelle
(n x n)-Mat. B mit ||[A — B||lgs < € gilt, dass

AERV\{O} <QB (Aa) > 0 und @p(Ab) < 0>.
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Bew.: (a) Wir betrachten den pos. def. Fall, der neg. def.
Fall geht analog.
(3.22a) = Q4 pos. def. wegen Lem. 3.20(b).
Umgekehrt sei Q4 pos. def. Die 1-Sphére
S1(0) ={z € R": ||z||; = 1} ist abg. & beschr. in R",
also kompakt. Da ()4 stetig ist, gibt es nach
Th. 3.8 @ € R und z,, € S;(0) so, dass
Qulza)=amd ¥ Qu(r) > .

Jellz=1

QA pos. def. = a > 0 = (3.22a).

(b) & (c): Sind A und @ 4 pos. def., so gibt es o > 0 so, dass (3.22a)
gilt. Wihle € := § > 0. Ist dann B eine

sym. reelle (n x n)-Mat. mit ||A — Bllus < ¢, so folgt

mit Lem. 3.20(c):

Y, 1Qa() = Qs(@)| = [Qas@)| SIA-Blus <=5 (323)

Wegen Qa(z) > o > 0 folgt dann
v QB<$> > % > 0.

zeR™,
llzl2=1

Nach (a) ist B dann pos. def.
Der Fall, dass A und ()4 neg. def. sind, lisst sich wieder analog behandeln.
Bleibt der Fall A, ()4 indef. Dann:

5 (QA(a) > 0und Q4(b) < o).

0#£a,beR™

Wegen Lem. 3.20(a) kann man a, b

normalisieren, d.h. zusétzlich annehmen, dass [|a|l2 = ||b]]2 = 1.
Setze a := min{Q(a), |Qa(b)|}. Dann ist a > 0.

Wihle wieder € := 5.

€

Q_A(bl) 0 o éQA(G)

& (&1
2 2
| |
[ [

Ist B eine

sym. reelle (n x n)-Mat. mit ||A — B|lus < €, so

gilt wieder (3.23). Es folgt @p(a) > § > 0 und

Qp(b) < =5 <0, dh., Qp ist indef., was (b) beweist.

> 2a _ )2«
(c) folgt auch, da ¥ (QB()\a) > A28 > 0 und Qp(Ab) < —A22 < 0). O
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3.5 Extremwerte und stationire Punkte von dif.baren Fkt

Def. 3.24. Sei GCR", f: G — K und £ € G ein
innerer Pkt. Ex. alle 0;f(£), so heifit
¢ ein stationdrer oder kritischer Pkt von f g.d.w.

vV f(§) =0.

Th. 3.25. Sei G CR", f: G — R und £ € G ein
innerer Pkt. Ex. alle 0; f(§) und hat f in £ ein lok. Max.
oder Min., so ist £ ein stationdrer Pkt. von f, d.h., V f(£) = 0.

Bew.: Da ¢ ein innerer Pkt von G ist und f in & ein lok. Max. oder Min. hat,

3 BOCGud( Y fO>fr)oder ¥ (€)= [(x)).

>0 z€B(£) z€Be(£)
Sei j € {1,...,n}. Dann
= v (67-"75'—7{;75' 7"'7671)636(6)'
0 el — 0.6+ 8] — 1 — ’
~———
Dann hat die 1-dim. Fkt. g : || — R, g(¢t) == f(||)
ein lok. Min. oder Max. in §;. Da 0,f(§) ex., ist ¢ in §; dif.bar,

und es gilt 0 = ¢'(&;) = 9, f(§).
Da j € {1,...,n} beliebig war, folgt V f(§) = 0. O

Schon aus dem Eindimensionalen weifl man,

dass V f(£) = 0 nicht hinreichend fiir ein
Extremum in ¢ ist, z.B. f: R — R, f(x) := 2?
mit £ = 0. Das folgende Th. 3.26 liefert
hinreichende Bed. fiir Extrema:

Th. 3.26. Sei G C R" offen, f: G — R, f € C*(G)

und £ € G sei ein stat. Pkt von f. Dann gilt:
H¢(€) pos. def. = f hat ein strenges lok. Min in &, (3.24a)
H () neg. def. = o I lok. Max in &, (3.24b)
H¢(€) indef. = f hat in £ kein lok. Extremum. (3.24c)
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Bew.: G offen = 4 v E+hed.

€0  h eR™ mit ||hl2 <e
Fiir solche A wenden wir den Satz von Taylor Th. 3.13
an mit m = 1. Wir erhalten 6 €]0, 1] so, dass

FE+R) = F(©) + RV F() +5 D BLf(E+0)hehy

k=1
Sl htHf(g; Wk _ pe)+ M
also )
FE+h) = f(&) = QHN&%‘””() (3.25)

Beachte, dass die Stetigkeit der 0x0,f : G — R

die Stetigkeit von H; : G — R, x — H;(z)

impliziert (die 0,0, f sind ja gerade die

Koordinatentkt. von Hy).

Sei nun H(§) pos. def. Nach Prop. 3.23(b) gibt es § > 0 so, dass aus [|hs < €
und

| Hy (&) — Hp (€4 0h)|[ns < 0 folgt, dass auch

H¢ (& + 0h) pos. def. ist.

Hy steti 3 (I H (&) — Hp(E+0h 5).
poetis = 3 (Ibl<a = v O~ Hyle+ ol <
Also ist fiir alle A mit 0 < ||hl|2 < « die

rechte Seite von (3.25) positiv, d.h., f hat ein

str. lok. Min. in ¢ (wir haben gezeigt, dass

xEBa’HYQ e ! () < f(2)).

Der Bew. von (3.24b) geht vollig analog.

Sei nun H(§) indef. Nach Prop. 3.23(c)

gibt es 0 > 0 und a,b € R™ mit ||al|s = ||b|]2 = 1 so,
dass aus ||hlly < e und |[Hy (&) — Hy(€ 4 6h)|lus < &
folgt, dass Q,cron)(Aa) >0

und QHf(g+9h)()\b) < 0 fiir alle 0 # X € R.

H. steti 5 ( Hi(&)—H )
7 stetig = = |hlle <a = ee]vo,l[ [ H(€) F(E+0h)||us <6

Ist o wie oben, so gilt

Vo alla <o, Ml <a

<A<«

und wegen (3.25) f(§+ \b) < f(§) < f(§+ Aa), d.h.
f hat in £ weder ein lok. Max. noch ein lok. Min. O



Bsp. 3.27. Sein =2 und f: G — R eine C?-Fkt,

G C R? offen, sowie (g, o) € G ein stat.

Pkt von f. Nach Bsp. 3.22 hingt die Definitheit von H(zo, yo)
vom Vorzeichen von

D = det Hy(z0,y0) = 0.0, f (20, 40)0y0y f (0, Yo) — (8xayf(930> yo))2

ab:
D > 0:
Bsp. 3.22
0.0 f(x0,90) > 0 E H¢(xo,yo) pos. def.
220 ¢ hat str. lok. Min. in (20, Yo)-
Bsp. 3.22
0.0 f(x0,90) <0 E H (o, yo) neg. def.
T2 hat str. lok. Max. in (20, Yo)-

D < 0: Nach Bsp. 3.22 ist Hy(xo,yo) indef. und f hat kein
lok. Extr. in (xg,yo). In diesem Fall heifit der
stat. Pkt (xo, o) ein Sattelpunkt (da der Graph
von f in einer Umgebung von (zg,yo) der Form eines Sattels dhnelt).

D = 0: Nach Bsp. 3.22 ist H(zo,yo) pos. oder neg. semidef.
und Th. 3.26 liefert keine Information. Ohne weitere
Untersuchungen, kann man nicht entscheiden, ob
fin (zo,yo) ein lok. Extremum hat oder nicht.

(a) Sei f: R? — R, f(x,y) := 2? + y*. Dann ist
20
V f(z,y) = 22, 2y) wnd He(z,y) = 5 5 -
Also ist (0,0) der einzige stat. Pkt von f.
Wegen det H(0,0) =4 > 0 und
0,0, f(0,0) =2 > 0 hat f dort ein str. lok.
Min. und dies ist das einzige lok. Extremum
von f. Da f(z,y) > 0 fir (x,y) # (0,0), hat f in
(0,0) sogar ein str. globales Min.
(b) Sei f: R* — R, f(z,y) := 2? — y*. Dann:
2 0
¥ flo) = (20, -2) wd Hyto) = (5
Wieder ist (0,0) der einzige stat. Pkt von f. Wegen

det H;(0,0) = —4 < 0 hat f keine lok. Extrema
und (0, 0) ist ein Sattelpkt.
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Zusammenfassung zur Extremwertbestimmung fiir

eine dif.bare Fkt. f: G — R:

(a) Finde alle stat. Pkte £ von f, also Pkte mit V f(§) =0
(alle lok. Extrema von f, die im Innern von G liegen,
miissen darunter sein).

(b) Man berechne H (&) und stelle die Definitheitseigenschaften
fest. Mit Th. 3.26 ldsst sich dann entscheiden,
ob f in £ ein lok. Extr. hat oder nicht, es
sei denn H (&) ist nur semidefinit. Im letzteren
Fall, kann die Entscheidung, ob f in ¢ ein Extr. hat,
schwierig sein. Fiir gl. Extrema ist noch das Randverhalten von f zu betrachten;
auch konnen weitere lok. Extrema auf 0G liegen, falls f dort def. ist.

4 Das Riemann-Integral auf Intervallen im R"

— Technische Konstruktionen/Beweise werden in diesem Abschnitt nur skizziert oder
ganz weggelassen; man findet sie z.B. in [Phi22; Sec. 4].

4.1 Definition und einfache Eigenschaften
Sei a,b € R"; a < b, I =a,b] = [ay,b1] X -+ X [an,b,] CR™ ein Intervall.

Ziel: Fiir f: [ — R{ sei

/f—vol{(xl,...,mn,an) eR"™ i (zy,...,2,) €1,
I

0< Ln+1 < f(xlu"'wrn)}'
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Fir f: I — R:

J=h=hr
f‘Jr

- _f—

Wir betrachten nur f beschr. (d.h. 3V |f(z)| < M).

M>0 €l
Def. 4.1.

n

171 := T —a) =1 L]ﬁ.t (Z; == [ay,bs]),

j=1 j=1 Kantenlédnge

heiBt (n-dim.) GroBe, Volumen oder Mafl von I.

Idee: Zerlege I = J,cp I, und def.
f[ f = lim|]p|_>0 ZpEP f(tp>’Ip’7 wobei tp < Ip
(falls der Limes existiert)

Zerlegung von [:

Eine Zerlegung A von

I besteht aus Intervallen

I, C I, p€ P(A) mit I I I3

I= |J 5

pEP(A)

d Y = I,NI,|=0.
un pacP(A) p?'éq |p q|

Dann gilt

= |5l

pEP(A)
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Die Feinheit |A| von A sei die maximale Kantenldnge eines I,.
Def. 4.2. Sei f: I — R beschr., A = (I,)pecp(a) Zerlegung von 1. Setze

my = my(f) :=inf{f(x): z € I},

M, = M,(f) :=sup{f(z) : x € I,,}.

b
Riemannsche Untersumme: r(A, f) = Z mp| Ly,
peP(A)
|| Obersumme: R(A, f) = Z M,|I,|.
peP(A)
Fiir ¢, € I, auch noch
Riemannsche Zwischensumme: p(A, f) = Z Fto)| 1,
peP(A)

Def. 4.3. (a) Sei f: I — R beschr.

Unteres Riemann-Integral: — J,(f,I) :=sup {r(A, f) : A Zerlegung von I},
Oberes I c JU(f. 1) :=inf {R(A, f): A Zerl. von I}.

(b) f: I — R beschr. heiit Riemann-integrierbar iiber I < J.(f,1) = J*(f,I).
R(I) :=R(I,R) sei die Menge aller iiber I R.-int.baren Fkt.
Fir f € R(I) heifit

/I f(x)da = /, fo= L D) = ()

das Riemann-Integral von f iiber I.

(c) g: I — C heifit R.-int.bar iiber I < Reg, Im g beide R.-int.bar iiber 1.
R(I,C): Menge aller iiber I R.-int.baren g: I — C.
Fir g € R(1,C) sei

/g:: (/Reg,/hng):/Reg—i-i/lngC
I I I I I



Bsp. 4.4. (analog zu Bsp. 1.10.7(a)):

(a)

(b)

Th.

(b)

(d)

Ist f: ] —R, f=ceR,soist f € R(I) und

1 =clil:

Fiir jede Zerlegung A von [ gilt:

r(A, f) = Z mp|l,| = c Z | = c|I| = Z Mp|I,| = R

peEP(A) peP(A) peP(A
d.h., J(f, 1) =c|I| = J(f,I).
Die n-dim. Dirichletfkt.

fil—R flz) = {0 firz € I'\ Q",

ist nicht Riemann-int.bar fiir a < b:

v T(Avf) = 07 R<A7f) = ZpeP(A) |IP| = ’[|7 also

Zerl. A von [

J(f, 1) =0 # || = J*(f, ).
4.5. (a) v r(A, f) < R(A', f).

Zerl. A, A’ von I
J(f, I) < J(f,I).

Sind A* Zerl. von I mit lim |A¥] = 0, so gilt
limr(A* f) = J.(f, 1), lim R(A*, f) = J*(f I).
feRrRU ):>Iimr(Ak f)=lmR(A* f)= [, f
sowie lim p(AF, f) = [, f.

Ex. a € R so, dass

Y (11m’Ak’IO = Oé:hmp(Akaf>>7

(AF)en Folge von Zerl. von I

so gilt f € R(I) und v = [, f

Def. 4.6. Fir B C A heifit

1 firze B,

p: A—{0,1}, xp(z) = {0 fire ¢ B

die charakteristische Fkt von B.

1 firxelnQ,

2 f);

99
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Th. 4.7. Li itat: — _
7. (a) Linearitét MLVE(C f’geg([’c) LA +ug)=X[,f+nf g
(b) Fiir J :=[c,d] C I ist Xjeq € R(I) und [} Xjea; = |J|.

Monotonie: VYV <g = < .
(c) Monotonie A f<g L F<)i9

(@ AUngls Y |01 < 101

(e) Mittelwertsatz fiir Integrale:
v <f<M I|< [ f< M.
FER(I) m,]\y[eRm_f_ =ml|I| < [, f <M

Th. 4.8. f: [ — C stetig = f R.-int.bar.

Th. 4.9. (a) f € R(I), ¢: f(I) — R lip.st.
= ¢o feR().

(b) feR()
= |fl, f2, 17, f~ € RU).
(c) f.9€RU)

= fg, max(f,g), min(f,g) € R(I).
f,9 € R(I) und 530 g>9

= f/g € R(I).
4.2 Satz von Fubini

L T -
Th. 4.10 (Satz von Fubini). Sei I = J x K ,n=p-+q.
Fir f € R(I,C) gilt:

/If=[f<x,y>d<x,y> =/K/Jf<x,y>dx dy =/J/Kf<x,y>dy .

Induktion liefert

/If:/lf(x)dx :/b ainf(xl,...,xn)dxn---dxl,

wobei es egal ist, in welcher Reihenfolge die Integrale ausgefiihrt werden.
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Bsp. 4.11. Sei I :=[0,1]?, f : I — R, f(z,y,2) := xyz.
Dann ist

1 1 1 11 1
/f:/ / / f(z,y,2)de dy dz :/ / / ryzdr dy dz
I o Jo Jo o Jo Jo
1 prlr,2 r=1 1 pl 1r1,2.179=1
B e f [ [
o Jo 2 |0 o Jo 2 o L4 1,20
1

211
1
o 4 8], 8

5 Gewdhnliche Differentialgleichungen (ODE) erster
Ordnung

ODE: Ordinary Differential Equation (engl. fiir gew. Dif.gl.)

5.1 Definition und geometrische Interpretation
Def. 5.1. Sei G CR x R, f: G — R stetig. Dann heifit

y' = flz.y) (5.1)

explizite ODE 1. Ordnung.
Gesucht: Fkt. y, die (5.1) erfiillt.
Eine Losung der ODE ist eine differenzierbare Fkt

6: I —R

(I C R sei nichttriviales Intervall)
so, dass

(i) Graph von ¢ ist Teilmenge von G, d.h.
{(z,p(x)) eI xR: zel} CG.

(i) ¥V )= f(r6()).

Def. 5.2. Ein Anfangswertproblem (AWP) fur (5.1)
besteht aus (5.1) und der Anfangsbedingung

y(xo) = Yo (5.2)

mit (zo,%0) € G. Eine Lsg. des AWP besteht
aus einer Lsg. ¢ von (5.1), die zusitzlich (5.2) erfiillt.



ODE: Es wird nur nach einer Variable abgeleitet.

PDE (partielle Dif.gl.): Es treten verschiedenen partielle Abl. auf.
1. Ordnung: Es treten nur 1. Abl. auf.

n. Ordnung: Es treten Abl. bis zur Ordnung n auf.

explizite Gl.: (5.1) ist nach y" aufgelost,

implizite Gl.: f(x,y,y") = 0.

Th. 5.3. Sei G CR xR, f: G — R stetig, (zo,y0) € G.
Dann ist das AWP 1. Ord.

y = flz,y),
y(ﬂfo) = Yo,

zur Integralgleichung

mw:m+/?@mm&

xo
in folgendem Sinn dquivalent:
Ist 2o € I C R nichtr. Intervall und ¢ : I — R dif.bar mit

{(z,0(z)) e IxR:z€el} CQG,

so ist ¢ Lsg. von (5.3) g.d.w.

v o) Zyo+/xf(t,¢(t))dt,

zel Z0

d.h., g.d.w. ¢ Lsg. von (5.4).

Bew.: Sei ¢ Lsg. von (5.3). Nach dem Hauptsatz (HS) folgt:

g, o =g+ [ flaotm) ar
b #(0)

d.h., ¢ erfiillt (5.4).

Sei nun ¢ Lsg. von (5.4) (d.h. (5.6) gilt).
Dann gilt ¢(x¢) = yo und der HS liefert
v ¢/(x) = flr,0(x), dh., 6 lost (5.3)

1

Bsp. 5.4. Hangt f in (5.3) nur von z ab
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(also f: I — R, zg € I), so liefert Th. 5.3, dass die eindeutige Lsg. von (5.3) gegeben

ist durch .
6: 1R, ¢<w)=yo+/ f(t)dt,

(5.7)
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d.h. genau durch die entsprechende Stammfkt. von f.
Z.B. hat das AWP

mit a,c € R genau die Lsg.

¢: R— R, qﬁ(x):c—l—/ adt = c+ za.
0

1-dim. ODE 3/ = f(z,y) beschreibt Richtungsfeld:
Punkt (x,y) wird Steigung v’ = f(z,y) der Fkt. y zugeordnet.
In einfachen Féllen kann man Lsg. durch Zeichnen des Richtungsfeldes erraten:

Bsp. 5.5. (a) G =R" xR, f: G—R, f(z,y) := £, also

y = Y. Richtungsfeld:
x

Y /
/s
/
/ -
W~ _ L
AN
\ AN
\

Vermutung: Losungen sind Strahlen, die vom Ursprung ausgehen,
also ¢, : RT — R mit

Yy = ¢.(x) = cx fir c € R.

Differenzieren bestétigt die Vermutung.

(b) G=RxR" f:G—R, f(z,y):= -1, also

y = _z Richtungsfeld:
Y
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L
_\/E \/E T

Vermutung: Losungen sind Halbkreise:
Gc ] — Ve, V| — RT y=¢.(x) =+ec—1a2 ceRT.

Beweis:

—2x —x —x

Y= delo) = 2V — x? - o)y

5.2 Trennung der Variablen

Wir betrachten die ODE
y' = f(z)g(y). (5.8)

Th. 5.6 (Trennung der Variablen). I, .J seien (beschr. oder unbeschr.) offene Intervalle,
f:I—R, g:J— R seien stetig mit VJ g(y) # 0.
ye

Fiir (xo,y0) € I x J betrachte das AWP bestehend aus (5.8) und der Anfangsbed.

y(o) = Yo- (5.9)
Def. Fkt.
v Yodt
F:1-—R, F(z):=[ fOHdt, G:J—R, Gly) =] —. (510
2 v 9()
(a) Eindeutigkeit: Auf jedem offenen Intervall I’ C I mit zy € I’ und
F(I') € G(J) hat das AWP genau eine Lsg. Diese Lsg. ist
o: I' — R, ¢(x):=G"(F(z)), (5.11)

wobei G~ : G(J) — J die Umkehrfkt. von G ist.

(b) Existenz: Es gibt ein off. Int. I’ C I mit zg € I’ und
F(I') C G(J), d.h. so, dass sich (a) auf I"” anwenden lésst.

Bew.: (a) Zunichst hat G dif.bare Umkehrfkt. G~ : G(J) — J:
Nach HS ist G dif.bar mit G’ = 1/g. Da g # 0 und stetig ist,
ist G sogar C'. Fiir G'(yo) = 1/g(yo) > 0 ist G str. monoton
steigend auf J (da nach Zwischenwertsatz g > 0 auf ganz J).
Analog ist G str. mon. fallend auf J fiir 1/¢g(yo) < 0.

Also hat G eine dif.bare Umkehrfkt. auf G(J).



Also ist ¢ aus (5.11) wohldef. (wegen F'(I') C G(J));
wir zeigen, dass ¢ das AWP 106st:

Anf. bed.: ¢(xg) = G (F(x9)) =G 10) =yo v
ODE: (5.11) = F = G o ¢ auf I'. HS und Kettenregel:

Y T =F@) =6 o) ¢ = 2o,

d.h., ¢ 16st (5.8).
Eindeutigkeit: Sei ¢ : I' — R eine beliebige Lsg. des AWP.

(5.8) = xZ’p g(qﬁ(m)) = f(x).
Integrieren:
x (ﬁ,(t) B x B
x‘ev’p /xo g(gzﬁ(t)) dt —/mo f(t)dt = F(x),
’\Substitution o(t) = u
also

@) qu @) qu
L F = /qs(xo) g(u) /yo g(u) — G(o@)-

G~ in (5.12) anwenden = ¢ ist durch (5.11) gegeben.

(b) G str. steigend oder str. fallend und G(yy) = 0
= go | —€,€[C G(J).

F stetig, F(xy) =0 = 530 F(lzo — 8,20+ 8[) C] — €, €[C G(J).
> —_————

|
[
Yo ro—6 xy To+6
W
Il
J
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(5.12)
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Bsp. 5.7. Betrachte

y ==L aufIxJ:=R xR (5.13)
€T

mit y(1) = ¢ mit ¢ € R* gegeben. Setzt man

1
f: R+ — Ra f(l') = _57 g: R+ —)Ra g(y) =Y,

so ldsst sich Th. 5.6 anwenden. Berechne ¢ = G~ o F: Es ist

F:R*—R /f it:—ln:c,

Y dt Y
- RT R = = =In=<.
G:RT—R, Clo) = /cgu) : n

t c
Wegen F(RT) =R = G(R") kann man I’ = I = R* wihlen (¢ ist auf ganz I definiert).
Es ist
G ' R—R" Gt)=ce.
Also c
¢: R — R, ¢(x)=G " (F(z)) =ce ™ ==

- .

— Anwendung von Th. 5.6 ist rigoros und zuverléssig.
— Das folgende Vorgehen lasst sich jedoch evt. leichter merken:

Trennung der Variablen als heuristisches Kochrezept:
Schreibe (5.8) als

dy

— = . 14

o = @) (5.14a)
Trennung der Variablen:

dy

—— = f(x)dx. 5.14b

(0] f(x) (5.14b)

Integration:

/dy /f (5.14c)

Einsetzen der Grenzen nach Anf. bed. y(zg) = yo:

vag [
/yo o / F(#)dt. (5.14d)

Nach y auflosen und ¢(z) := y setzen. Uberpriifen, dass ¢ das AWP tatsichlich 16st.
Das grofite Intervall I finden mit zy € I, auf dem ¢ def. ist.
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Bsp. 5.8. Betrachte

Y == aufIxJ:=RtxR* (5.15)
Y
mit Anf. bed. y(zo) = vo; 0,90 € RT.

Nach (5.14)

d 4 *
Y _7 ydy =xdr ~ /ydy :/xdx ~ / tdt :/ tdt
dx Y % z0

oy =2t —ay e P(r) =y =22+ yf —

(neg. Vorzeichen scheidet wegen yo = ¢(x9) € RT aus).
Probe: ¢(xg) = yo v

X

2\/x%+yd — 2 (z)

Fiir yg > x¢ ist ¢ auf ganz I = R* definiert.
Fiir yo < x folgt aus 22 + y5 — 2 > 0, dass 2* > 23 — y2, d.h., das
max. Def. intervall fiir ¢ ist I’ =]\/22 — 3, 00l

¢' () v

5.3 Lineare ODE, Variation der Konstanten

Def. 5.9. Sei I C R offenes Intervall,
a,b: I — R stetige Fkt. Dann heif3t

y = a(x)y + b(x) (5.16)

lineare ODE 1. Ordnung.
homogen: fiir b = 0,
inhomogen: sonst.

Th. 5.10 (Variation der Konstanten). Sei I C R offenes Intervall,

a,b: I — R stetig, xg € I, c € R.

Dann hat die lin. ODE (5.16) genau eine Lsg., die die Anfangsbed. y(zg) = c erfiillt.
Diese Lsg. ist

61— R, oz) = do(x) (c—i—/ G0t~ b(1) dt), (5.17a)

¢o: I — R, ¢o(r) =exp (/1’ a(t) dt) = elepa®dt (5.17b)



Bew.: a,b stetig = a, b iiber [z, ] riemannintegrierbar und
o T— R, @)™ ala)exp ( / at) dt) — a(2)éo(x).
zo

$o # 0, stetig = ¢, stetig, R.-int.bar und

¢ I — R,
a(z)po(x)

70 ’ -1 x ) h(x
S = T (o [ w0 w0 ) + golarine)” )

b(x)
HS, Produktregel f'g + ¢'f

= a(z)¢(x) + b(x),
= ¢ 16st (5.16). Wegen
d(x9) = po(xg) (c+0)=1-c=c¢

gilt auch die Anf. bed.

Eindeutigkeit: Sei ¢ : I — R Lsg. von (5.16) mit ¢(z¢) = c.
Zu zeigen: Y = .

Def. u := 1/ pg. Zeige:

zel

vV ou(z) :c—l—/x%(t)l b(t)dt.

Es gilt:

agou+b=ap+b=1v" = (pou) = dyu+gou’ = adou+ g’

:>b:¢0u’:>u’:¢alb

= V  u(z)=u(z)+ /x W' (t)dt =c+ /x do(t) " b(t) dt

zel

= (5.18).
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(5.18)

]

Kor. 5.11 (Homogene lin. ODE). Fiir b = 0 hat (5.16) genau eine Lsg. y mit y(zo) = ¢,

und zwar

¢(x) = cexp (/ a(t) dt) _ o plmaar

Bem. 5.12. “Variation der Konstanten”:
Man erhélt (5.17) aus (5.19) durch Ersetzen der Konstanten c¢
durch die Fkt. x — ¢ + f;; Go(t) 1 b(t)dt.

(5.19)

]
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Bsp. 5.13. (a) Die hom. lin. ODE
v =ky, keR,

mit y(zg) = ¢ (zg, ¢ € R) hat nach Kor. 5.11 die eindeutige Lsg.
¢: R—R, ¢(r)=cexp (/ kdt) = cell@—m0),
z0

(b) Mit Kor. 5.11 berechnen wir erneut die Lsg. von (5.13) aus
Bsp. 5.7 (hom. lin. ODE mit a(z) = —1/x). Mit Anf.bed. y(1) = c ist die eind.

Lsg.
ot
é(x) = cexp (—/1 T) = ce M7 = g

y =2y + 2° (5.20)

(c)

mit y(0) = ¢, c € R.
Inhom. lin. ODE mit

a: R— R, a(x):=2z,
b: R— R, bx):=2"

Losung der hom. Gl. nach Kor. 5.11:

2

0. R—R, ¢o.(r) =cexp (/a: a(t) dt) = ce”,
0

Also Lsg. von (5.20) aus (5.17a):

¢p: R— R,

d(a) =€ <c+/oz e dt) — (c+ [—%(t2+ 1)et2r)
0
1

¢/(ZU) = 295((: + %)er o
| |

5.4 Substitution

— Geschickte Substitution der Variablen erlaubt es manchmal, die zu 16sende ODE in
eine ODE zu {iberfiithren, deren Lsg. man schon kennt.
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Bem. 5.14. Ahnlich wie bei Trennung der Var. wird auch Substitution in der Praxis

oft heuristisch verwendet. Fiir

y' = f(z,9), y(xo) = yo ()
geht man wie folgt vor:

(1) Setze z := T(x,y), berechne z’, d.h. Abl. von
v 2(x) = T(x,y(r)).

(2) In 2’ setze ¥ = f(x,y) und substituiere dann
y=T1(2) (Auflésen von z = T'(x,y) = T,(y) nach y).
Dies liefert das transformierte AWP
2 = g(x,2), 2(z0) = T(w0, o) (**).

(3) Lose (**); erhalte Lsg. . Dann ist
z — ¢(x) =T, " (u(x)) Kandidat fiir Lsg. von (*).

(4) Priifen, dass ¢ (*) 16st.

Bsp. 5.15. Betrachte

2
i RY xR — R, f($,y)::1+%+%

und das AWP
y = flz,y), y(1)=0.
Setze z 1= T(x,y) := £, gehe gema Bem. 5.14 vor:

(1)

2
I y oy y 2
z —;(14‘—"‘?)—?—;(14‘24‘2)——
1 2
T L) =o0/1=0
s

(3) Lose (5.23), z.B. durch Tr. der Var., erhalte

p:le 2 e[ — R, p(z):=tanlnaz.
——

Dann ist ¢ : I — R, ¢(z):=xp(r) =z tanlnz,

Kandidat fiir Lsg. von (5.22).

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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(4) Probe: ¢(1) =1-tan0=0 v

1
¢'(r) =tanlnz + 2 — (1 + tan’Inz) = 1 +tanlnz + tan’Inz
T

¢(z) | ¢*(z)

=l+——+—= 7
T T

Th. 5.16. Sei G C R x R offen, f: G — R, (zg,y0) € G. Setze
V Gp={yeR: (z,y) € G}

zeR

und betrachte dif.bare Variablentransformation/Substitutionstkt. 7" : G — R mit

A (Tx =T(1,): Go — To(G), Tuly) :=T(x,y),

ist Diffeomorphismus) ,

(d.h. T, inv.bar und 7T}, T, * sind dif.bar).

Dann sind die AWP

y' = f(z,y), (5.24a)
y(zo0) = vo, (5.24b)
und
, e, TN (y) e .
y T () +0,T (2, T, (y)), (5.25a)
y(@o) = T(z0,0), (5.25b)

in folgendem Sinn dquivalent:
(a) Dif.bare Fkt. ¢ : I — R ist Lsg. von (5.24a) g.d.w.
p:l—R, px) = (T, o0¢)(x) =T(z,¢(x)), (5.26)
Lsg. von (5.25a) ist.

(b) ¢: I — R dif.bar ist Lsg. von (5.24) g.d.w.
w aus (5.26) Lsg. von (5.25) ist.

Bew.:
G offen = G,offen = T,(G,) offen.

Wende nun Kettenregel auf T, o T, ' = Id an:

Vo T () (T, (y) = 1,

y€TL(Gy)
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d.h., (T;7Y(y) # 0 mit

yer(G) <(T51)'(?J)>1=T4(T£1(y))- (5.27)
(526) = Y oe) =T, (u(x)). (5.28)

zel

Kettenregel fiir u:

) = (0T 00) 37 (e00) ()

=T,(¢(2)) ¢/ (z) + 0T (x, 6(x)).
Sei nun ¢ Lsg. von (5.24a). Dann:

v

zel

(5.29)

e (5.29),(5.24a)

zel

TL(x)) f (2, 6(x)) + 0T (v, 6(x))
(T (@) £ T (@) + 0T (2, T ()

(5:27) f(fU T, (M(l’)))
(151) (u())

+ I

d.h., p 16st (5.25a).
Umgekehrt sei p Lsg. von (5.25a). Dann:

f (. T (n(x))) O,T (2. TA(T)))
L T i) o

1 (5.28)

O2 1(2) O 10(0(2)) ¢ (2) + O,T e tT).

(751 (u(2)),
(5.27),(5.28)

(5.28)

= ¥ ¢@)=f(z, T, (ul(@))) f(z. 6()),

zel

d.h. ¢ 16st (5.24a).
Bleibt (b) zu zeigen. (b) folgt aus (a), da

d(x0) = Yo = p(wo) = T(Jfo, ¢(33'0)) = T(x0, %),
p(xo) = T(xo,90) = olxo) = Ty (lwo)) = Tpy (T(0,%0)) = bo-



Als Anwendung:
Th. 5.17. Betrachte die Bernoulli-Dif.gl.
y = fz,y) = alx)y +b(z)y"

mit « € R\ {0,1} und a,b: I — R stetig auf dem
off Int. TCR, f: IxR"— R. Anf. bed.

y(0) = yo, (z0,%) € I x RT,
Betrachte auch das zugehérige lin. AWP
y = (1—a)(a(z)y +b(x)),
y($0) = yéiav
mit der durch Th. 5.10 gegebenen eind. Lsg. ¥ : I — R.

(a) Eindeutigkeit: Auf jedem off. Int. I” C I mit zop € I’ und ¢ > 0 auf I’

hat das AWP (5.30) eine eind. Lsg. Diese ist

¢: I' —RY, ¢(x) = (z/)(x))m

(b) Existenz: Es gibt ein off. Int. I’ C I mit xg € I’ und ¥ > 0 auf I,

d.h. so, dass sich (a) auf I’ anw. ldsst.

Bew.: (b) gilt nach Th. 5.10, da ¥(x) =y * > 0 und 1 stetig ist.

(a): Wende Th. 5.16 an mit Substitution
T:IxR" —R", T(xy):=y""

T ist dif.bar mit 0,7 = 0 und 0,7 (x,y) = (1 —a)y~*.

Weiter ist

\ZI Tm:S, S:R+—>R+7 S(y> =Y
S71: R+ — R+, §~1(y) = yia,
(51Y(y) = s v

= o y
S und S7! sind dif.bar; (5.25a) hat die Form

= f(2, 77 (y)
(171 (y)

T

+ @CT(x, T;l(y))

= (1= a)y % (a()y™= +b(x) (y==)" ) +0

= (1—a) (a(2)y +b(x)).
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(5.30a)

(5.30D)

(5.31a)
(5.31D)
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Nach Th. 5.16 ist dann ¢ = S71(¢)) = @Zﬂ%a Lsg.

von (5.30) auf I’ mit zy € I’, ¢ > 0 auf I'.

Ist A: I’ — R™ beliebige Lsg. von (5.30), so ist nach Th. 5.16

pi=So\=M\"%Lsg. von (5.31).

Nach Th. 5.10 also A'™* = [y = ¢'7* = )\ = ¢. [
N

Einschrinkung auf [’
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