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1. Grundlagen: Logik & Mengenlehre

1.1. Einfiihrende Bemerkungen

Mathematik:

e Wahrheit /Falschheit von Aussagen logisch rigoros beweisen.

e Methoden zur Lésung von Problemklassen bereitstellen, deren Korrektheit bewei-
sen.

Analysis beschéftigt sich mit Grenzwerten/Limiten.
e Hier speziell: Integral- & Differentialrechnung (“Calculus”),
Limiten von Folgen & Funktionen

— braucht einige Vorbereitung

Den Rahmen liefert die Mengenlehre

— praktisch alle unsere Aussagen werden Aussagen iiber Mengen (und Zahlen) sein
— Ziel: Aussagen nach logischen Regeln beweisen

— Zu Mengenlehre, Logik, Beweistheorie gibt es jeweils extra Vorlesungen!

1.2. Aussagenlogik

1.2.1. Aussagen

Aussage: Zeichenreihe, der sich sinnvoll ein Wahrheitswert, also wahr (W) oder
falsch (F') zuordnen l&sst.

Bsp. 1.1: (a) Aussagen:
— Aj: Jeder Hund ist ein Tier. (W)
— Ay: Jedes Tier ist ein Hund. (F)
— Ajs: 4 ist ungerade. (F)
A 243=5 (W)
— As: v/2 <0 (F)
— Ag: w4+ 1 > 0 gilt fir jede natiirliche Zahl z. (W)



(b) Keine Aussagen:

— Denk mal nach!

— Wer bist Du?

—+3-5+7

v~ ohne Wissen iiber x weder W noch F
—x+1>0
— Alle natiirlichen Zahlen sind griin.
N wird zur Aussage, wenn man definiert,
was es bedeuten soll, dass eine nat. Zahl griin ist

1.2.2. Logische Operatoren

Ziel: Aussagen manipulieren und kombinieren.

Verneinung oder Negation: Operator —

e Ist unér, d.h. Anwendung auf eine Aussage:
A: Jeder Hund ist ein Tier.
—A: Nicht jeder Hund ist ein Tier.

Die Wirkung log. Op. beschreibt man durch Wahrheitstafeln.
Negation:

(1.1)

Binére log. Op. kombinieren zwei Aussagen.

Folgende sind fiir uns unerlésslich:

Konjunktion: A und B, in Zeichen: A A B.
Disjunktion: A oder B, 1 AV B.
Implikation: “A impliziert B”, || || A= B.

auch “aus A folgt B”

Aquivalenz: “A ist dquivalent zu B”: A < B.
“A gilt genau dann, wenn B gilt”

Wahrheitstafel dazu:



v nichtausschlieBendes Oder

A|B|AANB|AVB| A= B| A< B
W W W W W W
W | F F W F F
F|W F W W F
F|F F F W W

Bsp. mit Aussagen aus Bsp. 1.1(a):
Al VAN A41 W, A1 A Agi F, da Ag F

umgangssprachlich: “oder” oft “entweder oder”
(A B entw. A oder B)

W W F
. A B AVB
logisches oder: W W W
BSp.Z Al V A4Z W, Al V Agi W, da A1 W

A2 \ A5§ F.

Wir sehen: Aussagen lassen sich logisch kombinieren,
auch wenn sie keinen inhaltlichen Zusammenhang haben.

Gilt auch bei =, <: siehe unten.
A = B: Man sagt auch: “B ist notwendig fiir A”
“A ist hinreichend fiir B”

A B A=21B
F W W

folgen konnen:

, da richtige Aussagen aus falschen

v/ quadrieren
Z.B:. —-1=1 = 1=1
F W

Al = A@I W, A4 = AQ: F

In Anwendungen: A = B mit Wahrheitswert
von A, B unbekannt, aber man versucht A

zu beweisen, um B zu beweisen

(bringt nichts, falls sich A als falsch rausstellt).

(1.2)



Bsp. 1.2: Sasha studiert Analysis. Dann ist,
“Sasha wiederholt Analysis = mindestens ein*e Student*in wiederholt Analysis”
A B

wahr:

Wenn A wahr, so auch B wahr.
Wenn A falsch, wissen nicht, ob B wahr oder falsch.

Bsp. zu “&7: A1 < Ay W, Ay s AW
Ay & A5Z F.

In Anwendungen wieder A < B mit Wahrheitswert
von A, B unbekannt, aber um Wert von B zu
bestimmen, geniigt es, Wert von A zu bestimmen.

Bsp. 1.3: Sasha habe die beste Punktzahl in der Analysispriifung. Dann ist

“Sasha wiederholt Analysis < das beste Analysisergebnis hat Wiederholer*in” wahr:

A B
Wenn A wahr, so B wahr.
Wenn A falsch, so B falsch.

— wir sehen, < ist niitzlicher als =

Bem. 1.4: Informatik: W oft als 1 kodiert.
F oft als 0 kodiert.

1.2.3. Regeln

Ausdriicke wie A A B sind keine Aussagen,

da sie Variablen enthalten (hier: A, B), deren
Wahrheitswert (WW) unbekannt ist. Solche Ausdriicke
heifflen Aussageformen, sie werden

zu Aussagen, wenn alle Variablen durch

Aussagen ersetzt werden.

WW der Aussageform lésst sich eindeutig
bestimmen, wenn allen Variablen ein WW zugewiesen wird.

Bsp. 1.5: (a) % (AAB)V(-B):?

A|B|ANB|-B|(AAB)V(=B)
WIF| F | W] W




(b) AV (—A): Gesetz des ausgeschlossenen Dritten

A=Al AV (-A)
W[ F W (1.4)
FIW| W

Solche Formen, die immer wahr sind, sind besonders wichtig:

Definition 1.6: Aussageformen, die fiir jede Belegung der
Var. mit WW immer wahr sind, heiflen Tautologie.

Notation 1.7: ¢(Ay,..., A,) heiBt, dass Aussageform
¢ hochstens Aq, ..., A, als Var. enthilt.

Def. 1.8: ¢(Ay,..., A,) und (A4, ..., A,) heiBen dquivalent genau dann, wenn
O(Ay, ..., Ay) & (A, ..., A,) Tautologie ist.

Lemma 1.9: ¢(Aq,...,A,) und (A, ..., A,) sind &q.
genau dann, wenn sie fiir jede Belegung von Aq,..., A,
mit WW den selben WW haben.

Beweis: Sind ¢(Ay,..., A,) und ¥(Ay,..., A,) dq. und
A; hat WW ¢, mit i = 1,...,n, so ist der WW
von ¢(Ay, ..., An) © Y(A,...,A,) W, da
die Form eine Tautologie sein muss. Nach (1.2)
miissen ¢ und ¢ den selben WW haben
(beide W oder beide F).

Haben umgekehrt ¢(Ay, ..., A,) und ¥(Ay, ..., A,) den selben WW
fiir jede Belegung von Ay, ..., A, mit WW, und ist eine Belegung gegeben, so gilt

¢ Y o v : . :
entweder W W oder r In beiden Féllen hat ¢ < 1 den Wahrheitswert

W, d.h., ¢ & 1 ist Tautologie. O
qed.

— Hat man dq. Aussagen, so kann man sich aussuchen,
welche man in einem logischen Argument verwendet!

e Theorem 1.11 stellt wichtige Aquivalenzen bereit, zuvor



Konvention 1.10 (zur Klammerreduktion):
= bindet stérker als A, V, welche stérker als
=, < binden.

Zum Beispiel ist

(AV-B = -BA-A)& -CA(AV-D)

das selbe wie
((Av (=B)) = (-B) A (-4))) & ((=O) A (A v (-D))).

v~ auch “Satz”

Theorem 1.11: (a) (A= B)< -AVB
(man kann “=" durch “=” und “Vv” definieren).

(b) (A< B)< ((A=B)A(B=4))
A istvnotwendig & hinreichend fiir B
B = A heifit auch Umkehrung von A = B

(c) Kommutativgesetz der Konjunktion: AA B < B A A.
(d) Kommutativgesetz der Disjunktion: AV B < BV A.
(e) Assoziativgesetz der Konj.: (AAB)AC < AN (BAC).
(f) Assoziativgesetz der Disj.: (AV B)VC < AV (BVCC).
(g) Distributivgesetz I: AN (BVC) < (AANB)V (ANC).
(h) Distributivgesetz II: AV (BAC) < (AVB)A(AVC).
(i) De Morgan-Gesetz I: =(A A B) & —AV —B.

(j) De Morgan-Gesetz II: =(AV B) < AN —B.

(k) Doppelte Verneinung: =—A < A.

(1) Kontraposition: (A = B) < (=B = —A).

Bew.: Jeweils Wahrheitstafel plus Lem. 1.9.

(a):

A|B|-A|A=B|-AVB
W W| F W W
WI|F | F F F
FIW| W W W
FIF | W W W

(b) — (h): Ubung.
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A|B|-A|-B|AAB —|(A/\B) -AV-B
W W] F F W F F
W|F | F | W F W W
FIW|W]|F F W W
FIF|W|W F W W
(j): Ubung
(k):
A|-A]-4
W| F W
i
(1):
A|B|-~A|-B|A= B|-B=-A
WIW| F | F W W%
W F F | W F F
FIW|W]|F W W
FIF|W|W W W%

Die Regeln aus Th. 1.11 werden oft in Beweisen
verwendet; es wird dann ggf. darauf verwiesen.
Weitere Regeln in Th. 1.13. Dazu:

Def. 1.12 (Implikation fiir Aussageformen):
Wir sagen ¢(Ay, ..., A,) impliziert ¥(Aq, ..., Ay)
(¢(...) = ¥(...)) genau dann, wenn jede Belegung
mit WW, die ¢ wahr macht, auch ¢ wahr macht.

Th. 1.13: (a) Transitivitdt der Implikation: (A = B) A (B = C) = (A= C).
(b) Transitivitit der Aquivalenz: (4 < B)A (B < C) = (A< O).

Bew.: (a):
A|B|C|A=B|B=C|(A=B)ANB=0C)|A=C
WIW | W W W W W
W|F W F W F W
FIW|W W W W W
F|F|W W W W W
W | W|F W F F F
W|F|F F W F F
FIW|F W F F W
F|F|F W W W W




Man sieht, dass A = C wahr, falls (A = B) A (B = C) wahr.
(b): Siehe Skript.

Def. & Bem. 1.14: Ein Beweis der Aussage B ist eine
Folge von Aussagen Ay, ..., A, so, dass
Ay wahr ist, A; = A;; 4 fur 1 <i < n gilt, sowie
A, = B. Nach Th. 1.13(a) ist dann auch B wahr.

1.3. Mengenlehre

Cantor (1895): ,,Eine Menge M ist die Zusammenfassung
zu einem Ganzen von wohlunterschiedenen Objekten m
unserer Anschauung oder unseres Denkens*.

— Wir nennen m die Elemente von M.

Cantors Mengenlehre ist nicht frei von Widerspriichen
(z.B. die Russelsche Antinomie),

die in der axiomatischen Mengenlehre

vermieden werden (siche Literatur im Skript).

Not. 1.15: m € M fiir “m ist Element von M”.

Def. 1.16: Mengen M, N sind gleich (M = N)

g.d.w. M und N haben genau die selben Elemente.
—
genau dann wenn

Def. 1.17: Die Menge ohne Elemente heifit leere Menge, Symbol: (.

Bsp. 1.18: Mengen: A := {0}, B :={0,17.5}, C :={5,1,5, 3},
. per Definition gleich
D :={3,51}, E:={2,v2,-2}.
Es gilt C' = D (Reihenfolge dndern, Element
mehrfach schreiben dndert Menge nicht).
F:={-4,-2,...,20,22,24}

(solche Abkiirzungen nur sinnvoll, wenn Punkte aus Zusammenhang klar).

Def. 1.19: Teilmenge/Inklusion: A C B g.d.w.
jedes Element von A auch Element von B.
Gleichwertig: B O A (B Obermenge von A).
Achtung: A=B = AC B.
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ACBfirACBAA#B.
. “echte Teilmenge”

Ist P(z) Aussage iiber Element = von B, so def.
A={reB: P(z)} (1.5)

als die Teilmenge von B, bestehend aus allen x € B, fiir die P(z) wahr ist.

Bsp. 1.20: (a) Immer gilt: A C A, ) C A.
(b) ACB=A={xeB:xec A}

(c) Mit A= {—10,-8,...,8,10} gilt
{=2,0,2} ={z € A: 2% € A},
D={xeA: z+21 €A}

Bem. 1.21: A=B< ACBABCA.

— Zum Beweis der Gleichheit von Mengen zeigt man
oft zwei Inklusionen.

Def. 1.22: (a) Durchschnitt A N B besteht aus allen El., die
sowohl in A als auch in B sind. A, B heiflen
disjunkt g.d.w. AN B = 0.

(b) Vereinigung A U B besteht aus allen El., die in A oder
logisches Oder
in B sind.
Schreibe AU B, falls AN B = ) (disjunkte Vereinigung).

(c) Differenz A\ B (“A ohne B”, “A minus B”):
A\B:={x € A: = ¢ B}.
Ist B C A, so heifit A Grundmenge und
B¢ := A\ B das Komplement von B.

Bsp. 1.23: (a)

{1,2,3} N {3,4,5} = {3}, (1.6a)
{(V2}n{1,2,...,10} = 0. (1.6b)

(b)
{1,2,3} U{3,4,5} = {1,2,3,4,5}, (1.7a)

{1,2,330{4,5y = || . (1.7b)



(c)

{1,2,3}\ {3,4,5} = {1,2},
{1,2,3}\ {3,2,1,V5} = 0,

{-=10,-9,...,9,10}\ {0} = {~10,-9,..., -1} U{1,2,...,9,

Sei nun {1,2,3,4,5} Grundmenge. Dann

{1,2,3}° = {4,5}.

Brauchen auch Mengen von Mengen.

Bsp.: {0,{0},{0,1}}, {{0,1},{1,2}}.

Def. 1.24: Potenzmenge P(A) (auch 24, siehe Prop. 2.17 unten)
besteht genau aus allen Teilmengen von A.

Bsp. 1.25:

P(0) = {0},
P({0}) = {0.{0}},

P(P({0})) = P({0.{0}}) = {0.{0}, {{0}}, P({0})}.

Beispielmengen waren bisher endlich.

Die einfachste unendl. Menge:

Def. 1.26: N :={1,2,3,...} heiit Menge der
natiirlichen Zahlen, Ny := {0} UN.

Bem. 1.27: Wer mag, kann Zahlen als Mengen
auffassen: 0 := 0, 1:= {0}, 2:={0,1}, 3:={0,1,2}, ...
n:={0,1,....n—1} =(n—-1)U{n —1}.

Wieder Regeln:

Th. 1.28: (a) Kommutativgesetz: AN B = BN A.
(b) Il : AUB =BUA.
(c) Assoziativg.: (ANB)NC =AN(BNC).

14
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(d) I (AUB)UC =AU (BUCQO).

(e) Distributivg.: AN (BUC) =(ANB)U(ANC).

(f) I cAU(BNC)=(AUuB)N(AUCQ).

(g) De Morgan-Gesetz I: U\ (ANB)=(U\A)U U\ B).
(h) | II:U\(AuB)=(U\A)N(U\B).
(i) Doppeltes Komplement: ACU = U\ (U\ A) = A.

Bew.: Anwendung der Regeln von Th. 1.11:

(a):xGAﬂB(:):EEA/\xGBTh'}:';l(C)

(g): Sei z € U. Dann gilt

reU\(ANB) & ~(r€ ANB) & —~(z € ANz € B)

g —(x € A)V —~(zx € B)

rEBANzEeE A e BNA.

15

= reU\AVezeU\B<sxec(U\A)UU\B).

(b) — (), (h), (i): Ubung.

Bem. 1.29: Kann allgemein Aussagenregeln in
Mengenregeln iibersetzen (siche Skript).

1.4. Préadikatenlogik

Betrachte folgende Aussagen:

x+ 1> 0 gilt fiir jede nat. Zahl z. (W)

Alle reellen Zahlen sind positiv. (F)

Es gibt eine nat. Zahl groer als 10. (W)

Es gibt reelle Zahl 2 mit 2> = —1. (F)

Fiir jede nat. Zahl n gibt es eine nat. Zahl grofer n. (W)

Es kommt der universelle Quantor “fiir alle”
und der existentielle Quantor “es gibt”
Vor.

Symbolisch: V “fiir alle”
3 “es gibt”

N: nat. Zahlen, R: reelle Zahlen

O



Damit (1.10):

V z+1>0. (W)

zeN

V oz >0.(F)
zeR

3 n>10. (W)
neN

2—_
zgRa: =—1. (F)
Y 3 m>n. (W)
neN meN

Def. 1.30: Universelle Aussage:

vV P(x).

z€EA

Existentielle Aussage:

3 P(x).

z€EA

P(z) ist ein “Priadikat” von z, d.h. ein Ausdruck,

der fiir jedes x € A eine Aussage (W oder F)
darstellt. P(z) darf wiederum Quantoren
enthalten, aber keine, die sich auf z

beziehen (man sagt auch, “die Variable z in P(z)
muss frei sein — nicht durch Quantoren gebunden).

Aussage (1.12a) ist wahr g.d.w. P(x)
wahr fiir alle z € A.

Aussage (1.12b) ist wahr g.d.w. P(z)
wahr fiir mindestens ein z € A.

v~ “grofles Und”
Bem. 1.31: In Literatur auch A fiir V und
zEA z€A
\V fir 3.

€A r€EA

N “grofles Oder”

Bem. 1.32: Eindeutige Existenz:
3l P(x)

TEA

16
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steht fiir “es gibt genau ein = € A so, dass P(x) gilt”.
Abkiirkung fiir

= (P(x)/\ v (P(y):xzy)).

€A yeA

Bsp. 1.33:
3l n > 10. (F)
neN
Al 12 > n > 10. (W)
neN

Bem. 1.34: Regeln:

(a) Negation (Verallgemeinerung der de Morgan-Gesetze):

-V P(z) & 3 —P(x),

z€A TEA
?EA P(z) < ng -P(x).

Beide Aquivalenzen sind unmittelbar klar, aber
zum Spafl noch einen Beweis fiir (1.16a) = (1.16b):

-3 Py MEW 3 pe) "EY v —P)
T€A TEA TEA
Ty p(e).
TxEA

Negation Allgemein: Fithrende Quantoren “umdrehen” (V < 3)
und Pridikat negieren (Bsp. in (1.20e) unten).

(b) Vertauschungen gleicher Quantoren:

YV V Px,y) & VYV VY P(x,y),

z€A yeB yeB €A
4 3P & 4 3P )
2EA yEB (@.9) yeB z€A (2.)

Fiir A = B schreibe auch

vV P(x,y) fir vV YV P(x,y),

z,y€A r€A yeA
i1 P fi 14 4 P .
o (z,y) fir 3 = (z,y)

Allgemein: Benachbarte gleiche Quantoren darf man vertauschen.
Warnung: Benachbarte verschiedene Quantoren NICHT vertauschen
(siche Bsp. 1.35(d) unten).
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Bsp. 1.35: (a) Neg. von (1.11a):

ﬁ(x+1>0)
——
3 z+1<0.(F) (1.20a)

zeN

Neg. von (b),(c),(d): selbst machen
Neg. von (1.11e):

~(m>n)
ngN mzN /T;’;‘ﬁ (F) (1.20e)
(b)
-3 P@) - -3 (P(x) A ygA(P(w =T = y))
(116b), Th. L1L(a) ¥ - ( P(z) A ygA(ﬁP(y) V= y))
Th- 111() ng <ﬁp(x) V. ﬂygA(ﬁP(y) V= y))
Th 1413, v <ﬁp(x) v 3Py re# y))
Th. 1.11(s) QEA <p(a;) = yéIA(P(y) Nz # y)) - (L.21)

Der Ausdruck am Ende gilt g.d.w.

P(z) fiir alle x € A falsch ist oder es

zwar x € A so gibt, dass P(x) wahr, aber es
dann auch y # x mit P(y) wahr geben muss,
also gerade Neg. der eindeutigen Existenz.

(c) Gleiche Quantoren vertauschen:

V Va>0& YV V 27" >0, (1.22a)
z€R neN neN zcR
V 3 Iny>2® e V I 3 ny>a” (1.22b)
z€R yeR neN z€R neN yeR

(d) Verschiedene Quantoren vertauschen i.A. nicht:

m‘g’R ng y>z (W) (1.23a)
3 Vy>zx (F) (1.23b)

yeR zeR



19

(e) 3! eigentlich nur Abkiirzung geméaf (1.14),
kein echter Quantor. Vertauscht i.A. weder mit 3 noch mit sich selbst:

3 A m<n (W)
neN meN

A 3 m<n (F)
meN neN

3 A m<n (W)
neN meN

A Am<n  (F).

meN neN

Bem. 1.36: Beweisstrategien:

(a) EZ’A P(x): Man muss P(x) fiir jedes x € A beweisen, d.h.
Beispiele reichen nicht!

(b) —|ng P(x): Finde ein = € A so, dass
P(z) falsch (ein Gegenbeispiel reicht).

(c) IEIA P(z): Finde ein x € A so, dass P(z)
wahr (ein Bsp. reicht).

Def. 1.37: Sei I # () eine Menge (genannt
Indexmenge). Fiir jedes i € I sei A;
eine Menge (identische A; zugelassen).

(a) (A= {x Ve AZ} : (1.24a)

el
(b) JA4i= {x  Jae Ai} : (1.24b)
el

N heiBt disjunkt g.d.w. V- (i#7 = ANA;=0)
1,)€

Prop. 1.38: Sei I # () Indexmenge; M, A; Mengen
fiir jedes 7 € I. Regeln:

(a) (ﬂAi) NM= (A NM).

iel i€l

Udi | uM = U(4 U M).

il

UAi)nM=U(A; NM).

il

()
© (na)us=neoan,
()



(e) M\ NA=UM\A).

(F) M\ LEJIAi = Q(M\Ai)-

Bew.: (a),(b),(d),(f): Ubung.

(c): Skript.
(e):
xeM\ﬂAi@ tEMA-Y z€A & zcMA 3 xd A
il el el
& JrzeM\A < ze| JM\ A
el
el
Bsp. 1.39:
[IN=N,
zeR
({L2.....n} = {1},
neN
UN=N,
zeR
U{t2.....n} =N,
neN

N\ (J{2n} ={1,3,5,...} = () (N\ {2n}).

neN neN

Vergleich mit Notation aus Def. 1.37:

Z.B.in (1.25a) ist
I =R, 'VI A; =N
1€

(in (1.25a) steht dabei x statt 7).

In (1.25b) ist
I=N, V¥V A,={L2...n}.
ne

2. Funktionen & Relationen

2.1. Funktionen

20

(1.25a)
(1.25b)
(1.25¢)
(1.25d)

(1.25¢)



Def. 2.1: Sei z € A, y € B. Dann heif}t

(e.) = {{o}. {0y} }

das (geordnete) Paar aus z und y. Kartesisches Produkt:

Ax B:={(z,y): x€ ANy € B}.

Bsp. 2.2:
AxD=0xA=10,
{1,2} x {1,2,3} = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3) }
#{1,2,3} x{1,2} ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2), (3,1), (3,2)}.
Fiir x # y:

(z,y) = {{a} {z.y}} # {y} Az, v} } = (y,2).

Def. 2.3: A, B seien Mengen. Eine Funktion / Abbildung f
ordnet jedem x € A genau ein y € B zu.
Schreibe f(x) fir y.
D(f) := A: Definitionsbereich (domain) von f,
R(f) := B: Wertebereich (range) von f.
Notation:

f: A— B, x— f(z)
——

Zuordnungsvorschrift

f(z): das Bild von «z,
x: ein Urbild von f(z),

graph(f) == {(z,y) € Ax B: y= f(z)}.

Ganz genau: f ist das geordnete Tripel (A, B, graph(f)).

F(A,B)=B"={(f: A— B): A=D(f)ANB=R(f)}.

. Menge der Fkt von A nach B

Def. 2.4: Sei f: A — B Fkt.
(a) Fir T C A heifit

das Bild von T" unter f.
(b) Fiir U C B heift
f{U):={zecA: flx) €U}
das Urbild von U unter f.

21

(2.3a)
(2.3b)
(2.3¢)

(2.4)

(2.5)



(c) f heiBit injektiv (auch eineindeutig) g.d.w. jedes y € B hat
hochstens ein Urbild, d.h.

f injektiv. = & v (f_l{y} =0V 214 f(z) = y>

yeB

& Vo (z1#x0 = flzr) # f(22)).

r1,22€A

(d) f heiBit surjektiv g.d.w. jedes y € B hat
mindestens ein Urbild, d.h.

fsurjektiv. <V 3F y=f(z) & GVB fHy}y #0.

yeB €A

(e) f bijektiv :< f injektiv A f surjektiv.

. 2.5:
Fo{L2.3.45) — {12345}, f(r)= 246
S+ e
1. e Auch: © — —z + 6 statt f(z) = —2+6
3+ °
2 + °
1+ °
12345
g: N— N, g(n) :=2n,
h:N-—{24,6,...}, h(n) := 2n,
h:N—{2,4,6,...}, h(n) := " fl._lr n gerade,
n+ 1 fiir n ungerade,
G: N—R, G(n) :=n/(n+1),
F:P(N)— P(P(N)),  F(A):=P(A).

Es ist g # h wegen R(g) # R(h).
Aber g(N) = h(N).
Weiterhin

F{L2h) = {54} = /'({1.2}), h'({2.4,6}) = {1,2,3,4,5,6}.

f bijektiv, g injektiv (nicht surj.),
h surj. (nicht inj.)
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(2.10)

(2.11)

(2.12a)

(2.12D)
(2.12¢)

(2.12d)

(2.12e)
(2.12f)

(2.13)



Bsp. 2.6: (a) Identitéit auf A # (:
Id, : A— A Ild(x) ==
~—
auch Id 4
ist bijektiv.
(b) Konstante Abbildung f: A — B:
1 Vv flr)=c

ceB x€A

Schreibe auch f = ¢ (“f ist identisch gleich ¢”).
Sei f=¢,0#T C Aund U C B. Dann:

A firceU,

F(T) = {e}. f‘1<U)={® gt

finj. & A ={z}; f surj. & B = {c}.
(c) Fir A C X heifit
t: A— X, x):==x,
Inklusion. Dann: ¢ inj.; ¢ surj. < A= X < = 1dyu.
(d FirACX,f: X —B,g: A—>B,x¥A g(x) = f(z)

heifit g Einschrankung von f auf A,
f Fortsetzung von g auf X. Schreibe dann g = f 4.

Def. 2.7: Komposition/Hintereinanderausfithrung
von f: A— B, g: C — D mit f(A) C C ist

gef A—D, (go f)(x):=g(f(x)).

lies: “g nach f”
Bsp. 2.8:
f+ N—R, n— n?
g: N— R n— 2n.

Dann f(N) ={1,4,9,...} C D(g),
g(N)={2,4,6,...} CD(f),

(gof): N—R, (go f)n) =

g =
(fog): N—R, (fog)(n) = f(2n) = 4n”.

Alsoi.A. go f # fog!

Prop.29: f: A—B,g: C—D,h: E—F, f(A) CC,g(C)CE.
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(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17a)
(2.17b)

(2.18a)
(2.18b)
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(a) Assoziativgesetz:

ho(gof)=(hog)of. (2.19)
(b)
ek, o NTV) = 7 g W)). (2.20)
Bew.: (a)
V. (ho(go N)@) =h((ge (@) = hg(f(@)) = (hog)(f(x))
= ((hog)o f)(x) (2.21)
(b) Ubung. .

Def. 2.10: g: B — A heifit rechts- (bzw. links-) invers
wuf: A— Bgdw. fog=Idg (bzw. go f =1dy).
g heiBt invers zu f (auch Umkehrabbildung) g.d.w.
g rechts- und linksinvers zu f. Schreibe dann f~! = g.
f heiBt (rechts-, links-) invertierbar g.d.w.
es eine (rechts-, links-) inverse Abb. zu f gibt.

Bsp. 2.11: (a)

f: N—N, f(n):=2n, (2.22a)
9 fi
g NN, gu(n) = 4 V/2 Tirngerade, (2.22b)
1 fiir n ungerade,
n/2 fiir n gerade,
: N— N, n) = 2.22¢
92 92(n) {2 fiir n ungerade. ( )
g1, g2 beide linksinv. zu f, f hat keine rechtsinv. Abb.
nach Th. 2.12(c) unten.
(b)
fiN—SN f(n) n/2 fiir n gerade, (2.93)
: ) n) = .23a
(n+1)/2 fiir n ungerade,
g1: N— N, gi(n) :=2n, (2.23b)
go: N— N, ga(n) :=2n—1. (2.23¢)

g1, g2 beide rechtsinv. zu f, f hat keine linksinv. Abb.
nach Th. 2.12(c) unten.



25

(c)
—1 fi
fiN—N, fn)={" ir n gerade, (2.24a)
n+1 || n ungerade,
1 2 3 4 ) 6
~_ ~_7 SN_” hat f' = f.
2 firn=1,
3 =2
g: N— N, g(n):= In =2, (2.24D)
1 ln=3
/ nollng (12,3}
Y
1 2 3
\/
3 firn=1,
1 =2
g ' N—N, g'n):= In =2, (2.24c)
2 ||n=23,
/ n ||n¢{1,23}
PR YR
1 2 3
~~N—
Th. 2.12: Seien A, B # ().
(a) f: A — B hat rechtsinv. Abb. & f surj.
(b) f: A — B hat linksinv. Abb. < f inj.
(c) f: A — B hat inverse Abb. < f bijektiv.
In diesem Fall: rechts- und linksinv. Abb. sind
eindeutig und = f~1.
Bew.: (a) Sei f surj. Dann: yZ’B myfleA flzy) =v.
Def.
g: B— A, g(y) ==z, (2.25)

g ist rechtsinv.: YV  f(g(y)) = y.
yeB

Umgekehrt sei g : B — A rechtsinv. zu f.

= flg(y), d.h. g(y) € f~{y}, dh. f ist surj.
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(b) Sei f inj. und a € A fest. yGVB (ffl{y} #0 = xyElelA flzy) = y).

Def.
el
g: B— A, gy):= {xy fiir £y} 70, (2.26)
a  sonst.

g linksinv., da EA g(f(x)) = =x.
Umgekehrt sei g : B — A linksinv. zu f. Sind z1,25 € A
mit f(21) = f(z2) =y, s0
z1=(go f)(z1) = g(f(z1)) = g(f(22)) = (g ° f)(x2) = x2, also [ inj.
(c) Sei g linksinv. zu f, h rechtsinv. zu f. Dann:

v gw)=(go(fon)y) = ((gof)oh)(y)=hly), (2.27)

yeEB

also g = h. Auch:
f inv.bar = g = h = f~! sowie f bij. nach (a), (b).

Umgekehrt: f bij. (L") f hat Linksinv. g und Rechtsinv. h. Nach (2.27) ist g = h
und f inv.bar. O

Th. 2.13: Sei f: A— B, ¢g: B— C.
fyg inj. = go f inj.
|| surj. = || surj.
|| Dbij. = || bij. und
(gof) ™ =fTlog™" (2.28)

Bew.: Ubung. [

Def. 2.14: (a) Sei I Indexmenge. f: I — A heifit
dann auch Familie (von Elementen in A); man schreibt
f = (ai)ier mit a; := f(i) (oft wird dann f und
A gar nicht explizit angegeben). Oft sind die
a; selbst wieder Mengen.
(b) Folge in A: Familie in A mit [ = N.
Schreibe dann (an)nen oder (ag,as,...)
Allgemeiner: Familie heifit auch dann Folge, wenn es
bij. Abb. ¢: I — B C N gibt.

(c) Kartesisches Produkt fiir Familien von Mengen (A;);cr:

[T4 :z{(f:[HUAj) : iglf(z')eAi}. (2.29)

iel jeI

Hat I genau n € N Elemente, so heiflen die El.
von [[,c; Ai (geordnete) n-Tupel (Tripel fiir n = 3).




Bsp. 2.15: (a) Def. 1.37 def. (] und (J der Familie (A,;);e;.
Z.B. in (1.25Db):

(A)nen,  An:={1,2,....n}, () A.={1}.

neN
(b) Folgen:
In {0,1} : (1,0,1,0,1,0,...).
In N: (n*)nen = (1,4,9,16,25,...).
IR (=1)"Vn), = (—1, V2, -3, ..
InR: (1/n)pen = (1,%, ) :

1
3
Endliche Folge in P(N) : ({3,2,1},{2,1},{1},0).

(c) Fiir "gl Ay =Agilt [[,.; A= AT = F(I, A).

Z.B. [1,en R = RY: Menge der Folgen in R.
Fir I ={1,2,...,n},neN:

[JA=at2m = ﬁ A=A
=1

el

(Menge der n-Tupel in A).

Erklirung der Notation 24 fiir P(A):

Def. 2.16: Sei B C A. Dann heifit

1 firze B,

: A—{0,1}, =
B (0.1} xa(2) {O fir x ¢ B,

die charakteristische Funktion von B (bez. Grundmenge A)
(man schreibt auch 15 oder 15 statt yp).

Prop. 2.17: A sei Menge. Dann ist

X P(A) — {0.1}" X(B) = xa,
——

" Menge der Fkt. von A nach {0, 1}

bijektiv.
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(2.30)

(2.31a)
(2.31D)

) . (2.31c)

(2.31d)

(2.31e)

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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Bew.: x inj.: Seien B,C € P(A) mit EIB z¢C.
S
Dann: yp(z) = 1 und xo(z) =0, also x(B) # x(C).

xsurj: Zu f: A— {0,1} def. B:={z € A: f(x) =1}
Dann ist x(B) = xg = f. O

Schreibt man 24 fiir P(A), so identifiziert man

P(A) mit {0,1}* gemiB (2.34),
wobei in Mengenlehre oft 2 mit {0, 1} identifiziert wird.

2.2. Relationen

Def. 2.18: Relation R ist eine Teilmenge R von A x B.
Fiir A = B heifit R Rel. auf A.
Schreibe: a Rb :< (a,b) € R.

Bsp. 2.19: (a) Gleichheitsrel. “=" auf A # (:

R := A(A) ={(z,x) e AxA: x € A} (2.35)

Diagonale von A x A

r=y < zRy< (z,y) € R=A(A). (2.36)



(b)

“<” auf R ist
Re :={(z,y) e R*: z < y}.

Funktion als Relation: Fiir f: A — B gilt

Ry ={(z,y) € Ax B:y= f(x)} = graph(f)

ist Rel.
Relation als Funktion: R C A x B, B # () lisst
sich als die Fkt

r: A—P(B), fr(z)={ye€B: xRy},

auffassen.

Def. 2.20: Sei R Rel. auf A.

(a)

(b)

(c)

(d)

R reflexiv gdw. V zRuz.
€A

R symmetrisch g.dw. V (ny = yRa:).
— zyEeA

Rantisym. gdw. V ((zRy A yRz) = z=y).

r,yeA

R transitiv  g.d.w. V. ((xRy A yRz) = zRz).

9073/,2614
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(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)
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Bsp. 2.21:
R:={(z,y) € N*: (z,y beide gerade) V (z,y beide ungerade)}, (2.44)
S = {(z,y) e N*: y = 2°}. (2.45)
ref. | sym. a.sym. trans.

“="auf A£D | W | W W W

“<?auf Rod. N| W | F W W

“<?aufRod. N| F F W W

da(z<y Ny<ax)F
R W | W F W
S F F W F
xSy N ySer =r=y=1

Def. 2.22: Rel. R auf A heiit Aquivalenzrel.
< Rref., sym. & trans.
Notation bei Aqu.rel. oft x ~ y statt x Ry.

Bsp. 2.23: (a) “=" ist Aqu.rel. auf A # (.
(b) R aus (2.44) ist Aqu.rel. auf N.

(c) Sei A=J,c; 4, alle A; # () (Zerlegung von A).
Dann def.
T~y S '21 (xe ANy e A). (2.46)

Aqu.rel. auf A. )
Ist umgekehrt ~ Aqu.rel. auf A # 0, so gehort
dazu eine Zerl. A = J,.;A; so, dass (2.46) gilt:
[z] ={ye A: z~y}. (2.47)
< Aquivalenzklasse von = € A

Die ElL von [z] heilen Repréasentanten von [z].
~ Aqu.rel. =

(2= & 2~y) A (N =0 ~(z~y). (2.48)
Setze [ := A/ ~:= {[z] : x € A}
—_———

Quotientenmenge von A nach ~

Mit A; := i gilt dann A = J,.,As.

Def. 2.24: Rel. R auf A heifit Partialordnung (PO) g.d.w.
R ref., antisym. & trans. Fiir PO: x < y statt x Ry.
Eine PO < heifit totale oder lineare Ordnung (TO) g.d.w.

VYV (z<y V y<z).
L (x<y Vy<a)




Notation 2.25: Sei < PO auf A # (). Schreibe
r<y:=srx<yNz#uy.
N die strenge Ordnung zu <
Achtung: < ist keine PO (nicht ref.)

Def. 2.26: < sei PO auf A #£0, () £ B C A.

(a) = € A untere Schranke von B g.d.w. V x <D,

x € A obere Schranke von B g.d.w. V b<uz,

B nach unten beschrinkt g.d.w. es glbt untere Schr. von B,
B nach oben beschréinkt g.d.w. es gibt obere Schr. von B,
B beschrénkt g.d.w. B nach unten und oben beschrankt.

(b) z € B heifit Minimum von B (z = min B) g.d.w. z untere Schr.,
x € B heifit Maximum von B (x = max B) g.d.w. x obere Schr.

(c) v Infimum
inf B := max{x € A: x untere Schr. fiir B} (muss nicht existieren!)
sup B := min{x € A : x obere Schr. fiir B} (muss nicht existieren!)
N Supremum

Bsp. 2.27: (a) Das iibliche < ist TO auf jedem A C R.
Sei A := R mit iiblicher TO <.

B N (1,2,3) |Rt:={z€R: z>0}
ob. Schr. B / z.B.3,9.9 /
unt. Schr. B | z.B. 0, 1| z.B. %, 1 z.B. —1,0
max B / 3 /
min B 1 1 /
sup B / 3 /
inf B 1 1 0
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(b) A:=N x N. Def.

(my,ma) < (n1,n2) & my <ng A my < ns.

32

Ist PO, aber nicht TO (z.B. weder (1,2) < (2,1) noch (2,1) < (1,2)).

Sei
sup B = (2,2)
SN
(2,1) (1,2)

NS

B:={(1,1),(2,1),(1,2)}.

(1,1) =min B Gibt kein Max. von B.
Bew.: (2,2) = sup B:

v (m,n) <(2,2).

(m,n)eB

Sei (m,n) ob. Schr. von B. Dann (

also (2,2) < (m,n).

Andere Ordnung auf A (lexikographische Ord.):

(my,ma) < (ny1,m2) < my<ng V (mp=n; A mg <ng).

Dies ist TO auf A.

Lem. 2.28: <sei PO auf A#0, ) # B C A.

Die Rel. > mit

<-untere Schr. fiir B
<-ob. Schr. fir B

= min<B

= max<B

= inf< B

= sup B

8 8 8 8 8 &8

Bew.: < ref., antisym., trans.

T2y Sy
ist auch PO auf A und fiir alle x € A gilt:

te e

= > ref., antisym., trans. (klar).

Weiterhin:

(2.49)
(2.50)
(m,n) =2 <m,
(m,n) =2 <n,
(2.51)
(2.52)
x >-ob. Schr. fiir B, (2.53a)
x >-unt. Schr. fiir B, (2.53b)
r = maxs B, (2.53c)
r = mins B, (2.53d)
r = sups B, (2.53e)
r = inf> B. (2.53f)

r <-unt. Schr. fir B V 2<b&s V b>z
beB beB

& x >-ob. Schr. fir B, was (2.53a) beweist.
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Analog: (2.53b). (2.53a) = (2.53c).
(2.53b) = (2.53d).

(2.53¢):
r=infcB & r=max<{y € A: y <-unt. Schr. fiir B}
< r=mins{y € A: y >-ob. Schr. fiir B}
& v =sups B,
(2.53f) analog. O

Prop. 2.29: Die El. max B, min B, sup B, inf B
sind eindeutig, sofern sie existieren.

Bew.: Ubung. [

Def. 2.30: A, B # () seien Mengen mit PO <.
f: A — B heifit (streng) isoton/wachsend /ordnungserhaltend g.d.w.

z,y€A N

v o (z<y = fle) < fly) (baw. f(z) < [(y))); (2.54a)

fiir streng

f heifit (streng) antiton/fallend/ordnungsumkehrend g.d.w.

Y <y = J@) 2 f) (b S > TW). (254)
fiir streng

f (streng) monoton g.d.w. f (str.) isoton oder antiton.

Prop. 2.31: A, B, < wie vorher, f: A — B.

(a) f (str.) isoton wird (str.) antiton, wenn < entweder
auf A oder auf B durch > ersetzt wird
(und umgekehrt).

(b) Ist < TO auf A und f str. monoton, so ist f inj.

(c) Ist < TO auf A und f inv.bar und str. isoton
(bzw. str. antiton), so ist auch f~! str. isoton
(bzw. str. antiton).
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Bew.: (a) liest man aus (2.54) ab.

(b): Reicht f str. isoton zu betrachten (wegen (a)).
Sei f str. isoton.
r#y= (r<yVy<uz) (da < TO auf A).

Also f(z) < f(y) vV fly) < f(z), dh., f(z) # f(y),
d.h.; f inj.

(c): Wieder reicht f str. isoton wegen (a).

Sei f str. isoton.

Fiir u,v € B mit u < v

folgt aus u = f(f~'(u)) und v = f(f~'(v)),

dass f~H(u) < f~1(v)

(sonst wiire f~1(v) < f~}(u) (da < TO auf A) und

f isoton = v < u). O

Bsp. 2.32: (a)

fallend | str. fallend | steigend | str. steigend
f: N— N, f(n):=2n F F A\ A%
f+ N — N konstant A\ F W F
—1 fi
I, f(n) = n l.,III‘ n gerade, P P P P
n+ 1 fiir n ungerade

=N W e O

12345

(b) f: R— R, f(z):= —2z, ist inv.b. A str. fallend,
7' R— R, f7}(x) := —% ebenso.

(c) weglassen.

3. Natiirliche Zahlen, Induktion, Grofle von Mengen

3.1. Induktion & Rekursion

Induktion: Beweismethode fiir Aussagen der Form

v ¢(n). (3.1)

neN

Grundlage: N erfiillt die Peanoaxiome:



P1: N enthilt ein ausgezeichnetes Element, genannt 1.

P2: Es gibt inj. Abb. S: N — N\ {1}, genannt
Nachfolgerfkt. (S(n): Nachfolger (successor) von n).

P3:
V (1eAN S(A)CA = A=N).
AeP(N) —
ngA S(n)eA

Bem. 3.1: In der axiomatischen Mengenlehre zeigt man,
dass es eine Menge N gibt, die P1, P2, P3 erfiillt
und definiert dann 2 := S(1), 3:=5(2), ..., n+1:= 5(n).

Th. 3.2 (Prinzip der Induktion): Gelten (a),(b) mit

() (1
(b) ¥ (o(n) = én+1)),

) ist wahr,

so ist (3.1) wahr.

Bew.: Sei A:={n e N: ¢(n)}. Zu zeigen: A = N.
Esist 1 € A nach (a) und

ned = o) R gn+1)= Sh)=n+1¢€ 4,

also S(A) € A und dann A = N nach P3.

Bem. 3.3: Induktionsbeweis erfolgt in 2 Schritten:

(a) Ind.verankerung/Ind.anfang: Zeige ¢(1) ist wahr.
(b) Ind.schritt: Zeige ¢(n) = ¢(n + 1).
—~—

Induktionsvoraussetzung
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Bsp. 3.4: Zeige:
1

neN 2

[ J/

b(n)
n =1 (Ind.verankerung): 1 = L2, d.h. ¢(1) ist wahr.
Ind.voraussetzung: Annahme: ¢(n) ist wahr.

Ind.schritt:

s(n) n(n+1) nn+1)+2n+2

I1424--+n+(n+1) = B +n+1= 5
_ n2+3n+2:(n+1)(n+2)7 (3.4)
2 2

d.h. ¢(n + 1) ist wahr. O
Korollar 3.5: In Th. 3.2 darf man (b) ersetzen durch
nzN <1<Z<n P(m )> = ¢+ (3.5)
Bew.: Setze 1(n). Bew. von V Y(n) durch Ind.:

Ind.verankerung (n = 1) (1) ¢(1) und

gilt nach Th. 3.2(a).

Ind.schritt: ¢(n) = ¥ (n+ 1) gilt wegen (3.5).

Also gilt ‘V’N Y (n), also auch ‘V’N o(n). O

ne ne

Kor. 3.6: “g] ¢(i) gilt, falls es f: N — I bij.
gibt mit

(a) o(f(1)) ist wahr.
(b) ¥ (6(f(m) = o(f(n+1))).

Zusatz (endl. Induktion): Kor. 3.6 gilt auch fur
f:A{1,...,m} — I bij. (in (b) steht dann statt N
die Menge {1,...,m — 1}).

Bew.: Nach Th. 3.2 gilt ¢(n ) = ¢(f(n)) fiir alle n € N.
Fiir ¢ € I gilt fiir n := f~1(i), dass f(n) =i
Also ist ¢(i) = ¢(f(n)) = 1(n) wahr.
Zusatz: Sei f: {1,...,m} — I bij. Zeige:
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neN

v \((ngm/\gb(f(n)))\/n>m>.

J/

$(n)
Ind.verank. (n = 1): ¢(1) gilt, da 1 < m und ¢(f(1)) nach (a) gilt.
Ind.schritt:
Fall 1 <n <m:¢(n) = ¥(n+1) gilt wegen (b).
Fall n > m: ¢(n+1) gilt, dan+ 1> m.

Fiir ¢ € I gilt fiir n:= f7'(i), dass n < m und
fn) = i.
n<mAp(n) = ¢(f(n)) O
——
#(1)
Th. 3.7 (Rekursionssatz): Sei A # 0, x € A. Zu

jeder Fkt.folge (fn)nen, fn: A" — A, gibt es
genau eine Folge (z,)neny in A mit

(i) x1 = z.
(ii) RZN Tpr1 = [o(T1, ..o 20).

Bem.: Wie in Kor. 3.6 geht auch I statt N.

Bew.: Eindeutigkeit: Sind (z,)nen, (Yn)nen
Folgen in A mit

1=y =2 und (3.6a
ngN (33n+1 = fo(@1, . T0) Ansr = fulyr, - - 7Z/n)),
so gilt
V oz, =1Yn,: 3.7
Rt (3:7)
#(n)
Ind.verank. (n = 1): ¢(1) gilt nach (3.6a).
Ind.vor.: v T = Ym.-
me{l,...,n}
Ind.schritt:
(3.6b) (1)) (3.6b)
Tnt1 = fn(l‘l,...,l‘n) - fn(y17~'-7yn) = Yn+1, (38)

d.h. ¢(n+1) gilt.
Existenz: Nur im Skript mit (3.9) — (3.12). O



Bsp. 3.8: In Rekursion oft g, : A — A und

neN

(a) Fakultétstkt: F': Ng — N, n +— nl, rek.
def. durch

ol:=1, 1:=1, V (n+Dl:=n+1) -n!

neN
(also A =N, g,(z) = (n+1)-x).
Dann:
(nDnen, = (1,1,2,6,24,...).

(b) Sei a,d € R. Arithmetische Folge:

ay:=a, YV apy1:=a,+d,
neN

(also A =R, g, = g mit g(z) := x + d).
a=2,d=— = (ap)pen=1(2,1.5,1,...).

(c) Seia eR, g€ R\ {0}. Geometr. Folge:

ryi=a, YV Tpi1:i=Thq
neN

(A=R, g, = g mit g(v) :==x - q).

a=3,qg=-2 = (Tp)pen = (3, =6, 12, ...).

Bsp. 3.9: (a) Fibonaccizahlen:

FO = O, F1 = 17 VN Fn+1 = Fn + Fn—h
ne

also A = Ny und

1 firn=1
n AV — A, fulag, ..., ay) = '
4 Jula ) {an+an1 fir n > 2.

Also
(F)nene = (0,1, 1,2,3,5,8,...).

(b) Sei A:=N, z:=1,
fo: A" — A, fn(al,...,an)::a1_|_..._|_an'

Dann:

1‘1:17 [L'szl(].):]., x3:f2(171):2a

Ty = f3(17 172) = 47

V (fo: A" — A, fala,. .. a,) = gn(an)).
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(3.13)

(3.14a)

(3.14b)

(3.15a)

(3.15b)

(3.16a)

(3.16b)

(3.17a)

(3.17b)

(3.17¢)

(3.18a)

(3.18h)



Def. 3.10: (a) Summationssymbol: Sei (aq, as,...) Folge in A,
"+’ sei auf A definiert (z.B. A = R). Def.

1 n+1 n
g a; = ar, 5 a; = Qpy1 + E a; firn > 1,
i=1 i=1 i=1
also
fo: A" — A, fulxy, ..o x,) = Tp + apy.

Statt ¢ in (3.19a) geht alles (z.B. j,a, v, ...) aufler

n und a.

Ist ¢ : {1,...,n} — I bij., so def.

Z a; ‘= Z a¢(i).
i=1

el
Auch: Zai = 0.
€0

(b) Produktsymbol (hier sei "> auf A def.):

1 n+1 n
Hai = a, Hai = an+1-Hai firn > 1,
i=1 i=1 i=1
also
. n [
fo: A" — A, fulxy, . 0 x,) =Ty Apyn-

Ist ¢ : {1,...,n} — I bij., so def.

n
H a; = H aw).
iel i=1
Auch: Hai =1

€0

Bsp. 3.11: (a) Fiir die arithm. Folge (a,,)nen aus
(3.15a) gilt

V  a,=a+(n—1)d,
neN

vV oS, ::Zai:g(a1+an):ﬁ(2a+(n—1)d).
i=1

neN 2
arithm. Summe 7

Bew.: Induktion (Ubung).
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(3.19a)

(3.19b)

(3.19¢)

(3.19d)

(3.20a)

(3.20D)

(3.20¢)

(3.20d)

(3.21a)

(3.21D)



(b) Fiir die geom. Folge (x,,)nen aus (3.16a)
gilt
1

v Tp = aqn_ )
neN

=1

{na

~ ) el=an)
1—q
Bew. von (3.22a) (Ind.):

Ind.verank. (n = 1): 1 = a¢® = a stimmt.
Ind.schritt:

geom. Summe

nzN Sy = ;xl = Z(aqi_l) =a) q

=

n—

I
o

fiir ¢ =1,
fiir g # 1.

. Ind.vor. z,, = ag"*

xn—&-l:xn'q:aqn_l'q:aqn

Fiir ¢ = 1 folgt (3.22b) aus (3.21b).
Bew. von (3.22b) fiir ¢ # 1 (Ind.):

) .

1 _ n
Zeige: Y S, = a(—q
neN 1— q
o(n)

Ind.verank. (n =1): §; = “=9 — 4 d.h., ¢(1) stimmt.

1—q
Ind.schritt:

Sn+1 - Sn + Ty

Ind.vg o(n) CL(l - qn>
1—gq

n

+ aq

_ a(l —q") +aq*(1—q) a(l—qg")

l—q
d.h., ¢(n + 1) gilt.

I—gq

3.2. Kardinalitdt: Die Méachtigkeit (Grofie) von Mengen

Def. 3.12: (a) A, B heiflen gleichméchtig g.d.w.
= @ bij.

p: A—B

.

40

(3.22a)

(3.22D)

(3.23)

(3.24)



(b) A hat Kardinalitét/Méchtigkeit n € N
(Notation: #A =n) g.d.w.
= © bij.
Auch #0 := 0.
A endlich g.dw. 3 #A=n.

neNp

Sonst: A unendlich (#A = c0).

Achtung: Unendl. Mengen sind i.A. nicht

gleichméchtig, z.B. sind N und P(N) nicht
I (siche Th. 3.20 unten).

(c) A abzéhlbar g.d.w. A endl. oder A gleichméchtig
zu N.

In diesem Aschnitt viele Ergebnisse ohne Beweis (bzw. Bew. nur im Skript).

Th. 3.13: Sei A # () endlich.
(a) BC Amit A# B
= B endl. mit #B < #A.
(b) a€ A= #(A\{a}) =#A -1

Th. 3.14: Fir #A=#B=n€Nund f: A— B

sind dquivalent:
(i) f ist inj.
(ii) f ist surj.

(iii) f ist bij.

Lem. 3.15: Sei A endl. (d.h. #A4 =n € Ny), B C A.
Dann: #(A\ B) = #A — #B.

Bew.: Fall B = 0: #(A\ B) = #A = #4 — 0 = #A — #B.
Fall B # (): Endliche Induktion tiber {1,...,n}:

V (#B=m = #(A\B):#A—#B)l.

me{l,...,n} ~
é(m)

Ind.verank. (m = 1): ¢(1) gilt nach Th. 3.13(b).
Ind.vor.: Es gelte ¢(m) fir 1 < m < n.
Ind.schritt: Sei BC Amit #8B=m+ 1, b € B.
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Setze By := B\ {b}. Th. 3.13(b) = #B, = m.
Wegen A\ B = (A\ By) \ {b} folgt

H(A\ B) = #((A\ B))\ {b}) = #(A\ By) — 1
U A BBy — 1 = #A— 4B,

d.h., ¢(m+ 1) gilt. O
Th. 3.16: A, B endl. = #(AUB) = #A+ #B — #(AN B).

Th. 3.17: Aq,..., A, endl

n n

= #[JA=#(A x - xA4,) =][[#4 (3.25)

i=1 =1
Th. 3.18: #A =n e Ny = #P(A) = 2n.

Bem. 3.19: Widerspruchsbeweis/indirekter Beweis basiert auf

A|-A|AA-A
W[ F | F . (3.26)
Flw| F

Um B zu beweisen, zeigt man =B = A A —-A
fiir eine beliebige Aussage A. Da A A = A falsch ist,
muss auch —B falsch sein, also B richtig.

Th. 3.20: Es gibt keine surj. Abb. f: A — P(A)
(in diesem Sinn ist immer #P(A) > #A).

Bew.: Klar, fir A = (. Fiir A # () Widerspruchsbeweis:
Ang., f: A — P(A) ist surj. Def.

B:={reA:z¢ f(x)}. (3.27)

C pu—
B_A:>a§|A fla) = B.

Wenn a € B,soa ¢ f(a)=B,dh.a€ B=a€ B A —=(a € B),

also folgt a ¢ B. Daraus folgt a € f(a) = B.

Insgesamt: f surj. = a € B A =(a € B), d.h.,

f ist nicht surj. O

Th. 3.21: (a) Ist < TO auf A und ) # B C A endl.,

so existieren max B und min B.
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(b) Jedes () # B C N hat ein Minimum.
Prop. 3.22: A C N = A abzihlbar.

Prop. 3.23: Fiir A # () sind dquivalent:
(i) A ist abzihlbar.
(i) Es gibt f: A — N inj.
(iii) Es gibt g : N — A surj.

Th. 3.24: Sind A4, ..., A, abzdhlbar, so ist
[T;, A; abzdhlbar.

Th. 3.25: Ist (A;);e; abzdhlbare Familie abzihlb.

Mengen (also I abz.b. und alle A; abz.b.), so ist
auch J,.; A; abzéhlbar.

4. Reelle Zahlen

4.1. R als vollsténdig total geordneter Korper (engl.: field)

Def. 4.1: Eine TO < auf A # () heifit vollstindig g.d.w. jede
Teilmenge () # B C A, die nach oben beschr. ist, ein Sup. hat,
d.h., g.d.w.

v ((EI N ng) = J s:supB>. (4.1)
BeP(AN{0} \ \z€A beB s€EA

Lem. 4.2: TO < auf A # 0 ist vollst. g.d.w.
jede nach unten beschr. Menge () # B C A ein Inf. hat.

Bew.: “=": Setze
C :={x € A: x untere Schr. fiir B}. (4.2)

Jedes b € B ist obere Schr. fiir C' und nach (4.1)
gibt es s :=supC. Wenn s € (', so s = inf B.
Tatséchlich gilt s € C:

b€ B = b ob. Schr. fiir C, also s < b, da s

die kleinste ob. Schr. von C' ist. Also s unt. Schr.
fir B, d.h. s € C' und s = inf B.

“<” folgt nun aus Lem. 2.28. O



Def. 4.3: A # () mit Abb.
o: AxA— A,

(z,y) = zoy

N Verkniipfung auf A (Bsp.: A =R, “0” = “47 oder “o” = “.7)

heifit Gruppe bez. o g.d.w. gelten:

(i) Assoziativitat: V

zo(yoz)=(zoy)ox.

T,y,2€EA

(ii) Es gibt ein neutrales Element e € A mit

(iii)
v

reA

VY xo

z€A

d xoxT =e.

TEA

€E=2x.

N inverses Element zu x

Gruppe heifit kommutativ oder abelsch g.d.w.

i \ = )
(iv) L rToy=yox

Def. 4.4: A # () mit Abb.

T AX A A

c AXxA— A,

heifit Korper (engl.: field)

g.d.w.

./ Addition

(z,y) =z +y,

v~ Multiplikation

(,y) = z-y
—~—~

auch zy

(i) A ist kom. Gr. bez. + (das neutr. El. bez. +
wird mit 0 bezeichnet).

(ii) A\ {0} ist kom. Gr.

bez. - (das neutr.

wird mit 1 bezeichnet).

(i)

Distributivgesetz: \

z,y,zEA

El bez. -

r-(y+z2)=z-y+x- -z

Ein Korper A mit TO < heifit total geordneter Korper

g.d.w. gilt:

(iv) < ist mit 4+ und - vertréglich, d.h.

V (z<y =
z,y,2€A ( =Y

x—i—zSy—i—z),

V (0<zA0<y = 0<ay).

z,yeA
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(4.3)

(4.5)

(4.6a)
(4.6b)



Ist A zuétzlich vollst. nach Def. 4.1, so
heifit A vollst. tot. geord. Korper.

Th. 4.5: Es gibt einen vollst. tot. geord. Korper R
(genannt Menge der reellen Zahlen). R ist eindeutig
in folgendem Sinn:

Ist A irgendein vollst. tot. geord. Korper, so
gibt es genau einen Isomorphismus ¢ : A — R, d.h.
¢ ist bij. Abb. mit

0@ ty) =6(2) + ),
L, olay) = ox)e(y),
L, (@<y = o2) <6(y).

Bew.: Siehe Literatur im Skript.
Th. 4.6/4.7: Es gelten alle iiblichen Rechengesetze in R.

Z.B. x € R = z hat genau ein Inverses bez. +.
Bew.: Seien a, b inv. zu x. Dann:
a=a+0=a+x2+b=0+b=0.

r+a=y+a = =y (%
Bew:.r4+a=y4+a=r=x+a—a=y+a—a=y.

z-0=0.

Bew.::z:-()—i—x-l(is)

rz-(0+1)=z-1=0+2-1 = x-0=0nach (*¥).

xy=0 = z=0Vy=0 ("
Bew.:2zy=0A2#0 = y=1-y=alay=a2"1-0=0.

r<yANz>0 = xz<yz
Bew:az <y = 0<y—z = 0<(y—2)z=yz—x2z = 2z <yz.

r<yNz<0 = zz2>yz
Bew.z<y = 0<y—2z =0

IN

—2)(—2) =22z —Yyz = x2z > Y=z.
(y —z)(—2) y y

r#0 = 22=x-2>0.

Bew.: ng(4':6>b) 0 < 22,
2<0 = 0< -2 o< (—z)(—z) =2 = z?> 0 nach (*¥).
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(4.7a)
(4.7b)
(4.7¢)



r<yANO<A<l = z<ix+(1-Ny<uv.

Speziell fﬁr/\:%folgtx< xZﬂ <.

Bew.: 0 < A = Az < \y.

1=A>0=(1-XNz<(1-N)y
szrz=X+1-Nz<d+1-Ny<iy+(1-Ny=uy.

Th. 4.8: Sei 0 # A, B C R, \ € R. Def.

A+B:={a+b:ac ANbe B},
M :={)da: a € A}.

Fiir A, B beschrankt gilt:

sup(A + B) = sup A + sup B,
inf(A + B) = inf A + inf B,

sup(AA4) = A-sup A fiir A >0,

PAVZINinf A fir A <0,
“inf A fir A >

inf(AA) = A-in ?r)\_O,

A-sup A fir A < 0.

Bew.: Ubung.

4.2. Wichtige Teilmengen

[Tk

Bem. 4.9: N als Teilmenge von R: 1 neutr. El. bez.
Def. 2:=1+1,3:=2+1,...,N:={1,2,...} C R erfiillt
Peanoaxiome P1, P2, P3 aus Abschnitt 3.1.

Axiomatische Mengenlehre: Def. N zuerst (&hnlich wie

in Bem. 1.27, Def. 1.26), konstruiere daraus R (siehe Literatur im Skript).
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N:={1,2,3,...}, (4.10a)
N, := NU {0}, (4.10D)
Z~ :={-n:neN} (4.10¢)
Z =17 UNy < ganze Zahlen, (4.10d)
Q" :={m/n: m,n e N}, (4.10e)
Qg == Q+u{o}, (4.106)
Q ={q¢: qcQ}, (1.10g)
Q, :=Q u {0}, (4.10h)
Q:=QfUQ <« rationale Zahlen, (4.101)
RY:={z €R: z >0} (positive Zahlen), (4.10§)
Ry :={zr€R: >0} (nichtneg. | ), (4.10k)
R :={xeR: <0} (negative || ), (4.101)
Ry :={x €R: <0} (nichtpos. | ). (4.10m)

Intervalle fiir a < b:
[a,0] :={z €R: a<z<b} (beschr.  abg. Int.), (4.11a)
la,b[:=={z €eR:a<z<b} (|| offenes | ), (4.11b)
la,b) :={x eR: a<x<b} (|| Thalboffenes || ), (4.11c)
[a, 0] :=={z €R: a <z <b} ( || Thalboffenes || ), (4.11d)
| —o0,b:={zreR: z<b} (unbeschr. abg. Int.), (4.11e)
| —o0,b:={zreR: z <b} (|l offenes | ), (4.11f)
la, 0] :=={z €R:a<uz} (unbeschr. abg. Int.), (4.11g)
la,00[:={z €eR: a <z} ( offenes ). (4.11h)

Fiir a, b beliebig, setze
¢ :=min{a, b}, d := max{a, b},

la,b] :=[c,d], la,b[:=]c,d],

][Z’ le][ Ei Zfs [a, b[:= [e.d] \ {b} = {

[e,d] fira <b,
le,d]  fir b < a.
(4.111)

Ja,0] := le,d]\ {a} = {

Fiir @ = b sind die Intervalle degeneriert/trivial mit
[a,a] = {a}, Ja, a[=]a, a] = [a, a[= 0.



Th. 4.10 (archimedische Eigenschaft von R): Seien €,z € R.

e>0ANz>0= 3 ne>uzx.
neN

Bew.: Widerspruchsbeweis: Ang., es gibt ob. Schr. z € R
von A :={ne: n e N} Nach (4.1) gibt es s € R
mit s :=sup A, d.h. s — € ist nicht ob. Schr. von A,

d.h. EIN ne > s —e. Dann ist (n + 1)e > s im
ne

Widerspruch zu s = sup A. Also kann A keine ob. Schr. haben.

5. Komplexe Zahlen

5.1. Definition und grundlegende Arithmetik

Wegen z? > 0 fiir alle z € R (Th. 4.7(c)), hat

2> +1 =0 in R keine Losung.

Gesucht: Kérper C D R so, dass es

i € C gibt mit i* = —1.

Da in C die iiblichen Rechengesetze gelten sollen,
folgt dann fiir z = x + 1y und w = u + v mit
r,y,u,v € R:

zHw=z+iy+ut+iwv=x+u+ily+v),
2w = (z +1iy)(u + iv) = zu — yv + i(xv + yu).

AuBerdem:

rtiy=u+iv = (z—u)*=—(v—y)?
=zrz—u=0=v—y,alsor=u N y=v.

— Idee: Elemente von C sind Paare z = (x,y) reeller Zahlen.

48



49

Def. 5.1: Die Menge C := R x R heifit Menge der
komplexen Zahlen. Addition und
Multiplikation motiviert durch (5.1):

+:CxC—C, ((z,y),(w,v) = (z,9) + (u,v) == (x4 u,y +v), (5.2)
1 CxC—C, ((z,9),(u,0)) = (z,y) - (u,v) = (zu — yv, zv + yu). (5.3)

Th. 5.2: (a) (C,+,-) ist ein Kérper mit
(0,0): neutrales El. der Addition,
(1,0): neutrales El. der Mult.,

—z:=(—x,—y) (5.4a)

ist additiv invers zu z = (z,y),

2! ;:1;:( ’ Y ) (5.4b)

= x2+y2’x2+y2

ist multiplikativ invers zu z = (z,y) # (0,0).
(b) Mit w — z := w + (—2) fir w,z € C und

Y= wz ! fiir w, 2z € C mit z # (0,0) gelten

alle Regeln aus Th. 4.6 in C (d.h. alle aus R

bekannten algebraischen Rechenregeln,

die kein < oder > enthalten).

(c) Die Abb.
t:R—C, (z):=(z,0), (5.5)

ist ein Monomorphismus, d.h. injektiv mit

:L‘,yve]R Uz +y) = ux) + uy), (5.6a)
m,yveR ay) = u(z) - 1(y)- (5.6b)

Man identifiziert meist R und +(R) und schreibt
x statt (x,0).

Bew.: (a), (c): Ubung. (b) folgt aus (a), da Th. 4.6
in jedem Korper gilt. O



Not. 5.3: i := (0,1) heifit imaginédre Einheit
( tatsichlich gilt

?=i-1=1(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-141-0) = (-1,0) = —1).

Man schreibt fiir z = (z,y) € C:

z=(z,y)=2-(L,0)+y-(0,1) =z +1y.

Re z := z heifit Realteil von z;
Im 2z := y heifit Imaginérteil von z;
z heiit rein imaginér fiir Re z = 0.

Bem. 5.4: Es gibt keine TO “<” auf C, die mit
+ und - vertréglich ist ((4.6) kann fiir < nicht gelten):
2 _
Sonst (siehe Th. 4.7(c),(f)): 00<<2'% :__11
was falsch ist.
Die lexikographische Ordnung auf C (vgl. (2.51))
ist eine TO auf C (fiir die (4.6) nicht gilt).

Def. & Bem. 5.5: Fiir z = x + iy heifit
z .= x — iy die (komplex) konjugierte Zahl zu z.
Regeln fir z =z + iy, w = v + wv:

(a) ztw=c4+u—iy—iv=2z+w,

Zw = au — yv — (xv 4+ yu)i = (v — iy)(u — iv) = zw.

(b) z+z=2x=2Rez, 2 —z=2yi=2ilmz.
(c) z=z e rx+iy=cz—iy & y=0 < zeR.
(d) 2z = (x +1y)(x —iy) = 22 +y* € R].

Not. 5.6: Ganzzahlige Exponenten werden rekursiv
def. fiir alle z € C und alle n € N:

L=1, Vv = 2.2" und fir 2 £0:
n€Ng

Th. 5.7: Potenzregeln (fiir m,n € Ny sei z,w € C; fiir
m,n € Z sei z,w € C\ {0}):
(a) zmtm =zm.
(b) z"w" = (zw)"

(©) (2 =2m

Z’I’L

} = 0<1+(-1)=0,

20

(5.7)



Bew.: 3 einfache Induktionen fiir n € Ny, die

Fille n € Z folgen dann auch leicht.

5.2. Vorzeichen und Betrag

Def.

Def.

Betrag komplexer Zahlen benétigt Begriff der (Quadrat-)
Wurzel pos. reeller Zahlen.

Brauchen Begriff der Stetigkeit, um zu zeigen, dass jedes
r € R} genau eine Wurzel hat (Abschnitt 7.2.5 unten).

Bis dahin werden wir die Existenz eindeutiger
Wurzeln annehmen.

Fiir Betrag reeller Zahlen, wird Wurzel nicht benotigt
(Lem. 5.10 unten), so dass die Annahme der

Ex. von Wurzeln in 7.2.5 nicht benutzt wird

(was unzuldssig wére).

& Bem. 5.8: y € R} heifit (Quadrat-)wurzel

von z € R} g.d.w. y? = x (Notation: \/z := y).

In Abschnitt 7.2.5 werden wir zeigen, dass jedes r € Ry
genau eine Wurzel hat, und die Fkt.

[ Ry — Ry, f(x) :=/z, streng steigend (speziell:
injektiv) ist.

5.9: (a) Def. die Vorzeichenfkt. (auch Signumfkt.):

1 fiir x > 0,
sgn: R— R, sgn(z):=<¢0 fiirz=0,
—1 fiirz <0
(ist nur fiir reelle Zahlen def.).
(b) Def. die Betragsfkt.

abs: C— Ry, z=z+iy— |z|:=Vzz=22+y%

o1

(5.9)

(5.10)
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Lem. 5.10:
x firxz>0
z€R [} =@ sen(x) {—x fiir x < 0. ( )
Bew.:
firz >0
R (5.12)
—x fiir x <0.
O
Th. 5.11: Regeln fiir z,w € C:
(a) z#£0 = |z > 0.
(b) [zl = z.
(c) lz[ = [zl.
(d) max{|Rez|,|Imz|} <|z] <|Rez|+|Imz|.
(e) [zw| = |z[|w].
() 12| = £ fir w #0.
(g) Dreiecksungleichung:
|z + w| < |z] + |wl. (5.13)
(h) Umgekehrte Dreiecksungl.:
2] = |w|| < |z — wl. (5.14)

Bew.: Bew. fiir z,w € C (fiir z,w € R folgt alles direkt aus
(5.11), ohne Benutzung von Wurzeln):

Sei z = x + 1y mit z,y € R.

(@) z2#0=2#0V y#0=22>0V y>>0
=22+ >0= |2| = /22 + 42 >0,

(b): a:=|z| ER{ = |a| = Va2 =a = |2|.

() z=a—iy = |z| = /22 + (—y)? = V22 + y* = |2].

(d): Es ist x = Re z, y = Im 2. Setze a := max{|z|, |y|}.

Dann a? < 2% + % < (|z| + |y|)?
= a < |z| < |z| + |y|.

(e) folgt aus
lzw|? = 2w ZW = zwzw = 2Zww = |z)? |w|*



(f): Sei z =1 und w = u + iv. Dann:
2 2 1

w7 (qu—UQ)Q i (U21U2)2 IRGEE (™).
= Jw !l = |w|™
Nun z beliebig. Dann:
121 = ew | = |oflu ] = J<lfult = .
(g) folgt aus
|z + w]? = (z + w)(Z+ W) = 2Z + WZ + 20 + ww

Def. & B;m. 5.5(b) |Z|2 +2 Re(zw) + |w|2

(d) 5 ~ 5 9
< 2”4 22| + [w|* = (|2] + |w])".
(h):
(8)
2=z —w+w < |z —w|+w = [f—|w| <|z—wl,
(8)
wl=w—z+z2[ < |z—wl+[:] = —(z]—|w]) < |z —w],

B2 =l < )z - w)

Bem. 5.12: Veranschaulichung von (z,y) = = + iy in
der komplexen Ebene:

iy
Yo - algmm Izoz(xojyo):%-i-iyo
hR T
Betrag |zo| ist o
Abstand vom =%, Konjugation: Spiegelung an z-Achse
Ursprung (0, 0).

Addition ist Vektoraddition in Ebene:
Wy
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|z — w| ist Abstand der Punkte z = (z,y), w = (u,v)
iy

Multiplikation:
Betrdge multipl., Winkel addieren (klarer spater mit Polarkoordinaten)

1y

i 7 zw hat Betrag |z||w|

e+ o

5.3. Summen & Produkte

Th. 5.13: (a) Sein € N; A\, i, z;,w; € Cmit j € {1,...,n}.
Dann gilt:

n

D Az tpw) =AY z+pd w;
j=1 j=1

Jj=1

(b)

V OV (1—-2)Q4z+224-+2"

n&eNy zeC
n
=(1-2) E 2 =1- "
Jj=0
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(c)
v v n+l _ ntl _ _ J Q=7
neNg  zweC w & (U) Z) ZZ v
7=0
= (w— 2)(w" + 20"+ 2w+ 2.

(d) SeineN; z;,y; € Rfiir j € {1,...,n}. Dann gilt:

(j:}{,,n Tj < yj) = D <)
j=1 j=1

(e)

(“=" gilt nur, falls ¥V a; = y;).

(f) Dreiecksungleichung (A-Ungl.):

n

2%

j=1

n
< Z|zj] fir z,...,2, € C.
=1

Bew.: Alles einfache Induktionen. Wir machen (c) und
lassen die anderen Fille als Ubung:
(¢): Ind.verank. (n = 0): w' — 2% =w — 2 = (w — 2) 2w
S
stimmt.
Ind.schritt:

n+1 n
(w— 2) Z At = (w—2) <z”+1w0 + Z 2 w”+1_j>
§=0 =0

5.4. Binomialkoeffizienten & Binomischer Lehrsatz




o6

Ziel: (z +w)™ als Summe schreiben. Fir n =0,...,3:
4wl =1 z4+w)l=z4+w, (z+w)? =22+ 22w+ w?
(z +w)* = 2% + 32°w + 3zw? + w?. Die Koeffizienten
ergeben sich aus dem sogenannten Pascalschen Dreieck:

n=20: 1
n=1: 1 1
n=2: 1 2 1
n=3; 1 3 3001 (5.15)
n==4: 1 4 6 4 1
\+/
n=>5: 1 5) 10 10 5) 1
Eintrage von Zeile n werden mit (g), (711), e (Z) bezeichnet.

Beobachtung:
n n n + 1 n n .o
nevNo ((0> - <n) =1, < 3 ) = (k:— 1) + <l<:) fir k {1,...,n}> . (5.16)
Soviel zur Motivation.

Def. 5.14: Fiir a € C, k € Nj def. den Binomialkoeffizienten

k :
a\ a\ yrat+tl—-j ala—1)---(a—k+1)
(0) =1, (k‘) .—H ; = T 5k fir £k € N.

J=1

(5.17)
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Prop. 5.15: (a)

P R C ORI R

(b)
v (Z) ~ 1. (5.19)

(insbesondere gilt (5.16))

Bew.: (a): (J) =1 nach (5.17). Weiter:

k . k—1 .
ay) at+l—j5 a+l-—k at+l—7 a Y\a+1—k
o, (k>_H ik 11 j _(k—l) koo

a€eC J=1 Jj=1

5 ()= () ) = ()

_a+1’“‘1a+1—j_ﬁa+2—j_ a+1
Tk o i k)

=1

(b): () = 1 nach (5.17). Bew. fiir n € N durch Ind.:
Ind.verank. (n = 1): (}) = M=% = 1 stimmt.

1
Ind.schritt:

N Mapr1i+e1—j 1 1— nd.vor
n+1 e J n+1j:l J n
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Th. 5.16 (Binomischer Lehrsatz):

z,wve(C ng\lo at U) Z ( )

s (g (;11

Bew.: Ind. iiber n € Ny: Ind.verank. (n =0): (z + w)? =1 = ({)2° %" stimmt.
Ind.schritt:

2wt (5.23)

N————

(z4+w)"N=CE4+w) (z+w)" =2(z+w)" +w(z+w)" (5.24)
Weiter gilt

n n
Ind.vor. n _ n _
2 (z+w)" = z (k:) 2Rk = (k:) IRk
k=

0
n n+1
(wt)=0 (" notl—ky, (5.25)

n+
n ntl—k, k
— . 5.26
1 (1))t (5.26)

(5.25), (5.26) in (5.24) eingesetzt:

o= (e () ()

n+1
Prop.5.15 (N + 1\ .1 o n+1\ g ok
= ( 0 )z w- + E i z w

k=1

Jr
_ Z (n + 1) LRk (5.27)
k=0

wie gewiinscht. O

Kor. 5.17:

o RO e
v kno (Z)(_l)k = (g) - (T) + (Z) e (=) (Z) = 0. (5.28D)
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Bew.: (5.28a) ist (5.23) mit z = w = 1;
(5.28b) ist (5.23) mit z = 1 und w = —1. O

Prop. 5.18: (a)

2 506 ) (-0

R (5.29)
(b) '
e (k <n = (Z) - m) . (5.30)
Fiir n > 1ist () = #Pu({1,...,n}) mit
Pr(A) = {B € P(A): #B =k}, (5.31)

d.h., (Z) ist die Anzahl der k-elementigen

Teilmengen von {1,...,n}.

(©)
(=)0

(n+k) <n+k+1)
+ = )
n n-+1

(5.32)
Bew.: (a) und (b) durch Induktion (Ubung).
(c):
Z (n —i—j) (5.30) Z (n+7) (530 Z (n +j>
=\ n = nl(n+j—n)! =\
5200 (m+k+1\ 30 (n+E+1)!  (m+k+1
B k K+ D! o\ n+1 )
[

6. Polynome

6.1. Arithmetik K-wertiger Fkt




Not. 6.1: Wenn wir im Folgenden K schreiben, so darf fiir K sowohl

R als auch C stehen.

Not. 6.2: Sei A # (0 Menge; f,g: A — K. Def.

(f+9):
v )

(fg)
(f/9):
Re f:
Im f:

Nur fir K = R:

max(f,g) :
min(f, g) :

pos. Anteil:  f*:
cA— R,

neg. Anteil: f~

A— K,
A— K,

A — K,

A— K,
A — R,
A— R,

A— R,
A— R,
A — R,

Wieder auch fir K = C:

Nk

A— R,

Fir f: A — R gilt dann

(2) := f(z) + g(x)
() == Af(z)

(z) := f(x)g(x),
(x) == f(x)/g(x)
(x) := Re(f(x)),
(2) := Im(f(x))

T :=max(f,0)
f = max(— £,0)
|fl(@) == [f(2)].
fl=f"+f
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6.2. Polynome

Def. 6.3: Sei n € Ny. Jede Fkt. p: K — K, pu(x) := 2",

heiit Monom. Ein Polynom ist eine Linearkombination
von Monomen, also eine Fkt.

P:K—K, Px)= Zajxj =ap +ax + -+ a,x",
j=0
mit a; € K.
. Koeffizienten von P

Grad von P # 0: deg(P) := max{j € Ny : a; # 0}.

Fir P =0 (alle a; = 0), setze deg(P) := —1.

Ein Pol. P vom Grad n € Ny ist durch ay, ..., a,

eindeutig bestimmt und umgekehrt (Th. 6.6(b)).

deg(P) < 0: konstante Fkt.

deg(P) < 1: P(z) = a + bz, affine Fkt (auch lineare
Fkt, was aber eigentlich nur fiir a = 0 korrekt
ist, da fiir lin. Fkt. P(0) = 0 sein muss).

deg(P) < 2: P(z) = a + bxr + cx?, quadratische Fkt.

Gilt P(£) =0, so heifit £ € K Nullstelle oder Wurzel von P.
Rationale Fkt.: P/Q mit Pol. P, Q.

(6.2)



Bem. 6.4: Sei A € K und P, @ Pol. Dann sind auch AP,
P + @ und P(Q Pol. Genauer:
A=0V P=0= MNP =0;P=0=P+Q=Q;
P=0V Q=0= PQ=0.
Fiir A # 0 und

mit deg(P) =n >0, deg(Q)=m>0, n>m>0,

setze nun b; := 0 fiir j € {m+1,...,n}. Dann:

n

(AP)(x) = > (Aay) o, deg(A\P) = n,

(P+Q)(x) = Z(aj +b;) 27, deg(P + Q) < n = max{m,n},

m-+n

(PQ)(x) = Z cj deg(PQ) =m+n

Jj=0

mit

J
= b .
]'=0,.Yn+m K Z @kDj—k
k=0 X auftretende und bisher nicht
definierte Koeffizienten werden

= 0 gesetzt.

(6.4c) & (6.4d) folgen aus (6.3), da

j exakter Beweis
cj = Z apb; = Z agbj_. im Skript

k+l=j k=0

deg(PQ) =m+n, da ¢pipn = anby, # 0.
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Th. 6.5: (a) Sei P wie in (6.3). Dann:

mit

(speziell: by = P(&), b, = ay,).
b) Zu P mit deg(P)=n > 1 und £ € K gibt es )
(

mit deg(Q)) =n — 1 so, dass
Fiir £ Nullst. von P gilt P(z) = (z — &) Q(z).

Bew.: (a): £ =0: v Sei £ # 0. Setze n:=x — £. Dann ist x = £ + 1 und

§70,

P = Ende 0 2SS (e 2L S e

k=0 k=0 j=0 k=0 j=0
n

<
|
o
o~
I
o
<
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Th. 6.6: (a) P mit n:= deg(P) > 0 hat hochstens
n Nullst.

(b) Seien P, @ wie in (6.3) mit n = m, deg(P) < n,
deg(Q) < n. Gilt P(z;) = Q(x;) an n + 1 versch.

Xo,T1, ...,y € K so folgt (;v’ a; = b;.
J=Y,...,m

Folgerung 1: Stimmen Pol. P, Q) vom Grad < n an

n + 1 versch. Pkten iiberein, so P = Q.

Folgerung 2: P = Q = VK Pz)=Q(z) = V a; =b,.
Tre = n

Bew.: (a): n =0 = P = qy # 0 ohne Nullst.
Induktion fiir n € N:
Ind.verank. (n = 1): P(z) = ap + a;x mit a; # 0 hat genau eine
Nullst. bei £ = —ag/a.
Ind.schritt: Sei deg(P) = n + 1. Falls P keine Nullst. hat, o.k.
Hat P Nullst. £ € K, so

mit deg(Q)) = n nach Th. 6.5(b).

Ind.vor. = @ hat < n Nullst. = P hat < n + 1 Nullst.
(b): Gilt P(z;) = Q(z;) fiir n + 1 versch. x;, so hat

P — @ n+ 1 versch. Nullst. und deg(P — Q) <n

@ geg(P-Q)=-1=P-Q=0

= }7V aj; — 05 = 0.

Bem. 6.7: Sei n := deg(P) > 0.
Th. 6.6(a) = P hat < n Nullst.
Th. 6.5(b) + Induktion

i ~ Nullst. von P
3 P(z) = Q(z) [[(z - &)

Jj=1

=z —=&)(r = &) (v — &)Q(x),

mit deg(Q)) =n — k und @ hat keine Nullst. in K.
Dabei ist P = () moglich und auch & =& = --- = &;.
Umformulierung:
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mit A, ..., A\, 1 €{0,...,k}, sind die versch. Nullst. von P,
m; € N, 22:1 mj = k, m; heilt Vielfachheit
der Nullst. A;.

7. Grenzwerte und Konvergenz in R und C

7.1. Folgen

Nach Def. 2.14(b) ist Folge in K Fkt. f: N — K|

f = (zn)nen = (21, 22,...) mit z, := f(n).
(2n)ner mit I # () abzdhlbar ist auch erlaubt (z.B. I = Np).

— Beobachtung: (1 — 1),en “kommt 1 beliebig nahe”;

Ziel: Prazisierung dieser Beobachtung.

Def. 7.1: Folge (z,)nen in K heiit konvergent
mit Grenzwert/Limes z € K g.d.w. fiir jedes
e > 0ein N € N existiert, so dass |z, — z| < € fiir

alle n > N. Notation: lim,, . 2z, = z oder z, — z fiir n — oo.
Also

limz,=2 < V 3 V |z —z<e
n—r00 eeRt NeN n>N

(2Zn)nen heiBt divergent g.d.w. (2,)nen nicht konvergent.

Bsp. 7.2: (a) Konstante Folge (z,)nen = (@)nen
hat lim,,_, 2z, = lim,_,, a = a, denn

V V¥V |zp—al=la—al=0<e
e>0 neN

(b) V. lim, o — = 0 (hier gilt 2, = - fiir n # —a und z, :=w € C

n+a
fiir n = —a): Sei € > 0. Fiirn > N > ¢! + |a
gilt In+al=1In—(—a)| >|n—la||=n—|a| >N —|a| > e ?

= |on| = iy < €

(¢) ((—1)™)nen ist nicht konvergent:

acC n+ta

1 fiir n gerade,

Zn =
—1 fiir n ungerade.
z # 1 ist nicht Limes: Setze € := % > 0.
Dann: Vd |2n — 2| =1 — 2| > e
n gerade
z =1 ist nicht Limes: Setze € := 1.
Dann: V lzn —1=]—-1-1]=2>¢

n ungerade

Also hat die Folge keinen Limes.
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Th. 7.3: (a) Folge (z,) in C ist konvergent in C g.d.w.
(Re z,) und (Im z,) beide konv. in R.

Im Fall der Konvergenz gilt weiter:

lim 2, =2 <« lim Rez,=Rez A lim Imz, =Imz.

n—oo n—oo n—o0

(b) Ist (z,,) Folge in R und z € C, so gilt

limz,=2 = z€R

n—o0

Bew.: (a): Ang., limz, = z € C und € > 0. Dann:

3 V |z, — 2] <€ also
NeN n>N

Th. 5.11(d)
|Rez, —Rez|=|Re(z, —2)] < Jzn—z|<e

= limRez, = Rez.
Analog folgt lim Im z,, = Im 2.
Umgekehrt gelte lim,, ..o Rez, =2 € R und lim,, ;oo Imz, =y € R.
Beweis von lim z, = z + iy mit “5-Argument”:
Zu e >0 gibt es N € N so, dass fiir jedes n > N gilt:
|Rez, — 2| < §und [Imz, —y| < 5. Also:

VN |zn, — (x +1y)| = |Re z,, +iIm 2, — (z + iy)|

n>
<|Rez, —z|+ i |Imzn—y|<g—|—E
—_— ~~— 2 2

< 1 <

[STEN
(S}

also lim,, .o 2, = = + 1y.

(b) folgt sofort aus (a).

Bsp. 7.4: (a)
Bsp. 7.2(a),(b),

im (Va4 ) PEY veroiove

(b) Nach Th. 7.3(a) ist (£ + (—1)"%),en divergent, da
((—1)™) divergent.
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Prop. 7.5 (Bernoullische Ungl.):
v v (14+x)">1+nx
neNg  z€[—1,00(

mit “>" fir (n >1 A x #0).

Bew.: n=0:1>1V
n=L14+z>14+z2 Vv
n=2 (1+z)>=1+2r+ 2% > 1+ 2z gilt mit
“>7 fiir x #£ 0.
Ind.schritt fiir n > 2:

Ind.vor., x > —1

(14 2)"" =1+ 2)" (1 +2z) > (1+nx)(1+2)
=1+ n+Dx+nx®>>1+(n+ 1),

mit “>” fiir x # 0.
Bsp. 7.6:
geC A lgf<l = limg¢g"=0:
n—oo

q=0: Vv
O<|gl<1l=lg'>1=h:==l¢'=1>0.
Fire>0und N > i gilt dann:

(7.6)
n>N = |¢"=0+h" > 1+nh>nh>1/e
= |"|=qd" <e

Def. 7.7: (a) Sei z €K, e>0. B(z) ={w e K: |w—2z| <¢€}
heifit e-Umgebung oder e-Kugel um z.

|Bild in C und Bild in R]

U C K heifit Umgebung von z g.d.w.
3 B(z)CU

e>0
(z.B. sind R, [z — €, 00[ Umg. von z in R, aber nicht in C;

{z}, {w € K: Rew > Rez}, {w e K: Rew > Rez + ¢}
sind keine Umg. von z).

(b) Wir sagen, die Aussage ¢(n) gilt fiir fast alle
n €N g.dw. AgN A endlich und

hr.
S $00) ol
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Bem. 7.8: lim,,_, 2, = z < jede Umgebung von z enthilt fast alle z,.

Def. 7.9: Folge (z,)nen in K heifit beschrinkt g.d.w.
die Menge {|z,| : m» € N} in R beschr. ist (siehe Def. 2.26(a)).

Prop. 7.10: (a) Grenzwerte sind eindeutig, d.h.

\ (limzn:z A limz, =w :>z:w).
z,wek

(b) (zn)nen konvergent = (z,)nen beschr.

Bew.: (a) Ubung.

(b): limz, =2z = A:={|za| : |zn—2| > 1} U{|z1]} # 0

und #A < co. Nach Th. 3.21(a) hat

A ob. Schr. M

= {|zn| : n € N} hat unt. Schr. 0 und ob. Schr. max{M, |z| + 1},

1y P

I el S lan =2 4 2] <1+ |7

X

d.h., (2,)nen ist beschr.

Prop. 7.11: Gelte lim z, = 0.
(a) Ist (by)nen Folge mit CEIO |by| < C|zy,| fiir fast alle n,
>
so gilt lim b, = 0.
(b) (cn)nen beschr. = lim(c,z,) = 0.

Bew. (a): V. 3V (\zn\ < £ A bl gc*\zny)

e0 NeN n>N
= V  |by| £Clz| <C-§ =€ = limb, =0.
n>N

(b): (¢n)nen beschr. = 3V |¢,| < C, also

C>0 neN
Vo enzn] < Clzyl (:ag lim(¢,2,) = 0.
neN

Bsp. 7.12: ((—1)")nen, (b)nen sind beschr. Folgen.
Also

b

Prop. 7.11(b
rp:> (b)

n—oco N + a n—oco N+ a n—oo N + a

limﬂ: lim —— = 0.
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Th. 7.13: (a) Grenzwertsétze: Fiir (2,), (w,) in C mit

limz, = z € C und limw, = w € C gelten:

Vo lim(Az,) = Az,
AEC
lim(z, +w,) = z +w,
lim(z,w,) = 2w,
lim z, /w, = z/w fir w, # 0 und w # 0,
lim |z,| = ||,
limz, =z,
Voo lim P = 2P
peN
(b) Fiir (x,), (y,) in R mit limz, =2 € R, limy, =y € R:
lim max{x,,y,} = max{z,y},
n—oo
lim min{x,,y,} = min{z, y}.
n— o0
(c) In Situation aus (b) gilt:
Tp <y, firfaneN=z<y
(speziell: x,, > 0 fiir fast alle n = = > 0).
Bew.: (7.11a): A=0: v
A # 0: Sei e > 0:
limz, =2= 3 Vol =2 <5
NeN n>N
=  V [ Azp— Azl =Nz — 2| <e
n>N
(7.11b): 5-Argument:
Seie>0.limz, =z, limw, =w
= 3 V oz —2 <5 A w, —w| < §
NeN n>N
= Y et wn = (2 w)] < -2l s —wl < 5
- - —w|l<=-+4+===¢
T e g = (2 w)] <z — 2] wn 5t 3
(7.11c): Setze M := max{|z|,1}, My := ob. Schr. fiir {|w,|: n € N},
Ms; > 0 (ex. nach Prop. 7.10(b)).
Sei € > 0.
NEN nYN (’Z" — A <zp A fwn—wl< 2Ml>
= n‘>v’N 20w, — 20| = | (20 — 2)wp + 2(wy — w)]
< fun] [z = 21+ 12l - o — ] < 3+ S
n| " |cn T s Wy, — W
< wpl| - zn — 2| + |2 o, T onr
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(7.11d): Zunéchst Fall VN zn = 1.
ne

Sei € > 0. W
_ elwf? _ ﬂ)
NEN RYN <]wn w| < H- A ]\wn w| < 3 (geht, da w # 0).
= [w] < Jw — wal + Jwa] < 15!+ Jw,
o L
vl >y
J/fb\f—’
1 1 n 2 |w, — 2 2
T T I e i [n — vl clwf’ _ (7.13d)
n>N |w, W Wy, W lw|? w2 2
Der allgemeine Fall folgt nun aus (7.11c).
(7.11e): Benutze umgekehrte A-Ungl. (5.14): Sei € > 0.
3 V oolz—2z| <e
NeN n>N
=V |zl = |2l| € |2n — 2] < (7.13e)
n>N
(7.111): Sei z, = x, + 1yYn, 2 = T + iy mit z,, y,, z,y € R.
(7.2) = limz, =z A limy, =y
= limz, = lim(z, — iy,) (7-Ha)(T-11b) . _ =z (7.13f)
(7.11g): Durch Induktion aus (7.11c).
(b): Ubung.
(c): Kontraposition: Sei z > y. Setze s := Z3¥.
26
fa. y, fa. z,
y<s<ax Almz, =2 A limy, =y
=y, < s < x, fir fast alle n
= z, <y, gilt nicht fiir fast alle n. O]
Bsp. 7.14: (a) lim, . 2% = 1 gilt fiir alle a,b € C
(hier ist z, := =5 fiir n # —b
und z,, := w mit w € C beliebig fiir n = —b).
(7.11b) & (7.11d)
1 lim1+lim2 1
L RO g L/ Mmltlim, 140 o,

m = = =
n+b 1+b/n liml+lm? 1+0
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(b) Aus (7.11b), (7.11d), (7.11g):

2nS — 3in3 + 2i 2—3i/n*+2i/n> 24+0+0 2
iy 2 n+2 i/n®+2i/n _2+0+0_2 (7.15)
3n® + 1Tn 3+17/n 340 3

Kor. 7.15: Sind (zq(q,l))neN, ce (z,(qk))neN Folgen in C, k € N,
mit iv’ . lim,, oo zﬁf) =20 so gilt

nhjEOZ 20 = Z 2, (7.16a)

j=1 7j=1
k k
; ) — ()
nhi& H 2 = H 2. (7.16b)
j=1 j=1
Bew.: Folgt durch einfache Ind. aus (7.11b) & (7.11c). O

Th. 7.16 (Einschachtelungssatz): Seien
(n), (Yn), (an) Folgen in R, und gelte z,, < a,, <y, fiir fast alle n.
Dann:
lim x, = ILm yp=2€R = lima, ==z (7.17)

n—oo n—oo

Bew.: Sei e > 0.
3 v <|:pn—m|<e/\|yn—:v|<e/\xn§an§yn>

NeN n>N
= ‘V’Nx—e<a:n§an§yn<x+e. (7.18)
n>
]
Bsp. 7.17:

1 1 1
V 0<—<— ™ML qim — =, (7.19)

neN n' —n n—oo n!

Def. 7.18: Folge (z,) in R heifit bestimmt divergent g.d.w.
einer der beiden folgenden Fille eintritt:

limz, =00 & V 3 vV ooz, > K, (7.20a)
n—00 KeR NeN n>N
lim z, =—c0 & V 3 vV ooz, <K. (7.20b)

n—00 KeR NeN n>N



Th. 7.19: Sei S := (x,,) monotone Folge in R (steigend
oder fallend). Mit A := {z,, : n € N} gilt dann:

sup A, wenn S steigend und beschr.,

. 00, wenn S steigend und unbeschr.,
im z, =
n—00 inf A, wenn S fallend und beschr.,

—o00, wenn S fallend und unbeschr.

Bew.: Sei S steigend (fallend geht analog).
S beschr.: Zu e > 0 setze K :=sup A — e.

. S steigend
K keine ob. Schr. = NEIN oy > K772 vy
€

L, Z TN
n>N N—_——

=|sup A—zn|<e
S unbeschr.: Sei K € R beliebig.
S steigend
Dann 3 oy > K "= v g, >an > K.
NeN n>N

Bsp. 7.20: Th. 7.19 =

v (hm nf =00, lim (-—n*) = —oo) :
keN n—00 n—00
Def. 7.21: Sei A # () und o0 : N — A Folge in A.

Ist ¢ : N — N (also (¢(n))nen eine Folge von Indizes),
so heifit (co0¢): N — A

(a) Teilfolge (TF) von o g.d.w. ¢ streng steigend,
(b) Umordnung von o g.d.w. ¢ bijektiv.

Schreibweisen: Fiir 0 = (z,)peny mit z, = o(n)
kann man schreiben o o ¢ = (w,,)nen

mit wy, := (00 @)(n) = Zg(n)-

TF von (z,)neny wird auch mit (z,, Jken
bezeichnet; hier ist also ny := ¢(k).

Bsp. 7.22: Seio =(1,2,3,...). (2,4,6,...) ist
TF, (2,1,4,3,6,5,...) ist Umordnung:
Esist (2,4,...) =0c0¢; mit ¢; : N — N, ¢1(n) := 2n;
und (2,1,4,3,...) =00 ¢y mit ¢o : N — N,
¢2<n> = {

n+ 1 fiir n ungerade,

n—1 fiir n grade.

Prop. 7.23: Gilt lim 2, = z, so hat jede TF
und jede Umordnung von (z,) auch lim z.
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Bew.: Sei (w,)neny TF von (2,)nen.

Def.

Bsp.

Dann gibt es ¢ : N — N streng steigend
mit w,, = zg(n). Sei € > 0.

limz, =2= 3 Voo |z — 2] <e
NeN n>N

Wihle N € ¢(N) mit N > N (geht, da ¢ str. st.).
Setze M := ¢~ '(N) (mit ¢~ : ¢(N) — N). Dann:

VM d(n) >N >N = |w, — 2| = |2p(n) — 2| <6,
n>
also limw,, = z.

Sei nun (w,) Umordnung von (z,), also w, = Z(,) mit
¢ : N — N bij. Zu € > 0 gibt es N wie oben.

Setze
M :=max{¢ '(n): n < N}. (7.23)
n>M = ¢(n) > N. Also:
VM \wy, — 2| = |2gm) — 2| <€, also limw, = z. O
n>

7.24: z € K heiit Haufungspunkt (HP) der
Folge (2,) in K g.d.w.

Yo #{n e N: z, € B(z)} = o0,

d.h., g.d.w. jede Umgebung von z unendlich viele
Folgenglieder enthalt.

7.25: ((—1)")pen hat die HP 1 und —1.

Prop. 7.26: z ist HP von (z,) g.d.w.

(z,) hat TF (w,) mit limw,, = z.

Bew.: (w,) TF von (z,) mit limw, = z

= Yo #{n eN: w, € B(2)} =0

= Z’O #{n eN: z, € B(z)} = o0, d.h.,

z ist HP von (z,).

Sei umgekehrt z ein HP von (z,). Def. ¢ : N — N
rekursiv wie folgt:

¢(1) ;== k mit z; € By(z) beliebig (geht, da z HP).
Nun sei n > 1 und ¢(m) fiir m < n bereits definiert.
Setze M := max{¢(m) : m < n}.

Wihle z, € Bi(z) mit k > M (geht, da z HP), setze
o(n) == k.

Dann ist ¢ streng steigend, d.h. (w,) mit w, = 24
ist TF von (z,).
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Seie>0.WahleN€Nmit%<e.

: = 1 - 1 -
Dann nYN Wn = Zg(n) € B1 (2) C By (z) € B(2),
also limw,, = z. O

Th. 7.27 (Bolzano-Weierstra$): Jede beschr. Folge

Bew.

S := (z,,) in K hat mindestens einen HP in K.
Fiir K = R gilt weiterhin: Zu

A:={r eR: zist HP von S} ex. z, :=min A
und z* := max A, d.h., S hat einen kleinsten und
einen groften HP. Auch noch gilt:

\4 <x* —€e < m, <z*+ € gilt fir fast alle n)

e>0
: Zunéchst Fall K = R: Setze
A" ={x eR: z, <z fur fa. n}, (7.24a)
A, ={z eR: z, >z fur fa. n}. (7.24b)
A
/\—/ﬁ'—/\\/_\, x*
A S & :
m L —
A*
Dann gilt:

(a) A* # () ist nach unten beschr. mit 2* = max A = inf A*.
(b) A, # 0 ist nach oben beschr. mit z, = min A = sup A,.

Wir beweisen (a) ((b) geht analog):

Sei m untere und M ob. Schr. fiir S. Dann M € A* d.h., A* # (.
m ist unt. Schr. fiir A*. Also gibt es a := inf A* € R.

a unt. Schr. von A* = V  a—e¢ A*, d.h.

e>0
#{neN: z,>a—e} =00
a=infA*=>a+5€A" = #{neN:z,>a+ 5} <oo. (1)
Insbesondere gilt x,, < a + € fiir fast alle n, also
#{neN:a—e<ux,<a+e} =o00,dh., aist HP.
Noch zu zeigen: a = max A. Sei dazu x > a und
€ :=x —a > 0. Dann gilt (1), also auch
#{n € N: x, € B¢(z)} < oo, d.h., z ist nicht HP und
a = max A.

Fall K = C: Sei S := (z,) Folge in C beschr., z, = x,, + iyp.
Th. 5.11(d) = ZN (|znl < |2a] Ayl <24

= 51 := (z,) beschr. A Sy := (y,) beschr.



Def.

Fall K =R S7 hat HP =
Prop. 7. .
P20 6 hat TF (%n;)jen 50, dass = lim;_,o 2y, .

Nun hat (y,,) HP y und TF (ynjk)keN s0, dass y = limg o0 Y, -

Also limy,_,~ Zn;, =T+ 1y =: z, d.h., nach Prop. 7.26
ist z HP von S.

7.28: (z,) Folge in K heifit Cauchyfolge g.d.w.

v = Voo |z — 2] <e

eecRt  NeN nm>N

Th. 7.29: (z,) ist Cauchyfolge g.d.w. (z,) ist konvergent.

Bew.:

‘“<"limz, =2z=V 3 V oz, € Be(2),
e>0 NeN n>N 2
also Vo |z —zm| <o — 2l F 2 —am| < 5§45 =€

m,n>N

d.h., (z,) ist Cauchyfolge.

“=7: Ang., (z,) ist Cauchy. Dann ist (z,) beschr.:
3 v |2n — 2m| < 1, d.h.,

NeN  nm>N
A:=A{lzn| |20 — 2n41| > 1} U{]z1]} # 0 und A endlich.
Setze M := max A. Dann gilt

VN 0 < |zy| < max{M, |zn41| + 1},
ne /

da |z, — zn41| <1 = |za] < [20 — 2va| 4 |2vaa | <1+ [2nq]

d.h., (z,) beschr.
Th. 7.27 = (z,) hat HP z. Noch zu zeigen: lim z, = z.

Sei € > 0. (z,) Cauchy = NEN n7mV>N |20 — 2m| < 5.

HP = 3 |z —z| < §. Also
k>N

€ €
V o |lzn— 2| <|zn—zi|+ |z —2| <=+ =

n>N 2

d.h. lim z,, = z.

1)
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Bsp. 7.30: Betrachte S := (s,)nen mit

"1 1
a=Y =l
s ;k to et

Beh.: S ist keine Cauchyfolge (also nicht
konvergent nach Th. 7.29): V 3 |Sn — Sm| > %,

NeN nm>N
ndamlich m := N + 1 und n := 2(N + 1):

2(N+1)

1 1 1 1
S2(N+1) — SN+1 = et oy
kN+2k: N—|—2 N+3 2(N +1)
1 1
N+1) ——— = —.
>N+ 5w D T3
Da S nicht konv. und steigend, folgt lim s,, = oo
nach Th. 7.19:
il 1+ +5+ —limnl—oo
— k N n—oo &=

7.2. Stetigkeit

7.2.1. Definitionen & erste Beispiele

Idee:

- stetig, d.h. keine “Spriinge”

o
/ unstetig, d.h. “Spriinge”
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Def.

7

7.31: Sei M CC, (€ M. Fkt. f: M — K heift
stetig in ¢ g.d.w.

Vv 3 VvV (z=¢<d = |fz)=fQ)|<e). (7.30)

e0 6>0 zeM

Anschaulich: Kleine Umgebungen von ¢ werden auf kleine
Umg. von f(() abgebildet.
f stetig < CVM f stetig in (.

€

C(M,K): Menge der stetigen Fkt. f: M — K,
C(M) :=C(M,R).

.7.32: (a) f: M — K konstant = [ stetig:

Zu € > 0 wahle 0 > 0 beliebig, z.B. § := 1.

v 1) = FO =0 < (gilt also auch fiir
z(EM : B ‘ z,( € M mit |z — (| < 9).
(b) Jede affine Fkt. f: K — K, f(2) := az + b ist stetig:
Fall @ = 0: Siehe (a).
Fall a # 0: Zu € > 0 wihle ¢ := |i Dann:

al

€

—la| |z = ¢| < ]a|ﬁ —c (7.31)
(c) sgn aus (5.9) ist nicht stetig.
1
o
—1
v sgn stetig in &,

£eR\{0}

aber sgn nicht stetig in £ = 0:

Zu £ # 0 und € > 0 wéhle ¢ := |¢|. Dann:
lr —&| < = |sgn(z) —sgn(é)| =0 <e.

E<0:x<€é = <0,
<z = |zr—¢=rx—-(<o=|{=-¢ = =<0,
¢ > 0 : analog.

sgn nicht stetig in 0: Wahle € = % Dann:

V |sgn(0) —sgn(6/2)| =10-1]=1> L (7.32)
5>0 2
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Def. 7.33: Sei M C C.

(a) z € C heifit Haufungspunkt (HP) von M g.d.w.

V #(M N B.(2)) = co. (7.33)

e>0

— HP von M braucht nicht in M sein, z.B. 0, 1 sind HP von |0, 1].
(b) z € C heiBt isolierter Pkt. von M g.d.w.

Elo B(z)N M ={z}.
€>
— 2z isol. Pkt. von M = 2z € M.

Prop. 7.34: Fir M C C gilt:

M={zeM: zHPvon M}U{z € M : zisol. Pkt von M}. (7.34)

Bew.: Zeige z € M nicht HP von M = z isol. Pkt. von M.
2 nicht HP = 3 #((M N B:(z))\ {}) < 0.
€> \ ~ _

=:A
Def.
o Ijlin{’a—z| ca€ A} fl?l"A?é@, (7.35)
€ fir A = 0.

Dann: B.(z) N M = {z}.

Disjunktheit ist klar. O]
Lem. 7.35: Sei M CC, f: M — K. Dann CVM (( isol. Pkt = f st. in C).

€

Bew.: Wihle § > 0 so, dass Bs(¢) N M = {(}. Dann

YV -(<d= 2o 0= A - Q=0 < 0
Bsp. 7.36: (a) Sei M :=] — oo, —1]U{0} U[1,00].

f =sgnly ist stetig:
fst.in & € M\ {0} folgt wie in Bsp. 7.32(c).
f st.in 0, da 0 isol. Pkt. von M.

(b) Jede Fkt. f: N — K ist stetig, da
Vv nisol. Pkt. von N, da {n} = NN By (n).

neN

7.2.2. Stetigkeit, Folgen und Funktionsarithmetik
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— Th. 7.37 erlaubt Stetigkeit durch Folgenkonvergenz
zu iberpriifen.

Th. 7.37 (Folgenkriterium): M CC, f: M — K, ( € M.
fstetigin ¢ o V¥ ( lim 2z, =C = lim f(z) = f(g)). (7.36)

(Zn) Folge n—oo n—o0
in M
Bew.: Fall (1): ¢ isol. Pkt. Jede Fkt f ist st. in ¢
nach Lem. 7.35. Auch gilt:
< da 3 Bs(Q)n M = {C}

v (hm 20 = = 2, = C fiir fast alle n

(z@) Folge
" = lim f(z) = £(0)).

Fall (2): ¢ ist HP von M:

Sei f st. in ¢ und (z,) Folge in M mit lim z, = (.

Dann: V. (3 v (\z—q <6 =|f(2) - £(O) < e)

e>0 0>0 zeM

und 3 V ooz, —(l<d).

NeN n>N
Also n‘>v’N |f(zn) — f(Q)| <€ d.h., lim f(z,) = f({).
Sei nun f nicht st. in ¢. Ziel: Finde (z,) Folge in M
mit lim z, = ¢ und = (lim f(2,) = f(C)).
fuichtst.in¢= 3 Vv 3 (|zn—C| <L A [flz) = FOI 2 60).

>0 neN z,eM

Also lim z, = ¢ und nicht lim f(z,) = f({). O

Th. 7.38: M CC; f,g: M —K, ANeK, (€ M.Sind f,g

st. in (, so auch A\f, f+g, fg, f/g fiir g # 0,
|f|, Re f und Im f.

K = R: max(f, g), min(f,g), f*, f~ sind auch st. in .

Bew.: Sei (zn) Folge in M mit lim z,, = ¢
PO (i f(z,) = 1(C) A limg(z) = 9(0)).

Also
(7.11a) = Hm(Af)(z.) = (AF)(C),
(7.11D) = Hm(f +g)(zn) = (f +9)(C),
(7.11c) = lim(fg)(zn) = (f9)(C),
(7.11d) = m(f/g)(zn) = (f/9)(C) fiir g # 0,
(7.11¢) = lim [ f](z.) = [£1(¢),
(7.2) = lim(Re f)(zn) = (Re f)(¢),
(7.2) = lim(Im f)(z,) = (Im f)(¢).
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K=R

(7.12a) = limmax(f, g)(z,) = max(f, g)(C),

(7.12b) = lim min(f, g)(z,) = min(f, g)().
max(f,g) st. in ¢ = f*, f~ st.in (. O

Kor. 7.39: f: M —C, M CC,st.in( € M g.d.w.
Re f und Im f beide st. in (.

Bew.: fst.in ¢ L% Re f, Im f st. in (.
Sind Re f, Im f st. in (, so gilt wegen

f=Ref+ilmf, (7.37)
dass f st. in ¢ (wieder nach Th. 7.38). ]

Bsp. 7.40: (a) abs: K — R, z — |z] st. folgt aus (7.11e)
oder aus z > z st. (Bsp. 7.32(b)) plus |f| st. nach Th. 7.38.
(b) Jedes Polynom P: K — K, P(x) = 3_7_ja;27, a; € K,
ist st.: Jedes x — 27 ist st. nach (7.11g).

P st. folgt aus (7.16a) und auch durch
Ind. aus (f 4 g)-Fall von Th. 7.38.

(c) Seien P,@: K — K Pol., A := Q'{0} Menge der Nullst.
von . Dann ist (P/Q) : K\ A — K st. nach (b)
und dem (f/g)-Fall von Th. 7.38.

Th. 7.41: Sei Dy, D, CC, f: Dy — C, g: D, — K,
f(Dy) € Dy
fst.in (e Dy Agst.in f(() € Dy = (go f): Dy — K st. in (.
Speziell: f,g st. = (go f) st.

Bew.: Sei ¢ € Dy, f st.in ¢, g st. in f(().

. <lim 2= CTE Cim f(2) = £ TR Yim g (f(z0) = g(f(g))>,
in Df

also g o f st. in (. m

7.2.3. Beschréankte, abgeschlossene und kompakte Mengen
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Def. 7.42: Sei A C C.

(a) A heiBt beschrinkt g.d.w. A =0 oder
{|z] : z € A} beschr. in R, d.h., g.d.w.

3 AC By0).

MeR+

(b) A heiit abgeschlossen g.d.w. der Grenzwert jeder Folge
in A, die in C konvergiert, in A liegt
(dann ist auch () abg.).

(c) A heifit kompakt g.d.w. A abg. & beschr.

Bsp. 7.43: (a) 0 kompakt, ZC {z} komp.
C und R sind abg., aber nicht beschr.

(b) Seia,beR, a<b.
Beschr. Intervalle |a, b], ]a,b], [a,b[, [a,b] sind
beschr. (z.B. durch M := 2max{|al, |b|}).
[a,b], [a, o0, | — 00, b] sind abg.:
Z.B. folgt aus (x,) Folge in [a,b] mit x = lim x,,,
dass x € [a,b] (Th. 7.13(c)).

Offene und halboffene Intervalle sind nicht abg.:
Z.B.ist (b — 2),en Folge in [a, b] (fiir n groB genug),
aber lim,, oo (b— 1) =b ¢ [a,b].

Nur Intervalle der Form [a, b] sind kompakt.

(c) Yo B(z) beschr., aber nicht abg.:

zeC

Be(2) € Beyy2)(0), da |w — 2| < € = |w| < €+ |2| nach A-Ungl.;
fiir groBe n ist (2 + € — £ ),en Folge in B.(2)

mit lim(z + ¢ — 2) =z + € ¢ B(2).

Insbesondere ist B,(z) nicht kompakt. ~~___-°

Prop. 7.44: (a) Endliche Vereinigungen von beschr. (bzw. von
abg. bzw. von kompakten) Mengen sind beschr.
(bzw. abg. bzw. kompakt).



(b) Beliebige (endl. oder unendl.) Durchschnitte von beschr.

(bzw. abg. bzw. komp.) Mengen sind beschr.
(bzw. abg. bzw. komp.).

Bew.: (a): Ubung.

(b): Sei I # () Indexmenge, A; fiir j € I Mengen, A :=(;.; A;.
Seien alle A; beschr. und j, € 1.
Dann leo A, € Bpy(0), also

A:

Njer 45 € Aj, € Bu(0), d-h., A beschr.

Sind alle A; abg. und (a,)nen ist Folge in A mit
lima, =2€C,s0ist V z€Aj,

jel

da (a,) Folge in A; und A; abg.,

also z € A und A abg.

Alle Aj komp. = alle A; abg. & beschr. = A abg. & beschr.
= A komp.

Bsp. 7.45: (a) Nach Prop. 7.44(a) sind alle endl. Teilmengen

von C kompakt.

(b) N =J,cn{n} ist unendl. Vereinigung komp. Mengen,

die nicht beschr. ist.

10,1[= Upenlizs, 1 — HLH] ist unendl. Vereinigung

komp. Mengen, die nicht abg. ist.

Bem. 7.46:

f: C— Kstetigund A C K abg. = [ '(A) CC abg.

Bew.: Sei f st., A C K abg. und (z,) Folge in f~!(A)
mit lim 2, = z € C. Dann ist (f(z,)) Folge in A

und lim f(z,) = f(2), da f st. in 2. Also f(z) € A,
da A abg., also z € f~1(A), d.h., f71(A) abg.

[Auch Umkehrung von (7.38) gilt: Siehe Analysis 2.

Bsp. 7.47: (a) ZZ’C TZ’

(b)

B.(2) ={w e C: |z —w| <r} ist abg.

0
. abg. Kreisscheibe um z mit Radius r

nach (7.38), da -
B,(2) = f7'[0,7]

mit f: C— R, f(w) = |z — w] stetig.
B,.(z) ist auch beschr., also kompakt.
v, v, Si(z) ={weC: |z—w|=r}=fr}
S >

" Kreis/1-Sphére um z mit Radius r
mit f wie oben ist abg. & beschr. (d.h. komp.).

82
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(c) (7.38)
= {2 €C: Rez > 1} =Re '[z,00] abg.,

T

{z€C:Imz >z} =Im"[z,o0] abg.

Th. 7.48: K C C komp.
< jede Folge in K hat Teilfolge (TF) mit Limes z € K.

Bew.: “=": Sei K komp., d.h. beschr. & abg. Sei (z,) Folge in K.
Nach Bolzano-Weierstrafl Th. 7.27, Prop. 7.26 hat
(zn) eine konv. TF (w,) mit limw, = z € C.
K abg. = 2z € K.

“<": Sei (z,) Folge in K mit limz, =w € C.
(zn) hat TF mit Limes z € K, d.h. w = z € K nach Prop. 7.23,
d.h., K abg.

Wiire K unbeschr., so = lim |2,| = oo, d.h.
(2zn) Folge in K

limy,y00 |2, | = o0 fiir jede TF von (z,), d.h.
keine TF von (z,) konv. in C (oder K). O

Warnung/Ausblick 7.49: Es gibt in allgemeinen metrischen
Réumen (Analysis 2) abg. & beschr. Mengen, die nicht
kompakt sind (komp. Mengen sind aber immer abg. & beschr.).

— Komp. Mengen sind z.B. niitzlich, weil stetige R-wertige Fkt.
auf komp. Mengen Maxima und Minima annehmen
(Th. 7.54 unten).
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Def. 7.50: Sei M CC, f: M — R.

(a) f hat (strenges) globales Min. in z € M g.d.w.
v o J(2) < fw) (bzw. f(z) < f(w));

weM\{z}
f hat (strenges) globales Max. in z € M g.d.w.

TG ) G S(2) > fw);
f hat in z (str.) globalen Extremwert g.d.w.
f hat in z (str.) globales Min. oder Max.
(b) f hat (str.) lokales Min. in z € M g.d.w.
z) < f(w) (bzw. f(2) < f(w));
20 vy 1O =10 O 5 < 50

(str.) lok. Max.: f(z) > f(w) (bzw. f(2) > f(w));
f hat in z (str.) lok. Extremwert g.d.w.
f hat in z (str.) lok. Min./Max.

'

Bem. 7.51: f hat (str.) globales/lokales Min in z g.d.w.

—f T| Max in z.
Jedes (str.) globale Min/Max ist auch (str.)
lok. Min/Max.

Th. 7.52: K C C komp. A f: K — C stetig = f(K) komp.

Bew.: Sei (w,) Folge in f(K). Dann gibt es Folge (z,) in K
mit VN wy, = f(zn)-
ne

K komp. = = lima, =a € K.
(an) TF von (zn)

Dann ist (f(a,)) TF von (w,) = (f(z,)) und

lim f(a,) = f(a), da f st.
Da f(a) € f(K), folgt f(K) komp. nach Th. 7.48. O

Lem. 7.53: () # K C R komp. = 3 V m<z<M
m,McK z€K

(K hat kl. und gr. Element).

Bew.: K beschr.
= —oco<m:=inf K <supK = M < oo.

Dann: V 3 m<z, <m+L*t AN M-L1< < M.
neEN  z,,yn€K - = +n n=Yn =

K abg. = m=Ilimz, € K AN M =limy, € K. O]

Th. 7.54: ) # K C C komp., f: K — R stetig = f hat gl. Max und Min,
d.h., 4 f hat gl. Min in 2z, und gl. Max in 2,

Zm 2 M EK

(gilt insbesondere fiir () # K = [a,b] C R komp. Intervall).



Bew.: 0 # K komp., f st. L2 g # f(K) C R komp.
FemsT £(K0) hat k1. EL m und gr. EL M
= 3 flzm)=m A f(zm) = M.

Zm 2 M EK

Bsp. 7.55: Id: R — R, x — x, zeigt, dass st. Fkt. auf
unbeschr. Menge kein Max oder Min haben muss.
£:]0,1] — R, f(x) := 1/z, zeigt, dass st. Fkt. auf
beschr., nicht abg. Menge kein Max. haben muss.

7.2.4. Zwischenwertsatz

Th. 7.56 (Nullstellensatz von Bolzano): Ist a < b,
f:la,b] — Rst., f(a) >0 A f(b) <0, so hat f
mindestens eine Nullst. in Ja, b[. Fiir A := f~1{0}
gibt es & :=min A, & ;= max A mit a < & < & < b,
f >0 auf [a,&] undf<0auf§2,]

%mm

W

Bew.: Setze & :=inf f7}(Ry).
(a): Es gilt f(&) < 0: Klar, falls & = b. Sonst gilt fur alle n € N
groB genug: Es gibt x,, € [§,& + 2|
mit f(z,) < 0. Dann: limz, = &
= lim f(z,) = f(&) < 0.
NS st N Th. 7.13(c)

(a) = & >aund f > 0 auf [a,&].
/

)
(b): f(&) > 0: f st. = lim f(& — %) =
Da f(& — %) > 0 nach (a), folgt f(&)
(b) = & < b.

(a) & (b) = f(&)=0ANa <& <b.
Fiir & :=sup fH(R{) folgt f(&)=0und a <& < b
ganz analog. Dann ist aber auch f < 0 auf |&,b] und
&1 < & klar.

1)-

f(€
> 0 aus Th. 7.13(c).
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Th. 7.57 (Zwischenwertsatz): Sei a < b, f : [a,b] — R stetig.
Dann nimmt f alle Werte zwischen f(a) und f(b) an, d.h.

min{/(a), f(8)}, max{f(a), f(B)}] € f([a,1]).

Bew.: Fall f(a) = f(b): v
Fall f(a) < f(b): Zun €]f(a), f(b)] def.
g: la,b] — R, g(x) :==n — f(x). Dann g st.
mit g(a) =17 — f(a) > 0, g(b) =1 — f(b) <0.
Th. 7.56 = ge]aab[ g(&) =n—f(§) =0, also f(§) =n.

Fall f(b) < f(a) geht analog mit g(x) := f(z) — 7.

Th. 7.58: Ist I C R Intervall und f: I — R st., so
ist auch f(I) Intervall. Genauer:
I =la,b] = f(I)= [min f(I), max f(I)].
. Th. 7.54 & Th. 7.57
Sonst gibt es 9 Moglichkeiten:

f) =R,

oder f(I) =] — oo, sup f(I)],
oder f(I) =] — oo, sup f(I)[,
oder f(I) = [inf f(I), 00|
oder f(I) = [inf f(I),sup f(I)],
oder f(I) = [inf f(I),sup f(I)[,
oder f(I) =]inf f(I), o],

(1)

(1)

Bew.: Folgt aus Th. 7.57 (siehe Skript

~—

Bsp. 7.59: Finde f :]0,1] — R st. mit f(]0,1]) = R:

36

(7.40)

Z.B. f stiickweise affin mit gN fE)=(=1)"-n
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(Formel im Skript).

7.2.5. Umkehrfkt., Existenz von Wurzeln, Exponentialfkt., Logarithmus

Th. 7.60: Sei I C R Intervall und f: I — R und
streng steigend (bzw. fallend). Dann hat f eine
auf J := f(I) def. Umkehrfkt.
f7t: J— T und f~!ist stetig und str. steigend (bzw. fallend).
Ist f stetig, so ist J Intervall.

Bew.: Prop. 2.31(b) = f: I — R in].
Also f: I — f(I) bij. und f~! str. steigend (bzw. fallend)
nach Prop. 2.31(c).
Noch zu zeigen: f~1: J — I stetig.
Sei f str. steigend (sonst betrachte — f),
neJ, el mit f(&) =n.
Z.z.. f~1 stetig in 1.

N | |

Zu betrachten sind 3 Falle:
(a) £ = min ] # max [,
(b) £ = max [ # min [,
(c) £ weder = min I noch = max I.
Wir machen (c) ((a),(b) gehen analog: Ubung): Sei ¢ > 0.
Weiihle &, &, € I mit
E—e< <E<ELE <EHe (7.42)

(geht wegen (c)).
fstrost. = f(&) <n < f(&).
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Wiéhle § > 0 so, dass f(§1) <n—d<n<n+d< f(&).

Dann:

Lo (<o) T E et w<e W e BO),
d.h. f~! st in 7.

Th. 7.58 = J = f(I) ist Intervall, falls f stetig. O

Bem. & Def. 7.61 (Wurzeln):
v ( [ RS — R, f(x) := 2", st. und str. steigend mit J := f(R]) = Ry

neN
R : Rf — Ry st. und str. stelgend)
Schreibe /T := xw = f~(z).
N n. Wurzel von z.
Dann: ({/z)" = (x%)” =z.
Vo= Y.

Bem. & Def. 7.62: V2 ¢ Q:
Ang., V2 = “ mit m,n € N, nicht beide gerade (sonst kiirzen).
Dann: m? = 2n? = m? und m gerade, also m = 2p mit p € N.
Also 2n? = m? = 4p? = n? = 2p? = n? und n gerade 4.

Die Elemente von R\ Q heiflen irrationale Zahlen.
Es gilt: @ abzéhlbar; R\ Q nicht abzéhlbar (Literaturverweis im Skript).

Th. 7.63 (AGM-Ungleichung):

Tyt T,

v v o, < AT T O, (7.43)
neN gy Lzn€RE SN——- n
geometr. Mittel arithm. Mittel

w_»

gilt g dw. 21 =+ =x,.

Bew.: Klar, falls ein z; = 0.
Auch klar, falls z; = =x,.
Bleibt der Fall, dass alle x; > 0 und nicht alle gleich.
Zunéchst gelte BF=t2n — 1,
Dann: %I x # 1. Beweis von (7.43) durch Ind. fir n = 2,3, ...

in der Form

(ij:n A ke{lfl n}m#l) = Ha:j<l.

j=1 Tl



Ind.verank. (n = 2): Es gilt 21 + 25 = 2 und

30331:1+€,I2:1—€:>ZL’15L’2:1—62<1.
€>

Ind.schritt: Es ist n > 2 und 0 < zq,..., 2,1 mit
n+1 _ — — 1 —
>y xj=n+1und lgll a,ﬁ3>0 r=1l4+a, xz=1-p0.

Setze y :=xp,+x;—1=14+a— 0.
Dann f <1 =y > 0 und

n+1 n+1 n+1
Ind.vor.
y+2$j=—1+2%2” 4 nyjgl'
j=1, j=1 J=1
ki, k1l

Wegen zpz = (14+a)(l—=f)=1+a—-F—af=y—alb <y,
folgt also H?ill z; < 1.
Bleibt der allg. Fall % = A > 0, nicht alle z; gleich:

n 1 X, Spezialfall 11 4 -+ T, T+
Ty, = AL ey _

Kor. 7.64: Fira e Ry \ {1}, n e {2,3,...}, pe{l,...,n— 1} gilt:

—1
W<1—|—£(a—1); p =1 liefert {’/E<1+a
n n
Bew.:
~ Th.7.63 pa+n—p D
v D . S “(a —
a Hl < - L+ =(a—1).
7j=1
Bsp. 7.65: Es gilt
lim Yn=1:
n—oo
Wegen 0 < x < 1=0< 2" <1 folgt
vl (¥n)"=n>1= {/n>1. Weiter
n>
-2
Th. 7.63 2\/n +n — 2 2
vV Un= 1 < — <14 —.
n>1 \/ﬁ n +\/ﬁ
Wegen
. 1 Ubung
lim — ="0
n00 v/

folgt (7.46) aus 1 < {/n <1+ \/%7 und Th. 7.16.
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Bsp. 7.66 (Eulersche Zahl e):

n—o0

1 n
e:= lim (1 + —) . (7.49)
n

Esgilt e e R\ Q, e =2.71828...
Wir zeigen nur, dass der Grenzwert existiert:

n n Th. 7.63 it
VoY (1+f) :1-(1+§) < (1+ - ) . (750
neN  ze[—n,o00], n n n+1
70 (n + 1) Faktoren h h g
nicht alle gleich (Zl_{—elg)lgiﬁt.
> =ntltz S =n+1+z
Def.
1\" 1\"
ay = (1+—) , b, = <1——> ,
n n
I T I
& = Ot = Cn+1 B n '
(7.50) mit x = 1 = (a,) str. steigend,
(7.50) mit x = —1 = (b,) str. steigend = (¢, str. fallend.
VN a, < ¢, = ¢ ist ob. Schr. fir (a,),
ne
ay ist unt. Schr. fir (c,)
Th. 7.19 :
=" (a,) und (c,) sind konvergent.
Aus lim,,_,o ¢, = lim,,_, (an(l + 1/n)) =e¢-1=¢cund
VN a, < e < ¢, lasst sich e beliebig genau berechnen.
ne
Def. 7.67: A C R heifit dicht in R g.d.w.
AN B, .
xZ/]R eGYR* (-’17) # (Z)
Th. 7.68: (a) Q ist dicht in R.
(b) R\ Q ist dicht in R.
(c) VR = ( (rp,) str. steigend A (s,,) str. fallend
S Tn),(Sn
F(()lge)n(in)(@
Az =lim, 7, =lim,_ s, )
Bew. nur im Skript. [

Def. & Bem. 7.69 (Potenzen): Ziel: a* fiir a > 0 und
re€Rdef. (a): 2 €Q, (b): z € R\ Q.



(a) Sei z =% mit k € Z und n € N. Def.
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a* = an = Vab. (7.52)

Zeige: Def. hdangt nicht von Darstellung von
k Em
x ab, d.h., z = % = Q—Tl = an» = a»n. Dazu:

(as)nm _ ( n ak)nm _ akm und (a%)nm _ ( ”m,/akm)nm — akm (753)

= qn = a%nz, da A — A" injektiv.
Potenzregeln fiir a,b > 0 und z,y € Q:

a*V =a"aY, (7.54a)
a® b* = (ab)®, (7.54Db)
(a®)Y = a"". (7.54c)

Z.B. fiir (7.54a): klEIZ EIN z==%y=1Lund
e ne

(@™t = (a%)" = oMt . 5.7(=) akat = (a

Th. 5.7(b) (a® a¥)"

Monotonie: Fiir a,b > 0 und x,y € Q:

v (a <b = o< b””), (7.55a)
YO <a <b = a > bz), (7.55Db)
Yl (x <y = a'< ay>, (7.55¢)
x Y
g (<o = )

Abschétzungen: Fiir a > 0 und x,y € Q:

(7.55d)

a>1ANz>0 = " —1<x-a"", (7.56)

VN (m,ye[—m,m] = |a"—a’| < Ll|x—yl,
me

mit L := max{a™"", (1/a)m+1}>.

Bew. v. (7.56): x > 1: a® < ™' < z-a®™ + 1.
(7.44)
r<liz=Pmitp<n=a < l+z(e—1)<l+za<l4z-a"t

Bew. v. (7.57): z =y: v
Sei z <y (bei x > y ggf. x,y umbenennen).

(7.57)
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a=1:V

a>1: Setzez::y—x>0(7':5>6)

a* — 1< za**!
L A —d"=a'—d" < z-a"a*t = (y —2)a?™ < (y —x)a™™.
a<l:a'>1
= o - = @) (@) < Jy ] (o)
(b) Fir z € R\ Q def.
a® :TLILngO a®™, wobei (¢,)nen Folge in Q mit nh~>I£lo Gn = 2. (7.58)

zeige: lim ex. und héngt nicht von Folge ab

Fiir die Existenz wéhlt man monotone Folge ¢, nach Th. 7.68(c)
und bemerkt, dass (a?"),eny monoton & beschr. ist.
Sei nun (r,) in Q beliebig mit x = limr,. Dann gilt

, (7.57) g ,
— — no_ nl < — .
lim|g, —r,| =0 "= Léo v la am™| < Llg,—r,] — 0 (7.59)
= lima™ = lim(a™ — a™ +a™) =0+ a® = a”, (7.60)

d.h., (7.58) héngt nicht von der Folge ab.

Prop. 7.70: (7.54) — (7.57) gelten auch fiir
x,y € R. AuBlerdem:

v v (limxn =reR = lima™ = ax>. (7.61)

a>0  (z,) Folge in R

Bew. (exemplarisch): (7.57): Seien (p,), (¢,) monotone Folgen in Q N [—m, m],
m € N mit limp, =2 € R, limg, =y € R.
Dann:

) . (7.57) fiir Q
Vo Ja" —a™ < Lip,— ¢

o SS(C) la® —a| < L|x —yl.
(7.61) folgt nun wegen

0<|a" —a®| < L|x, — x| — 0.

(7.54a):

7.54a) fiir Q ..

. (
a*t¥ = lim gt lim(a”" a®) = a® a”.
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Def. 7.71: (a) Jede Fkt. der Form
[ Rt — R, f(z):=2% a«a€R, (7.62)

heifit Potenzfkt. Fiir o > 0 setze auch 0 := 0;
fir o € Z ist f auf R\ {0} def,; fir o € Ny auf R.

(b) Jede Fkt. der Form
[ R—R"  f(z):=d" a>0, (7.63)

heifit (allgemeine) Exponentialfkt. Oft ist mit
Exponentialfkt. der Fall a = e gemeint. Schreibe
auch exp(z) := e”.

Th. 7.72: (a) Jede Potenzfkt. ist auf ihrem Def.bereich stetig.
a > 0: str. steigend auf [0, oof;
a < 0: str. fallend auf |0, oof.

(b) Jede Exp.fkt. ist stetig.
a > 1: str. steigend;
0 < a < 1: str. fallend.

Bew.: (a): (7.55a) & (7.55b): Monotonie.
a € Ny = Polynom (st. nach Bsp. 7.40(b)),
a € Z = rat. Fkt. (st. nach Bsp. 7.40(c)).
a € R, x € RT: Siehe Bsp. 7.76(a) unten.
Stetigkeit in x = 0 fiir o > 0:
Sei (z,,) Folge in R* mit limz, = 0 sowie k € N

mit % < a.
B Y a:n§1:>0<:cg§x,1/k.
NeN n>N
2 /% st = limz* = 0 "= lim,, o, % =0
= r+— 2% st.inxz =0.
(b): (7.61) = Stetigkeit.
(7.55¢) & (7.55d) = Monotonie. O

Bem. & Def. 7.73 (Logarithmus): Sei a € RT \ {1}.
Nach Th. 7.72(b) ist f: R — R*, f(x) := a”, stetig und
str. monoton. Auch f(R) = R* (Ubung).
Th. 7.60 = f~!': R* — R existiert, ist st. und str.
monoton. log, z := f~(x) heifit Logarithmus
von x zur Basis a. Spezialfille:

Inz:=log,z, lbx:=logy,z, Ilgz:=log, . (7.64)
N natiirlicher Log. (wichtig)
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Kor. 7.74: Fir alle a € RT\ {1} ist f: RT — R, f(z) = log, = stetig;
fiir a > 1 str. steigend; fiir 0 < a < 1 str. fallend. O

Th. 7.75 (Logarithmengesetze):

v log, 1 =0, 7.65
acR+T\{1} O8a ( a)
v 1 =1 7.65b
a€R+\{1} 08qa @ = 4, ( )
v v '8 = g, (7.65¢)
aeRT\{1} zeR*
N 1 v = .65d
ac€RH\{1} :LZR 084 @ T, (7 65 )
1 =1 1 7.65
a€RT\{1} =zyeR*t 08, (2y) 08a T 1+ 1084 Y, ( °)
1 )y =yl 65f
a€RT\{1} xe\?l/@' ng Oga(x ) Y108q T (7 65 )
v 1 =1 -1 7.65
a€RT\{1} z,yeR+ 084 (.I/y) 08, T 08, Y; ( g)
1
GER‘Y\{I} xEYRJF nZ’N log, V/x = - log, , (7.65h)
v log, x = (log, a) log, . (7.651)

abeRT\{1}  zeR*
Bew. (exemplarisch): Benutze log, z = f~!(z) mit f: R — R*, f(z) := a®.
(7.65¢): al&® = f(f~Y(x)) = .
(7.65¢): Wegen

flog, x +log,y) = qlosa otlog,y _ log, @ jlog,y (7.65¢) Y,
folgt log, (vy) = f~'(zy) = [~ (f(log, = +log, y)) = log, = + log, y. O
Bsp. 7.76: (a) Fiir alle o € R ist
f:RY — R, f(r):=a2"=e*"" (7.66)

v st. nach Kor. 7.74.
stetig: f = expo(aln) = f st. nach Th. 7.41.
=\ st. nach Th. 7.72(b)

(b) Nach Th. 7.41 sind auch stetig:

fi: R — R, fi(@) == (exp(A +2%))",
fo: R— R, fo(z) := eax1+ X

25
fa: R —R, fs(x) == T

(fur alle « € R, A € RT).



7.3. Reihen

7.3.1. Definition & Konvergenz

Def. 7.77: Sei (an)nen Folge in K (oder in anderer Menge A,
wo Addition def. ist). Die Folge (s, )en mit

n
YV s ;:E a;
neN " - 7
Jj=1

heifit (unendl.) Reihe. Notation:

o0
Zaj = Zaj = (Sn)nen-
=1

jEN

a;: Summanden, s,: Partialsummen.
Die Reihen 7%, a; heiffen Reste von (s, )nen.
Fir (a;)jer mit ¢ : N — I bij. def.

D0= DA
j=1

jel

Achtung: 3, a; hingt von ¢ ab!

— Reihen sind spezielle Folgen.

Def. 7.78: Reihe (s,,) aus Def. 7.77 heifit
konvergent g.d.w. lim, _, s, = s € K.

Schreibe dann: .
S

j=1
und nenne s Summe der Reihe.
(s,) divergent :< (s,) nicht konvergent.
Auch 377 a; = +00 & lim s, = Foo.

Warnung 7.79: Notation Z;’il a; wird mit zwei
verschiedenen Bedeutungen benutzt, die man aus
dem Zusammenhang erkennen muss:

95

(7.67)

(7.68)

(7.69)

(7.70)
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(a) als Folge (z.B. in “37°°, 277 konvergiert”),
(b) als Zahl (z.B. in “3°72, 277 = 17).

Bsp. 7.80: (a) Geometrische Reihe: 377 ¢/ fiir [¢] < 1.

n - (3.22b)(gilt auch fiir g € C) |_ n+1
Sp = Zj:O q-j = e 11+q
= . 1—g"t! 1
Z ¢ =lims, = lim = : (7.71)
lg<1 = 1—gq Tl—q
lim ¢"™" = 0 nach Bsp. 7.6
(b) Harmonische Reihe:
=1
> - =00 (7.72)
= R Bsp. 7.30
Kor. 7.81: Seien ) 7, a;, >~ b; konvergent.
(a) Linearitit:
e Z(Aaj+ubj) :)\Zaj+u2bj. (7.73)
Jj=1 j=1 j=1
(b) Konjugation:
da=> a; (7.74)
j=1 j=1
(c) Monotonie:
(jgN asj, bj eR A aj; < b]) = ZCL]' < ij (775)
j=1 j=1

(d) lima, =0, VN > ieni1 a; konvergiert.
ne

Mit S =327 aj, mo 1= Y00, 4 gilt:
( V S=s,+ Tn) ., lim r, =0. (7.76)
neN n—00

Bew.: Alles folgt einfach aus den entsprechenden Grenzwertséitzen. Z.B.:

(b)

[e.e] n n n o0
o . __ Def. & Bem. 5.5(a) ;. (7.11f) .
E a; = lim E a; = lim E a; =" lim E aj; = E aj,
n—0o0 n—0o0 n—o0
J=1 J=1 J=1 J=1

Jj=1




lim a, = lim (s, — s,-1) =5 — 5 =0,

n—oo n—oo
k
vV r,= lim g a; = lim (s, —s,) =9 —s
neN " k—o0 J k—>oo( n) "
j=n+1

lim 7, = lim (S —s,) =5—-5=0.

n—oo n—oo

7.3.2. Konvergenzkriterien

Kor. 7.82: Fiir a; € Ry, s, := Y7 a; gilt

lim s, = {SUP{Sn : n € N} fiir (s,) beschr.,

00 fiir (s,) unbeschr.
Bew.: Folgt aus (7.21), da (s,,) steigend ist.
Th. 7.83: Ang., ng jgk |aj\ < ‘b]", (Clj,bj S C)

(a) >277, [bj| konv. = > | a; konv. und

o0 [ee]
>4 <D Ibl
j=k j=k

(b) > a; divergent = > |b;| div.

Bew.: Geniigt, (a) zu zeigen ((b) ist Kontraposition).

Setze s, := > 7 aj, tn =D 0 |bsl.
(t,) konv. = (t,) ist Cauchy nach Th. 7.29, d.h.,

Vo3 Y |t —tm] = o] £ [ba] <€

e>0 N>k n>m>N

d.h., fir n >m > N:

lsn_5m| - |am+1+"'+an| < |am+1|+"'+|an|

< ‘berl‘"i_"'_'_‘bnl <€

d.h., auch (s,) ist Cauchy und somit konv.
(7.78) folgt dann aus Th. 7.13(c).
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Def. 7.84: >, a; mit a; € R heifit alternierend g.d.w.

vV sgn(aji1) = —sgn(a;) # 0.

JjEN

Th. 7.85 (Leibnizkriterium): Sei > 777, a; alternierend,

(|an|)nen fallend und lima,, = 0. Dann ist
> o, aj konv. und

=1

v = Ty = Z aj =0y ani1 (7.79)

neN  0<60,<1 .
j=n+1

(. /
~~

= ZJ"‘;I aj — sn = “Abbruchfehler”

(sogar 0 < 0,, < 1, falls (a,|)nen streng fallend).
Bew. nur im Skript.

Bsp. 7.86: (a) Nach Th. 7.85 sind konvergent:

L (—1)7Ht 11
Z< ) =1l—c+-—+..., (7.81a)
=t J 2 3
2 (—1)7t 11
Z(Qj)_1:1—§+g—+ : (7.81b)

1

(-1 1 11
S S S 81
In(j+1) In2 In3 N In4 * (7.81c)

INgER

1

J

(b) im Skript zeigt, dass Th. 7.85 ohne Vor., dass (|a,|) fallend, i.A. falsch wird.
Def. 7.87: 3% a; heifit absolut konv. ¢ 3%, |a;| konv.

Kor. 7.88: 3% a; abs. konv. = 77, a; konv.
und A-Ungl. gilt, d.h.,
PR
=1

o0

< ayl. (7.82)

=1

Bew.: Setze a; = b; in Th. 7.83(a). O

Th. 7.89: (a) Y77, ¢; konv. A ‘VN |aj| <¢; = > 77, a; abs. konv.
je



(b) Wurzelkriterium:

( 3 (V|a,| < g <1 fur fast alle n € N))

0<g<1

o
= Zaj abs. konv.,

J=1

#{nGN:\"/|an|21}:oo = iajdiv.

=1

(c) Quotientenkriterium: Seien alle a,, # 0.

(b2
0<g<1

oo
= Zaj abs. konv.,

Jj=1

an+1

< ¢ < 1 fiir fast alle n)>

Qn

Qp+1
G,

j=1

Bew.skizze: (a) ist Spezialfall von Th. 7.83(a).

(7.83a) & (7.84a) aus (a) durch Vergleich mit
geometr. Reihe.

In (7.83b) und (7.84b) folgt zunéchst
—(lima, = 0).

Warnung 7.90: Fiir )7, £ = oo ist
voogfhen M o o,

n>2 n+l

“< 17 reicht nicht in (7.83a) oder (7.84a).

Bsp. 7.91: (a) Wurzelkrit.

= V Voo > nP 2" abs. konv.:
|Z|<1 peNg -

lim,, oo ¥/ |an| = lim, oo ¥/nP|2|" = 2| < 1.

> 1 fiir fast allen = Zaj div.
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(7.83a)

(7.83b)

(7.84a)

(7.84b)

N limy, o0 V1P = 1 nach Bsp. 7.65

(b) Sei z € C. Quot.krit.
= (Zzozl Zn! abs. konv. fiir alle |z < e

A div. fiir alle |z] > e):

|z| (n + 1) n™ |2] (7.49) |2|
= = T'L —
S (R

Qp41
Qn
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Also |z| < e = Konv. mit (7.84a),
|z| > e = Div. mit (7.84b),
|z] = e = Div. mit (7.84b), da

1\"
nZ’N (1 + n) < e nach Bsp. 7.66.

7.3.3. Abs. Konv. & Umordnungen

Th. 7.92: Ist (b,)nen eine Umordnung von (ay,)nen
(siehe Def. 7.21) und )77, a; abs. konv., so
ist auch Z;’il b; abs. konv., und es gilt

Z]O‘il aj = Zj:l b;.

Th. 7.93 (grofier Umordnungssatz): Sei I abzdhlbar mit #1 = #N und

I = U I, (7.86)

neN

eine disjunkte Zerlegung von I (die I,, sind vollig
beliebig, diirfen also leer, endlich oder unendlich sein).

a) Ist > ._.a; abs. konv., so gilt
( ) gel ] g

Z aj; = Z Z Qg (7.87)

Jel n=1 a€l,

(b) Es sind dquivalent:

(i) >_jesa; ist abs. konv.

(i) Es gibt C' > 0 so, dass . |a;| < C fiir jede
endliche Teilmenge J C [.

(iii) Zfzozl Zaeln |aq| < 0.

Bsp. 7.94: Anwendung von Th. 7.93 auf
Reihen mit 7 := N x N (sogenannte Doppelreihen).

Notation: .
Z Ay := Z () (7.88)
m,n=1 (m,n)eENxN

Nach Th. 3.24 ist N x N abzéhlbar, und es gibt
¢ N — N x N bijektiv. Nach (7.69) ist



D et Gmn = 21— Ag(j), und das Konvergenz-
verhalten und (falls existent) die Summe der
Reihe hangt i.A. von ¢ ab!

Ist die Reihe jedoch abs. konv., so hingt der
Wert nach Th. 7.92 nicht von ¢ ab, und

wir kénnen Th. 7.93 anwenden. Die Zerlegungen

NxN=|J{(mn): nen},

m.EN
NxN= U{(m,n): m € N},
n?N
NXN:U{(m,n)GNXN: m4+n=
keN
liefern
(7.892) o= S (7.89b) o=
A(m,n - Qmn = Amn
(m,rge:NXN e mz—:l ; nz—; mz—:l
e oo k—1
WBZQC) Z Z Amn = Z Z A, k—m
k=2 m+n=~k k=2 m=1

Th. 7.95: Sind Y7 | Gy, Y oo_; by abs. konv., so
ldasst sich ihr Produkt als Doppelreihe
berechnen:

m,n=1 k=2 m=1

k}
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(7.89a)
(7.89D)

(7.89c¢)

(7.90)

(7.91)

albk,1 + agbk,g +-+ ak,lbl.

Man bezeichnet dies auch als Cauchyprodukt
der Reihen.

Bew.: Setze A:=3 " |am|, B:=>_, |by|. Dann:

SN lambal = - (Jam| B) = AB < o,

m=1 n=1 m=1

d.h., YO ) amb, ist abs. konv. nach Th. 7.93(b)(iii).
Dann folgt (7.91) aus (7.90), da

i amby, = iiambn :iamibn = (iam> (
m,n=1 m=1 n=1 m=1 n=1 m=1

N/

> b

m=

1

) |
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7.3.4. b-adische Darstellungen reeller Zahlen

Beispiel im Dezimalsystem:

x—325—1316—13166

=1-10*4+3-10" +1- 100+Z6 107", (7.92a)
n=1
wobei
= 1 1 2
Y6 10_”(7—71)6-( . —1) 6. =2
ot 1-4+ 9 3
Im Dualsystem:
z=10000011.T0 = 27 4 2" 4 2° 4 ) " 27D, (7.92b)
n=0
wobei
> 2 .
22_(2"“) =3 (Ubung).
n=0

Def. 7.96: Sei b e N, b > 2.

(a) Ist N € Z und (dy,dy_1,dN_2,...) Folge in
{0,...,b— 1}, so heifit

dy_, bV 7.93
Z \ivz-/ . Basis ( )

v=0 Ziffern
b-adische Reihe.

(b) Ist z € Rj die Summe der Reihe in (7.93), so
heifit die Reihe b-adische Darstellung
oder b-adische Entwicklung von .

Th. 7.97: Sei b € N, b > 2. Jedes z € R hat eine
b-adische Darstellung, d.h.

v 3 w—ZdN A (7.94)

z€Rf NE€Z  TFolge (dy, dN 1,0--)
in {0,..., b—1}
Fiir z > 0 und dy # 0 gibt es genau eine oder
genau zwei solche Darstellungen. Genauer sind
dquivalent:



(i) Die b-adische Darstellung von z ist nicht eindeutig.

(ii) Es gibt genau zwei b-ad. Darst. von x.

(iii) Es gibt eine b-ad. Darst. von z so, dass gilt:
3 vV d,=0.
no<N n<ng
(iv) Es gibt eine b-ad. Darst. von z so, dass gilt:
= V d,=b-1.

no<N n<ng

Bew.: Siehe Literatur im Skript.

Bsp. 7.98: Jedes n € N hat genau 2 dezimale

(d.h. 10-adische) Darstellungen. Z.B.

8. Konvergenz von K-wertigen Funktionen

8.1. Punktweise & gleichméfiige Konvergenz

— Ziel: Konvergenz von Folgen (f,)nen mit

fn: M — K, M C C, studieren.

— Dabei sind verschiedene Konvergenzbegriffe

sinnvoll.

Def. 8.1: (f,) sei Funktionenfolge, f, : M — K,

0+ MCC.

(a) (fn) konvergiert punktweise (p.w.) gegen

f: M —Kgdw. VM lim,, o fn(2) = f(2), also
zE

g.d.w.

v oy 3V )= flz)]<e

2€M eecRt NeN n>N
(N héngt in (8.1) i.A. von z und € ab).

(b) (fn) konvergiert gleichmaBig gegen f: M — K g.d.w.

V 3V OV |fulz) = fl2)] <€

ecRT NeN n>N zeM

(N héngt in (8.2) nicht von z ab, aber i.A.
immernoch von € — Konv. ist glm. in z).
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Bem. 8.2: Glm. Konv. = p.w. Konv. (klar);
p.w. Konv. # glm. Konv. (Bsp. 8.3(b)).

Bsp. 8.3: (a) f,: M — K, 0 # M CC, f,(z) :=+. Dann: (f,,) konv. glm.
gegen f = 0.
(b) (fn) mit f, : [0,1] — R, f.(x) := 2™, konv. p.w.,
aber nicht glm. gegen

0 firo<z<l,
1 firx=1:
f(z)
1 L
—
p.w.: lim1” =lim1 =1,
0§§/<1 limz" =0 (Bsp. 7.6);
nicht glm.: Fiir € = % gilt nach Th. 7.57,
_en 1
nZN ﬁnEE]IO,l[ fn(gn) - gn R also
.1
Th. 8.4: Sei) #M CC, f,: M — K.
Sind alle f,, stetig in ¢ € M und
(fn) konv. glm. gegen f: M — K, so ist f st. in ¢
(speziell: sind alle f,, st. auf M, so auch f).
Bew.: Sei e > 0. | .
glm.
I N W A OO (85)
. €
fmst-inGo= o 3o ()~ Ol < 5 (8.6)
Also
€
J— < —_— _— _— - —
ceriio G =FON = F2) = fn () H [ (2) = (O (O = F(O)] < 3-5 =€,

also f st. in (. m
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8.2. Potenzreihen

Def. 8.5: (a) Sei ) # M C C, (f,) Fkt.folge, f,: M — K.
Def. die Fkt.reihe

Z.fj = (3n)n6Na (88)

Vo osni= Z?:l Ji-

neN

(b) Ist fr,: K— K, f.(2) =a,2z", a, € K, so heifit

Zaj 2= Zf] (8.9)
=0 =0

Potenzreihe mit Koeffizienten a;.

Warnung: In (8.9) schreibt man links a; 27 = f;(2),
obwohl man eigentlich f; meint. Bei Potenzreihen

muss man oft aus dem Zhg erschlieflen, ob Zahlen

oder Funktionen gemeint sind.

Def. 8.6: Seien f;, s, wie in Def. 8.5(a).
(a) Schreibe

f= ij (8.10)

g.d.w. (s,) p-w. gegen f: M — K konv.

> ;=1 f; heiflt dann Reihenentwicklung von f;
Potenzreihenentw., wenn Z;’il f; Potenzreihe ist.
Achtung: 77 f; kann Fkt. oder Fkt.folge bedeuten
(vgl. Warnung 7.79).

(b) >272, fj konv. glm. gegen f g.d.w. (s,) glm. gegen f konv.
geméf Def. 8.1(b).

Kor. 8.7: Sei) # M CC, f;: M — K.

(a) >, fj konv. glm. gegen f g.d.w. alle 3777 . f;(2)
konv. gegen 7,(z) € K und

V 3V V|2 <e (8.11)

ecR+ NeN n>N zeM



106
(b) Sind a; € Ry, -7, a; konv. in R und

v, Y ALG < a; (8.12)

zeM jeN
so konv. Y77 f; glm.
(c) Sind alle f; stetig (in ¢ € M) und Z;’il f; ghy. fl
so ist auch f st. (in ().

Bem. 8.8: Problem fiir f; : M — K: Fiir welche z € M
konv. 377 f;(2)? Oft schwer zu 16sen. Bei
Potenzreihen hilft Th. 8.9:

Th. 8.9: Fiir jede Potenzreihe Y 7% a; 27 gibt es
r € [0,00] := R U {oo}, genannt Konvergenzradius (KR) der Reihe so,

dass
(z eK A |2 < r) = Zaj 2/ konv. abs. in K, (8.13a)
=0
(z eK A |z| > r) = || divergiert in K. (8.13b)
Insbesondere: 3™ a; 2/ konv. p.w. auf B,(0).
Weiter
O<7"v0<r <ZO a; 2 konv. glm. auf §T0(0)> . (8.14)
j:
Es gilt
1
r=T mit L :=limsup {/|ay,|. (8.15)
n—oo
) grofter HP, falls ({/|an|) beschr.,
' 00 sonst
(hier: § := o0, = :=0).
Einfacher gilt
r= lim ||, (8.16)
n—oo aTZ+1
falls alle a,, # 0 und || ex. in R} U {oo}.

Bew.idee: Wurzelkriterium aus Th. 7.89(b) anwenden,
bzw. Quot.krit aus Th. 7.89(c) fiir (8.16). O



Kor. 8.10: Hat 32 a; 2/ KR 7> 0, so ist

f:B.(0) =K, f(z):= Zaj 2,

j=0

stetig (stetig auf K fiir r = oo).
Bew.: Folgt aus (8.14) und Th. 8.4.
Bsp. 8.11: (a) v, KR fiir Yoo nz"istr =1, da
aec

Y limsup {/]a,| = lim ¥/ne =1
acR n—00 n—00
(folgt fiir & € Z aus (7.46) & Th. 7.13(a) und dann fir
alle @ € R aus Th. 7.16).

Yo 2" (Fall o = 0) div. fiir |2| =1 (]z"] 4 0),

S>>0 = (Fall a = —1) div. fiir z = 1 (harm. Reihe), konv.

n=1 n

fir z = —1 (Bsp. 7.86(a)).
(b) KR von (a) 307 2t und (b) Y07 £ ist r = oo:

n=0 n!
n _ 1)! _
(a): lim @ |~ fim (n+1) = lim (n+1) = oo,
n—00 | Ap41 n—o0o n! n—o00
(b):  Timsup /Jan] = lim {/— = lim = =0
: limsu a,| = lim {/— = lim — = 0.
n—)oop n—00 nm n—oo M,
(c) > yn!z" hat KR r =0, da
! 1
lim = lim L lim =
e n—oo (n+ 1)1 nocon+1

Warnung 8.12: > a; 27 konv. i.A. nicht glm. auf B,(0) (r: KR)
(z.B. konv. 3" 27 nicht glm. auf B;(0), Ubung).
Fiir [2| = 7 kann 377 a; 2/ div. oder konv.
(siehe Bsp. 8.11(a)).

Def. & Bem. 8.13: Das Cauchyprodukt von p := E?io a; 2
und ¢ := Y77 b; 27 st

jEN
J&No =0
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(8.17)

(8.18)

(8.19a)

(8.19b)

(8.20)

00 J
p*q = ch 2, mit VY cj = Zakbj,k = agbj + arbj_1 + -+ a;by.
j=0

N heiflt auch Faltung von p und ¢

(8.21)
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Achtung: p * ¢ ist Funktionenfolge und muss nicht
konvergieren. Aber: -

Wenn r,: KR von p, r, KR von ¢ und

Tp,Tq > 0, so sind

f:B.(0) =K, f(z):= Zaj 2,
o (8.22)
g: B.(0) — K, g(z):= ij 2,
j=0
wohldef. fiir 7 := min{r,, r,} und
791) = v = 27 mit ¢ 8.21). 8.23
(7.91) o 1) Z J mit e aus (821).  (8.23)
8.3. Exponentialfunktionen
— konnen exp jetzt auf ganz C fortsetzen:
Def. & Bem. 8.14: Def. die Exponentialfkt. durch
.C—C - - 24
exp: C — C, exp(z).—zm— +z+§+... (8.24)
n=0
— nach Bsp. 8.11(b) ist KR = oc.
Wir benutzen nun zunéchst diese neue Def. von exp,
sowie die neuen Def. e :==exp(l) > 1> 0
und Inz := log.,, ;) () fiir z € RT.
Wir werden zeigen, dass die neuen Def. mit den alten
iibereinstimmen, nédmlich
: \" 1 11
und
> ..n 2
z _ ro_ -
R —Z—!—1+$—|—2!+... (8.26)



Prop. 8.15: Ist £/ : R — R stetig und gilt

so folgt

V. 1=E(0) = B — ) = B(x)E(~x) = E(~x) = B(z)!
= FE(z) #0.
E(1)>0ATh. 757= V E(x)>0.

zER
Induktion liefert
V V. E(n-z)=(E®)"

zeR neN

r=1= V  E(n)=a"
neN

T = % =a=FE()= (E(%))" = E(%) =an

= ¥ Ek/n) "2 (BQ/m) = (a)* = a¥,

n,keN
d.h., (8.28) gilt fiir z € Q*.

V limg, =2 = o= lima™ = lim E(g,) = E(x).
z€RT n—00 n—00

NeQF N F stetig

Vooa®= (") = (B(—2)) " = E(z).

z€R~

Th. 8.16: Mit exp aus (8.24) gilt:

(a) exp ist stetig auf C.
(b) V . exp(z + w) = exp(z) exp(w).
zZ,we

(c) Mit e :=exp(1) gilt

109

(8.27a)

(8.27h)

(8.28)

(8.29)



Bew.: (a) gilt nach Kor. 8.10.
(b): Nach (7.91) gilt:

[e.9]

exp(z) exp(w) = 3

v n

n

zweC , 2w 1 n\ s (5.23) (24 w)"
mit ¢, = —_— = — ) = —
> > () .

s jltn—=7" nl! s

(c) folgt aus (a), (b) und Prop. 8.15.

Def. 8.17: Sei M C C und ¢ sei Haufungspunkt von M.
f+ M — K hat Limes n € K fiir 2 — ¢
(Notation: lim, . f(2) =1n)

g.d.w.

Folge (z1) in M \ {¢} kggo “k C kggo f(Zk> n

— f braucht in ¢ nicht definiert sein!

Th. 8.18: Mit e* := exp(z) fiir € C und Inz := log 1) ()
fir x € R™ gelten:

lim 1 (2 € M:=C\{0}),

, ln(l—l—x)_ B
lim ———= =1 (z € M:=] - 1,00[\{0}),

., 11m1n(1+§x%:§ (reM:={zreR: 1+cx>0}\{0}),

%: é pr—

é\gR lim(1+¢z)x =e (reM:={zeR:1+&x>0}\{0}),
. OOII?

g dm () ==

Bew.: (8.32):

8.24 col_y n—1Z -
(824) = v — —Z +2,+§+

n=0

= (832),daz— > 7 (nZTnl), stetig nach Kor. 8.10.
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(8.30)

U

(8.31)

(8.32)

(8.33)
(8.34)

(8.35)

(8.36)



(8.33): Betrachte f :] —1,00[ — R, f(x) := In(z + 1) mit
fYx) = e® — 1. Dann:
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In(1+a) I (14 f7(F )

A limz, =0 = lim
(ox) in ] - 1,001\ {0} g koo, FHf ()
~In (1 + ef (@) — 1) )
= lim eflzr) — 1 = lim eflzr) — 1 (8?2)

lim f(xzy) =Inl1=0

(8.34), (8.35): Ubung.
(8 36): x, == (8. 35) hefert

w i
wER hmn_}oo ( )

Def. 8.19 (komplexe Exponenten): Fiir a € Rt z € C setze

a® :=exp(zlna).

Th. 8.20: (a)
v vV o a"™ =a%a",
a,b>0 zweC
————
| a”b* = (ab)®
(b)
Z’O f:C—C, f(z):=a° stetig,
Rt — €
cZC g — C, g(x):=2a° stetig
(c)

8.4. Trigonometrische Funktionen

“Schuldefinition” von sin und cos am Einheitskreis:

(8.37)

(8.38a)

(8.38b)

(8.39a)
(8.39D)

(8.40)



1
- p = (cosz,sin x)
x
sinx
x
"1 x: Winkel im Bogenmafl
cosx = Linge der Kreislinie zwischen
(1,0) und p

Def. ist nicht mathematisch rigoros — und wie soll man z.B.
sin 1 berechnen?

Def. & Bem. 8.21:

) ' 0 (_1)n Z2n+1 23 25
. C —C, N 22
s s ; I I
' B e (_1)71 ZZn B 22 24
COS.C—>C, COSZ_;W_1_§+E_+

— 1
(a) In beiden Féllen gilt |a,| < =, also

n

Y |sinz|,|cosz| < elfl < oo, d.h. beide
zeC

Reihen sind abs. konv., die Potenzreihen haben
KR = o0. Kor. 8.10 = sin, cos stetig.

)

112

(8.41a)

(8.41b)
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(b) Def. 7 :=2min{z € RT : cosx = 0}.
Zu zeigen: Das Min. existiert. Dazu:

k k+1

T T T
vV V —_>— & 1> &S k+1>
z€R* keN k" (k+1)! E+1 i ‘
—— ——

gilt also fiir alle £ > 2, 0 < z < 3,
k

T
und 7 — 0 monoton fir k — oco.

Aus Th. 7.85 und (7.79) folgt dann

2 2 4

f(x) :zl—x—<cosx<1—x—+x—::g(x),
2 2 24 (8.42)
0<z<3 3 ) x3 x® .
- < <r— 4 —.
x 6 smz < x 6 + 120

f hat kl. pos. Nullst. v/2;
g hat kl. pos. Nullst. /6 — 2v/3; f(0) = ¢(0) = 1.

) . by
Zwischenwertsatz = Min. ex. und 2

1.4<\/§<g< V6—2v3 <16 (8.43)

Man kann zeigen, dass
7 ¢ Q, m=3.14159... (Literatur im Skript).



Th. 8.22 (Trigonometr. Identitéiten):

sin0 =0, cosO=1,

V  sinz = —sin(—z), cosz = cos(—z),
zeC
v sin(z + w) = sin z cosw + cos z sin w,
z,weC
v cos(z + w) = cos z cosw — sin z sin w,
z,weC
YV  (sinz)? + (cosz)? =1,
zeC
7 .
cos— =0, sin— =1, 4 cosx > 0,
2 2 z€[0,%[

. m m .
V  sin <z+§) =cosz, COS (Z—FE) = —sin 2,

zeC

V  sin(z+m) = —sinz, cos(z+7)=—cosz,
zeC

VC sin(z 4 27w) =sinz, cos(z + 27) = cos z
zE

(d.h., sin, cos sind 2m-periodisch),

. sinz . cosz—1 1
lim =1, lm———=——.
z—0 Z z—0 2,’2 2

Bew. (exemplarisch): (a),(b) direkt aus (8.41).
(¢),(d): Mit Cauchyprodukt (7.91) dhnlich wie
in (8.30).
(e):

(sin 2)? + (cos 2)? su cos z cos(—z) — sin z sin(—2z)

= )cos(z—z) = cos0 = 1.

sin z 22 24
v S AT
2eC\{0} z R 3!+5! - )
()

Wie in Def. & Bem. 8.21 folgt KR r = oo
und Stetigkeit auf C. Also

lim,_, #2% = lim,_,o f(2) = f(0) = 1.

Th. 8.23: sin(R) = cos(R) = [—1, 1].
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(8.44j)



Monotonie:

YV  sin ist str. steigend auf [—Z + 2km, T + 2k7r] ,
kez 2 2

3
|| sin ist str. fallend auf [g + 2k, g + 2k7r] :

|| cos ist str. steigend auf [(2k — 1)7, 2k7],
|| cosist str. fallend auf [2km, (2k + 1)7],

d.h., fiir x € [2km, 2(k + 1)7| durchléuft
(cosz,sinz) den Einheitskreis gegen den Uhrzeigersinn.

7

yd

Bew. fiir cos: sin® +cos? = 1 = cos(R) C [-1,1].
Zwischenwertsatz = [—1, 1] C cos(R).

v (%)
0<z<z+y<%

(4): (842) = 0 <z — = <sinz fiir €0, g];

2 4
(#%): (842) = cosz <1—-F +5; <1 |

Dann (8.44)(b,g-1) = Monotonie auf anderen Intervallen.

Th. 8.24:
VC ¢ =cosz+isinz (Eulerformel),
FAS]
V cosz= i,
zeC 2
eiz _ e—iz
V sinz =

zeC 21
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(8.45a)

(8.45b)

(8.45¢)
(8.45d)

cos(x 4+ y) = cosxcosy —sinxsiny < cosxcosy < COSI.

(8.46a)

(8.46b)

(8.46¢)



Bew.: (a) direkt aus Potenzreihendef.

(b): €% 4+ e % (540
. 46a)

(c): e — e~ % G2 cos 2+ sinz — cos(—z) —isin(—z) = 2isin 2.

exp {1} = {2kmi : k € 7},
" alle Losungen von e* = 1
exp {0} =0 (exp hat keine Nullstellen),
sin {0} = {kr : k € Z},
cos {0} ={(2k+1)Z: ke Z}
((8.47c) und (8.47d) liefern alle Nullst. von cos, sin in R und C).

Def. & Bem. 8.26: Def.

sin z
tan : C\ cos {0} — C, tan z 1= :
cos z
cos 2
cot : C\ sin"*{0} — C, cot z 1= ——,
sin z
tan, cot sind m-periodisch:
sin(z + m) (8.44h) —SInz
tan(z+7r):¥(:) = tan z

cos(z + ) —cosz

(cot analog).

Auch folgt tan(R \ cos™*{0}) = cot(R \ sin '{0}) = R,

vV  tan str. steigend auf }—g + k, T + km [,

keZ 2
¥ cot str. fallend auf }im, (k + 1)7?[.
€
tan
L L
7 2

\ } cot
\w

cos z + i sin z + cos(—z) + isin(—z) = 2 cos z.
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(8.47a)
(8.47D)

(8.47¢)
(8.47d)

(8.48a)

(8.48b)

(8.49)

(8.50a)

(8.50D)
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Def. & Bem. 8.27: Die strenge Monotonie von sin, cos, tan, cot
liefert Umkehrfkt.

arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2], (8.51a)
arccos : [—1,1] — [0, 7], (8.51b)
arctan : R —] — /2, 7/2], (8.51c)
arccot : R —]0, [, (8.51d)

nach Th. 7.60 alle stetig,
arcsin, arctan: str. steigend,
arccos, arccot: str. fallend.

Achtung: In der Literatur werden mit arcsin, ... auch
Umkehrfkt. von sin, ... auf anderen Monotonie-
intervallen von sin, ... bezeichnet, und unsere

Fkt. aus (8.51) als Hauptwerte.

8.5. Polarkoordinaten komplexer Zahlen, Fundamentalsatz der Algebra

Th. 8.28: .
v 3 z=re¥. (8.52)
zeC TG]R(J;,
pEeER

Dabei ist r = |z] und ¢ ist fiir z # 0 bis auf Addition eines
Vielfachen von 27 bestimmt, d.h.

Y <z:r6i¢1:r@i¢2AT20 = T:|Z’/\E| @1—@2:271{3).
zeC\{0} kEZ
(8.53)
Bew.: 2 =0: vV
Sei z # 0, z = = + 1y. Setze 1 := |z|.
Fall y > 0. Dann:
S=gaim mit €= =220, @4P=1 (854

Also € € [—1,1] und ¢ := arccos§ € [0, 7].
Also & = cos ¢, sinp > 0 und

sinp = /1 — (cosp)? = /1 — €2 (554 7.
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Also
z A46a)
- =5+in:cosg0+isingp(8:6)e“p.
,

Fall y < 0: Wende obigen Fall auf z = x — 1y an.

Gilt r et = re2 1 > 0, so folgt
eiter=e2) = 1 C2Y yo0  00) € [2kmi: k€ Z). O

Def. & Bem. 8.29: Gilt z = r e, so heilen
(r, p) Polarkoordinaten von z € C;
(x,y) fiir z = x + iy kartesische Koordinaten.
(r,¢) eindeutig, falls z # 0 und ¢ € [0, 27].
r: Betrag, ¢: Argument.
In kompl. Ebene:
21 = 1€, 29 = r9e'¥?
= 2129 = rroei(P1te2)
(Betrage mult., Argumente add.)

iy
z=x+1y
r cosp = =
Y
¥
. x
Kor. 8.30: Die Abb.
fR—{2€C: |z]=1}, f(p):=¢", (8.55)
ist surjektiv und f(p1) = f(p2) < kEIZ Y1 — o = 27k. O

Kor. 8.31 (Einheitswurzeln): Gleichung 2™ = 1 hat genau

die n verschiedenen Losungen (1, ..., (, € C mit
(8. k2 k2
v (= ek?mi/m BL o5 P4 1 sin 2T = ¢k, (8.56)
k=1,..n n n

N heiflen die n. Einheitswurzeln

Bew.: Nach Kor. 8.30 sind alle {; versch. und nach
Th. 6.6(a) miissen dies dann alle Losungen von 2" = 1 sein. O



Th. 8.32 (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes Polynom
P:C-—C, P(2):=3}_a;?’ von Grad n > 1

hat mindestens eine Nullst. zo € C.

Bew.idee: Betrachte Fall a,, = 1.
Zeige, dass es zg € C so gibt, dass |P| in zp minimal ist.
Zeige, dass | P| an Stellen z € C mit P(z) # 0 nicht
minimal ist.

Kor. 8.33:

ploe eaoee TE=EmQEG) (26
P Pol., deg(P)=n>1

(die ¢x sind genau die Nullst. von P;
sie miissen nicht verschieden sein).

Bew.: Kombiniere Th. 8.32 mit Bem. 6.7.

9. Differentialrechnung

9.1. Def. der Ableitung und Regeln

Idee: Fkt. f lokal durch (affin) lineare Fkt.
approximieren, den Graph von f in £ durch
die Tangente in &: f/(£): Steigung der Tangente.

/()

SN e ,

/&)

Def. 9.1: Seia < b, f:]a,b[— K (a = —00, b = o0
erlaubt), & €]a, b].
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(8.57)
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f heiBt differenzierbar in £ g.d.w. folgender
Limes im Sinn von Def. 8.17 existiert:

Differenzenquotient

df (§) f(z) = f(§) fE+h) = f(§)
ey _YS) r) — _ _
PO =0.50):= T2 =ty SO Sl SRS )
da limzp = £ < lim \hf./ =0
=rp—¢
1 (&) € K heifit dann Ableitung oder Differentialquotient von f in &.
f heifit dif.bar g.d.w.
1/(€) ex. fur alle £ €]a,b]. Dann heifit
die Fkt
e b— K, x— (), (9.2)
die Ableitung von f.
Bem. 9.2: Sei € €la,b], f :]a,b[— C. Dann:
f dif.bar in £ < Re f,Im f :]a, b[— R dif.bar in &.
Dann gilt:
f(€) = (Re f)'(€) + i (Im f)'(£). (9.3)
Bew.:
, J@) =) Ref@)—Ref()  Tmjz)—Tm (&) 0.
oA x—& RS x—¢
e } }
¢ @ Re ¢ A Im 0

Def. 9.3: Ist f :]a,b[— R dif.bar in £ geméB Def. 9.1, so

heifit der Graph von

L:R—R, L(z):=f()+ [ (&x—9), (9-5)

also die Gerade durch (&, f(£)) mit Steigung f'(£),
die Tangente an den Graph von f in £.

Th. 9.4: Ist [ :]a,b[— K dif.bar in &, so ist f stetig in &.

Bew.: Ist (x}) Folge in |a,b[\{{} mit limz; = &, so gilt

i (Fe) — £(0) = tim = QU @) = £©)

k—o0 Tk —é

d.h., f st.in &. O



Bsp. 9.5: (a) Fir f: R— K, f(z) :=azx + b mit a,b € K gilt
" R—K, f(z)=a:

limh, =0 (alle hy #0)
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N hmf(.r—i—hk)—f(:v) :1ima(:17—|—hk)+b—ax—b zlima—hk .
hy, hy, k
(9.7)
Speziell: f=b= f'=0.
(b) Seice K. Fiir f: R— K, f(x) := e gilt
i R— K, fl(x)=ce™:
Fall ¢ = 0: Siehe (a). Fall ¢ # 0:
limhy =0 (alle by # 0)
_ cx+chy, _ cx
= lim @+ ) = /(@) —lim&
hy, hy,
eche — 1
— cxT 1 — C$‘ .
ce® lim i ce (9.8)
=1 nach (8.32)
c=1: f(x)=¢€" = fl(x) =€
c=1Ina, a € R": f(z) = a® = e = f'(z) = (Ina) a®.
(c) f,9: R— R, f(x) =sinz, g(z) = cosx
= ¢ R— R, f'(x) =cosz, ¢(r) = —sinx:
limhy =0 (alle by #0)
=~ lm flx+ hg) — f(x) — lim sin(z + hy) —sinx
hk hk
(8.44c) ;. sinx coshy + coszsin by — sinx
=" lim
hy,
— sinz lim hy(cos l;k - 1) +cosa lim sin hy,
k—o00 hk k—o00 hk
A4j 1
(6.240) (sinz)-0- (—5) + (cosx) -1 = cosx. (9.9)
¢'(r) = —sina: Ubung.
(d) f: R— R, f(x) := |z|, ist nicht dif.bar in £ = 0:
04 %) —f(0
lim +“1) MO 21, (9.10a)
n—00 =
00— — f(0 1
i 0= 2SO (9.10D)
n—oo _—— —_ =

d.h., limw ex. nicht.
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Th. 9.6: Seien f,g :]a,b|— K dif.bar in & €]a, b].
(a) /\Z’K Af dif.bar in € und (Af)' (&) = Af'(§).
(b) f+ g difbar in & und (f +9)'(€) = f'(§) + 9'(£)-

(c) Produktregel: fg dif.bar in & und (fg)' (£) = f'(£)g(€&) + f(€)g'(£).
(d) Quotientenregel: g(§) # 0 = f/g dif.-bar in £ und

1oy 11(©)g(§) = (€)' (€)

Bew. von (c),(d): Sei lim Ay, = 0, alle hy # 0.

(c):

i SOE+ ) = (£9)(€)

hi
_ i L€ P)g(€ 4 hue) = F(E)g(E + hie) + F(E)g(€ + ) — F(E)9(E)
hy
— lim g(€ + hy) lim f(§+ h}i;i — f(§) + ) lim 9(§ + hgz —9(§)
= f(€)9(&) + f(£)g'(&).
N g st in &
(d): Fall f=1:
v gst.in &
iy HE+R) = (A/9)&) _ . 9(€) —g(€+hi) _ g(E)
hi 9(& 4 hi)g(&) D (9(8)*
Allg. Fall folgt mit £ = f- % aus (c). O
Bsp. 9.7: (a)

(9.11)
= P:R—K, P)=)» jaa’!
j=1

Bew. mit Induktion iiber n: Fall n = 0,1 gilt nach Bsp. 9.5(a).
Ind.schritt: P(z) = " ;7 + a1z a”
Ind.vor.,Th - R
pvor . 9.6 P'(z) = Zjajxj_ljtanﬂ(\l 2t +xeon-a") = Zj a;zi =t

Jj=1 (n+1)an J=1
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(b) Ableitung von rationalen Fkt P/Q) berechnet man
mit (9.11) und Quot.regel Th. 9.6(d).

(c)
1
tan’: R\ cos {0} — R, tan'z = (cos 1)’ =1+ (tanz)? (9.12a)
cot’: R\ sin {0} — R, cot'z = ~ma)? = —(1+ (cotx)?) : (9.12b)
Bsp. 9.5(c) & Th. 9.6(d):
cosx cosx — sinx(—sinx) (8.44e) 1 (8.44¢) 9
tan’ z = = = 1+t :
e (cos x)? (cosx)? + (tanz)
cot’ analog.
Th. 9.8 (Abl. der Umkehrfkt): Sei I :=|a, b],
f: I — R dif.bar und str. steigend (bzw. str. fallend),
J:= f(I). Dann ex. f~': J — I st. und str. steigend
(bzw. str. fallend) und
A (f'(f) #£0 = f!difbarinn:= f(¢) und
€
1 1
(Y 0) = 7 = ) o
& f(fm)

Bew.: Wegen Th. 9.4 & Th. 7.60 ist nur noch
(9.13) zu zeigen. Sei (yx) Folge in J \ {n} mit
limy, = . Dann ist (f~'(yz)) Folge in I\ {£} mit
lim f~Y () = f71(n) =&, da [ stetig. Also

e N ) e )
(F) ) =1 - ) =) PO )
(9.14)
]

Bsp. 9.9: (a) Fir f: R— RT, f(z)=¢"ist f7': RT — R, f~'(z) =Inx.
f'(z) =e" #0, also
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f'(x)—COSI#O f_li]—lal[ ]—%%[
f~Hx) = arcsin z, also
v arcsin’ x = ! , = ! ,
z€]-11] f'(arcsinz)  cosarcsinz
(%) 1 1

/1 — (sinarcsin z)? V1= a2

(%), da cos? = 1 — sin® und cost > 0 fir t €] — 2, 2.

(c) ,

me]ym[ arccos’ x = i folgt analog zu (b).
(d) ‘v’ arctan’ z = (Ubung).
(e) V A arccot’' & = — = (Ubung).

Th. 9.10 (Kettenregel): f :]a,b|— R, g :]c,d[— K, f(]a,b]) Clc,d]
(a,c = —o0 sowie b,d = oo ist erlaubt).
f dif.bar in & €]a, b] A g dif.bar in f(§) €]e, d]
= go f:]a,b|— K dif.bar in £ und

(g0 1) (&) = F'(©)g'(f(&))- (9.15)

Bew.: Def. := f(£) und

9@)=9(0) gy o
§iled— K, () = { o rerm (9.16)
g (z) fir x =n
Dann:
o)~ gln) = gl ). (9.17)
Sei nun limz, = & (alle xy, # ). Dann:
lim g(f(zr) —9(f(9)) ©17) 1. G(f(zr) (f (k) = £(9))
k—00 Tp — f k—o00 Ty — f
e f )~ £(©)
N kl—>oog(f( k)) kl—>oo Ty —5
= f'(€)g'(f(£)). (9.18)
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Bsp. 9.11: (a) Sei h: R — R, h(x) := sin(—z?).
Kettenregel (9.15) = v h'(z) = —3x? cos(—z?).
ze
(b) Sei h: RY — K, h(z) := 2% = e o € K.
(9.15) = V  W(z)=2e =qa .

zERT

9.2. Ableitungen hoherer Ordnung; die Mengen C*

Def. 9.12: Sei I :=la,b], f: I — K. Rekursive
Def. der k-ten Ableitung f*) von f fiir k € Ny:
fO = f. Ang., fiir k € Ny ex. f®)(2) fiir alle
x € I. Def. dann, falls f*) in & € I dif.bar
ist:
FED(E) = (FO)(€). (9.19)
Ex. fHD(¢) fiir alle € € I, so heifit f
(k + 1)-mal dif.bar und
fED T — K die (k + 1)-ste Ableitung
von f. Notation:
cﬂ:::fu)jf”:::f@)jfm:::f@%
aber f®) fir k> 4.
f®) kann stetig oder unstetig sein (vgl. Bsp. 9.13(c)).

Def.
k L . (k) . .
kg\lo C*(I,K) := {f € F(I,K): f% ex. und ist stetlg}, (9.20)
C¥(I,K) = [ C*(I.K) (9.21)
keNy

(also CO(1,K) = C(I,K) D CY(I,K) D C*(I,K) D ...).
Notation: C*(I) := C*(I,R).

Bsp. 9.13: (a) sin € C*°(R) mit sin’ = cos,
sin” = — sin, sin” = — cos, sin® = sin, ...
(b) Sei P: R — K, P(x) = Y " ;a;2/, a; € K. Dann
P™(x) =n!a, (einfache Induktion).
Also P € C*(R,K).
(c)
2? cos (1) fiir z # 0,

fiR—E f(x)::{() firz =0

ist dif.bar, aber f’ ist unstetig (Ubung).
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9.3. Mittelwertsatz, Monotonie und Extrema

Th. 9.14: Sei a <, f :|a,b|— R dif.bar in £ €]a, b[ und
¢ ein lok. Min. od. lok. Max. fiir f. Dann gilt f'(£) = 0.

Bew.: ¢ lok. Max. fiir f
= 3, (Ifl<e= fle+m) - (&) <0),
Sei (hy) Folge in 0, €[ mit lim hy, = 0. Dann:

fE+hi) — f(&) f(&—hy) — f(§)

(&) = lim <0, f(¢ = lim >0 (9.22)
k—00 hp k—o0 —hy,
N fEEM) - f) <0
= f'(§) = 0.
f hat lok. Min. in ¢ = —f hat lok. Max. in &, also
f'(€) = =(=1) (&) =0 O

Bem. 9.15: Fiir f: R — R, f(z) := 23, gilt f(0) = 0, aber
f hat weder lok. Min noch Max in 0.
1'(€) =0 % f hat lok. Min/Max in &.
Pkte £ mit f'(£) = 0 heiflen auch kritische od.
stationére Pkte fiir f.

Th. 9.16 (Satz von Rolle): Ist f : [a,b] — R stetig
und dif.bar auf ]a, b[ sowie f(a) = f(b), dann

3 - f(§) =0

£€lab

Bew.: Klar, wenn f konstant. Sonst:

2, f@# 5.
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f(x) > f(a) Thgod . }Elb[ f hat lok. Max in ¢
c€la,

Th. 9.14

= (6 =0
f(x) < f(a) analog. O

Th. 9.17 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung): f, g : [a,b] — R seien stetig und
dif.bar

auf Ja,b[, V  ¢'(z) # 0. Dann:

z€a,b]

f(0) = fla) _ ['(§)

cnol g(0)—gla) 96’ 2
Fiir g(z) = « ergibt sich die Standardform
f) = fla)
ccin - = f'(&). (9.23b)
h:la,b] — R, h(z):= f(z) — (g(:r) — g(a)) H. (9.24)
ha) = f(a) = h(b) "= T W(E =0= (9.23). 0

E]avb[

Kor. 9.18: Sei f :]c,d[— R dif.bar.

(a) f'>0 (bzw. f' <0) = f steigend (bzw. fallend).
>0 (bzw. f' < 0) = f str. steigend (bzw. str. fallend).

(b) f'=0= f konstant.
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Lem. 9.19: Sei f :]a,b|— R dif.bar in £ €]a, b].
fe>0= 3V Vo fla) < f(&) < fb), ()

>0 a1€]é—e,&[ br€JEE+e]

f§)<0=3 Vv Vo fla) > f(§) > f(br). (%)

>0 a1€]é—e,&[ br€JEE+e]

Bew.: Ang., (*) gilt nicht.
Dann gibt es Folge (xx) in |a, b[\{{} mit lim x; = £ und

(1, Lm=t©

T —§

< 0) = [(§)<0.
(xx) folgt ganz analog. O

Th. 9.20 (Hinreichende Bed. fiir Extrema): Sei
f :le,d[— R dif.bar und f'(£) = 0 fir ein £ €]c,d], ¢ < d.

(a)

( vV oo f(x) > 0) A < vV o () < O) = hat str. Max. in ¢,

xz€]e,&| z€]g,d|

(&) ex. mit f7(€) < 0= I

(b)

< ng[ f(x) < O) A ( 4 f'(z) > O) = f hat str. Min. in ¢,

z€)€,d|

(&) ex. mit f7(€) > 0= I

Bew.: (a):
fla) >0tz e S ¥ )~ fla) >0,
fla) <0fiwreed U2y o f© - fo) >0 (W

= f hat str. Max. in .

f/€) <0 3 > 0auf ¢ — e[ und f < 0 auf J&,€ + [
Anwendung von (%) mit c:=§ —¢,d: =&+ ¢
= [ hat str. Max in &.

(b): analog. O
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Bsp. 9.21: Betrachte

f: R—R, flz) =xe", (9.25a)
" R—R, flx)y=e"+xe"=(1+1x)e". (9.25Dh)

Es folgt f'(z) < 0 fiir alle z < —1, (%)

f'(x) =0 fur z = —1,

f(x) >0 fir alle x > —1. (xx).

Also f str. fallend auf | — oo, —1],

f str. steigend auf | — 1, o0f.

Da ¢ = —1 einzige Nullst. von f’, kann f nur

in £ = —1 ein Extremum haben. Wegen (%) und (%)
hat f ein str. Min in &.

9.4. Regel von de L’Hopital

Th. 9.22 (Regel von de L'Hopital): Sei a < & < b, I =|a,{]
oder I :=J¢&,b[. Seien f,g: I — R dif.bar,
VI g'(x) # 0, und es gelte (a) oder (b) mit
Te

(a) lim, ¢ f(x) = lim, ¢ g(z) = 0.

(b) lim,_,¢ g(z) = oo oder lim,_,¢ g(x) = —o0
(Def. 8.17 sei dafiir auf Fall n = o0 erweitert).

Dann gilt ) @)
Pl @)
e T ey = (9:26)

(gilt auch fiir £ € {—o0, 00} und/oder n € {—o00, c0}).

Bew.: Wir beweisen nur (a) = (9.26) fiir £ € R.
Def. f(§) := g(§) = 0. Wegen (a) sind dann
frg: TU{} — R stetig. Sei (zy,) Folge
in I mit limx, = &.

_ (&)
O-280) = Fe e gl 9w 90 gE& O
Th. 7.16 = lim &, = &, also

lim, e 5 = A (9.27) = lim, e £ =, -
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Bsp. 9.23: (a) Anwendung der Regel von de I'Hopital auf

(b)

(c)

f :] - 57%[—> Rv f(l') = tanz,
g:]— 5, 5[— R, g(z) :=e" — 1, mit { = 0 liefert
t 1+ tan® 1
lim BL gy 2T 1y (9.28)
z—0 e — 1 z—0 e’ 1

(beachte ¢'(z) = e* # 0 fiir x €] — 5, 5[).

Manchmal fithrt mehrfache Anw. von de I’Hopital

zum Ziel: Seia €e RT, neN; f,g: Rt — R,

f(z) :==e*" g(x) :=a™, £ := 0.

Seil <k <n.

Esist ¢®(z) =n(n—1)--(n —k+ 1)z"* #£ 0 fiir € R*, und
n-malige Anw. von de ’'Hop. liefert

A A lim S lim

acRt neN  z—oo " T—00 n

an

R (9.29)

De I’'Hopital fithrt nicht immer zum Ziel:
ZB. f,g: R—R, f(z):=¢€" g(x) :=2e", { = —0.

Es ist lim,_,_ o % %, aber
VN lim,_, o £ (2) = lim,_,_ g™ (z) = 0.
ne
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10. Das Riemannintegral auf reellen Intervallen

10.1. Definitionen und “einfache” FEigenschaften

Ziel: Fiir f: M — R}, M C R sei

/ f = Flicheninhalt von {(z,y) e R*: z € M, 0 <y < f(2)}. (10.1)
M

(10.2)

Wir betrachten nur M = [a, b] und f beschrankt.

Def. 10.1: Sei) # M CR, f: M — R. f heifit
beschrinkt g.d.w. {|f(z)| € Rf : x € M}
ist beschr., d.h., g.d.w.

£ llsup == sup{[f(z)| : = € M} € Ry (10.3)
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Def. 10.2: Fiir [ := [a,b], a < b, def.
|[I| :=b—a=|a—1|, (10.4)

als die Lange von I (heiBt auch 1-dim. Volumen
oder Maf} von ).

Idee: Zerlege I = (J;_, I; und def.

/1f = }igojz::f(tj)lfﬂ mit £; € I,

falls der Limes existiert.

Def. 10.3: A := (x¢,...,7x) € RV N € N, heifit
Zerlegung von I = [a,b] g.d.w.
a=x9<x1<---<ay=0b (a=uz9=0>flira="0)

|
|
a =T Ty To ... TN_1 b=

x;: Knoten, v(A) := {zo,...,zn}: Knotenmenge.
ty,...,tyx) heien Zwischenpunkte g.d.w.
(- 1) D g
j:lv.. N tj S [ZEj_l,ZEj] = Ij.
Al:==max{|[;|: j=1,...,N} (10.5)

heit Feinheitsmafl der Zerl. A.
Fira=0Iy:=1, A=xy=a, |A] =0.

Def. 10.4: Sei A Zerl. von I = [a,b], f : I — R beschrinkt. Def.

m; =m;(f) :=inf{f(x): x € I,}, }

M; == M;(f) :==sup{f(x): = € I}, (10.6)

) :ijujy Zm] — 1) (10.7a)
ZM 1] _ZM —x;9) (10.7b)



Sind (t1,...,tx) Zwischenpkte, so auch noch

Zf |f|—2f 2y~ i),

(A, f
R(A, f): riemannsche Obersumme,
p(A, f): riemannsche Zwischensumme.

Fira=10bist r(A, f) = R(A, f) = p(A, f) = 0.

): riemannsche Untersumme,

Def. 10.5: Sei I = [a,b], f: I — R beschr.
(a) Def.

J(f, 1) :=sup {r(A, f) : A Zerl. von I},
J*(f. 1) :=inf {R(A, f) : A Zerl. von I}.

J«(f, I): unteres Riemannintegral,
J*(f,I): oberes Riemannintegral.

(b) f heiBt riemannintegrierbar (r.int.bar) g.d.w.
Jo(f, 1) =J*(f,I). Ist f r.int.bar, so heif}t
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(10.7¢)

(10.8a)
(10.8b)

/f da::—/f dx:—/f—/f—JfI Jf ) (10.9)

das Riemannintegral von f iiber I.
R(I) sei die Menge aller r.int.baren Fkt. f: [ — R.

Bem. 10.6: I, A, f wie vorher.

(4.9¢) (4.9d)

m;(f) =" =M;(=f), my(=f) =" =M;(f),

= T(Aa f) - _R(Aa _f)7 T(Aa _f) = _R(A7 f)a
= J*(fvj):_‘]*(_f7[>7 J*(_f7[>:_‘]*(f7[)

Bsp. 10.7: (a) Ist f: I — R konstant, f = ¢, ¢ € R, so ist

f € R(I) und
b
/ f=clb—a)=cl|I|:

Fiir jede Zerl. A von I gilt

N N
Af)y= milll=cY || =cll]=c(b-a)
j=1 j=1

N
= ZM] ‘I]’ = R(Aaf)a
=1

also J.(f,I) =c(b—a)=J*(f,1).

(10.11a)
(10.11b)
(10.11c)

(10.12)

(10.13)
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(b) Die Dirichletfkt.

0 firz ¢ Q,

| fireeQ (a <b), (10.14)

fila, b — R, f(x):= {

ist nicht r.int.bar: Fiir jede Zerl. A von [ gilt
r(A, f) =0, R(A, f) =30 |I] = b—a, also
J(f, 1) =0#((b—a)=J(f,I),dh., f¢&R).

Gegeniiber dem Skript wird jetzt Material weggelassen, so dass
auch einige Nummern fehlen.

Th. 10.10: Sei [ := [a,b], a < b, f: I — R beschr.

(a) ... Verfeinerung ...
(b) Sind A, A" Zerl. von I, so gilt

r(A, f) < R(A', f).

(d) Sei (A, )nen Folge von Zerl. von I mit lim,,_, |A,| = 0.

Dann:
Jim r(An, f) = J(f, 1), m R(An, f) = J*(f.1).
Fir f € R(I):
limr(A,, f) = lim R(A,, f) = /]f,
sowie

lim p(A,, f) = /f7
n—oo I
falls die A,, Zwischenpkte haben.

Th. 10.11: (a) Integral ist linear, d.h.,

v N A RI) N [ (A =\ :
[ A, . (fﬂtge (1) /I(f+ug) /]fﬂc/]g)
(b) Integration iiber Teilintervalle:

Sei A = (yo,...,yn) Zerl. von I,

Jr := [yr—1, yx]. Dann:

feR(l) kil‘v’ y feRy).

IR R
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(c) Monotonie des Integrals:
f,g beschr. und f < g = J.(f,I) < J.(g,1),
J(f, 1) < J*(g,1). Speziell:

fgeR(I) = /IfS/Ig.

1= [

(d) Dreiecksungl.:
ferR(I) =

(e) Mittelwertsatz der Integralrechnung:
fERI)undm < f<M

b
N m(b—a):m|f|§/ f:/ngm:M(b—a)
a I
(fiir @ < b heiBt l{i—i der Mittelwert von f auf I).

Th. 10.12: Sei f: I — R beschr. Dann:

ferRI) o V¥ 3 R(A, f) — (A, f) < e

e>0  Zerl. A von I
Th. 10.15: Sei f: I — R, I = [a, b].

(a) f stetig = f e R(I).
(b) f steigend oder fallend = f € R(I).

Def. & Bem. 10.16: f: M — R, M C R, heifit lipschitzstetig g.d.w.
d Voo f@) = fly)l < Lz -yl

LGRS_ z,yeM

L heifit dann Lipschitzkonstante.
f lip.st. = f st.: Ist (y,) Folge in M mit
limy, =¢6e M

= YV fO) = fy)| <L|E—ya| =0 fiir n— oo

neN

= lim f(y,) = f(&).
f: Ry — R, f(x) := \/w, ist stetig, aber nicht lip.st.

Th. 10.17: Wieder [ :=[a,b], f: I — R.
(a) fERUI)NG: f(I) — Rlipst. = ¢o f € R(I).
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(b) feR) = |f.f2 . [~ € RU),

(3 N f(a:)25>0) = %GR([).

>0 z€el
(c) f,g € R(I) = fg,max(f,g),min(f,g) € R(I),

(f,gER(])/\ 3 Vv g(x)26>0> = € R(I).

6>0 zel

)
g

10.2. Wichtige Satze

10.2.1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Not. 10.18:
/abfzz/lf,/bafzz—/abf,
O = (118 = f(b) — fa).

Th. 10.19 (Hauptsatz):

(a) Sei{ € ICR, feRU),
f st. in & Dann gilt fiir alle ¢ € I:

F:T—R )= /xf(t)dt,
ist dif.bar in & mit F/(&) = f(€).

Speziell: f € C(I) = F, € C'(I) mit F. = f.
(b) F € C'Y(I) oder F dif.bar mit F’ € R(I)

und
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Def. 10.20: F': I — R heifit Stammfkt. zu f: I — R
g.d.w. F dif.bar mit F’' = f.

1 Th. 10.19(b) [, 211
Bsp. 10.21: (a) Jy(a® —3r)de 2 02| —d_ 0o
(b) [ idx The10190) Izl =Ilne—1Inl=1.
(c) [, sinzdx The101900) [— cosz]f = 2.
10.2.2. Partielle Integration
Th. 10.22: Sind f,g: I — R st. dif.bar, so gilt
b b
| sa =t~ [ 19
Bsp. 10.23:
2m 2m
/ sin?tdt = [—sintcost]s” +/ cos® t dt
0 0

27 27
= / costdt | + / sin? t dt
0 0

27 27
= 2/ sithdt:/ 1dt =27
0 0

2m
= / sin?tdt = 7.
0



10.2.3. Substitutionsformel

Th. 10.24: Sei ¢ € C'(I),
fec(J), ¢(I) C J. Dann gilt

a.bel (a) $(a)

Bsp. 10.25: Berechne fol t2y/1 —tdt.
Substituiere z 1= ¢(t) := 1 — ¢t mit ¢'(¢) = —1.
Dann ¢t =1 — 2 und

1 0=p(1)
/ 21 —tdt = —/
0 1=¢(0)

1
B [2x§ 43 2x

z
2

_ 16
105

0

5 5 7

¢(b) ¢(b) b b
v /¢ f= f(x)dxz/af(¢(t))¢(t)dt=/a(fo¢)<zﬁ-

(1— 2)2/zde :/0 (VT — 20T + 2°Va) d
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