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Aufgabe T-1.

a)

b)

Wir untersuchen den von vy, ..., vy erzeugten Unterraum V' := (vy, v9,v3,v4). Wenn V' C R?
ist, dann haben wir gewonnen — denn dann kénnen wir U = V' nehmen, oder allgemeiner jeden
beliebigen Untervektorraum U mit V. C U C R*. (Umgekehrt gilt: Ist V' = R4, so ist die
behauptete Aussage falsch, denn nach Vorlesung ist V' der kleinste Untervektorraum von R4, der
V1, V2, U3, Uy Cl’lthﬁlt.)

Um nachzuweisen, dal§ V' C R* ist, ist die einfachste Maoglichkeit, die Dimension dim V' zu
berechnen: Ist nimlich dim V' < 4, so folgt automatisch V' # R*. (Eine andere Maoglichkeit
wire, einen Vektor in R* zu suchen, der nicht in V' enthalten ist. Dies ist jedoch mit betrichtlich
groflerem Aufwand verbunden.) Dazu gibt es in der Vorlesung ein Kriterium (Beispiel 5.11 b)):
Man schreibt die erzeugenden Vektoren nebeneinander in eine Matrix und bringt diese Matrix
durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform. Diejenigen Ausgangsvektoren, deren Spalten da-
bei zu Stufenspalten werden, bilden eine Basis von V.

Also ans Werk:
1 1 3 -1 1 1 3 -1 1 1 3 -1
0o -1 1 =2 ~ o 0 -1 1 ~ o -1 1 =2
1 1 2 0 O -1 1 =2 o 0 -1 1
0o -1 -2 1 0O 0 -3 3 0O 0 0 0

Hier sind die ersten drei Spalten Stufenspalten; damit bilden die ersten drei Ausgangsvektoren
U1, Vg, U3 eine Basis von V' —es ist also dim V' = 3.

Wir konnen also U = V' nehmen und sehen, dafl die gegebenen Vektoren tatsichlich in einem
echten Unterraum von R* liegen.

Aber es gilt noch mehr: Dieser Unterraum ist nimlich eindeutig bestimmt! Gibe es nimlich ir-
gendeine andere Moglichkeit, U zu wihlen, so wire immer noch V' C U C R*, woraus folgt
3=dimV < dimU < dimR* = 4. Damit ist also dim U = 3 oder dim U = 4. Im ersten Fall
gilt U = V (denn zwei ineinanderliegende Vektorriume gleicher Dimension sind gleich) — diesen
Fall kennen wir schon —; im zweiten Fall gilt U = R* (aus dem gleichen Grund) — und dieser Fall
ist ausgeschlossen.

Wir haben in a) gesehen, daf U = V der von den Vektoren vy, v2, v3, v4 erzeugte Untervektor-
raum ist (und daf$ er bereits von vy, v9, v3 erzeugt wird). Die Bestimmung aller Elemente dieses
Untervektoraums ist nun einfach wieder die Umrechnung einer expliziten Angabe eines Untervek-
torraums in eine implizite Angabe: Ein Vektor x = (b1 by b3 b4)T e R* liegt genau dann in
V', wenn das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

1 1 3 |
0 —1 1 | by
1 1 2 | b
0 —1 —2 | by



16sbar ist. (Die zum Vektor v, gehorige Spalte kdnnen wir weglassen, weil V' bereits von vy, vg, v3
erzeugt wird; sie wiirde aber auch nicht schaden.) Diese Matrix konnen wir wie oben auf Zeilen-
stufenform bringen:

1 1 3 by 1 1 3 by
0O -1 1 b ~ 0O 0 -1 bs — by
1 1 2 | by 0 -1 1 by
0 -1 =2 | b 0 0 =3 | by—0bs

1 3 by

~ 0 -1 1 b
0 0 -1 bs — by
0 0 0 3b; — by — 3bs + by

Das Gleichungssystem ist also genau dann l6sbar (d.h. x liegt in V'), wenn 3by — by —3b3 +b4 = 0
ist. Also ergibt sich

by
by
b3
by

eR* | 3b; —by —3b3+b, =0

Im Prinzip hitte man die in b) durchgefiihrte Rechnung, zumindest, wenn man sie mit der ,vollen Ausgangs-
matrix (ohne Fortlassung der v4-Spalte) durchfiihrt, auch als Antwort in a) anbringen kénnen: Wir haben fest-
gestellt, dafl V' = (v1, va, v3,v4) die Lésungsmenge einer einzelnen homogenen linearen Gleichung ist. Da die-
se Losungsmenge nach der Theorie linearer Gleichungssysteme nicht ganz R? ist, ist auch damit bewiesen, daf}
V C R* ist.

Aufgabe T-2.  Einfache Kriterien dafiir, wann gegebene Vektoren eine Basis des betrachteten Vektorrau-
mes bilden, haben wir hauptsichlich in Vektorriumen der Form R"™. Der Vektorraum V' ist aber abstrakt
und hat nicht unbedingt diese Form; es gibt aber eine Technik, Fragen iiber V' umzuformulieren in Fragen
an einen R", nidmlich die Wahl von Koordinaten (also die Verwendung einer Koordinatenabbildung).

Es sei also p : V' — R? die Koordinatenabbildung von V' beziiglich der gegebenen Basis by, by, b3, bs.
Um zu untersuchen, ob die Vektoren vy, . .., vy eine Basis von V' bilden, kénnen wir nun die gleichwer-
tige Frage untersuchen, ob ihre Bilder p(v1),...,p(vs) eine Basis von R* bilden. Nach Definition der
Koordinatenabbildung ist aber

1 0
p(v1) = p(b1 + B - b3) = 501 ; p(v2) = p(b2 + £12 - by) = (1) ;

0 Ba

B3 0
p(vs) = p(fBs - b1 +b3) = (1) , p(vs) = p(Ba - by + ba) = 604 :

0 1

und diese Vektoren bilden genau dann eine Basis von R*, wenn die aus ihnen gebildete Matrix invertierbar
ist — was man zum Beispiel mit der Determinante iiberpriifen kann. Nun ist aber

1 0 B 0 10 B 0
det ﬂol (1) (1) 504 = det 8 (1) 1—06163 »50’4 = (1= B1Bs)(1 — BaB).
0 B 0 1 00 0 1— Bafs



Damit ist die Matrix genau dann invertierbar (und damit vy, ..., v, eine Basis von V), wenn (1 —
B153)(1 — B2f4) # 0 ist. (Dies ist im iibrigen dquivalent dazu, dafl weder 5153 noch B2, den Wert 1
hat.)

Aufgabe T-3.

a) Aufgaben dieses Typs haben wir inzwischen des 6fteren gelost: Man bestimmt zuerst einen Vektor
0 # v € UN W. Dafl dann nicht nur Rv € U N W gilt, sondern sogar Rv = U N W,
spassiert” in diesen Aufgaben dann einfach; warum und wann dies geschieht, konnen wir in Kiirze
mit Dimensionsiiberlegungen verstehen.

Um einen Vektor v € U N'W zu finden, brauchen wir Koefhzienten a1, as, b1, by € R mit aju; +
asty = bywy + byws (und dieser gemeinsame Wert beider Seiten wird dann v sein). Dies schreiben
wir um zu aju; + asug + by - (—wq) + by - (—wy) = 0, und dies ist ein homogenes lineares
Gleichungssystem (fiir a;, ag, by, by) mit der Koefhizientenmatrix

1 0 -1 -1 1 0 -1 —1
0 -1 —1 -2 0 -1 —1 -2
1 1 -1 =3 ™ lo 1 0o =2
2 3 —1 —4 0 3 1 =2
1 0 -1 —1 100 3
o2 oo -2
0 0 -1 —4 001 4
0 0 -2 -8 000 0

Damit ergibt sich die allgemeine Losung

ay -3
Zf = _22\)\ fiir beliebiges A € R.
by A
Fiir A = 1 beispielsweise ergibt sich a; = —3 und as = 2, also erhalten wir den in U N W
liegenden Vektor
-3
v = —3u; + 2uy = :?
0
(Ebensogut hitten wir by = —4 und by = 1 verwenden kénnen und mit der Darstellung —4w; +

wy den gleichen Vektor v erhalten.)

Da jedes andere Element von U N W sich (das ergab unsere Rechnung) als Vielfaches von v schrei-

ben lift, folgt aullerdem UNW =R - v.

b) Aufjeden Fall wird U + W von uy, us, wy, ws erzeugt (denn es ist (uy, ug, wy, we) = (uy, ug) +
(wy,we) = U + W). Da wir jedoch gesehen haben, daf§ —3u; + 2uy = —4w; + wy ist, also
wy = —3uy +2uy+4w, kénnen wir den Vektor wy, fortlassen und erhalten U4+ W = (uy, ug, wy).

Um nachzuweisen, daf diese drei verbliebenen Vektoren w1, 1o, w; eine Basis von U + W bil-
den, gibt es verschiedene Moglichkeiten: Zum einen kann man direke ihre lineare Unabhingigkeit
nachweisen. Wir zeigen jedoch einen einfacheren Weg: Es geniigt nimlich zu zeigen, daf§ dim(U +
W) = 3 ist! (Denn dann ist ein Erzeugendensystem aus drei Vektoren automatisch eine Basis.)



Nach der Dimensionsformel ist dim(U + W) = dim U 4+ dim W — dim(U NW). Esist dim U =
dim W = 2 (denn beide Untervektorriume werden von zwei Vektoren erzeugt, die offensichtlich
linear unabhingig sind, weil sie keine Vielfachen voneinander sind), und es ist dim(U N W) =1
(denn wir haben gesehen, dall U N W = R - v ist, d.h. v ist ein Erzeugenden,system® von U N W
und auch eine Basis, weil ein einzelner Vektor, der nicht der Nullvektor ist, stets linear unabhingig
ist.) Also ist tatsichlich dim(U + W) = 2 + 2 — 1 = 3, wie behauptet.

Die Koordinaten des Vektors ws beziiglich dieser Basis ergeben sich aus der Beziehung wy =
-3

—3uy + 2uy + 4w, und zwar ist seine Koordinatenspalte | 2
4

c) Obeyin U+ W = (uy, ug, w) liegt, ist genau die Frage nach der Losbarkeit des inhomogenen
linearen Gleichungssystems, das man symbolisch als

(Ul Uz Wy ‘ 61)

schreiben kann. Zu ihrer Beantwortung helfen, wie immer, elementare Zeilenumformungen:

1 0 1|1 1 0 1 1
(u1 — | 61) _ |0 -1 1]0 ~ 0 -1 1 0
1 1 110 0 1 0 —1
2 3 110 0 3 —-11] =2
1 0 1 1 1 00 2
~ 01 0 — ~ 01 0] -1
0 0 1 — 0 0 1] -1
0 0 —1 1 0 00 0
2
Dieses Gleichungssystem ist 16sbar mit der (eindeutig bestimmten) Losung | —1 |, also 45z e; in
-1

U + W enthalten, und zwar ist ¢; = 2u; — ug — wy.

Aufgabe T-4.  Starrt man lange genug auf die Definition der gegebenen v1, v, v3, v4 Vektoren, erkennt
man, daf$ sie nicht linear unabhingig sind, denn es ist v; = v3 + vy4.

Warum aus v1 = vs + v4 lineare Abhingigkeit folgt, kann man auf zwei Arten sehen: Es folgt zum einen v; €
(v2,v3,v4), und dann sind die vier Vektoren laut Vorlesung nicht linear unabhingig; oder man stellt direkt um zur li-

nearen Abhingigkeitsgleichung v; — vz —v4 = 0.

Es ist also (v1, v9, v3,v4) = (v, v3,v4) (und die gesuchte Dimension kann damit nur noch héchstens 3
sein).

Ich behaupte nun, dafl vs, v3, v4 linear unabhingig sind — womit sie eine Basis des von vy, . . . , v4 aufge-
spannten Untervektorraums bilden, der folglich die Dimension 3 hat. Angenommen nimlich, wir hitten
Zahlen s, a3, oy € R gegeben (die Numerierung ist so merkwiirdig gewihlt, damit sie mit der Nume-
rierung der Vektoren iibereinstimmt, die ja nichts dafiir kommen, dafl wir ausgerechnet den ersten Vektor
v; weggelassen haben) mit

OV = Uy + Qi3V3 + QiyVy
=ay-(b+c)+ag-(c+d)+as-(a+D) (Sammeln nach a,b,¢,d ...)
=ag-a+(ag+tay) b+ (e+az) c+az-d
Nach Voraussetzung sind aber a, b, ¢, d € V linear unabhingig! Also mufy oy = o + ay = g + a3 =

ag = 0 sein, woraus sofort folgt, dafl ay = a3 = ay = 0 ist. Also sind vy, v3, v4 linear unabhingig (und,
wie gesagt, ist die gesuchte Dimension folglich 3).



