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Hohere Algebra — Ubungsblatt 12

Aufgabe 1 (Normaler Abschluss und Polynomringe).
Sei A ein noetherscher Ring. Zeigen Sie, dass A[x]~ = A™[x] gilt.

(Zusatzaufgabe: Ist A ein beliebiger Ring, so stimme die Aussage A[x]~ = A~ [x] eben-
falls. Zeigen Sie, wie sich der allgemeine Fall auf , A ist noethersch” reduzieren lasst.)

Aufgabe 2 (Noethernormalisierung).

Sei K ein unendlicher Korper und A = K]ay,...,an]. Nach Noethernormalisierung
gibt es es algebraisch unabhdngige Elemente cy,...,c;, € A, sodass A ganz iiber C =
K[cy, ..., cn] ist.

Zeigen Sie, dass diese ¢; so gewéhlt werden konnen, dass fiir geeignete 7y;; € K gilt:

m
C;i = 4a; + Z Yij 4 -
j=n+1

(Setzen Sie y; := x; — Bix; im Beweis der Noethernormalisierung.)

Aufgabe 3 (Going-Up/Down-Eigenschaft).

Ein Ringhomomorphismus f : A — B erfiillt die Going-Up-Eigenschaft (bzw. Going-
Down-Eigenschaft), wenn fiir die Ringerweiterung f(A) C B die Schlussfolgerung tiber
Primidealketten des Going-Up-Theorems (bzw. Going-Down-Theorems) gilt.

Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. Zeigen Sie:
(i) Die Abbildung f* : Spec(B/q) — Spec(A/q°), p — p ist genau dann surjektiv,
wenn f die Going-Up-Eigenschaft erfiillt.

(ii) Die Abbildung f* : Spec(B,) — Spec(Aqc), p — p¢ ist genau dann surjektiv, wenn
f die Going-Down-Eigenschaft erfiillt.

Aufgabe 4 (Unendlichdimensionaler noetherscher Ring [Nagata 1962]).
Wir konstruieren in dieser Aufgabe ein Beispiel fiir einen noetherschen Ring dessen
Dimension unendlich ist.

Sei A = k[x1, xp, .. .| der Polynomring in unendlich vielen Variablen iiber einem Korper
k. Fiir eine streng monoton steigende Funktion d : N — IN setze p; = (x1,...,X4(1)),



p2 = (X4(1)41/- -+, X4(2)) usw. Die Familie {p,},en besteht also aus unendlich vielen
Primidealen, die von paarweise disjunkten Mengen erzeugt werden. Wir setzen S =
A\ U%_; pn und betrachten die Lokalisierung S~ A.

(i) Zeigen Sie, dass dim(S~'A) = sup{d(n) —d(n — 1) : n € N} ist.

(ii) Zeigen Sie: Sei B ein Ring derart, dass fiir jedes maximale Ideal m C B der Ring
B, noethersch ist und, dass jedes Element b € B in nur endlich vielen maximalen
Idealen enthalten ist, so ist B noethersch.

(Wéhlen Sie ein Ideal b und ein 0 # b € b. Seien p1,...p, die maximalen Ideale,
die b enthalten und sei (fi1, ..., fin(i))p; = bi- Zeigen Sie, dass b und die f;; das
Ideal b erzeugen.)

(iif) Geben Sie ein Beispiel eines noetherschen Rings von unendlicher Dimension an.

Wir wiinschen Ihnen viel Erfolg bei der Klausur!

Fiir dieses Blatt ist keine Korrektur mehr vorgesehen; eine Losung wird vsl. in der letzten Vorlesungs-
woche veroffentlicht werden.



