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Blatt 7 — Losungsvorschlag

.....

A=LLT mitL = (I; i)i.j=0,...n—1 einer unteren linken Dreiecksmatrix mit positiven Hauptdiagonalelementen
(Cholesky-Zerlegung). L kann berechnet werden wie folgt:

N/ 12
ajj Zkzoljk

1 Jj-1 ..
E(aii—zkzoliklfk) i=j+1,...,n—-1

ljj

Erstellen Sie eine Klasse Cholesky mit einem Konstruktor, der die Cholesky-Zerlegung fiir eine als Refe-
renzarameter iibergegebene Matrix durchfiihrt und nur L als Attribut des erzeugten Objektes speichert. Der
Konstruktor soll ein weiteres Argument ¢ akzeptieren (optional mit Voreinstellung 1 - 1071%). Wenn bei der
Berechnung von /;; der Radikant betragsmafig kleiner oder gleich ¢ - Spur(A) mit Spur(A) = Y/ a; ist, soll
das Programm unter Ausgabe einer aussagekriftigen Fehlermeldung geeignet abgebrochen werden. Zudem
soll der Konstruktor tiberpriifen ob die gegebene Matrix quadratisch ist und geeignet abbrechen, falls nicht.

Typaliase

using DVector = vector<double>;
using DMatrix = vector<vector<double>>;

Cholesky

class Cholesky {
private:
DMatrix L;

public:
Cholesky (const DMatrix& matrix, double eps = 1e-10)

: L(matrix.size(), vector<double>(matrix.size())) {

unsigned int n = L.size();

for (unsigned int i = 0; i < n; i++)

if (matrix[i].size() '= n) {

ostringstream sstr;
sstr << "Matrix nicht quadratisch an Zeile
throw invalid_argument{sstr.str()};

<< i;
}

double trace = 0;
for (unsigned int i = 0; i < n; i++)
trace += matrix[i][i];

for (unsigned int j = 0; j < n; j++) {
L[31[3] = matrix[j1[]];
for (unsigned int k = 0; k < j; k++)

LE3I03] -= LO310K] = LO31LK];
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if (abs(L[jI[j]) <= abs(eps * trace)) {
ostringstream sstr;
sstr << "Diagonalelement zu klein bei " << j;
throw runtime_error{sstr.str()};

}

LI3I05] = sqre(Llilfil;

for (unsigned int i = j + 1; i < n; i++) {
LIi103T = matrix[i1[j];
for (unsigned int k = 0; k < j; k++)
LIi103] -= L[310kI«L[i10k]T;
LLiT03] /= L@3105];
}

getEntry

Cholesky Ausgabe

solve

%

Implementieren Sie eine Methode getEntry von Cholesky mit zwei Parametern i und j. Riickgabewert der
Methode soll a;; = ka:(;(l’” Liklix als Wert vom Typ double sein.

getEntry

double getEntry(unsigned int i, unsigned int j) const {
double res = o;
for (unsigned int k = o; k <= min(i, j); k++) {
res += L[jI[k] = L[il[k];
}
return res;

}

Uberladen Sie den Ausgabeoperator fiir Cholesky geeignet. Es soll die urspriingliche Matrix A unter Verwen-
dung der Methode getEntry ausgegeben werden.

Cholesky Ausgabe

friend ostream& operator<<(ostream& stream, const Cholesky& c) {
for (unsigned int i = 0; i < c.L.size(); i++) {
stream << "(";
for (unsigned int j = 0; j < c.L.size(); j++)
stream << setw(9) << c.getEntry(i, j);
stream << ”)"”;
if (i + 1 < c.L.size())
stream << endl;
}
return stream;

}

Implementieren Sie ein Hauptprogramm in dem zunéchst die Dimension n gefolgt von den Eintrdgen einer
n X n-Matrix A von der Standardeingabe eingelesen wird. Es soll dann ein Objekt der Klasse Cholesky aus A
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erzeugt werden (also die Cholesky-Zerlegung durchgefiihrt werden). Geben Sie das erstellte Objekt dann zur

Kontrolle auf der Standardausgabe aus.

cholesky.cpp

#include <cmath>
#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vector>
#include <stdexcept>

using namespace std;

Typaliase

Cholesky

Ausgabeoperator Vektor

int main() {
unsigned int n;

cout << "n: ";
cin >> n;

DMatrix A(n, vector<double>(n));
for (unsigned i = 0; i < n; i++) {

cout << "A[” << i << "][e..” << n - 1 << "] ",
for (double& x: A[il)
cin >> x;

Einlesen Vektor

cout << endl;

Cholesky L{A};
cout << L << endl
<< endl;

Kontrollausgabe Vektor

cout << endl;

Aufruf solve

Ein lineares Gleichungssystem der Form Ax = b kann bei gegebenem b = (b;);=o

.....

n—1 und gesuchtem

x = (Xi)i=o,.. .n—1 mithilfe der Cholesky-Zerlegung von A effizient gelost werden. Hierfiir 16sen wir die Glei-

chungssysteme Ly = b mit y = (y;)i=o,...n—1 und LT x = y wie folgt:

Seite 3 von 6



Aufgabe 8 Programmieren II fiir Studierende der Mathematik — WiSe 2023/24

1 i—1
P = — b— l .:0,..., -1
Yi lii(l %lkyk) l n
1 n-1
xl.zr(y,-— > lk,-xk) i=n-1,...,0
u k=i+1

Implementieren Sie eine Methode solve von Cholesky die b als Referenzparameter akzeptiert und x liefert.

solve

DVector solve(const DVector& b) {
DVector y(L.size()), x(L.size());
for (unsigned int i = 0; i < L.size(); i++) {
y[il = b[il;
for (unsigned int k = 0; k < i; k++)
y[i]l -= L[il[k] * y[kI;
y[il /= LIil[il;
}
for (unsigned int m = 0; m < L.size(); m++) {
const unsigned int i = L.size() - m - 1;
x[il = y[il;
for (unsigned int k = i + 1; k < L.size(); k++)
x[i] -= L[kI[i]l * x[kI;
x[i] /= L[il[il;
}
return x;

}

Erweitern Sie ihr Hauptprogramm darum, dass auch b eingelesen und zur Kontrolle wieder ausgegeben wird.
Rufen Sie dann mit b die Methode solve auf dem Objekt der Klasse Cholesky auf und geben Sie das Ergebnis
ebenfalls aus.

Einlesen Vektor

DVector b(n);
cout << "b[o..” << n - 1 << "]: ",
for (double§ x: b)

cin >> x;

”

Ausgabeoperator Vektor

ostream& operator<<(ostream& stream, const DVector§ v) {
stream << "("”;
for (unsigned int i = o; i < v.size(); i++)
stream << setw(9) << v[il;
stream << "”)”;
return stream;

}
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Kontrollausgabe Vektor

cout << b << endl;

Aufruf solve

cout << L.solve(b) << endl;

Testen Sie Thr Programm mit den folgenden Beispielen:

1 2 4 -3
a) A=|2 13 23|,b=]|-21
4 23 77 =73
1 0 3 0 10
04 0 O 8
A= =
b) 3 0 25 20 b 158
0 0 20 61 304
10 1 2 3 4 12
1 9 -1 2 -3 -8
¢c)A=(2 -1 7 3 =5[,b=|1
3 2 3 12 1 3
4 -3 -5 1 15 4
n: 3
Alol[oe..2]: 1 2 &4
Al1][e..2]: 2 13 23
Al2][e..2]: 4 23 77
ble..2]: -3 -21 -73
( 1 2 4)
( 2 13 23)
( 4 23 77)
( -3 -21 -73)
( 1 ) -1)
n: 4
Ale]l[e..3]: 1 0 3 @
Al1][e..3]: @ 4 0 ©
Al2][e..3]: 3 @ 25 20
Al3]1[0..3]: @ @ 20 61
b[e..3]: 10 8 158 304
( 1 ) 3 0)
( 0 4 [0} 0)
( 3 ) 25 20)
( 0 o) 20 61)
( 10 8 158 304)
( 1 2 3 4)
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n: s
Alol[o..4]: 10 1 2 3 4
Al1]l[e..4]: 1 9 -1 2 -3
Al2]1[e..4]: 2 -1 7 3 -5
Al3][e..4]: 3 2 3 12 1
Al4]le..4]: 4 -3 -5 1 15
ble..4]: 12 -8 1 3 &4

( 10 1 2 3 4)
( 1 9 = 2 -3)
( 2 -1 7 3 -5)
( 3 2 3 2 1)
( 4 -3 -5 1 15)
( 12 -8 1 3 4)
( 2.21842 -2.0232 -2.14001 0.691682 —1.489)

Seite 6 von 6



