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Punkte

(Diese Priifungsleistung bleibt unbenotet. Zum Bestehen sind 6 Punkte erforderlich.)

Hinweis:
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(a) Bitte iiberpriifen Sie, ob Sie fiinf Blatter (Deckblatt + 4 Aufgaben) erhalten haben.

(b) Bitte bearbeiten Sie entweder die Aufgaben 1 und 2 oder die Aufgaben 3 und 4. Bitte streichen Sie Aufgaben
durch, die nicht gewertet werden sollen.

(c) Fir die Klausur sind keine Hilfsmittel (2.B. Skripten, handschriftliche Notizen, Taschenrechner) zugelassen.

(d) Schreiben Sie keine Losungen zu unterschiedlichen Aufgaben auf dasselbe Blatt.

(e) Fiillen Sie das Deckblatt bitte in BLOCKSCHRIFT aus. Schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Vor- und Nachnamen.

(f) Bitte denken Sie daran, jeden Schritt Ihrer Lisung zu begriinden und explizit darauf hinzuweisen, wenn Sie
Ergebnisse aus der Vorlesung verwenden.

(g) Bei Bedarf kann zusétzliches Schreibpapier angefordert werden. Bitte verwenden Sie keine eigenen Blitter.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1. (Aufgabengruppe 1) (4+4+2 Punkte)

(a) Sei G eine Gruppe der Ordnung 2023. Zeigen Sie, dass G einen Normalteiler der Ordnung

289 und einen Normalteiler der Ordnung 7 besitzt. (Es ist 2023 = 7. 172.)

(b) Bestimmen Sie alle Gruppen der Ordnung 2023 bis auf Isomorphie. Sind alle diese Grup-

pen abelsch bzw. zyklisch? Bitte begriinden Sie Thre Antworten.

(c) Weisen Sie nach, dass keine einfache Gruppe der Ordnung 2022 existiert.
(Es ist 2022 = 2 3 - 337, und 337 ist eine Primzahl.)
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Aufgabe 2. (Aufgabengruppe 1) (2+2+2+4 Punkte)
Sei K; = Q(v/3) und Ky = Q(+/6).
(a) Geben Sie die Definition des Kompositums K;K, in R an, und weisen Sie nach, dass
K Ky = Q(v/2,V/3) gilt.
(b) Weisen Sie nach, dass K; N Ky = Q gilt.
(c) Bestimmen Sie den Erweiterungsgrad [K; K5 : Q).

(d) Begriinden Sie, dass K1 K|Q eine Galois-Erweiterung ist, und zeigen Sie, dass die Galois-

gruppe der Erweiterung zu Z/27 x 7,/27 isomorph ist.

Hinweis:  Aus der Vorlesung ist Folgendes bekannt: Sind m,n € Z \ {0,1} verschiedene
quadratireie Zahlen, dann gilt \/n ¢ Q(y/m). Dabei wird eine Zahl a € Z als quadratfrei

bezeichnet, wenn keine Primzahl p mit p? | a existiert.

T\ﬁ Lo v ‘;% f;QLo\‘ zed .
3 kﬁ \?ﬁﬁ;& = hﬁfi {jﬁ‘i’% >

T :\"g ngé ,&@; ‘a’ﬁ}w« ;fsi%‘féﬁ e

W2 Yale a7 < = LRy (ke) = §V2VE L & Iy (red

2l K%? : %‘”9 formad | p rer ol din Twishe berpir Ky ive

ye ALY Ay lkaome @

e, i
% Py £ 5
frad Prele 2afoin
LY A -

2 e Ntz ey e %"‘Gﬂg Lo

a () ©WZ vEY b el bep

Wy 1 gk

T ey er 1Al Rqel@ y =y
217) " rwe wesih wbhe 2w




; R W ;\j ) laeov 1
D { Wy QOIY e St D bn

Name:

Aufgabe 3. (Aufgabengruppe 2) (4+2+4 Punkte)

Sei p eine ungerade Primzahl.
(a) Zeigen Sie, dass im Korper I, genau 7%1 Quadrate existieren.
(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Quadrate im Ring Z/8Z.

(c) Bestimmen Sie die Anzahl der Quadrate im Ring 7/20247Z.
(Es ist 2024 = 2% 11 - 23.)
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Aufgabe 4. (Aufgabengruppe 2) (4+3+3 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass das Polynom f = 2* + z 4 1 im Polynomring IF,[z] irreduzibel ist.

(b) Sei IF3® cin algebraischer Abschluss von Fy und o € 3% eine Nullstelle von f.

Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente des Kérpers Fy(a).

(c) Seien = a+1 und v = o’ 4 1. Bestimmen Sie die Erweiterungsgrade [Fy(8) : 5]
und [Fy(y) : Fy).

In Teil (b) und (c) begriinden Sie bitte jeweils Ihre Ergebnisse.
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Aufgabe 7.  (4+3+3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie ein 7 € IN und zyklische Gruppen Ci, ..., C,, so dass die prime Restklas-
sengruppe (Z/5007)* isomorph zu Cj X ... X C,. ist.

(b) Geben Sie die Ordnung von (Z/500Z)* an und begriinden Sie, dass die Gruppe nicht
zyklisch ist.

(c) Geben Sie die Anzahl der Elemente der Ordnung 2 in (Z/500Z)* an.
Ein Nachweis ist nicht erforderlich.
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