Staatsexamenskurse Analysis

Davip T. HEIDER, WS18/19 & SS 19

1 Zusammenfassung reelle Analysis

1.1 Relle Analysis einer Variablen

Definition Sei U C R und f : U — R eine Abbildung. f heifit stetig in a € U

falls fiir jeden Folge (x,,), in U mit lim,, o 2, = a auch lim, ., f(z,) = f(a) gilt.

Definition Sei U C R und f : U — R eine Abbildung. f heifit differenzierbar
in a € U falls der Grenzwert limy,_,o((f(a + h) — f(a))/h) existiert. Im Falle der
Existenz bezeichnen wir diesen Grenzwert als Ableitung f'(a).

Definition Sei U C R und (f,), eine Folge von Funktionen f,, : U — R. Man sagt,
fn konvergiert punktweise gegen die Funktion f : U — R wen es fiir jedes x € U und
alle € > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle n > N die Ungleichung |f,,(z) — f(x)]| < €
gilt.

Definition Sei U C R und (f,), eine Folge von Funktionen f,, : U — R. Man sagt,
fn konvergiert gleichmdf$ig gegen eine Funktion f : U — R wenn es fiir jedes € > 0
ein N € N gibt, so dass fiir alle n > N und x € U die Ungleichung | f,,(z) — f(z)| < €
gilt.

Satz Sei (f,,), gleichméBig konvergente Folge integrierbarer Funktionen f,, : U —
R und a,b € U mit der Eigenschaft, dass a < b. Dann gilt

b
i [ fu(e)ds = [ (i f)(e)ds 1)

Falls zusatzlich f,, stetig fiir alle n € N, so ist f = lim,,_,, f,, ebenfalls stetig.

1.2 Reelle Analysis mehrerer Variablen

Definition Sein € N und U C R" offen. Ferner sei a € Ujv € R" und f: U — R
eine Funktion. Definiere ¢ : I — R",t — a+tv fiir ein I C R, so dass ¢(/) C U. Ist
fo¢int = 0 differenzierbar, so heifit 0, f(a) = (f o ¢)'(a) = limy_o((f(a + tv) —
f(a))/t) die Richtungsableitung von f in Richtung v.

Definition Seien m,n € N, U C R” offen und f : U — R™ eine Funktion. Man
nennt f in a € U total differenzierbar wenn eine lineare Abbildung L : R — R™
und eine Abbildung ¢ : U, = {x € R" : a+x € U} — R" existieren, so dass fiir
alle h € U, gilt: (1) f(a+h) = f(a) + L() + q(h) und (2) limyo(a(h)/[A])) = 0.
Die totale Ableitung f'(a) von f and der Stelle a ist dann gegeben durch die lineare
Abbildung L. Die Jacobi-Matriz (Df)(a) ist gegeben durch ((Df)(a))i; = (9, fi(a))
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fir 1 <i<mund 1 < j < n. Fiir skalarwertige Funktionen ist die Jacobi-Matrix
eine einzeilige Matrix und wird mit (V f)(a) bezeichnet und heiit Gradient.

Satz (Schwarz) Sei U C R" offen und f : U — R eine Funktion. Existieren
alle k-ten partiellen Ableitungen von f und sind diese stetig, so ist f eine k-mal
total differenzierbare Funktion. Ferner gilt fiir eine in a € U zweimal stetig partiell

differenzierbare Funktion f,dass (97;f)(a) = (9%,f)(a).

Definition Ist f : U — R zweimal partiell differenzierbar in a € U, so heif3t
H(f)(a) € M(nxn;R) definiert durch [H(f)(a)]i; = (07, f)(a)1<ij<n Hesse-Matriz
von f in a. Falls die zweiten partiellen Ableitungen stetig in a sind, sit die Hesse—
Matrix von f in a symmetrisch.

Rezept Sei U C R” offen und f : U — R zweimal differenzierbar. Gesuht sind
Extrema von f. (1) Berechne den Gradienten von f durch Berechnung aller ersten
partieller Ableitungen von f. (2) Berechne die kritischen Punkte von f, d.h., die
Menge aller a € U, so dass (Vf)(a) = 0. (3) Fiir jeden kritischen Punkt a € U,
berechne die Hesse-Matrix H(f)(a) und bestimme ihre Definitheit. Falls die Hesse—
Matrix negativ definit ist, so ist a ein isoliertes Maximum. Falls sie positiv definit
ist, so ist a ein isoliertes Minumum. Falls sie indefinit ist, so ist a Sattelpunkt und
insbesondere kein Extremum.

Proposition Sei A € M(n x n;R) symmetrisch. Sind alle Eigenwerte von A po-
sitiv, so ist A positiv definit. Sind alle Eigenwerte von A negativ, so ist A negativ
definit. Hat A sowohl einen positiven als auch einen negativen Eigenwert, so ist A
indefinit.

Definition Eine Teilmenge M C R™ wird d-dimensionale Untermannigfaltigkeit
genannt, wenn es fiir jeden Punkt a € M eine offene Umgebung U = U(a) und n—d
stetig differnzierbare Funktionen ¢y, ...,¢,_4 : U — R gibt, so dass (1) UN M =
{z € Ulgs(x) = 0,1 <i <n—d} und (2) dimg(Véy,...Vé, 4} = n — d fiir alle
x € UN M (Lineare Unabhéngigkeit der Gradienten).

Satz Mit der Notation der vorherigen Definition und einer stetig differenzierbaren
f:U—=RseiaeUNM ein lokales Extremum von f auf der Untermannigfaltig-
keit M. Dann existieren Ay, ..., \,_q € R, genannt Lagrange-Multiplikatoren, so dass

(V)(a) = SNV (a) gilt.

Satz Sei M C R” offene Menge und ¢ : M — ¢(M) ein Diffeomorphismus,
d.h., eine bijektive und stetig differenzierbare Abbildung mit stetig differenzierba-
rer Umkehrfunktion. Eine Funktion f ist auf ¢(M) genau dann integrierbar wenn
z— f(o(z))|det ¢ (x)| auf M integrierbar ist und es gilt

f(x)dz = / F(6(x))] det & ()] d (2)
d(M) M



Definition Ist y,,, die charakteristische Funktion von M, integrierbar, so heif3t
das Integral von y,s iiber M Volumen von M, bezeichnet mit vol(M).

1.3 Niitzliches aus der Analysis

Satz (Satz von der majorisierten Konvergenz) Sei (f,)nen : RY — R eine
Folge integrierbarer Funktionen, die fast iiberall gegen eine Funktion f : RV — R
konvergiert. Zudem sei g : R — R eine integrierbare und nicht-negative Funktion,
sodass |f,| < g fiir alle n € N gilt. Dann ist die Grenzfunktion f = lim, . fn
ebenfalls integrierbar und es gilt

lim ( [ @) d)\(x)) — /R ) (nm fn> () dX\() (3)

n—00 Nn—00

Satz (Satz von monotonen Konvergenz) Sei (f,)neny : RY — R eine Folge
integrierbarer Funktionen, die fast iiberall monoton wachsend gegen eine Funktion
f :RY — R konvergiert, dann ist f integrierbar und es gilt

i ([ a@a@) = [t £) @ i) )

Satz (Satz von der lokalen Umkehrfunktion) Sei U C R" offen und f: U —
R” stetig partiell differenzierbar. Wenn Jac(f)(x) fiir ein x € U invertierbar ist, dann
gibt es offene Umgebungen U D U, 3 x und R" D Vy(,) 2 f(z), sodass f(U,) =V,
und fly, : Uy = V() ein C''-Diffeomorphismus ist.

Satz (Offenheitssatz) Sei U C R" offen und f : U — R" stetig partiell diffe-
renzierbar. Wenn fir alle x € U Jac(f)(x) invertierbar ist, dann ist f(U) C R”
offen.

Satz (Hinreichendes Kriterium fiir Diffeomorphismus) Sei U C R" offen
und f : U — R” stetig partiell differenzierbar und injektiv. Wenn fiir alle x € U
Jac(f)(z) invertierbar ist, dann ist f : U — f(U) ein C'-Diffeomorphismus.

Satz (Satz iiber implizite Funktionen) Seien U C R", V C RP offen und
F : U xV — RP eine stetig differenzierbare Funktion, sodass F(zg,y9) = 0 fiir
ein (z9,y0) € U x V. Falls Jacy (F)(xo, yo) := (9, Fx(z0,Y0))1<jr<p invertierbar ist,
dann existiert ein Z C U x V offen mit (x, y9) € Z und ein X C U offen mit zy € X
und eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : X — R?, sodass F(x,y) =0 <
f(x) = y fiir alle (z,y) € Z und Jac(f)(z) = —Jacy (F)(z,y) Jacy(F)(z,y) fir
alle (x,y = f(x)) € Z.

2 Zusammenfassung Funktionentheorie

Definition (Reelle Differenzierbarkeit) Sei f: C — C eine komplexe Funkti-
on. Wir fassen sie als Abbildung fr : R? — R? (z,y) — (R[f](z + iy), S[f](z + iy))
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auf. f heilit reell differenzierbar genau dann wenn fg total differenzierbar ist. Letz-
teres ist dquivalent dazu, dass R[f](x+1iy), S[f](x+1iy) stetig partiell differenzierbar
sind.

2.1 Komplexe Differenzierbarkeit

Definition (Komplexe Differenzierbarkeit) Sei U C C offen und f: U — C
eine Abbildung. Man nennt f komplex differenzierbar bzw. holomorph in zy € U,
wenn der Grenzwert

f(z) = f(20)
=20 2 — 2

(5)

existiert. f’(zy) heifit Ableitung von f in z.

Satz (Notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir komplexe Differen-
zierbarkeit) Sei U C C offen und f : U — C eine Abbildung. f = R[f] + iS[f]
sei die Zerlegung von f in Real- und Imaginérteil. Dann sind dquivalent: (1) f ist in
a € U komplex differenzierbar. (2) f ist in a € U reell differenzierbar und es gelten
die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen 9,R|[f](a) = 0,3[f](a) & 0. R[f](a) =
—0,3{f](a).

Definition (Harmonische Funktion) Eine Funktion u : R? — R, (z,y) —
u(z,y) heiBt harmonische Funktion, wenn u zweimal partiell differenzierbar in z
bzw. y ist und gilt Au(z,y) = (Qu)(x,y) + (Oju)(z,y) = 0 fir alle (z,y) € R*.

Proposition (Harmonische & Holomorphe Funktionen) (1) Ist U C C offen
und f : U — C komplex differenzierbar, so sind R[f], S[f] harmonische Funktionen.
(2) Ist G C R? einfach zusammenhiingendes Gebiet und u : G — R eine harmonische
Funktion, so existiert eine holomorphe Funktion f : G — C mit der Eigenschaft,
dass R[f](z +1iy) = u(z, y) fiir alle (z,y) € G. Hierbei ist G das Bild von G vermoge
des Isomorphismus C ~ R? von R-Vektorrdumen.

Rezept (Konstruktion holomorpher Funktion zu vorgegebenem Realteil)
Sei u : R? — R eine differenzierbare Funktion. Wir wollen eine holomorphe Funkti-
on f: C — C konstruieren, sodass f(z + 1y) = u(z,y) + iv(z,y) fur eine Funktion
v : R? — R mit Anfangswert v(z, 1) = vo. (1) Uberpriife zuerst, ob u auf dem ein-
fach zusammenhingenden Gebiet R? harmonisch ist, und somit {iberhaupt Realteil
einer holomorphen Funktion sein kann. (2) Gemé$ den Cauchy-Riemann Differenti-
algleichungen gilt nun d,u = d,v und 0,u = —0,v. Integration liefert nun zunéchst

o(,y) = / " ()@, §)di + (. 30), (6)

Yo
) =~ [ (@)@ 0)d + ofa0.v) g
zo
(3) Werte den zweiten Ausdruck bei (x,y,) aus und setze ihn in den erstgenann-
ten ein. Alternativ werte den ersten Ausdruck bei (z¢,y) aus und setze ihn in den
letztgenannten ein.



2.2 Potenz- und Laurentreihen

Definition (Potenzreihe) Sei (ay)nen, eine Folge komplexer Zahlen. Eine Po-
tenzrethe mit Entwicklungspunkt a € C ist eine Reihe der Form

Z an(z —a)". (8)

n=0

Definition (Einfache & Absolute Konvergenz) (1) In der Situation der oben-
stehenden Definition heifit die Potenzreihe (einfach) konvergent in z = z, falls
(> po an(zo — a)k)neNo als Folge in C konvergiert.

(2) In der Situation der obenstehenden Definition heifit die Potenzreihe absolut kon-
vergent in z = z falls (3",_ lak(z0 — a)k|)neN0 als Folge in C konvergiert.

Proposition (Konvergenzradius) Sei > .- ax(z — a)* eine Potenzreihe. Dann
existiert eine eindeutig bestimmte Zahl r € RS U {+oc}, sodass die Reihe auf der
Kreisscheibe B, (a) = {z € C : |z — a| < r} konvergiert und auf (B,(a))® divergiert.
Man bezeichnet diese Zahl r als Konvergenzradius und B,.(a) als Konvergenzkreis-
scheibe.

Proposition (Wurzel- & Quotientenkrietrium fiir Potenzreihen) Sei) _, ooa,(z—
a)" eine Potenzreihe und r € Ry U {+o00} ihr Konvergenzradius.
(1) Sei L = limsup,, ., {/|a,|. Dann gilt die Formel von Cauchy-Hadamard:

0 L=+
r = L' :LeRt . (9)
+00 L =0

(2) Gibt es ein N € Ny, sodass a,, # 0 fiir alle n > N, so gilt ebenfalls

r= lim |- (10)
n—oo

An+1

Satz (Holomorphie und komplexe Analytizitidt) Sei U C C offen. Eine Funk-
tion f: U — C ist genau dann holomorph auf U, wenn sich f in jedem Punkt von
U als Potenzreihe darstellen lésst, die in einer Umgebung dieses Punktes konver-
giert. D.h., es gibt fiir jedes a € U eine Folge (¢, = ¢,(a))nen, aus C und ein
r=r(a) € Ry U{+o0}, sodass

o0

f(z) = ch(z —a)"Vz € B,(a) CU (11)

n=0

und 7 = r(a) der Konvergenzradius der Potenzreihe um den Entwicklungspunkt a
ist. Die Folge (¢,)nen, lésst sich iiber eine der folgenden Alternativen bestimmen:
(1) Durch Taylor-Entwicklung von f, d.h., es gilt

f"(a)

n!

Cp =

Vn € No. (12)



(2) Durch die Cauchy’sche Integralformel, d.h., es gilt fiir ein p > 0 mit B,(a) C U,
dass

1 f(w)dw
o = /BB()—( Vn € No. (13)

2mi w —a)™t

Definition (Komplex analytische Funktion) Eine Funktion f: U Cc C — C
mit offenem Definitionsbereich, die sich in jedem Punkt z € U als lokal konvergente
Potenzreihe ausdriicken lésst, heifit komplex analytische Funktion. Infolge des oben-
stehenden Satzes haben wir die Aquivalenz der Begriffe der komplexen Analytizitt
und der Holomorphie etabliert.

Satz (Rechenregeln fiir Potenzreihen) (1) Gliedweises Differenzieren: Seiy > an(z—
a)” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r. Dann ist die Funktion f : B,(a) —
C,z Y . an(z —a)” holomorph und es gilt f': B,(a) = C,z+— > 7 na,(z —
a)". AuBerdem haben die Potenzreihe und ihre formale Ableitung den gleichen Kon-
vergenzradius und es ergibt sich zusammen mit der Aquivalenz komplex analyti-
scher und holomorpher Funktionen induktiv, dass holomorphe Funktionen beliebig
oft komplex differenzierbar sind.

(2) Koeffizientenvergleich: Wenn die Potenzreihen

> an(z—a)" & Y bu(z—a)" (14)

in einer Umgebung B, (a) von a konvergieren und dort gilt, dass

Zanz—a Zb (z—a)" Vz € B.(a), (15)

n=0

dann ist a,, = b,, fiir alle n € Ng.
(3) Produkt von Potenzreihen: Seien Y a,(z —a)® und > 7 b,(z — a)" Potenz-
reihen mit Konvergenzradius » > 0. Dann ist

[Zanz—a ] [Zb z—a)" chz—a (16)

wobei ¢, = ZZ:O agb,_y, fir alle z € B,.(a) und die rechte Seite konvergiert fiir diese
z € B,.(a) auch. Man nennt dieses Produkt das Cauchy-Produkt von Reihen.

Satz (Majorantenkriterium von Weierstral) Sei D C C und (f,)nen eine
Folge von Funktionen D — C. Weiter sei (M,)nen eine Folge nicht-negativer re-
eller Zahlen, sodass (1) |f.(z)| < M, fur alle z € D und n € N gilt und (2) die
Reihe Y77 ) M, konvergiert. Dann konvergiert die Reihe > /7, fi(z) absolut und
gleichmafig auf D.



Proposition (Vertauschbarkeit von Summation und Grenzwertbildung)
Ist f(z) =Y ", fa(2) eine gleichm&fBig konvergente Reihe stetiger Funktionen f,, :
D — C, so ist f stetig und es gilt

[e.9]

lim » | fu(ar) =) lim fu(ar) (17)
n=0 n=0

k—o0

fiir eine in D konvergente Folge (ay)gen-

Satz (Laurentzerlegung) Seien @ € C und 0 < r < R < oco. Es bezeichne
K, rla) ={2€C:r < |z—a|] < R}. Sei f: K, r(a) = C holomorph. Dann gibt es
eindeutig festgelegte holomorphe Funktionen f, : K, (a) = Cund f,, : Bg(a) = C,
sodass [ = fy+f, auf K, gr(a) = Br(a)NK, «(a) gilt und zudem lim,| o | fa(2)] = 0
erfiillt ist. Man nennt f;, den Hauptteil und f,, den Nebenteil von f.

Proposition (Laurententwicklung) Eine auf K, g(a) holomorphe Funktion be-
sitzt eine auf dem gesamten Definitionsbereich giiltige Reihenentwicklung der Form

o

f)= ) alz—a), (18)

k=—o00

die als Laurentreihe von f bezeichnet wird. Dabei konvergiert die Teilsumme von
k = —oo bis k = —1 lokal gleichméfig absolut gegen den Hauptteil von f. Ebenso
konvergiert die Teilsumme von k& = 0 bis k = oo lokal gleichméfig absolut gegen den
Nebenteil von f. Fiir die Koeffizienten gilt fiir beliebiges k € Z, dass

1 f(w)dw
_ = I 19
@ 2mi /aBp(a) (w— a)k+l’ (19)
fiir ein beliebiges aber festes r < p < R.

Rezept (Bestimmung der Laurentreihe) (1) Als bekannt konnen die folgen-
den Reihen vorausgesetzt werden:

I ‘
1_2_§z VzeC:|z| <1, (20)
© _k
exp(z) =Y % Vz e C, (21)
k=0
cos(z) = i (;;)fz% vz € C, (22)
k=0 (2k)!
: _ - (_1)k 2k+1 v C 23
sin(z) 72_(2]%1—1)'2 z € C. (23)
k=0 '

(2) Entwickelt man um z, und enthélt der Funktionsterm bereits den Faktor (z—zp),
so entwickelt man zunéchst den anderen Faktor in eine Reihe >, , ax(z — a)* und
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kann dann den ersten Linearfaktor einfach mit der Reihe multiplizieren.
(3) Bei einer Funktion der Form /((z—a;)(z—ag)) kann man durch Partialbruchzer-
legung zum Ziel kommen. AnschlieBend verfahrt man iiber die geometrische Reihe
mit dem “stérenden” Summanden.
(4) Bei Polen hoherer Ordnung hilft gliedweises Differenzieren weiter,

a1 (—1)"n!

- = i 24
dz"z—a (z—a)t! (24)

(5) Fiir die Entwicklung in Ringgebieten K, g(a) ist hilfreich, die geometrische Reihe
fir das Argument r/(z — a) zu verwenden, denn dieses ist auf K, g(a) mit der
Eigenschaft ausgestattet, dass |r/(z —a)| < 1.

Definition (Singularitit & Isolierte Singularitit) Sei U C C offen und
F : U — C eine holomorphe Funktion. Dann werden die Punkte in C \ U als
Singularititen von f bezeichnet. Eine Singularitit a € C\ U von f heifit isolierte
Singularitit, falls es eine offene Umgebung V' C C gibt, sodass (C'\U) NV = {a}
gilt.

Definition (Klassifikation isolierter Singularitidten) Sei U C C offen und
f: U — C holomorph sowie a € C\ U eine isolierte Singularitéit von f. a heift

(1) hebbar, wenn auf UN{a} eine holomorphe Fortsetzung von f existiert, d.h., eine
holomorphe Funktion f : U U {a} — C mit f(z) = f(z) fiir alle z € U

(2) Polstelle der Ordnung n, falls lim,_,[|(z — a)* f(2)|] = oo fiir 0 <k <n—1 und
lim, ,,[(z — a)" f(#)] existiert in C.

(3) wesentliche Singularitit, falls sie weder hebbar noch eine Polstelle ist.

Proposition (Polstellenkriterium) Die Funktion f/g: D — C,z — f(2)/g(z)
auf hat genau dann eine Polstelle der Ordnung n in a € C\ D, wenn es eine offene
Umgebung V' C C gibt, sodass f, g : V — C beide holomorph sind, f(a) # 0, g(z) #
0 fiir z € V'\ {a} und g eine Nullstelle der Ordnung k in a hat. Letzteres bedeutet
gerade, dass g(z) = (2 — a)*h(z) fiir alle z € V und h(a) # 0.

Satz (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Eine isolierte Singularitét a einer Funk-
tion f ist genau dann hebbar, wenn f in einer ppunktierten Umgebung von a be-
schrankt ist.

Satz (Klassifikation isolierter Singularititen anhand Laurentreihen) Sei
UC Cund f:U — C eine Funktion mit isolierter Singularitit a € C\ U und auf
dem Kreisring K, g(a) \ U giiltiger Laurententwicklung

o

f(z) = Z ap(z — a)k. (25)

k=—o00

(1) Die Singularitdt a ist genau dann hebbar, wenn a5 = 0 fiir alle £ < 0.
(2) a ist eine Polstelle der Ordnung n genau dann, wenn a_,, # 0 und fiir alle k € N



mit £ > n gilt a_, = 0.
(3) a ist genau dann eine wesentliche Singularitét von f, wenn ay # 0 fir unendlich
viele k < 0 gilt.

Satz (Casaroti-Weierstraf3) Sei f : U — C eine holomorphe Funktion mit einer
wesentlichen Singularitét bei a € C. Dann ist das Bild jeder offenen Umgebung von
a dicht in C.

Satz (Folgenkriterium zur Klassifikation wesentlicher Singularititen) Die
isolierte Singularitdt a € C einer holomorphen Funktion f : U — C ist genau dann
wesentlich, wenn es zwei konvergente Folgen (uy,)nen und (v, )peny mit lim, o u,, =
a = lim,,_, v, gibt und der Eigenschaft, dass die Bilder der Folgenglieder unter f ge-
gen verschiedene Werte konvergieren, d.h., dass gilt lim,, o f(uy) # limy, 00 f(vn)-

2.3 Identitatssatz

Definition (Gebiet) Eine offene, nichtleere und zusammenhéngende Teilmenge
U von C heiit Gebiet.

Definition (Haufungspunkt) Ein Punkt a € U C C heifit Haufungspunkt einer
Menge N C U, wenn in jeder beliebigen offenen Umgebung von a in U mindestens
ein Punkt aus N liegt, der von a verschieden ist.

Satz (Identitdtssatz) Sei G C C ein Gebiet, f,g : G — C zwei holomorphe
Funktionen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Es gilt f|n = g|n fiir eine Menge N C G, die einen Haufungspunkt in G besitzt.
(2) Es gibt einen Punkt a € G, sodass f™(a) = ¢ (a) fiir alle n € N.

(3) f=g

Rezept (Funktionen in Abhingigkeit von z angeben) Sei f: G — C eine
holomorphe Funktion und G C C Gebiet.

(1) Berechne f(z) fiir ein reelles € R (oder fiir iy mit y € R). Definiere den ent-
sprechenden Kandidaten fiir die holomorphe Fortsetzung auf G C C als ¢(z), indem
x durch z ersetzt wird, bzw., iy durch z. (2) Aufgrund der Konstruktion stimmen
f und ¢ auf der Menge R bzw. iR iiberein. Zeige nun bspw. durch Betrachtung
geeigneter konvergenter Folgen, dass diese Menge einen Haufungspunkt in G hat.
(3) Anwendung des Identitétssatzes liefert nun, dass f = g auf ganz G, sofern g auf
ganz G wohldefiniert ist.

2.4 Wichtige Sitze der Funktionentheorie

Definition (Ganze Funktion) Wir bezeichnen eine auf ganz C erklirte und
holomorphe Funktion als ganze Funktion.

Satz (Satz von Liouville) Sei f: C — C eine ganze Funktion. Ist f beschréinkt,
d.h., gibt es ein M € R{, sodass | f(z)| < M fiir alle z € C, so ist f konstant.
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Satz (Kleiner Satz von Picard) Sei f:C — C ganze Funktion. Dann gilt eine
der folgenden Aussagen:

(1) f(C) =C, oder

(2) f(C)=C\ {a} fur ein a € C, oder

(3) f(C) ={a} fiir ein a € C, d.h., f ist konstant.

Rezept (Anwendungen des Satzes von Lioville) Um den Satz von Liou-
ville anwenden zu konnen, haben sich folgende Vorarbeiten als niitzlich erwiesen:
(1) Sind aus dem Definitionsbereich nur einzelne Punkte ausgenommen, kann man
mittels Riemann’schem Hebbarkeitssatz héufig eine beschrinkte holomorphe Fort-
setzung der Funktion auf ganz C verifizieren. Auf diese lésst sich dann der Satz von
Liouville anwenden. (2) Abschitzungen fiir den Real- und Imaginérteil einer ganzen
Funktion f lassen sich verwenden, indem man exp(f) bzw. exp(—if) betrachtet.
Dann gilt namlich |exp(f)| = exp(R[f](z)) bzw. |exp(—if)| = exp(J[f](2)), so-
dass die Beschrianktheit von R[f] bzw. [f] die Beschréanktheit der ganzen Funktion
exp(f) bzw. exp(—if) liefert.

Satz (Satz von der Gebietstreue) Sei D C C und f : D — C eine nicht-
konstante holomorphe Funktion. Ist G C D Gebiet, so ist f(G) ebenfalls ein Gebiet.

Satz (Maximums- & Minimumsprinzip fiir beliebiges Gebiete) Sei G C C
ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion.

(1) Nimmt |f] auf G ein Maximum an, d.h., gibt es ein a € G mit |f(a)| > |f(2)|
fiir alle z € GG, dann ist f konstant auf G.

(2) Ist f eine nicht-konstante holomorphe Funktion und besitzt f in a € G ein
Betragsminimum, so ist bereits f(a) = 0.

Satz (Maximums- & Minimumsprinzip fiir beschrinkte Gebiete) Sei G C
C ein beschrinktes Gebiet, f : G — C einen stetige Fortsetzung eines holomorphen
f: G — C. Dann gilt:

(1) |f] nimmt auf dem Rand 0G ein Maximum an, d.h., es gibt ein a € G, sodass
|f(a)| > |f(2)] fiir alle z € G.

(2) f hat in G eine Nullstelle oder |f| nimmt auf 0G ein Minimum an.

2.5 Integralrechnung im Komplexen

Definition (Kurve) Eine Kurve ist eine stetig differenzierbare Abbildung ~ :
[a,b] — U, wobei U C C und [a, b] C R. Das Kurvenintegral einer Funktion f : U —
C entlang der Kurve ~y ist definiert als

b
/ f(2)dz = / (f o) (t)/ (1)t (26)
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Definition (Windungszahl) Sei v : [a,b] — C eine geschlossene Kurve und
Zy € C\ im(y). Die Windungszahl bzw. Umlaufzahl von «y in zj ist definiert als

n(y,20) = o / e (27)

L

Proposition (Eigenschaften der Windungszahl) (1) Die Windungszahl ist
ganzzahlig.
(2) Die Windungszahl ist auf Zusammenhangskomponenten konstant.

Satz (Cauchy’scher Integralsatz) Sei G ein einfach zusammenhéngendes Ge-
biet, f : G — C holomorph. Dann gilt fiir jede geschlossene in GG verlaufende Kurve

Y

/f(z)dz = 0. (28)

Proposition (Notwendige und hinreichende Kriterien fiir einfach zusam-
menhiingende Gebiete) Sei G C C ein Gebiet. Dann sind dquivalent:

(1) G ist einfach zusammenhéngend.

(2) G ist homotop einfach zusammenhéngend, d.h., jede geschlossene Kurve in G is
nullhomotop, d.h., ldsst sich auf eine Punkt zusammenziehen.

(3) C\ G besitzt keine beschrénkten Zusammenhangskomponenten.

(4) Fiir jede holomorphe Funktion f : G — C und jede geschlossene Kurve v gilt die
Formulierung des Cauchy’schen Integralsatzes wie im vorausgegangenen Satz vorge-
stellt.

(5) Jede holomorphe Funktion f : G — C besitzt eine Stammfunktion.

Satz (Cauchy’sche Integralformel) Sei U C C offen und f : U — C holo-
morph. Ist B,(a) C U, so gilt fiir jeden Punkt w € B,.(a) und jedes n € Ny, dass

f(w) _ 1/ f(z)dz
0

nl 2w By(a) (2 —w)"tL

(29)

Satz (Verallgemeinerte Cauchy’sche Integralformel) Sei U C C offen, f :
U — C holomorph, v : [a,b] — C eine geschlossene Kurve in U und w € U \ im(7)
sowie n € Ny. Dann gilt

n! - 2mi —w)ntt’

Definition (Residuum) Sei U C C offen und f : U — C holomorph mit einer
isolierten Singulritét in a € C\ U. Das Residuum von f an der Stelle a ist definiert
als
1
Res(fia) =5 [ f)de (31)
9B (a)

= om

wobei der Radius € > 0 des Integrationsweges so klein zu wéhlen ist, dass a die
einzige Singularitéit in der Menge B, (a) ist. Nur dann ist das Residuum wohldefiniert.
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Rezept (Berechnung von Residuen) Gegeben sei eine Funktion f : U — C,
die in a € C\ U eine isolierte Singularitét hat. Die Berechnung des Residuums
Res(f; a) erfolgt durch einen der folgenden Fille:

(1) Ist a eine hebbare Singularitét, so verschwindet der Hauptteil der Laurent-Reihe
von f um den Entwicklungspunkt a und es gilt Res(f;a) =a_y = 0.

(2) Ist a ein einfacher Pol, d.h., gilt f = g/h, wobei h in a eine Nullstelle der Ordnung
1 hat, so ist

Res(fi o) = gy = lim [ = )f(2)], (32)

(3) Ist a ein Pol der Ordnung n, so gilt

Res(fi0) = - gy [ = 0] (33

zZ=a

(4) Ist a eine wesentliche Singularitét, so entwickle f in einer Laurentreihe. Es geniigt
natiirlich dabei, nur den Koeffizienten a_; zu bestimmen.

Definition (Nullhomologer Weg) Sei U C C. Ein Weg 7 : [a,b] — C heifit
nullhomolog in U wenn gilt n(v,z) = 0 fir alle z € C\ U, d.h., anschaulich, dass
das von 7 umschlossene “Gebiet” ganz in U liegt.

Satz (Residuensatz) Sei U C C offen und S C U eine Menge, die keinen
Héafungspunkt in U besitzt. Die Funktion f : U \ S — C sei holomorph. Dann
gilt fiir jeden geschlossenen, in U null-homologen Weg ~ : [a,b] — U \ S

/f(z)dz = 27ri2n(’y, z)Res(f; 2). (34)

z€S

Proposition (Existenz uneigentlicher Riemannintegrale rationaler Funk-
tionen) Seien p, ¢ Polynome mit deg(q) > deg(p)+2. AuBerdem sei vorausgesetzt,
dass g keine reellen Nullstellen besitzt. Dann existiert das uneigentliche Riemann-

Integral
> p(x)
/_ M (35)

Rezept (Reelle Integrale und Residuensatz — Rationale Funktionen) Ge-
geben sei ein Integral der Form ffooo %dm, wobei p, ¢ Polynome mit grad(q) >
grad(p) + 2 sind und ¢ nullstellenfrei iiber R ist. Ziel ist die Berechnung des nach
der obenstehenden Proposition existierenden Integrals.

(1) Bestimme die komplexen Nullstellen des Nenners und deren Vielfachheit. Gib
sodann die komplexe Funktion f(z) = p(z)/q(z) mit zugehorigem Definitionsbereich
an.

(2) Definiere fiir R > 0 den Weg v, * 7, als Konkatenation der beiden Wege
Y :[=R,R] — C,t >t und 5 : [0, 7] — C, ¢ — Re'™.
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(3) Gib die Menge S der Polstellen von f an, die von 7; * 7, umlaufen werden und
berechne das Residuum Res(f, z) fiir alle z € S.
(4) Mittels Residuensatz etabliert man nun

lim / f(z)dz + ]%im f(z)dz = lim (2)dz = 2mi Zn(% x v2; 2)Res(f; 2),
o —00

R—o00 vo R—o0 y1%72 ves

(36)

wobei die Summe iiber die relevanten isolierten Singularititen gebildet wird.

(5) Zeige, dass limg_, fw f(2)dz = 0, indem die Definition des Kurvenintegrals und
Abschéitzungen der Form | [ f(z)dz| < [ |f(z)|dz, die Dreiecksungleichung |z +y| <
|z| +|y| und die beiden umgekehrten Dreiecksungleichungen |x —y| > ||z —|y|| bzw.
| 4+ y| > ||z| — |y|| hilfreich sein kénnen.

(6) Ubrig bleibt

/_00 f(z)dz = 1%1_1)130 f(2)dz = 2mi Zn(% * v2; 2)Res(f, 2). (37)

m z€S

Rezept (Reelle Integrale und Residuensatz — Trigonometrische Funktio-
nen) Gegeben sei ein Integral, i.d.R. von 0 bis 27 {iber eine von Sinus und Kosinus-
funktionen abhéngige gebrochene Funktion, deren Nenner keine reellen Nullstellen
besitzt.

(1) Ersetze den Sinus bzw. Kosinus durch sin(t) = (exp(it) — exp(—it))/(2¢) bzw.
cos(t) = (exp(it) + exp(—it))/2.

(2) Ergéinze im Integral den Faktor v/(t)/(iy(t)) = ie™/(ie') = 1, wobei y der Weg
v :[0,27] = C,t — exp(it).

(3) Laut der Definition lédsst sich das Integral nun in ein Kurvenintegral iiber den
Rand des Einheitskreises umschreiben. Bestimme die zugehérige Funktion im Inte-
granden.

(4) Bestimme den Wert des entsprechenden Wegintegrals nun mittels Residuensatz.

Rezept (Reelle Integrale und Residuensatz — Rationale & Trigonome-
trische Funktionen) Seien p,q Polynome vom Grad deg(q) > deg(p) + 1 und
q(z) # 0 fiir x € R. Berechnet werden soll ein Integral der Form

/ sin(x)wdx oder / COS({L‘)MCZ[E. (38)
. q() oo q()
(1) Bei dem Integral handelt es sich um Real- bzw. Imaginérteil des Integrals

/ exp(z’m)@dx = lim exp(iz)@dz (39)

. CONE S 1(2)

fir den Weg vg : [-R, R] — C,t —t.
(2) Gib einen Weg 0 an, sodass g * 0 ein geschlossener Weg ist. Fiir den Fall, dass
sogar deg(q) > deg(p)+2, so tut es bereits der bekannte Halbkreisbogen. Ansonsten
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liefert ein Rechtecksweg bessere Abschétzungen.
(3) Berechne das Integral

p(2)

lim exp(iz)——=dz (40)

mit dem Residuensatz.

(4) Zeige, dass der Integralwert des Weges dg fiir R — oo gegen 0 konvergiert. Der
Wert des gesuchten Integrals stimmt somit mit dem Real- bzw. Imaginérteil des
Ergebnisses iiberein.

Rezept (Berechnung von reellen Integralen durch Pizzakontur) Zu be-
rechnen ist ein Integral der Form

I= /000 f(z)dx. (41)

Anstatt eines Halbkreises ldsst sich hier ein Kreissektor als Weg wihlen.

(1) Bestimme die Singularitdten der Funktion in Polarkoordinaten. Bezeichne mit
2o = 1o exp(if) die Singularitdt mit dem kleinsten Winkel 6.

(2) Definiere den Weg I'p = 7, * 72 * 73 durch 7, : [0, R] — C,t — ¢, 72 : [0,20] —
C,t+— Rexp(it) und 73 : [0, R] — C,t — (R — t) exp(2i6).

(3) Das Integral tiber 3 ldsst sich durch die Substitution ¢ — R —t in ein Vielfaches
des Integrals iiber =, iiberfithren. Das Integral iiber v, geht fiir R — oo gegen 0. Es
gilt somit fiir ein ¢ € C

. f(z)dz = 1%220 /71 f(z)dz + I%glgo [m f(z)dz=(1+¢c)l. (42)

(4) Bestimme das Residuum Res(f, z9) und mit dem Residuensatz das Integral iiber
[g.

(5) Lose die so entstandene Gleichung nach I auf. Dabei ist es oft sinnvoll, die Dar-
stellungen des Sinus- und Kosinusfunktion iiber die komplexe Exponentialfunktion
zu bemiihen.

2.6 Satz von Rouché

Satz (Satz von Rouché) Sei U C C eine nicht-leere offene Teilmenge, f,g: U —
C seien holomorphe Funktionen. Weiter sei v : [a,b] — U eine in U nullhomologe
geschlossene Kurve, die jeden Punkt in ihrem Inneren genau einmal umléauft, und
es gelte |g(2)| < |f(z)|. Dann gilt fir sowohl f als auch f +g¢

(1) Auf Spur(y) keine Nullstelle,

(2) Im Inneren der Kurve ~ gleich viele Nullstellen (Mit Vielfachheiten gezéhlt).

Rezept (Zidhlen von Nullstellen in Kreis- und Ringgebieten) Fiir reelle
Zahlen 7, R > 0 und a € C definieren wir B,(a) = {z € C : |z —a] < r} und
K, gr(a) = {z € C:r < |z —a|] < R}. Gegebene sei eine holomorphe Funktion
p: B.(a) = C.
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(1) Finde eine Zerlegung p = f + ¢ mit holomorphen Funktionen f, g : B,(a) — C,
sodass |g(z)| < |f(2)] fiir alle z € 9B,(a). Diese Zerlegung sollte so gewihlt werden,
dass sich die Nullstellen von f leicht bestimmen lassen.

e Dabei wihlt man f meist so, dass sich |f(z)| fiir z € 0B,(a) direkt ange-
ben lisst, z.B., ein Monom ¢,2" im Falle a = 0 fiir ein Polynom. Andernfalls
kann man versuchen, mithilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung eine un-
tere Schranke fiir |f(2)| anzugeben.

e Anschlieflend kann man |g(z)| mithilfe der Dreiecksungleichung nach oben
abschétzen. Mit etwas Gliick ist diese kleiner als die untere Schranke fiir | f(z)],

d.h., [g(z)] <[f(2)]-

(2) Parametrisiere 0B,.(a) durch ~ : [0,27] — C,t — a + rexp(it) und zeige, dass
das so erhaltene v den Voraussetzungen des Satzes von Rouché geniigt.

(3) Nach dem Satz von Rouché hat p auf B,(a) genauso viele Nullstellen wie f.

(4) Ist nach der Anzahl der Nullstellen in einem Ringgebiet K g(a) gefragt, bestim-
me die Anzahl der Nullstellen in B,(a) und Bg(a) wie oben aufgezeigt. Da nach
dem ersten Teil des Satzes von Rouché p auf 0B, (a) keine Nullstellen hat ist die
Anzahl der Nullstellen in K, g(a) = Bg(a) \ B.(a) gleich der Differenz der zuvor
bestimmten Anzahlen.

(5) Bei Polynomen ist insbesondere der Fundamentalsatz der Algebra im Hinterkopf
zu behalten: Die mit Vielfachheiten gezéhlten Nullstellen eines Polynoms in C sind
anzahlsgleich mit dem Grad des Polynoms. Hat man also alle Nullstellen bereits in
B, (a) lokalisiert, kann auflerhalb keine mehr sein.

Rezept (Imaginirteil von Nullstellen) Manchmal ist nicht nur die Anzahl der
Nullstellen einer holomorphen Funktion, sondern auch, wie viele davon reell sind
bzw. eine positiven (o. negativen) Imaginérteil haben.

(1) Die Existenz einer reellen Nullstelle kann man h#ufig iiber den Zwischenwert-
satz erhalten, indem man diesen auf die Einschrankung f|r anwendet. Auch weitere
Hilfsmittel der Analysis, wie der Satz von Rolle oder die Betrachtung von Ableitun-
gen konnen hilfreich sein.

(2) Echt komplexe Nullstellen treten bei Polynomen aus R[z] immer in komplex
konjugierten Paaren auf. D.h., die Anzahl der Nullstellen mit positivem und mit
negativem Imaginérteil ist in diesem Falle gleich.

Satz (Satz von Rolle) Seia,b€ R,a <bund f : [a,b] — R eine stetige Funktion,
die auf (a,b) differenzierbar ist. Gilt f(a) = f(b), so gibt es ein & € (a,b), sodass
f'(€) =0

Satz (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und a,b € R :

a <b. Dann gilt [min{f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}]  f([a,b]).

2.7 Biholomorphe Abbildungen

Definition (Biholomorphe Abbildung) Eine holomorphe Abbildung, die ei-
ne holomorphe Umkehrfunktion hat, heifit biholomorphe Abbildung bzw. konforme
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Abbildung.

Proposition (Holomorphie der Umkehrfunktion) Seien U,V C C und f :
U — V eine Abbildung. Ist f bijektiv und holomorph, so ist bereits die Umkehr-
funktion f~!:V — U eine holomorphe Funktion.

Satz (Riemann’scher Abbildungssatz) Sei G C# C ein einfach zusammenhéngendes
Gebiet. Dann existiert eine biholomorphe Abbildung G - E={z € C: |z] < 1}.

Definition (Riemann’sche Zahlenkugel) Durch stereographische Projektion
erhilt man eine Abbildung S? \ {N} — C. Durch Hinzufiigen des Punktes oo zu C
und Zuweisung N — oo, erhiilt man eine Fortsetzung S — C = C U {oo}, wobei C
als Riemann’sche zahlenkugel bezeichnet wird.

Definition (Mébius-Transformation) Seien a,b,c¢,d € C mit ad — be # 0, so
definieren wir fiir ¢ # 0 die Abbildung

azth - € C\ {—dc!}

~ N cz+d
Gaped: C—C 2z 00 2= —dc ! , (43)
4 Z =00
Cc
und fiir ¢ = 0 setzen wir
atb e C

Pa,b,0,d - C — @, 2 = { d (44)

00 Z=00

Proposition (Matrizen und Mébiustransformationen) Die Abbildung & :
GL3(C) = {¢@apecd : C— Cla,b,c,d € C,ad — be # 0} definiert durch

o (¢ 7)) = nea (45)

ist ein surjektiver Homomorphismus von Gruppen. Zwei Matrizen aus der Definiti-
onsmenge definieren ferner genau dann die gleiche Mobiustransformation, wenn sie
skalare Vielfache voneinander sind fiir eine von Null verschiedene komplexe Zahl.

Proposition (Klassifikation biholomorpher Abbildungen der Riemann’schen
Zahlenkugel) Die Mobius-Transformationen sind genau die bi-holomorphen Ab-
bildungen C — C.

Definition (Verallgemeinerte Kreislinie) Eine verallgemeinerte Kreislinie be-
zeichnet eine Kreislinie in C oder eine Gerade in C, wobei letztere mit dem Punkt
o0 zu vereinigen ist.

Proposition (Kreistreue) Seien ¢ : C — C eine Mébiustransformation, L C C
eine verallgemeinerte Kreislinie sowie K, K5 die beiden Zusammenhangskomponen-
ten von C\ L. Wir bezeichnen die beiden Zusammenhangskomponenten von C\ o (L)
mit M; und M, und die Indizes so gewéhlt sind, dass ¢(a) € M, fiir ein a € K;.
Dann gilt bereits (K1) = M; und p(K3) = M.
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Rezept (Bestimmung einer Mdobiustransformation) Seien fiir j € {1,2,3}
Werte zj, w; € C gegeben. Gesucht ist eine Mobius-Transformation C-C derge-
stalt, dass f(z;) = wj.

(1) Lose die Doppelverhéltnisgleichung

Z — 2129 — X3 W — W Wy — W3
DV(z, 21, 29, 23) = = = DV(w,wl,wy,w3)  (46)
Z — 2329 — X1 w — W3 W2 — W1

nach w auf.
(2) Setze f(z) = w. Definiere das Bild der Nennernullstelle und fiir z = co gemés
der Definition der Mobiustransformation.

Rezept (Konstruktion von Mébiustransformationen zwischen zwei Gebie-
ten) Gegeben seien zwei Gebiete, die biholomorph aufeinander abgebildet werden
sollen. Wir gehen davon aus, dass die Rédnder von G und G5 verallgemeinerte Kreis-
linien sind.

(1) Wahle drei Punkte auf dem rand von G und drei Punkte auf dem Rand von
G5. Man spart sich viel Rechenarbeit, wenn man, falls moglich den Punkt oo dort,
wo moglich, verwendet.

(2) Bestimme nun diejenige Mobiustransformation, die die Punkte von oben nach
geeigneter Indizierung (frei wéhlbar) aufeinander abbildet.

(3) Uberpriife fiir einen Punkt aus G, ob dieser durch das Ergebnis aus dem vorhe-
rigen Schritt nach GG abgebildet wird oder nach @\Gg. Ist ersteres der Fall, so ist die
entsprechende Einschrankung der Mdébiustransformation auf GG; eine biholomorphe
Abbildung mit der gewiinschten Eigenschaft. Im zweiten Fall vertausche man in der
Konstruktion aus Schritt (1) zwei Bildpunkte miteinander. Die dann entstehende
Abbildung hat die gewiinschte Eigenschaft.

Satz (Wichtige biholomorphe Abbildungen) Je nach Form der gegebenen
Mengen, die biholomorph aufeinander abgebildet werden sollen, bieten sich ver-
schiedene Abbildungen an:

(1) Kreise und Halbebenen, berandet durch verallgemeinerte Kreislinien, lassen sich
mittels Mobiustranstranformation aufeinander abbilden.

(2) Die Exponentialfunktion kann dazu genutzt werden, Streifen der Form {z €
Cla < S[z] < b} auf die Mengen {rexp(if)|r € RT,a < 6 < b} abzubilden.

(3) Mithilfe der Abbildung 2z + 22 kann ein Quadrant auf eine Halbebene oder eine
Halbebene auf eine geschlitzte Ebene abgebildet werden. Allgemein gilt: Abbildung
der Form z — 2" “ver-n-fachen den Offnungswinkel”.

(4) Drehungen um den Winkel 6 gegen den Uhrzeigersinn lassen sich durch Multi-
plikation mit der Konstanten exp(27ifl) erreichen.

(5) Manchmal ist es notig, die Einheitskreisscheibe auf sich selbst abzubilden, um
eine bestimmte Anfangsbedingung zu erfiillen. Die bi-holomorphen Abbildungen
¢ :E — E mit p(a) = 0 fiir ein a € E sind genau die Abbildungen

pz) =C—

wobei a € E,( € OE. Im Falle ¢(0) = 0 vereinfachen sich diese Abbildungen zu
2 (2.

zZ—a

(47)
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2.8 Weitere niitzliche Sitze

Satz (Satz von Casaroti-Weierstrafl) Sei U C C offen und zusammenhéngend,
a € U f: U\ H{a} eine holomorphe Funktion, die bei z = a eine wesentliche
Singularitit besitzt. Dann gilt fiir alle Umgebungen V € Uc(a) von a in C, dass
f(U\{a}nV) = C. Ebenso gilt die Umkehrung. Mit anderen Worten ist a €
U genau dann eine wesentliche Singularitéit, wenn das Bild jeder noch so kleinen
punktierten Umgebung von a unter f dicht in C liegt.

Satz (Satz von Hurwitz) Sei G C C ein Gebiet und (fx)ren eine Folge nullstel-
lenfreier holomorpher Funktionen G — C, die lokal gleichméBig gegen die (holomor-
phe) Grenzfunktion f konvergieren. Dann gilt f = 0 oder f ist nullstellenfrei auf

G.

Satz (Satz von Montel) Sei G C C ein Gebiet und (f,,),en eine Folge holomor-
pher Funktionen f, : G — C mit n € N. Falls (f,,), lokal gleichméfig beschrankt
ist, dann hat (f,), eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge (f,, )ken-

Satz (Satz von Vitali) Sei (f,)nen eine lokal beschrinkte Folge holomorpher
Funktionen auf einem Gebiet G C C. Besitzt die Menge A := {zy € G|(fn(20))n konvergiert}
einen Haufungspunkt in G, so konvergiert (f,), bereits lokal gleichméBig auf G.

Satz (Konvergenzsatz von Weierstrafl) Sei (f,)nen eine Folge holomorpher
Funktionen auf einer offenen Menge G, die lokal gleichméflig gegen die Grenzfunk-
tion f : G — C konvergiert. Dann ist f holomorph und es gilt (lim, . fn(2)) =

lim,, o f1(2).

Satz (Satz von Mittag-Leffler/Mittag-Leffler-Reihe) Sei (z,,)men eine Folge
komplexer Zahlen, die keinen Haufungspunkt in C hat. Zu jedem z,, sei ein Polynom
P,, mit P,,(0) = 0 vorgeschrieben. Dann gibt es eine meromorphe Funkition f, die
Polstellen genau in z,, hat, und deren Laurentreihe in einer punktierten Kreisschrei-
be um den Entwicklungspunkt z,, gerade den Hauptteil P,,((z — 2,,,)*) hat.

Proposition (Elementarfunktion) Die Funktion E, : C — C definiert durch

Pk
Bylz) = (1-2)exp (Z ?) (48)

k=1

ist eine ganze Funktion, die sogenannte Elementarfunktion, fiir alle p € Ny und hat
bei z = 1 eine einfache Nullstelle.

Satz (Konvergenz unendlicher Produkte) Sei (u,),en eine Folge in C, sodass
lun| < 1 fiir alle n € N.

(i) Es konvergiert [[,~, (1 + u;) genau dann, wenn » ;' , In(1 + uy) konvergiert.
(ii) Es konvergiert [, (1 +u) genau dann absolut, wenn » ;_; uy absolut konver-
giert.
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Satz (Produktsatz von Weierstrafl) Sei (a,),en, eine Folge mit paarweise ver-
schiedenen Folgengliedern in C mit ag = 0, a,, # 0 fiir n > 0 und ohne Haufungspunkt.
Sei ferner (k,),en, eine Folge in Ny, sodass sogar k,, € N fiir alle n > 0 gilt.

(i) Zu einer vorgegebenen ganzen Funktion f : C — C gibt es eine ganze Funktion
g : C — C und eine Folge (p,)nen aus Ny, sodass

£(2) = explg(2)# ] B (—) . (49)

n=1

(ii) Umgekehrt wird durch die obige Formel mit ganzem g : C — C stets eine ganze
Funktion erklart.

Insbesondere hat die so definierte Funktion Nullstellen bei a,, fiir n > 0, die jeweils
Nullstellenordnung k,, fiir n > 0 besitzen.

Satz (Zusatz zum Riemann’schen Abbildungssatz) In der Situation des
Riemann’schen Abbildungssatzes ist die biholomorphe Abbildung eindeutig, wenn
f:G—=E z— f(2) so gewidhlt wird, dass f(z9) =0 und f'(z) € R™.

Satz (Lemma von Schwarz) (i) Sei f: E — E holomorph mit f(0) = 0. Dann
gilt [f(2)] < |z und [f/(0)| < 1.

(ii) Gilt zudem in einem zy € E\{0} die Gleichheit | f(zo)| = |z0| oder gilt | f'(0)] = 1,
dann gibt es ein A € R, sodass f(z) = exp(i\)z fir alle z € E.

3 Zusammenfassung gewohnliche Differentialglei-
chungen

Definition Seien m.n € Nund D C R x R"™ Menge und f : D — R™ eine Funk-
tion. Eine Gleichung der Form 2™ = f(t,z,2',..., 2" V) heiBt m-dimensionale,
explizite gewdhnliche Differentialgleichung der Ordnung n. Eine Lésung dieser Glei-
chung ist eine n—mal differenzierbare Funktion A : I — R™ mit einem Intervall
I C R, so dass (1) (t,A(t),..., A V() € D fiir alle t € I und (2) A\W(t) =
FE @), ..., \P=D (1)) fiir alle ¢ € T erfiillt ist.

Definition Wird in der vorherigen Definition zusétzlich noch gefordert, dass z(to) =
To, 7' (ty) = 1, ..., 2"V = @, fiir (ty, 21, ..., 2p_1) € D, so spricht man von einem
Anfangswertproblem. Eine Losung des Anfangswertproblems A\ : I — R™ erfiillt
dann zusétzlich zu den Bedingungen (1) und (2) der vorherigen Definition noch (3)
AE) (o) = ay, fiir 0 < k <n— 1.

Definition Ist die Funktion f der am Anfang formulierten Definition unbahéngig
von t, also f = f(x,2/,...,2" V), so nennt man die Differentialgleichung ™ =
f(z, ..., 2=V qutonom.
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3.1 Elementare Losungsmethode skalarer gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen

Satz (Trennung der Variablen) Seien I, J C R offene Intervalle, ¢ty € I, xy € J
und g : I — R sowie h : J — R stetige Funktionen. Dann hat das Anfangswert-
problem z' = g(t)h(x) mit z(ty) = xo: (1) Im Falle h(xy) zumindest die konstante
Losung A : I — R, t — 2 und (2) im Falle h(xy) # 0 eine lokal eindeutige Losung,
d.h., es gibt ein Intervall I’ C I mit ¢ty € I’ so dass es auf I’ eine eindeutige Losung
A gibt. Diese lésst sich durch Auflésen von

/m:(t) % = /t:g(T)dT (50)

Definition Sei G C R? eine Gebiet und f, g : G — R stetig. Die Differentialglei-
chung f(t,x) + g(t,z)a’ = 0 heifit ezakt falls eine stetig differenzierbare Funktion
F : G — R existiert, so dass 0;F(t,x) = f(t,z) und 0, F(t,x) = g(t,z) fir al-
le (t,z) € G gilt. Die Funktion F' wird Stammfunktion der Difefrentialgleichung
genannt.

nach A bestimmen.

Satz (Integrabilititskriterium) Sei G C R? einfach zusammenhingendes Ge-
biet und seien f, g : G — R stetig differenzierbar. Die Differentialgleichung f(¢, z) +
g(t,z)x’ = 0ist genau dann exakt auf G wenn die Integrabilititsbedingung 0, f (t,x) =
dyg(t, x) fir alle (¢,z) € G gilt.

Satz (Lésungen exakter Differentialgleichungen) Sei G C R? Gebiet, R D
I # ) offenes Intervall und f, g : G — R stetig. Fiir eine exakte Differentialgleichung
f(t,z) + g(t, r)2’ = 0 mit Stammfunktion I gilt die Aquivalenz: A : I — R ist eine
Losung der Differentialgleichung genau dann wenn A : I — R ist (1) eine stetig
differenzierbare Funktion mit (2) (¢, A(t)) € G fur alle t € I und (3) F (¢, A(t)) ist
konstant fiir alle t € .

Rezept fiir exakte Differentialgleichungen Sei G C R? einfach zusammenhiingendes
Gebiet, f,g: G — R stetig differenzierbar und (7,¢) € G. Ziel ist die Losung des
Anfangswertproblems f(t,z) + g(t,x)2’ = 0 mit z(r) = & (1) Priife mittels In-
tegrabilitdtskriterium die Exaktheit der Differentialgleichung. (2) Bestimme eine
Stammfunktion. (a) Fir (zg,tg) € G berechne

/t f(rydr = F(t,z) — F(tg,x) & /xg(w)dw = F(t,x) — F(t, xo). (51)

(b) Werte die erste Gleichung bei z aus und setze in die zweite ein oder werte die-
zweite Gleichung bei £y aus und setze in die erste ein. (c) Die verbleibende Konstante
F(to, zo) kann frei gewihlt werden. (3) Lose die Gleichung F'(t, A(t)) = F(1,£) nach
A(t) auf und bestimme den Definitionsbereich der dadurch definierten Funktion.
Nach der Charakterisierung von Losungen exakter Differenialgleichungen ist das so
gefundene \ eine Losung des Anfangswertproblems.

20



Definition Sei G C R? Gebiet und seien f, ¢ : G — R stetig partiell differenzier-
bare Funktionen. Gibt es fiir die Differentialgleichung f(¢,z) + g(t,z)2" = 0 eine
stetig differenzierbare Funktion m : G — R\ {0}, so dass die Differentialgleichung
m(t, ) f(t,z)+m(t,x)g(t, z)x’ = 0 exakt ist, so heilt m integrierender Faktor dieser
Differentialgleichung.

Rezept Sei G C R? einfach zusammenhingendes Gebiet und f, g : G — R stetig
partiell differenzierbare Funktionen. Ziel ist die Bestimmung eines integrierenden
Faktors fir f(¢,z)+g(t,z)z’ = 0. (1) Wahle eine Funktion u = u(t, ) und berechne

8zf(t’ ZL‘) - 8tg(tv ZE)
Ht2) = Sl 2) = F(t.2) ol o) (52)

Géngige Ansitze sind u(t,z) = t, u(t,z) = x, u(t,x) = t £ x und u(t,z) = t.
(2) Falls H(t,x) fur einen der Ansétze nur eine Funktion von w ist, berechne M =
exp ([ H(u)du). Durch m(t,z) = (M o u)(t,z) ist dann ein integrierender Faktor
der zu untersuchenden Differentialgleichung gegeben.

Rezept Sei I C R offenes Intervall und 7 € I,¢ € R. Ferner sei a : I — R stetig.

Das Anfangswertproblem 2’ = a(t)x mit x(7) = & besitzt die auf ganz I definierte
Losung A : I — R definiert durch A(t) = £exp(f: a(s)ds).

Rezept (Variation der Konstanten) Sei I C R offenes Intervall und 7 € I,£ €
R. Ferner seien a,b : I — R stetig. Das Anfangswertproblem 2’ = a(t)x + b(t) mit
z(7) = £ besitzt die auf ganz I definierte Losung A : I — R definiert durch

A(t) = Eexp ( / t a(s)ds) + / exp ( / t a(r)dr) b(s)ds. (53)

Rezept (Variablentransformation) Gegeben sei ein Anfangswertproblem der
Form o' = f(t,z) mit x(ty) = xo. (1) Fiihre eine neue Funktion u(t) = u(t, z(t))
ein, so dass z(t) = x(t,u(t)) lokal aufgelost werden kann. Bestimme ihre Ablei-
tung u/(t). Setze darin 2'(t) = f(¢,z(t,u(t))) ein. Bestimme den neuen Anfangswert
u(to) = u(to, o). (2) Bestimme eine Losung p des so erhaltenen Anfangswertpro-
blems. (3) Bestimme eine Losung A der urspriinglichen Differentialgleichung durch
Auflésen der Gleichung fiir u(t) = p(t) nach z(t) = A(t). (4) Uberpriife, dass A
Losung der urspriinglichen Differentialgleichung 2’ = f(¢, x) ist und bestimme das
Existenzintervall.

Proposition Gilt fir die Differentialgleichung 2/ = f(t,z), dass f(ot,oz) =
f(t,x) fir o € R\ {0}, so ergibt die Substitution y = z/t die Differentialgleichung

/

v = (f(1,y) —y)/t, die mittels Trennung der Variablen gelést werden kann.

Proposition Eine Differentialgleichung der Form 2’ = g(at 4+ Sz + ) mit reellen
a, (3,7 lasst sich mittels Substitution y = at + Sz + v in ¢y = a + Bg(y) fithren, die
sich mittels Trennung der Variablen 16sen lasst.
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3.2 Existenz— und Eindeutigkeitssitze

Satz (Peano) Sei D C R™! offen und f : D — R" eine stetige Funktion. Dann
besitzt jedes Anfangswertproblem der Form 2’ = f(¢,x) mit z(7) = £ fiir (1,£) € D
eine lokale Losung, d.h., es gibt € > 0 so dass das Anfangswertproblem zumindest
auf [T — €, 7 + €] (abeschlossen!) eine Losung besitzt.

Definition Sei D C R x R" und f : D — R", (t,x) — f(t,z) eine Funktion.
(1) Gibt es ein L > 0 mit || f(t,z) — f(t,v)|| < L||x — y|| fir alle (¢, ), (t,y) € D
so heiit f global Lipschitz—stetig bzgl. des zweiten Arguments auf D. (2) Gibt es
fir alle (t,z) € D jeweils eine Umgebung U = U((t,x)) C R x R", so dass f|ynp
global Lipschitz stetig bzgl. des zweiten Arguments auf U N D ist, so heifit f lokal
Lipschitz—stetig bzgl. des zweiten Arguments auf U N D.

Proposition Sei D C R x R™ Gebiet und f : D — R" (t,x) — f(t,x) stetig
partiell differenzierbar in z. Dann ist f lokal Lipschitz—stetig bzgl. x auf D.

Satz (qualitativer Picard—Lindel6ff) Sei D € R x R” offen und f : D —
R™, (t,x) — f(t, x) stetig und lokal Lipschitz—stetig bzgl. z. Fiir beliebiges (1,¢) € D
besitzt das Anfansgwertproblem z/ = f(¢,z) mit 2/(7) = & dann eine eindeutige
lokale Losung, d.h., es gibt ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem auf dem
Intervall [T — €, 7 + €] genau eine Losung besitzt.

Rezept (Picard—Iteration) Seiena,b € Rmita < bund f : [a, b]xR" — R" eine
stetige und global Lipschitz—stetige Funktion. Wir betrachten das Anfangswertpro-
blem 2’ = f(t,z), (1) = £ mit (7,€) € [a,b] xR™. (1) Definiere den Integraloperator
T :C([a,b] - R") — C([a,b] — R™) durch

Tlg)(t) = € + / £(s,g(s))ds. (54)

(2) T definiert eine Kontraktion auf dem Banachraum (C([a,b] — R"),||.||oon) SO
dass der Banachsche Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt Ao, € C([a,b] — R") liefert,
der sogar einmal stetig differenzierbar ist (folgt aus der Definition von T'). Dieser
Fixpunkt ist die Losung des eingangs definierten Anfangswertproblems. (3) Induktiv
definiert man die Funktionenfolge (Ag)g>o durch A\g = & und Mgy = T[\g]. (2) liefert
die Konvergenz der Folge gegen den Fixpunkt A...

Satz (Globaler Existenz— und Eindeutigkeitssatz) Sei D C R x R™ Gebiet
und f : D — R™ (t,z) — f(t,z) stetig und lokal Lipschitz—stetig bzgl. x. Dann
gibt es fiir jedes (7,€) € D ein eindeutiges Interval I =la,b| (offen!) mit 7 € I so
dass (1) das Anfangswertproblem 2z’ = f(t,x), x(7) = £ auf I genau eine Losung
A I — R"™ besitzt und (2) jede weitere Losung p : J — R"™ des Anfangswertpro-
blems eine Einschrankung des Anfangswertproblems aus (1) ist und J C I gilt. Die
Losungsfunktion aus (1) heifit mazimale Lisung des Anfangswertproblems und wird
mit A\(;¢) bezeichnet.
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Proposition (Gleichheit bzw. Disjunktheit von Lﬁsungskurven) Fiir zwei
maximale Losungen A;¢) und A ¢y einer leferentlalglelchung ¥ = f(t,r) mit
Anfangswerten im obigen Sinne gilt A\;¢ = Ay genau dann wenn (7,§) €
graph(A( ¢n). Ist (7,€) & graph(A ), so gilt A7 ¢ ( ) A en(t) fiir alle t € 17
und t' € I 1€

Satz (Randverhalten maximaler Losungen) Sei D C R x R™ Gebiet und
f:D —R" (t,x) = f(t,x) stetig und lokal Lipschitz— stetig bzgl. x. Zu (1,&) € D
sei A :a, b[—> R™ eine Losung des Anfangswertproblems 2/ = f(t,z), (1) = £. A
ist genau dann die maximale Losung des Anfangswertproblems wenn jeweils eine
der Bedingungen aus (I) und (II) erfiillt ist: (I): (i) a = —oo, (ii) @ > —oo und
limsup,_,,+ |[[A(#)|| = oo oder (iii) a > —o0, D # () und lim,_,,+ dist(9D, (t, \(t))) =
0. (IT) (i) b = oo, (ii) b < oo und limsup,_,,- ||A(¢)|| = oo oder (iii) b < oo, ID # ()
und lim; ;- dist(0D, (¢, A(t))) = 0.

Rezept (Anschitzung maximaler Losungen) Gegeben sei eine Differential-
gleichung 2’ = f(t,z), die die Voraussetzungen des globalen Existenz— und Eindeu-
tigkeitssatzes erfiillt (mit n = 1). Gesucht sind obere bzw. untere Schranke fiir eine
maximale Losung A : I — R zum Anfangswert A(7) = £. (1) Bestimme stationére
Losungen der Differentialgleichung, d.h., diejenigen xy € R, die f(t,z¢) = 0 fiir alle
t erfiillen. Dies liefert eine konstante Losung p : R — R, ¢ — xq, die die eindeutige
Losung zum Anfangswert 2(0) = ¢ ist und ferner auch maximale Losung ist, da auf
ganz R definiert. (2) Falls A\(7) < ¢, so folgt iiber den Zwischenwertsatz A(t) < zg
fir alle ¢ im Existenzintervall von A. Analog folgt xo < A(t) im Existenzintervall der
Losung falls g < A(7). (3) Ferner liefert die Abschitzung von f(¢, A(¢)) mit dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir endliches ¢ eine Abschéatzung
der Form m(t —7) < A(t) — A(1) < M(t — ), wobei die Konstanten m, M aus dem
Maximumsprinzip fiir stetige Funktionen auf |7, ¢] folgen.

Satz (Existenz— und Eindeutigkeit bei linear beschrinkter rechter Seite)
Seien a,b € RU {£oo} mit @ < b und f :Ja,b[xR" — R", (t,x) — f(t,x) eine
stetige und bzgl. des zweiten Arguments lokal Lipschitz—stetige Funktion, die linear
beschrinkt ist: Das heifit, es gibt stetige p,o :]a,b|— [0,00], so dass ||f(¢,z)] <
p(t)||z]| + o(t). Dann existiert fiir alle (7,£) € D eine eindeutige maximale Losung
A(r¢) fiir das Anfangswertproblem o' = f(t,x), x(7) = &, die auf ganz ]a, b definiert
ist.

3.3 Lineare Systeme von Differentialgleichungen

Definition Eine Differentialgleichung der Form a'(t) = A(t)x(t) + b(t) mit ¢t € I
und [ Intervall mit einer n x n—Matrix A(t), deren Eintréige stetige Funktionen von ¢
sind und einem stetigen b : I — R™, ¢ — b(t) bezeichnet man als lineares System von
Differentialgleichungen. Ist b = 0, nennt man das lineare System homogen, ansonsten
1mhomogen.
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Satz (Existenz und Eindeutigkeit) Ein lineares System von Differentialglei-
chungen wie oben mit z(7) = £ € R fiir ein 7 € [ besitzt eine auf ganz I definierte
eindeutige Losung A : [ — R™.

Satz (Losungsraum) Sein € N, I C R Intervall, A : I — M(n;R) und
g : I — R" jeweils stetig. Dann gilt: (1) Die Losungsmenge £ des homogenen
Systems /() = A(t)x(t) wird mit der punktweise Addition und der skalaren Mul-
tiplikation zu einem n—dimensionalen reellen Vektorraum. (2) Die Losungsmenge
des inhomogenen Systems z'(t) = A(t)x(t) + b(t) bildet einen affinen Raum, hat
also die Struktur p, + £, wobei p, eine spezielle Losung des inhomogenen Systems
(partikuldre Losung) und L die Losungsmenge des homogenen Systems aus (1) ist.

Definition Eine Basis des Vektorraums £ aus dem vorherigen Satz wird als Fun-
damentalsystem bezeichnet. Diejenige Matrixwertige Funktion ® : I — M(n;R),
deren Spalten gerade aus dem Fundamentalsystem stammen, wird als Fundamen-
talmatriz bezeichnet.

Satz Sei k € N, pq, ..., up Losungen eines homogenen linearen Systems von Diffe-
rentialgleichungen. Dann sind dquivalent: (1) 1, ..., p sind als vektorwertige Funk-
tionen linear unabhéngig. (2) Die Vektoren i (t), ..., ux(t) sind fiir jedes ¢ € I linear
unabhéngig. (3) Die Vektoren (%), ..., pu(t) sind fiir ein ¢ € I linear unabhéngig.

Satz Sei n € N und seien iy, ..., i, : I — R™ Losungen des homogenen Systems
o' (t) = A(t)x(t) mit A: I — M(n;R) stetig. pi1, ..., pbn, linear unabhéngige Losungen
des homogenen Systems genau dann wenn es ein ¢t € [ gibt, so dass w : [ —
R, t — det(p1, ..., tn) (Wronski-Determinante) fiir dieses ¢ von Null verschieden ist,

w(t) #0.

Rezept (Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten und diagonali-
sierbarer Matrix) Gegeben sei eine diagonalisierbare n x n—-Matrix A und die
Differentialgleichung ' = Az, fiir die ein Fundamentalsystem bestimmt werden soll.
(1) Berechne die Eigenwerte von A und die Basen der dazugehorigen Eigenrdume.
(2) Fiir jeden Eigenwert A\ € o(A) definiere die Funktionen p,,; = exp(At)v;, wo-
bei 1 < i < dimker(A — AE). (3) Fiir alle Eigenwerte Zusammen bildet {p,; :
I - R"A € 0(A),1 < i < dimker(A — AE)} eine n-elementige Menge linear
unabhéangiger Losungen des Differentialgleichung, d.h., ein Fundamentalsystem.

Rezept (Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten und nicht—diagonalisierbarer
Matrix) Gegeben sei eine nicht—diagonalisierbare n x n—Matrix A und die Diffe-
rentialgleichung 2’ = Az, fiir die ein Fundamentalsystem anzugeben ist. (1) Berechne
die Eigenwerte von A. (2) Bestimme fiir jeden Eigenwert A\ wie bei der Jordanschen
Normalform k linear unabhéngige Eigenvektoren vy, ..., vg, wobei k die algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts ist. (3) Fiir jeden Eigenwert A € o(A) definiere die &
Funktionen gy ; = >, _, t" ' exp(At)vy. (4) Die Wronski-Determinante an der Stel-
le t = 0 besteht aus verallgemeinerten Eigenvektoren und die {uy; : I — R"|\ €
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0(A),1 <i<k(N}, wok(\) die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A bezeich-
net, bilden ein Fundamentalsystem.

Definition Sei A € M(n;R). Die Matriz—Exponentialfunktion exp : M(n;R) —
M(n;R) ist definiert durch
exp(A) = (55)

k=0

Proposition Seien A, B € M(n;R) und ¢t € R. Dann gilt: (1) exp(0-A) = E
und exp(tA)~! = exp(—tA). (2) Falls AB = BA, dann gilt exp(tA)exp(tB) =
exp(t(A+B)). (3) Gilt B = TAT ! fiir eine invertierbare Matrix T', so ist exp(tB) =
Texp(tA)T™!. (4) Fiir A = diag(ay, ..., a,) gilt exp(tdiag(ay, ..., a,)) = diag(exp(ta,),
(5) Fiir eine Jordan—Block Matrix A gilt

M A 42 [ M n=1/(p _ 1)1\
N1 0 et ter t2/2eM Lt/ (n—1)le
e s e e — 2 ' At
exp | t ] téj}\f
0 004 0 N

(56)

Rezept (Bestimmung des Matrix—Exponentials) Sei A eine reelle n x n—
Matrix, fir die exp(tA) bestimmt werden soll. (1) Berechne die Eigenwerte und
zugehorigen Eigenrdume von A und priife, ob A diagonaliserbar ist (geometrische
gleich algebraische Vielfachheit?). (i) Falls ja, berechne die Transformationsmatrix,
so dass D = T—'AT Diagonalmatrix ist. (ii) Falls nein, so fiihre A ggf. iiber C in
Jordansche Normalform iiber, d.h., berechne die Transformationsmatrix 7', so dass
J =T 'AT in Jordanscher Normalform vorliegt. (3) Berechne die Exponentiale von
exp(tD) bzw. exp(t.J) mittels der obenstehenden Proposition. (4) Verwende Teil (3)
der Proposition, um exp(tA) zu erhalten.

Rezept (Losen von Anfangswertproblemen) Gegeben sei ein Intervall I C
R,7 € I,§ € R", eine stetige Abbildung G : I — R" sowie das Anfangswert-
problem & = Ax + g(t), (1) = £. (1) Berechne eine Fundamentalmatrix &(t)
fiir die homogene Differentialgleichung # = Az. (2) Berechne die Ubergangsmatrix
A(t,7) := ®(¢)®(7)". Im Falle einer inhomogenen Gleichung muss zudem fiir alle
s € I die Ubergangsmatrix A(t, s) bestimmt werden. (3) Die Losung des homogenen
Anfangswertproblems ist gegeben durch p(t) = A(t, 7)¢ fiir alle t € I. (4) Die Losung
des inhomogenen Anfangswertproblems erhélt man durch Variation der Konstanten
Al

o) = 000 [or) e+ [ t 8(5) g(5)s (57)

= A(t, 7)€+ /tA(t, s)g(s)ds. (58)
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Das Integral iiber den Vektor ®(s)~'g(s) bzw. A(t,s)g(s) ist dabei komponenten-
weise zu berechnen.

Rezept (Komplexe Eigenwerte) In aller Regel wird man darauf abzielen, reelle
Losungen anzugeben, falls die Koeffizientenmatrix A reell ist. Falls diese allerdings
komplexe Eigenwerte besitzt, so treten die Eigenwerte in komplex konjugierten Paa-
ren auf, d.h., mit X\ ist auch \ Eigenwert. Das Fundamentalsystem besteht dann
aus C-wertigen Funktionen. Da R[\] = 1/2(A + ) und S[\] = 1/(2i)(A — A), kann
nun anstelle der komplexwertigen Losung einfach Real- und Imaginérteil einer ent-
weder zu A oder A korrespondierenden Losung fiir die Angabe eines reellwertigen
Fundamentalsystem genutzt werden.

Rezept (Nicht—konstante Koeffizienten) Der Fall, dass allgemeines A(t) ei-
ne matrixwertige Funktion von ¢ ist, kann nicht geschlossen analytisch behandelt
werden. Eine oftmals zielfithrende Strategie besteht darin, die beiden Gleichungen
getrennt voneinander zu l6sen.

Rezept (Fundamentalsystem bei Jordan-Normalform) Gesucht ist fir das
homogene System 2’ = Ax zu einer Matrix A € Mat(n X n, R) ein Fundamentalsy-
stem.

(i) Bestimme das charakteristische Polynom x 4. Zerfillt x4 iiber R in Linearfakto-
ren, dann existiert eine Jordan-Normalform iiber R.

(ii) Bestimme die (hier: reellwertigen) Nullstellen von x 4. Diese sind die Eigenwerte
von A.

(iii) Bestimme nun zu jedem Eigenwert A eine Jordan-Kette (vy, ..., v;). Aus diesen
konstruiert man k£ unabhéngige Losungen des linearen Systems, indem man

fir j € {1,2,...,k} setzt.
(iv) Verfahre geméfl Schritt (iii) fiir alle Eigenwerte. Die Gesamtheit der so gefun-
denen ®;’s ist dann ein Fundamentalsystem des linearen Systems.

Definition (Trajektorie & Phasenportrait) FEine Trajektorie eines ebenen Sy-
stem bezeichnet die Bildmenge einer Losung p: [ — R?, d.h., u(I) C R% Als Pha-
senportrait bezeichnet man die Gesamtheit aller Trajektorien eines vorgegebenen
ebenen Systems.

Satz (Klassifikation stationéirer Losungen) Eine abschlieflende Klassifikation
der Ruhelagen des System @ = Az fiir die Matrix A mit Eigenwerten A\, Ay € C fiir
die reelle Koeffizientenmatrix A € M (2 x 2,R) findet sich in Abb. 1.
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Senke (bzw. Quelle)
A, A2 <0
(instabile Quelle, falls Ay, A> = 0)

3

r

Stern

A1 = Ay < 0, geom. Vielfachheit 2
(instabil, falls Ay = A5 = 0)

®)
©

A A € R,
R'E‘.rql'l,.ﬂlg =10

Liniensenken
AM=0A2<0
(instabile Linienquellen, falls A7 = 0)

Sattel
..'HI.] <0<A 7
(immer instabil)

Eintangentialer Knoten
A1 = Az < 0, geom. Vielfachheit 1
(instabil, falls Ay = A; > 0)

%
)

A A2 € R, Bedq, Ax < 0
(instabil, falls Re Ay, A5 = 0)

v W W

w

WO

A1 = A2 = 0, geom. Vielfachheit 1
(stets instabil)

Abbildung 1: Aus dem Buch von Bullach, Funk, S. 446



3.4 Skalare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Definition (Lineare Differentialgleichung héherer Ordnung) Unter eine li-
nearen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten verstehen
wir eine Gleichung der Form 4™ + a,_1y"™ Y + ... + a1/ + agy = 0.

Proposition (Zusammenhang Lineare Systeme und Lineare Differential-
gleichung héherer Ordnung) (i) Durch die Definition u;, = y™® mit 0 < k <
n — 1 konnen wir diese als Lineares system von Differentialgleichungen erster Ord-
nung schreiben, genauer

uy 0 r .- 0 U
= : : : : (59)

—Gop —ap -+ —Qp-1 Up—1

(ii) Ist p eine Losung der urspriinglichen Gleichung, so definiert (p, i/, ..., p*1) eine
Losung des dazu korrespondierenden linearen Systems. Ist umgekehrt (Ag, ..., A1)
eine Losung des Systems, so ist A\ = Ag eine Losung der urspriinglichen Differential-
gleichung.

(iii) Die Losungsmenge einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit nicht
notwendigerweise konstanten Koeffizienten bildet eine n-dimensionalen Vektorraum
L, dessen Basis als Fundamentalsystem bezeichnet wird.

(iv) Im Falle einer inhomogenen Gleichung hat die Losungsmenge die Form pu, + £,
wobei £ der Losungsraum der zugehorigen homogenen Gleichung ist und p, eine
partikuldre bzw. spezielle Losung der Gleichung bezeichnet.

Definition (Charakteristisches Polynom) Fiir eine lineare Differentialgleichung
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und von der Form 4™ + a,,_y" Y +
..+ a1y +apy = 0 heiBt das Polynom y : C — C, 2z +— 2"+ a, 12" 1+ ...+ a1z +ag
charakteristisches Polynom der Differentialgleichung. Dieses stimmt mit dem cha-
rakteristischen Polynom des korrespondierenden Systems erster Ordnung iiberein.

Satz (Fundamentalsystem) (i) Gegeben sei eine homogene lineare Differential-
gleichung n-ter Ordnung mit charakteristischem Polynom x und sei p eine k-fache
Nullstelle von y. Dann sind exp(pt),texp(pt),...,t* Lexp(tp) linear unabhingige
Losungen der Differentialgleichung.

(ii) Ist eine m-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms y mit reellwertigen
Koeffizienten von der Form p+io, wo p € R, 0 € R*, so ist auch p—io eine m-fache
Nullstelle der Form und die 2m Funktionen

e cos(at), te’" cos(at), ..., t" e cos(ot) (60)
e sin(ot), te’ sin(ot), ..., t" e sin(ot) (61)
sind linear unabhéngige Losungen.

(iii) Indem man mittels (i) und (ii) sémtliche Nullstellen von x abarbeitet, erhélt
man ein Fundamentalsystem der Gleichung.
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Satz (Variation der Konstanten) Gegeben sei die Differentialgleichung
™ 4+ a1y £ a4 ap = b(t) (62)

wobei B : I — R stetig und I C R offenes Intervall mit ¢, € [ ist. Es seien ferner
die Anfangswerte y*)(ty) = y fiir alle 0 < k < n — 1 spezifiziert. Die Losung des
inhomogenen Anfangswertproblems ist also y : I — R, ¢ — y(t), wobei

Yo 0
y(t) = (p(t), oo pa(t)) | W (to) ™" yl +/t W(s)™ 0 - (63)
Yn—1 b(S)

Hierbei ist {p}1<k<n €in Fundamentalsystem der homogenen Gleichung und W ()
bezeichnet die Wronski-Matriz, gegeben durch

Nl(t) Mn(t)
W(t) = : : : (64)
) )

Satz (Ausgewihlte spezielle Losungen) Aus Platzgriinden findet sich das auf
einer Tabelle aus der néchsten Seite.
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0€

Rechte Seite der DGL Parameter Ansatz

(1) et « Ctheot

(2) pi(t)e o thr(t)e

(3) Asin(ft) + B cos(fSt) +01 t*(C'sin(Bt) + D cos(pt))

(4)  (pu(t) sin(Bt) + q(t) cos(Bt)) e atif the (ry(t) sin(Bt) + s;(t) cos(Bt))

e Falls das konkrete v Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, so bezeichnet k die Vielfachheit der Nullstelle. Man spricht
dann von Resonanz. Falls keine Resonanz vorliegt, setze k = 0.

e Im Fall (3) und (4) ist stets die polynomial gewichtete Superposition aus Sinus und Cosinus zu wihlen, selbst wenn die
Inhomogenitat nur eine der beiden Funktionen beinhaltet.

e In der kompletten Tabelle bezeichnen py, q;, 7, s; € R[z] Polynome mit reellen Koeffizienten und vom Grad I.

Man wahlt nun denjenigen Ansatz, der auf den zu behandelnden Fall passt, und bestimmt alle auftretenden Ableitungen. Durch
Einsetzen in die Differentialgleichung findet man nun ein Gleichungssystem mittels dessen die noch verbleibenden freien Parameter
im Ansatz bestimmt werden koénnen.



Rezept (Nicht-konstante Koeffizienten) Im Falle, dass die Koeffizienten der
Differentialgleichung nicht konstant, sondern nicht-konstante Funktionen der dyna-
mischen Variable ¢ sind, ldsst sich die Gleichung gegebenenfalls durch Substitution
7 = 7(t) bzw. © = u(y) in eine neue Form bringen, die mit den Standardmethoden,
die zur Verfiigung stehen, behandelt werden kann.

3.5 Ebene autonome Systeme

Definition (Ebenes autonomes System) Sei D C R? offen und zusammenhéngend.
Wir betrachten die Differentialgleichung @ = f(z,y), ¥ = g(z,y) mit lokal Lipschitz-
stetigen f, g : D — R. Eine derartige Differentialgleichung nennen wir ebenes, auto-
nomes System.

Definition (Erhaltungsgréfle) Gegeben sei ein ebenes autonomes system & =
f(z,y), vy = g(z,y). Eine C*-Funktion £ : D — R, die fiir alle (z,y) € D die
Gleichung 0,E(z,y)f(x,y) + 0,E(z,y)g(x,y) erfiillt, nennt man Erhaltungsgrifie
bzw. Erstes Integral. Insbesondere: Fiir eine Losung p : I — R? des Systems gilt
di(E o p)(t) = 0.

Definition (Hamilton-Funktion) Gegeben sei ein ebenes autonomes System
im Sinne der obigen Definition. Eine Hamilton-Funktion des Systems ist eine C'-
Funktion H : D — R, sodass gilt 0, H (z,y) = —g(x,y) und 0,H(z,y) = f(x,y) fur
alle (z,y) € D.

Proposition (Integrabilititsbedingung fiir hamilton’sche Systeme) Sei ein
ebenes autonomes System im Sinne der Definition zu Beginn des Abschnitts gegeben.
Ferner sei D stérker einfach zusammenhéngendes Gebiet. Es existiert eine Hamilton-
Funktion H fiir das System genau dann, wenn 0, f(x,y) + dyg(x,y) = 0 fiir alle
(x,y) € D gilt.

Rezept (Phasenportrait mittels Erhaltungsgréfie) Gegeben sei ein ebenes
autonomes System der Form (&, 9)" = f(x,y) mit F' : D — R? lokal Lipschitz-stetig
und D C R? Gebiet. Ferner sei £ : D — R Erhaltungsgrofie des Systems. Ziel
ist eine Skizze des Phasenportaits. (1) Bestimme die Ruhelagen des Systems, d.h.,
{(z0,v0) € D : f(xo,y0) = (0,0)}. (2) Da erste Integrale lings der Losungskurven
konstant sind, erfiillen Losungen (x(t), y(t)), die sich auf eine vorgegebene Ruhelage
zubewegen bzw. davon wegbewegen, die Gleichung E(x(t),y(t)) = E(xo,yo). Diese
Gleichung kann vereinfacht werden und die entsprechenden Niveaumengen im Ko-
ordinatensystem skizziert werden. (3) Der Tangentialvektor im Punkte (z,y) eine
Trajektorie ist jeweils durch f(z,y) gegeben. Auf diese Weise kénnen die Richtungs-
pfeile bestimmt werden. (4) Bei hinreichend gutartigen Systemen ndhern sich die
Trajektorien der iibrigen Losungen den soeben bestimmten Trajektorien an.

Rezept (Transformation auf Polarkoordinaten) Gelegentlich kommt es vor,
dass die Aufgabenstellung eine Transformation des Systems auf Polarkoordinaten
verlangt. Ein Punkt (z(t), y(¢)) € R? hat in Polarkoordinaten die Form (x(t), y(t)) =
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y(1))| und 6(¢) = arctan(y(t)/x(t))

(r(t) cos(6(t)), r(t)sin(6(t))), wobei r(t) = H( ,
tir y(t) # 0 gilt.

)
fir z(t) # 0 und 0(t) = arccot(x(t)/y(t)) fiir y(t

(t
y(
3.6 Stabilitatsuntersuchungen

Definition (Stabilitéit & Instabilitdt von Lésungen) Sein € N,V C R xR"
Gebiet, f : V — R” stetig sowie lokal Lipschitz-stetig bzgl. x. Eine Losung pu :
(a,00) = R™ von o’ = f(t,x) heiBlt stabil falls es zu jedem ¢ > 0 und jedem 7 > a
ein 6 > 0 sodass fiir jeden Anfangswert £ € R™ mit || — u(7)|| < ¢ die maximale
Losung zu jedem Anfangswert \(7) = £ fiir alle ¢ > 7 existiert und die Abschéitzung
IA(t) — u(t)]| < e fir alle ¢t > 7 erfiillt. Andernfalls heifit o instabil.

Definition (Attraktivitit & Asymptotische Stabilitit von Losungen) Sei
n € N,V C R x R” Gebiet, f : V — R" stetig sowie lokal Lipschitz-stetig bzgl.
z. Eine Losung p : (a,00) — R"™ von o’ = f(¢,x) heiit attraktiv wenn es zu jedem
T > a ein n > 0 gibt, sodass fiir jeden Anfangswert £ € R™ mit || — u(7)]] < n
die maximale Losung A(t) zum Anfangswert A\(7) = ¢ fiir alle ¢ > 7 existiert und
limy o0 [[A(2) — p(t)]| = O erfiillt. Ist p stabil und attraktiv, so heifit u asymptotisch
stabil.

Proposition (Stabilititsverhalten skalarer Differentialgleichungen) Sei D C
R? ein Gebiet und f : D — R stetig und bzgl. x lokal Lipschitz-stetig. Ist eine Losung
von ' = f(t, x) attraktiv, so ist sie bereits stabil, d.h., asymptotisch stabil.

Proposition (Einheitliches Stabilitdtsverhalten aller Losungen) Sein € N
und A : (a,00) = M(n x n,R) sowie g : (a,00) — R" stetig. Wir betrachten
das inhomogene Differentialgleichungssystem =’ = A(t)z + g(¢). Eine Losung des
inhomogenen Systems ist genau dann stabil bzw. attraktiv wenn die Nulllosung des
homogenen Differentialgleichungssystems 2’ = A(t)x stabil bzw. attraktiv ist. Ferner
ist bereits jede attraktive Losung des inhomogenen Systems stabil, d.h., asympto-
tisch stabil.

Satz (Ubergangsmatrizen-Kriterium) Sein € N, A : (a,00) — M(n x n;R)
stetig und A(¢, 7) die Ubergangsmatrix von 2’ = A(t)z. Alle Losungen dieser Diffe-
rentialgleichung sind genau dann (1) stabil, falls es fiir alle Ty > a ein 8 > 0 gibt
mit ||A(t, Ty)|| < B fiir alle t > T bzw. (2) stabil, falls lim;_,o, A(t, Tp) = 0 fiir jedes
Ty > a gilt. Ferner geniigt es die Bedingung fiir eine einzelne Anfangszeit Ty > a zu
iiberpriifen.

Satz (Eigenwertbedingung fiir Stabilitit) Sein € Nund A € M(nxn,R) mit
Eigenwerten Ay, ..., A, € C. Alle Losungen von 2’ = Az sind genau dann (1) stabil,
wenn R[], ..., R[A;,] < 0 und fir jedes j € {1,...,m} mit R[\;] = 0 die algebraische
und geometrische Vielfachheit von \A; iibereinstimmen. bzw. (2) asymptotisch stabil,

falls R[\], ..., R[An] < 0.
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Definition (Stationirer Punkt) Sei 2’ = g(x) ein autonomes System im R™.
Die Nullstellenmenge von g wird auch als die Menge der stationidren Punkte des
Systems bezeichnet. Ein Element dieser heifit stationdrer Punkt oder Ruhelage.

Satz (Linearisierte asymptotische Stabilitit) Sei D C R™ ein Gebiet, ¢ :
D — R™ eine stetige differenzierbare Funktion und £ € D stationdrer Punkt.
Es bezeichnen Ay, ..., \,, € C die Eigenwerte der Jacobi-Matrix (Dg)(§). (1) Gilt
R[A1], ..., R[An] <0, so ist € eine asymptotisch stabile Ruhelage der autonomen Dif-
ferentialgleichung 2’ = g(x). (2) Gibt es ein j € {1,...,m}, sodass R[\;] > 0, dann
ist £ eine instabile Ruhelage des autonomen Systems z’ = g(z). (3) Im Falle, dass ein
j € {1,...,m} existiert mit R[\;] und der Realteil aller anderen Eigenwerte kleiner
oder gleich 0 ist, ist durch Linearisierung keine Stabilititsaussage moglich.

Definition (Lyapunov-Funktion) Sein € N, D C R™ Gebiet und f: D — R"
lokal Lipschitz-stetig, sowie (O, &) das Standard-Skalarprodukt auf R"™. Eine stetig
differenzierbare Funktion V : D — R heifit Lyapunov-Funktion der Differentialglei-
chung o’ = f(z), falls gilt (VV(x), f(z)) <0 fiir alle z € D.

Satz (Lyapunov-Kriterium) Sein € N, D C R" offen und zusammenhéngend.
f D — R" sei lokal Lipschitz-stetig und V' : D — R sei eine Lyapunov-Funktion
zu &' = f(x). Sei weiter £ € D stationérer Punkt, d.h., f(§) = 0.

(1) Gilt V() =0 und V(x) > 0 fiir alle z € D \ {}, so ist £ eine stabile Ruhelage
von z' = f(x).

(2) Gilt V(&) = 0 und V(z) > 0 fiir alle x € D \ {{} und sogar die Ungleichung
(VV(z), f(x)) <0 fiir alle x € D\ {¢} fir die Lyapunov-Funktion V', so ist £ eine
asymptotisch stabile Ruhelage von 2’ = f(z).

(3) Gilt V(&) = 0 sowie (VV (), f(x)) < 0 fur alle x € D\ {¢} und gibt es ferner in
jeder Umgebung U von € ein v € U mit V(u) < 0, so ist £ eine instabile Ruhelage
von ' = f(x).

Rezept (Stabilititsuntersuchung) Man unterscheidet die folgenden Methoden
der Stabilitdtsuntersuchung.

e Fir Differentialgleichungen der Form 2’ = A(t)x + g(t) charakterisiert man die
Stabilitat der Losungen am effektivsten {iber das Kriterium zu den Ubergangsmatrizen.

e Fiir eine Differentialgleichung der Form 2/ = Az + ¢(t) mit konstanter Ma-
trix A charakterisiert man die Stabilitdt von Losungen am effektivsten und
vollsténdig iiber das Eigenwertkriterium fiir Stabilitét.

e Fiir ein autonomes System 2’ = f(x) fithrt oftmals linearisierte Stabilitatstheorie
zum Ziel, die Stabilitdt eines stationdren Punkts £ zu untersuchen. Dazu
muss man dann die Eigenwerte der Jacobi-Matrix (D f)(£) berechnen. Falls
{0}®RNo(A) # 0, ist aber keine Aussage moglich. das bedeutet, es gibt einen
Eigenwerte mit verschwindendem Realteil fiir die Jacobi-Matrix (D f)(€).

33



e Kann man eine Lyapunov-Funktion V' zum autonomen System z' = f(z)
bestimmen, so liefert das Kriterium von Lyapunov eine Stabilitdtsaussage fiir
jeden der drei Félle (stabil, asymptotisch stabil bzw. instabil).

4 Kurs im Wintersemester 18/19

4.1 Aufgaben Ubungen

Aufgabe 1 Sei U C R xR” offen, f: U — R” stetig und in der zweiten Variablen
lokal Lipschitz-stetig. Ferner sei (7,£) € Uund bezeichne V' diejenige maximale
und zusammenhéngende offene Teilmenge von U, so dass (7,§) € V. Nach dem
globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz gilt nun, dass dan Anfagswertproblem
' = flv(x,y), x(1) = £ eine eindeutige maximale Losung Ar¢) : J — R” besitzt,
wobei J C R offen und so dass (¢, \r¢(t)) € V fiir alle t € J, A (1) =&, N ((t) =
flv(t, Are(t)) fiir alle ¢t € J und J maximal im folgenden Sinne ist: Ist p: [ — R”
weitere Losung des Anfangswertproblems, dann gilt 7 C J und A ¢|; = p. Seinun f :
R? - R, (x,y) — z%y* und wir betrachten das Anfangswertproblem y/(z) = f(z,v),
y(xo) = yo. Gesucht ist die maximale Losung des Anfangswertproblems. Zunéchst
ist f : R? — R stetig im ersten Argument und stetig partiell differenzierbar im
zweiten Argument, also lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument. Fiir beliebiges
(70, 70) € R? existiert also eine Losung des Anfangswertproblems.

e Fall 1: yo = 0 Dann ist die Funktion ¥y : R — R,z +— 0 eine Losung der
Differentialgleichung, die die Anfangsbedingung y(z() = 0 fiir einen beliebigen
Startpunkt zy € R befriedigt und auf ganz R definiert ist. Nach der Charakter-
sierung maximaler Losungen ist damit A, o : R — R die (eindeutige)maximale
Losung des betrachteten Anfangswertproblems.

e Full 2: yy # 0 Da eine Losung der Differentialgleichung differenzierbar, al-
so insbesondere stetig sein muss, garantiert die Eindeutigkeit der maximalen
Losung aus Fall 1, dass die maximale Losung A;¢ : J;¢ — R zum Anfangs-
wertproblem y/(x) = f(x,y(x)), y(1) = £ entweder positiv oder negativ auf
dem ganzen Existenzintervall ist. Andernfalls lieferte der Zwischenwertsatz ein
t € Jrg, so dass 0 = A\, ¢(t). Betrachtet man nun die Differentialgleichung zur
neuen Anfangsbedingung y(t) = 0, so gibt es zwei maximale Losungen, einmal
die aus Fall 1, und einmal die soeben betrachtete. Das ist ein Widerspruch
zur Eindeutigkeit der maximalen Losung nach dem Existenz- und Eindeutig-
keitssatz, so dass tatséchlich A, ¢(¢) > 0 fiir alle ¢ € J. ¢ genau dann gilt wenn
€>0und A\ ¢(t) <O fur alle t € J.¢ genau dann gilt wenn £ < 0. Trennung
der Variablen der Differentialgleichung liefert, dass die Losung p des Anfangs-
wertproblems durch Auflésen der Gleichung

z wz) g
s?ds = & (65)
T 13 y2

gegeben ist. Es gilt dann 1/pu(x) = 1/€ — 1/3(2® — 73), so dass

§
M) = g )

(66)
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Dies definiert eine differenzierbare Funktion p : (—o0, {/3/§ +73) = R,z —
W falls & > 0undu : (\3/3/§+73,OO) — R,z +— W falls £ <
0. Man sieht, dass in beiden Féllen 7 Element des jeweiligen Existenzintervalls
ist und Nachrechnen liefert:

/ _ §2 —ZE2 — T 2$2 — T T

so dass wir tatséchlich eine Losung des Differentialgleichung gefunden haben.

Wegen limsup Yo |p(z)| = oo im Falle &€ > 0 und lim sup 3T lpu(x)| =
oo im Falle ¢ < 0, hat die jeweilige maximale Losung kein iiber die endliche
Intervallgrenze hinaus vergroflerbares Existenzintervall. Die jeweils andere In-
tervallgrenze ist —oo im Falle & > 0 und 400 im Falle £ < 0 und nach der
Charakterisierung maximaler Losungen von Anfangswertproblemen durch ihr
Randverhalten hat das jeweilige ;1 also das Randverhalten einer maximalen

Losung, ist also eine solche. Damit finden wir:

5 §
Areso (00, /3/E+T13) > R,z — T30 = ) (68)
s £
Are<o: (V/3/E+T13,00) > R,z — T &/3(a7 = 19 (69)

als jeweilige maximale Losungen des Anfangswertproblems y'(x) = f(x, y(z)),

y(r) =¢&.

Aufgabe 2 Gesucht sind alle maximalen und beschréankten Losungen der Differen-
tialgleichung ¢’ = 3(xy)?—1222. Definiere zuniichst f : RxR — R, (x,y) — 3(zy)*—
1222%. Diese Funktion ist stetig im ersten Argument und stetig partiell differenzierbar
nach dem zweiten Argument, geniigt also einer lokalen Lipschitz-Bedingung in der
zweiten Variablen y. Ferner ist R x R offen und zusammenhéngend, also ein Gebiet.
Fiir beliebiges (zo,70) € R x R liefert nun der globale Existenz- und Eindeutig-
keitssatz also die Existenz einer eindeutigen maximalen Losung A(zoy0) © Lzo,yo — R
zum Angangswertproblem 3y’ = f(z,v), y(zo) = yo. Wir beobachten zuerst, dass

y' = f(z,y) = 32°(y* — 4).

o [uall 1 — Konstante Lisungen: Fiir zg € R beliebig und yo = 2, ist Ay yo=2 :
R — R,z +— 2 wegen im Sinne der Charaktersierung maximaler Losungen
richten Randverhaltens die eindeutige maximale Losung der Differentialglei-
chung mit Anfangsbedingung y(xo) = 2. Analog sieht man, dass fiir beliebiges
xo € Raber yp = —2, Ay yo=—2 : R = R,z — —2 das fiir die Maximalitdt einer
Losung geforderte Randverhalten aufweist und das Anfangswertproblem be-
stehdend aus der Differentialgleichung 3’ = f(z,y) und der Anfangsbedingung
y(xo) = —2 10st.

e Fall 2 -yp € (—2,2): Seinun yy € (—2,2) und zy € R beliebig. Wir betrachten
das Anfangswertproblem ' = 32%(y?—4), y(x¢) = yo. Da (z0, yo) & graph(z —
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2)Ugraph(x — —2), bleibt die maximale Losung wegen Eindeutigkeit stets im
Intervall (—2,2) fiir alle x € J,, 4, d.h., in ihrem maximalen Existenzintervall.
Also ist 0 < |y?(z) — 4| < 4 fiir alle z € J,,,, und Separation der Variablen
kann angewendet werden: Die Losung p des Anfangswertproblems ist danach
durch Auflésen der Gleichung

© NP | 1 =) g 1 @ g
3/ d552:/ 2y :—/ _y__/ - (70)
xo Yo Y= 4 4 Yo Y- 2 4 Yo y+ 2

nach p(z) zu erhalten. Das liefert zunéchst als Zwischenergebnis:

—2 Yo + 2
4(x® —23) =1n Hz) ' 71
S e = =
Auflésen nach u(x) liefert
—2 —2
|“($) | _ |y0 |exp(4(x3 _Jfg)) (72)

() +2 Jyo +2]

Wegen yo, mu(x) € (—2,2) ist der Nenner der die Betrdge beinhalteten Quori-
enten jeweils positiv, der Zidhler jeweils negativ. Restauration der entsprechen-
den Vorzeichen und anschlieSfendes Kiirzen eines Minus-Zeichen auf beiden
Seiten fiithrt zu

plr) —2  yo—2

e =2 epa(a® ~ o), (7
so dass
p(z) <1 — ZE ; Z exp(4(z® — xf‘)))) =2 (1 + zz _T_ ; exp(4(z® — x%))) . (74)

Indem nun gefordert wird, dass der zweite Faktor auf der linken Seite von 0
verschieden sei (dazu spéter), konnen wir nach p(z) auflésen:

14 %=2 exp(4(z® — x3))

M A e et ) (%)
Es ist notig, dass
Yo —2 Yo — 2
L# P — o) & exp(—d(a® —z) # = (T6)

Wegen —2 < yo < 2 ist der Quotient rechts stets negativ und die Positivitéit
der Exponentailfunktion stellt sicher, dass die obenstehende Bedingung fiir alle
z € Rerfiillt ist. Also definiert fiz, 4, : R = R, 2 — py, 4, (x) einen Kandidaten
fiir eine maximale Losung des Anganfswertproblems geméafl des betrachteten
Falles. Zu priifen bleibt, ob die Separation der Variablen eine Losung geliefert
hat. In der Tat sieht man leicht, dass die Anfangsbedingung pi,, 4, (z0) = %o
und die Differentialgleichung pl, . (z) = f(, fiz,4, (7)) erfiillt werden. Damit
haben wir eine maximale Losung gefunden, die ebenfalls beschrénkt ist.
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o Fall 3 —yp € (—00,—2) U (2,00): Es verbleibt der Fall |yo| > 2 zu untersu-
chen. Analog zum Falls |yg| < 2 gilt offenbar fiir die maximale Losung A, 4,
der Differentialgleichung zur Anfangsbedingung y(xy) = yo mit |yo| > 2, dass
fur alle x € Jg,,, dem maximalen Existenzintervall, |\, ,,| > 2, da sonst
Widerspruch zur Eindeutigkeit bzw. Stetigkeit der Losung. Sei nun yy mit den
beschriebenen Eigenschaften beliebig aber fest und bezeichne A, ,, die zum
Anfangswertproblem gehorige Losung. Analog zu oben finden wir als Kandi-
daten:

1+ 92 exp(4(a® — z3))

=2 t7 = Jlag g0 (), 7

aber die Bedingung an der Nenner liefert uns diesmal wegen (yo—2)/(yo+2) >

0, dass bei
1 y0—2
= T, = ¢lad— =1 78
v = 1.(y0) \/ o (255) (78)

der Nenner des Ausdrucks in der vorletzten Gleichng singulér wird, der Zahler
aber endlich bleibt. Damit finden wir jeweils 2 Zweige maximaler Losungen,
die aber bei x.(yo) jeweils unbeschriankt sind. Daher sind sie fiir die Aufgabe
nicht weiter relevant und die beiden in den ersten beiden Féllen gefundenen
maximalen Losungen decken alle maximalen Losungen, die beschréinkt sind,

ab.

O

Aufgabe 3 Gegeben sei die Differentialgleichung iy = exp(y)sin(y). Zu zeigen
ist, dass jede auf ihren maximalen Definitionsbereich fortgesetzte Losung bereits auf
ganz R definiert ist. Zunéchst stellen wir fest, dass die Differentialgleichung autonom
ist und definieren f : R xR — R, (z,y) — exp(y) siny. Diese Funktion ist konstant,
also insbesondere stetig, in z fiir alle z € R und stetig partiell differenzierbar in
y fiir alle y € R, geniigt also in y einer lokalen Lipschitzbedingung. Wir suchen
zuerst die konstanten Losungen. Dies geschieht durch Losen der Gleichung f(z,y) =
0, was wegen exp(y) > 0 fir alle y € R &quivalent zu siny = 0 ist. Die Sinus-
Funktion hat Nullstellen y, = nw, wobei n € Z. Insofern finden wir fiir alle n € 7Z,
dass die eindeutige und maximale Losung des Anfangswertproblems ¢y = f(x,y) =
exp(y)siny mit y(zg) = y, fiir beliebiges aber festes 2o € R durch A,, : R —
R,z — vy, gegeben ist. Sei nun yy € R\ (7Z) beliebig aber fest. Dann gibt es ein
eindeutiges n € Z, so dass nm < yo < (n+ 1)m. Da (zo,y0) € I'(\y,) und (o, o) &
I'(Ay,., ), ist aus Stetigkeitsgriinden nm < Ay 4, < (n+ 1) fiir die maximale Losung
Aeowo © Jzowe — Ry = Ay yo(x) des Anfangswertproblems 3y’ = exp(y)sin(y),
y(xg) = yo fiir xo € R. Es handelt sich also um eine beschrankte maximale Losung.
Mit der Charakterisierung maximaler Losungen durch ihr Randverhalten folgt nun,
dass Jg, 4, = R, mit anderen Worten, dass die maximale Losung des betrachteten
Anfangswertproblems auf ganz R existiert. OJ
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Aufgabe 4 Gesucht sind alle Losungen u : [0,00) — R der Differentialgleichung
W (z) = /1 —u(x)? zu (Fall 1) u(0) = +1 bzw. (Fall 2) u(0) = —1. Zunéchst
stellen wir fest, dass die Funktion f : [0,00) x [-1,1] = R, (z,u) — /1 —u(z)?
stetig, nicht aber lokal Lipschitzstetig ist: Denn bereits die Funktion Vv [0,1] —
R, x — +/z ist nicht lokal Lipschitz-stetig bei x = 0: Nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung gilt namlich |/z — v/0| = 1/(2v/€)|(z — 0)] fiir ein & € (0, z).
Wire die Funktion lokal Lipschitzstetig, so géibe es ein U = [0,x), so dass fiir
alle © € U |\/x — 0| < L|z| erfiillt wire mit einem L € [0, 00). Indem wir nun
in den obenstehenden Rechnung 0 < ¢ < L?/4, sehen wir, dass es keine endliche
Lipschitzskonstante geben kann, so dass \/|U Lipschitz-stetig in 0 ist. Der globale
Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist also nicht anwendbar.

e Fall 1 In diesem Fall finden wir A; : [0,00) — R,z +— 1 eine konstante
Losung der autonomen Differentialgleichung, die maximales Existenzintervall
laut Aufgabenstellung hat und die Anfangesbdingung A;(0) = 1 befriedigt.
Wegen v = /1 — u? > 0 ist dies auch die einzige Losung.

e Fall 2 In diesem Fall finden wir durch A_; : [0,00) — R,z +— —1 eine weitere
konstane Losung der autonomen Differentialgleichung, die maximales Existen-
zintervall laut Aufgabenstellung hat und die Anfangsbedingung A_1(0) = —1
befriedigt. Sei nun (7,&) € (0,00) x (—1,1). Indem wir den Definitionsbereich
der Differentialgleichung einschrénken auf Gebiet G = (0,00) x (—1,1) wird
der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz anwendbar. Dieser liefert uns
die Existenz eines eindeutigen, maximalen Losung des Anfangswertproblems
v =+v1—u? u(r) = £ Da dann |u(z)| < 1 im Existenzintervall gilt, finden
wir unter Beachrung von d, arcsin(u(x)) = u/(z)/+/1 — u(zx)?, dass

arcsin(u(z)) — arcsin(§) = ¢ — 7 = u(x) = sin((x — 7) + arcsin)  (79)

fir x € (—7/24 7 —arcsin &, 7/2+ 7+ arcsin £). Wir erhalten nun fiir die Aus-
gangsdifferenialgleichung weitere Losungen durch “Anstiickeln” von Losungen
fiir die Wahl 7 = ¢ € [0,00) und £ = —1 durch C'-Fortsetzung der soeben
erhaltenen Losungen auf die Were —1 bzw. +1:

—1 0<zxr<c¢
A [0,00) = [-1,1],z— < sin((z—¢)—7/2) c<x<c+m (80)
+1 c+m<z<oo

fiir alle ¢ > 0. Wir haben alle Losungen des reduzierten Problems, die sich
fir € [0,00) hin zu u(zg) = —1 fortsetzen lassen, verwendet, so dass es
keine weiteren Losungen des zu untersuchenden Anfangswertproblem geméf
der Voraussetzungen aus Fall (b) gibt.

O

Aufgabe 5 Gegeben ist das Anfangswertproblem 3y’ = [sin(t + )]~ — 1, y(0) =
7/4. Zu bestimmen ist die maximale Losung des Anfangswertproblems. Wir fithren
zuerst die Substitution z(t) = t + y(t) durch. Ableiten liefert 2/(t) = 1+ ¢/'(t) =
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[sin(t+y(¢))] ' =1 = [sin(y(t)+1t)]~* = [sin(z(t))]'. Dasinz = 0 fiir z € 7Z, miissen
wir den Definitionsbereich D der rechten Seite so wihlen, dass z(0) = 7/4 € D.D
Gebiet, d.h., offen und zusammenhiingend, ist und f : D — R,z ~ (sin z)~! lokal
Lipschitz-stetig auf D in z ist. Dies erreichen wir, indem wir D = (0, 7) wéhlen.
Denn auf (0, ) ist f sogar C'-differenzierbar in y, insbeondere also lokal Lipschitz-
stetig in z. Fiir das Ausgangsproblem mit der gesuchten Funktion y nehmen wir also
R2D>G={(t,y) e R?:0 < t+y < m} als Kandidat fiir den Definitionsbereich der
rechten Seite. G ist offen und, da konvex, auch zusammenhéngend. Da z =t +y
eine y glatte Abbildung zu festem ¢ erklért, iibertriagt sich die Regularitéit von f(z)
in z auf f(f + y) in y nach der Kettenregel. Addition der Konstanten —1 lésst
das Regularititsverhalten von g : G — R, (t,y) — [sin(t + y)]™' — 1 unberiihrt,
d.h., g ist in y C'-regulir auf dem gesamten Definitionsbereich und somit lokal
Lipschitz-stetig. Der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz garantiert somit die
Existenz einer eindeutigen maximalen Losung A : Iy /4 — R des eingangs genannten
Anfangswertproblems so dass I'[\] C G. Wir wenden Separation der Variablen an,
um eine Losung 2z der auf z transformierten Gleichung zu bestimmen. Diese existiert
in eindeutiger Weise ebenfalls wegen des globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
und wir bezeichnen die maximale Losung mit x4 : [ — (0,7),¢ — u(t). Separation
der Variablen erlaubt uns, diese als Losung der Gleichung

p(t)

cos(m/4) — cos(pu(t)) = / dz sin(z) = /o ds =t (81)

/4

zu finden. Damit
p(t) = arccos(\@_1 — 1), (82)

wobei nun \/5_1 —t € (0,m) zu fordern ist, damit der Cosinus invertiert werden
kann. Aquivalent zu vorherigen Inklusion: ¢ € (\/5_1 -, \/5_1) = [. Wir stellen
fest, dass 0 € I und u(0) = w/4. Ferner gilt 1/ (t) = —1/\/1 — (\/5_1 —t)?-(—-1) =

1/(y/1 — (cos u(t))?) = [sin(u(t))]™!, da sinou : I — R positive Funktion ist. Wir
stellen ferner fest, dass lim supt%(ﬁl),(u(t)) = 0 und limsup, 51, p(t) =,

so dass die Losung am Rand von I gegen den Rand von D, 9D = {0,7} strebt.
Nach der Charakterisierung maximaler Losungen haben wir somit eine maximale

Losung des Anfangswertproblems in z gefunden, p : (\/571 -, \/571) — (0,7),t —

aurccos(\/ﬁi1 —t). Die maximale Losung A ergibt sich nun durch Riicktransformation

und fiir ihr Existenzintervall Jo r/4 gilt Jor0 = I = (\/571 -, \/571). Insgesamt
also:

(V2 —r V2 s a (83)

t— a1rc:cos(\/§_1 —t)—t. (84)

Wegen Stetigkeit der zugrundeliegenden Transformation von y auf z resultiert das
fiir eine maximale Losung erforderliche Randverhalten. U
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Aufgabe 6

e (a): Falsch Gegenbeispiel. Das Anfangswertproblem 2’/ = 1+2?%, x(0) = 0 wird
von der Funktion z : (=7 /2, 7/2) — R, + tant gelost, die imsup,_, (. o)~ |2(t)| =
oo und lim sup,_,_, o)+ |2(t)| = oo als Randverhalten aufweist, d.h., nach der
Charakterisierung maximaler Losungen durch ihr Randverhalten, tatsédchlich
die (eindeutige) maximale Losung des Anfangswertproblems ist. Dabei ist
f:RxR — R,(t,z) — 1+ 2? stetig in ¢ (als konstante Funktion in ¢)
und C' in z, also lokal Lipschitz-stetig, so dass der globale Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz greift. Mithin haben wir fiir den Fall n = 1 ein Gegenbeispile
gefunden.

e (b): Richtig Bei der Charakterisierung durch Randverhalten kénnen wir den
Fall, dass die maximale Losung auf ganz R definiert ist wegen (—1,1) # R
ausschliefen. Da OR? = (), kann der Graph der Losung, I'[z], auch keinen
nicht-leeren Schnitt mit dem Rand von R? haben. Also bleibt nur iibrig, dass
lim supy - [2(t)| = oco.

e (c): Falsch Gegenbeispiel. Die Funktion f: R — R,z +— 1+ +/|z| ist bei 2 = 0
nicht lokal Lipschitz-stetig. Andererseits hat das durch 2’ = f(z), (0) = 0
mittels Trennung der Variablen eine, zunichst implizit gegebene, Losung,

at) g
Y
tI/ —, (85)
o 1++/|yl

die nach z(t) in einer offenen Umgebung der 0, d.h., in einem Intervall (-4, )
(0 > 0) aufgelost werden kann.

e (d): Richtig Die Lipschitzstetigkeit von f : R™ — R”™ liefert zusammen mit der
Gebietseigenschaft von R x R"™ eine eindeutig bestimmte, maximale Losung
A Ipe — R™ des Anfangswertproblems 2/ = f(z), (0) = 0 auf dem
Existenzintervall 7. Da f nun beschrinkt ist, ist z(¢) fiir alle endlichen Zei-
ten t € R endlich, so dass der Fall, gegeben ein ty5 € 9lpo C R, dass
lmsup; o 5i, |z(t)| = oo nicht fiir endliches ty auftreten kann. Da ferner
I(R x R™) = (), kann die Losung auch nicht aus dem Gebiet R x R" fiir eine
endliche Zeit ty € 0I C R entweichen. Somit haben wir alle moglichen Fille,
dass die maximale Losung ein nicht beidseitig unendliches Existenzintervall
besitzt, abgehandelt. Nach der Charakterisierung maximaler Losungen durch
ihr Randverhalten bleibt somit nur noch {ibrig, dass die maxiale Losung A
Existenzintervall I o) = R besitzt.

O

Aufgabe 7 Gegeben sei ¢ > 0 und das Anfangswertproblem z/ = z2/(1 + %),
z(0) = c. Sei ¢, : I — R eine Losung des Anfangswertproblems definiert auf ei-
nem offenen Intervall I C R, so dass 0 € I. Zu zeigen ist, dass ¢. keine Nullstelle
hat. Definiere zunichst die Funktion f : R x R — R, (t,z) — 22/(1 + t?). Diese
ist in ¢t fiir alle ¢ € R stetig und in z fiir alle x € R stetig differenzierbar, also
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lokal Lipschitz-stetig. Da R x R ferner Gebiet, liefert der globale Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz die Existenz einer eindeutigen maximalen Losung A. : J. — R mit
dem offenen (maximalen) Existenzintervall J.. Da wegen Maximalitéit jede weitere
Losung, insbesondere also das ¢., durch Einschriankung der maximalen Lésung A.
von J. auf I zustande kommt, reicht es aus, zu zeigen, dass die maximale Losung
Ae auf ihrem Existenzintervall J. keine Nullstelle besitzt. Wir betrachten zunéchst
das Hilfs-Anfangswertproblem =’ = 22/(1 + ?), 2(0) = 0. Das obige Argument
iiber den globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz liefert die Existenz einer ein-
deutigen maximalen Losung A\ : Jo — R. Wegen f(¢,0) = 0 fiir alle ¢ € R ist die
konstante Funktion \g : R — R, + 0 eine Losung des Anfangswertproblem mit
dem fiir eine maximale Losung erforderlichen Randverhalten laut Charakterisierung
maximaler Losungen durch ihr Randverhalten: Thr Existenzintervall ist ganz R. Da
ferner (0,c¢) & T'(A\g) fiir alle ¢ # 0, insbesondere ale ¢ > 0, schneiden sich die Gra-
phen der maximalen Losungen Ag, A. fiir kein ¢ > 0. Damit gilt fiir beliebiges ¢ > 0
und ¢t € J. stets A\.(t) # 0 und aus Stetigkeitsgriinden sogar A.(t) > 0. Insbesonde-
re hat zu vorgegebenem ¢ > 0 die maximale Losung A. des Anfangswertproblems
' = f(t,z), (0) = ¢ keine Nullselle. Infolge der Bemerkung zur Beziehung zwischen
Nullstellen von Losungen und der maximalen Losung des Anfangswertproblems, hat
keine Losung ¢. : I — R des Anfangswertproblems eine Nullstelle fiir ¢ > 0. Wir
suchen nun eine Losung des Anfangswertproblems. Dazu stellen wir fest, dass die
Differentialgleichung separabel ist: Separation der Variablen liefert, dass eine Losung
¢. des Anfangswertproblems durch Losen der Integralgleichung

oet) g td
[
. x o 1+ 72

zu finden ist. Wir finden ¢! — (¢.(t)) ™! = arctan(¢) und durch Umformen ¢.(t) =
¢/(1 — carctan(t)). Das Auflésen nach ¢. funktioniert allerdings nur solange ¢ € R
fiir ¢ < 277! und fiir ¢t € (—oo, tan(c™!)) fiir ¢ > 27!, Ansonsten wird der Nenner
in ¢.(t) Null. Insofern finden wir die Kandidaten:

0<c<2r': ¢.:R—= Rt (87)

1 — carctant’

c>2nt: ¢ (oo, tan(ct)), t (88)

1 — carctant
Bezeichnen wir die Existenzintervalle mit /.. In jedem Fall gilt 0 € I, fiir ¢ > 0.
Ferner gilt ¢.(0) = ¢ und wir finden ¢.(t) = —c/(1 — carctan(t))*(—c)/(1 + t?) =
(0e())?/(1 + %) = f(t,¢.(t)) fiir beliebiges ¢t € I.. Also haben wir eine Losung
des Anfangswertproblems gefunden, und die Intervalle I, haben fiir jedes ¢ > 0
die geforderten Eigenschaften. Zum Schluss behaupten wir, dass wir so bereits die
maximalen Losungen gefunden haben

o Fall 1 (0 < ¢ <277 !): In diesem Fall ist die Maximalitit derLosung bereits
nach der Charakterisierung iiber das Randverhalten klar: Beide Seiten des
Existenzintervalls sind unendlich, so dass der soeben genannte Satz die Ma-
ximalitdt der gefundenden Losungen sicherstellt. Somit ist ¢. wie angegeben
bereits die maximale Losung.
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e Full 1 (¢ > 27~!): In diesem Fall ist zwischen unterer und oberer Grenze des
Existenintervalls zu unterscheiden. Die untere Existenzintervallgrenze ist —oo,
so dass die gefundene Losung keine Einscrhdnkung einer fiir weitere ¢ < 0 er-
klarten Losung sein kann. Bei der oberen Existenzintervallgrenze stellen wir
fest, dass lim sup;_,un -1y~ [¢c(t)| = oo gilt. Nach der Charakterisierung ma-
ximalerLosungen durch ihr Randverhalten besitzt also die angegebene Lésung
¢. auch an der oberen Existenzintervallgrenze das fiir eine maximale Losung
erforderliche Randverhalten. Somit ist ¢. wie angegeben also bereits die ma-
ximale Losung.

Fiir die Entweichzeiten gilt 7 = —oo fiir alle ¢ > 0 und ¢} = oo fiir 0 < ¢ < 277!
sowie t7 = tan(c™!) fiir ¢ > 277!, Wir halten fest: Fiir 0 < ¢ < 277! gilt 0 <
lim, ,+_ ¢c(t) = ¢/(1 —em/2) < oo und fiir ¢ = 27" gilt lim,_,+__ ¢c(t) = o0
und fiir ¢ > 2771 gilt limg_s1, o0 @c(t) = 00. Analog finden wir fiir alle ¢ > 0, dass
gilt 0 <lim,_,,-__ ¢c(t) = ¢/(1+ em/2) > 0. O

Aufgabe 8 Sei F': R? — R, (t,7) — exp(t?z?)+t2. Wir finden zuniichst 0, F (t, x) =
2t (2% exp(t?z?) + 1) und 9, F (t, z) = 2zt exp(t*2?). Gesucht sind nun alle Lésungen
zu wt?z’ + t(z? + exp(—2*t?)) = 0 so dass z(1) = zy € R. Wir stellen zunichst
fest, dass fiir alle (t,x) € R? die Funktion p : R* — R, (t,z) — 2exp(t?z?) po-
sitiv ist. Multiplikation der Differentialgleichung mit dieser Funktion liefert nun
2zt? exp(t?z?)z’ + 2t(z% exp(t*2?) 4+ 1) = 0 oder aber, durch die Funktion F ausge-
driickt, 0, F(t,z)x’ + O, F (t,z) = 0. Mithin ist F' eine Stammfunktion der Differen-
tialgleichung, diese also durch den integrierenden Faktor p exakt geworden. Mithin
erfilllt jede Losung x : I, — R des Anfangswertproblems d,F(t,z(t)) = 0, d.h.,
es gibt ein ¢ € R, so dass die implizite Darstellung der Losung gegeben ist durch
F(t,z(t)) = c. Wegen z(0) = z; finden wir F(t = 1,z(1) = zg) = exp(1%-23) + 1% =
1 + exp(z?), so dass die Losung implizit gegeben ist durch exp(x(t)?t?) + t* =
1+ exp(z?). Dies kénnen wir nach x(¢)? auflssen z(t)? = t=2In(1 + exp(z?) — t?), so
lange t € (—+/exp(z2), v/exp(22)) \ {0}. Wegen exp(z2) > 1 fiir alle 2y € R finden
wir, dass das offene Losungsintervall gegeben ist durch I, = (0, y/exp(x3)), da dann
auch 1 € I,,. Wir definieren nun:

Negzo : Loy = Bot s y/In(1 + exp(a) — £2) /1 (89)

Moo Loy = Rt o5 —/In(1 + exp(a3) — 2)/1. (90)

Insbeondere sehen wir, dass zum Startwert o = 0 zwei Losung existieren. Es gilt
fiir jedes wo: limsup, o+ [Ay| = 00 und fiir jedes zo: limy expaz/z)- (Ao ()] = 0
aber limy (22 /2) [ Ay, (£)| = 00, so dass die Ableitung an dieser Stelle nicht definiert
ist. Insofern haben wir auch keine Chance, die Losungen C'-regulér iiber exp(z2/2)
hinaus fortzusetzen. Wegen exp(z2/2) ist |, | = exp(z2/2) < oo fiir alle 2y € R und
die Losungen existieren maximal auf einem endlichem Intervall.

Aufgabe 9 Sei 7,6 € R beliebig. Betrachte das Anfangswertproblem z’(2z3 +
2z + 2xt?) = =213 — 22%. Wir definieren p : R? — R, (¢,2) — 223 + 22 + 2xt?
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und ¢ : R? — R, (¢t,z) — 2t3 + 22%t. Die Funktionen sind auf dem einfach zu-
sammenhingenden Gebiet R? definiert und auf dem ganzen Definitionsbereich C*-
reguldr. Ferner gilt Oyp(t, x) = 4at sowie 0,q(t,x) = 4xt, also Iyp(t,x) = 0.q(t, x).
Die Differentialgleichung von oben ist gerade p(t,z)z’ + ¢(t,z) = 0 und, da die In-
tegrabilititsbedingung erfiillt ist, gibt es eine Stammfunktion F : R? — R, (¢,z) —
F(t,z) so dass 0,F(t,z) = q(t,x) und 9, F(t,x) = p(t,z) fiir alle (¢,z) € R?. Wir
behaupten, dass vermoge F(t,z) = 2*/2 + a® + 2%t*> 4+ t*/2 eine solche Stamm-
funktion definiert ist. In der Tat gilt 0,F(t,z) = 22% + 22t? + 2z = p(t,z) und
O F(t,x) = 2tx® + 2% = ¢(t, z) fiir beliebiges (¢,z) € R?. Mithin ist die zu betrach-
tende Differentialgleichung exakt und fiir eine Losung A.¢ : I, e — R, = A ¢(2)
des Anfangswertproblems p(t, z)x' + q(t,x) = 0, z(7) = £ gilt: F(t, A ¢(t)) =c e R
mit einer konstanten c. Wir setzen nun ¢ = F'(7,&) und losen F(¢, A\ ¢(t)) = F(7,§)
nach . ¢(t) auf. Es gilt:

M)+ 20 () +) +tt =+ 21 + 7)) + (91)

Wir lésen die bi-quadratische Gleichung zunéichst nach A, ¢(¢)? auf. Das liefert uns
die zwei Moglichkeiten

—2(1+ %) + VAL +12)2 — 4(t* — F(7,9))

Aelt)? = 2 62
= —(1+ ) + /1422 + F(7,5), (93)
e (t)? = —2(1+12) — \/4(1 +2t2)2 — 4@t = F(1,9)) (94)
= —(141?) — /1+ 22+ F(1,6). (95)

Wegen F(t,r) =t1/2 + (1 4+ t?)a? + 22/2 > 0 fiir alle (t,z) € R? und —(1 +¢2) <0
fiir alle t € R scheidet die zweite Moglichkeit fiir A, ¢(#)? aus: Wir kénnen keine
reellwertige Losung fiir ¢t # 0 erhalten, da eine negative Zahl radiziert werden muss.
Also finden wir durch Radizieren der ersten Moglichkeit:

Af(t) = \/\/1 + 212+ F(1,6) — (1 +12), (96)
A(t) = —\/\/1+2t2+F(T,§) —(1+12). (97)

Wir stellen zuerst fest, dass fiir ¢t = 7 gilt (1 + 72 > 1)
M) = VT ) T 87 - (147 = VE = el (98)

Ae(r) = =V ) + €02 — (14 72) = —JE = —¢]. (99)

Nun ist noch zu bestimmen, wann durch obigeAusdriicke tatsédchlich eine Losung
erklart ist. Es muss dazu der Ausdruck unter der dufleren Wurzel nicht-negativ
sein. Der in der inneren Wurzel wurde bereits weiter oben als stets nicht-negativ
bemerkt. Wir haben als Bedingung /1 + 2t2 + F(7,€) > (1 + t?), also 1 + 2> >
(1+t%)* — F(1,€), was die Ungleichungsiquivalenz

L+262 > 1428 + ' = F(1,6) & t' < F(1,6) & —/F(1,6) <t < J/F(7,¢)
(100)
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liefert, wobei ' > 0 als Funktion beachtet wurde. Allerdings ist )‘j,ﬁ und )\;5 beit =

++/F(7,€) nicht differenzierbar, d.h., kann an dieser Stelle die Differentialgleichng
nicht erfiillen. Wir finden somit, dass:

e ¢ > 0: Das Anfangswertproblem besitzt die Losung A, : (— VF(1,€), VF(1,8) —
R, t \/\/1 +2t2 + F(7,€) — (1 +12).

e ¢ < 0: Das Anfangswertproblem besitzt die Losung Af, : (—=/F(7,£), v/ F(7,€)) —
R, t —\/\/1 +2t2 + F(7,€) — (1 +12).

e { = 0,7 = 0: In diesem Fall gibt es wegen F(7,§) keine Losung auf einem
nicht-verschwindenden Existenzintervall.

e £ = 0,7 # 0: In diesem Fall gibt es keine Losung, die den Anfangswert mit
beinhaltet: +/F(7,0) =7 & ({/F(,0), +/F(1,0)).

Bezeichne das Existenzintervall mit I . Wir stellen fest, dass bei ty € {£+/F(7,§)}
jeweils limy_ 541, /\j,g(t) = 0 bzw. limy,_ 544, A-c(t) = 0 gilt — die Losungen sind
also endlich am Rand der Existenzintervall, nur die Nicht-Existenz der Ableitung
am Rand schriankte das Existenzintervall ein. Ferner sind )\f_fé auf dem ganzen De-
finitionsbereich differenzierbar, insbesondere also stetig. Da I, U 0l C R kom-
pakt, liefert uns das Maximumsprinzip fiir stetige Funktionen einer Variablen die
Beschranktheit von )\fé fiir £ € R*.

Aufgabe 10 Sei L € R und betrachte die Differentialgleichung (1 — 22)y’ — 2zy +
Ly = 0, y(0) = 0,y'(0) = 1. Wir suchen mittels Potenzreihenansatz eine Losung.
Setze y = > po, arz®, wo agp = 0 bereits wegen der Bedingung y(0) = 0 gesetzt
wurde. Differentiation und Einsetzen liefert nach Koeffizientenvergleich fiir den Ko-
effizienten der Potenz z*:

(/{ + 2)(l€ + 1)ak+2 — Qkak — /{(/{ — 1)ak -+ Lak =0. (101)

fir £ > 0. Zusammen mit b; = 1 wegen y/(0) = 0 erhalten wir a; = 0 fiir alle j € Ny
und die Relation:

e —a (2k+1)(2k+2)— L
s T R 0k 4 3)(2k + 2)

fir alle k£ € No. Im Falle L = (2K + 1)(2K + 2) fiir ein K € Ny, so ist asg3 =0
und wir erhalten ein Polynom vom Grad 2K + 1, das die Differentialgleichung auf
ganz R 16st. Andernfalls finden wir wegen agyy3/as,1 — 1 fiir festes aber beliebiges
L im Limes k — oo, dass die Teilfolge (agg+1)ren, eine Reihe mit Konvergenz-
Radius 1 definiert. Die Koeffizienten asr, £ € Ny verschwinden alle, so dass wir sie
nicht weiter beachten miissen. Insofern erhalten wir in jedem Fall eine auf (—1,1)
absolut konvergente Reihendarstellung der Losung der Differentialgleichung. Da die
Ausgangs-Differentialgleichung gerade eine lineare Differentialgleichung mit nicht-
konstanten Koeffizienten ist, normieren wir

—2x L
T xzy(w) + T Y

(102)

y'(x) +

(x) =0, (103)
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so dass uns der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Differentialgleichungen
die Existenz- und Eindeutigkeit der Losung auf demjenigen Intervall I liefert, auf
dem Koeffizienten —2z/(1 — 2%) und L/(1 — x?) stetig sind und das die 0 enthilt.
Das ist gerade das Intervall I = (—1,1).

Aufgabe 11 Sei a € R. Wir betrachten das Anfangswertproblem gegeben durch
das System von lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit nicht-konstanten
Koeffizientenfunktionen:

/ Y1 /

t
= &y = —— 104

und (y1(0),y2(0)) = (2,1). Die Losung soll fiir den Fall a = 1 erfolgen, indem zuerst
der entkoppelte Fall, @ = 0, betrachtet wird. Bezeichnen wir die gesuchten Losungen
im entstehende Anfangswertproblem also mit z1, 2o so ist:

/ 21 / l

2y = ———29. (105)

-2y
TTo0 4y T T e

Die erste der beiden Differentialgleichungen hat eine linear beachrénkte Seite und
eine eine eindeutige maximale Losung auf derjenigen Zusammenhangskomponente
I des Stetigkeitsbereichs der durch ¢t — 1/(2(1 + t)) erklérten Koeffizientenfunk-
tion, welche den Startzeitpunkt ¢ = 0 enthélt. Also I = (—1,00). Die zweite Dif-
ferentialgleichung hat ebenfalls eine linear beschriankte rechte Seite, wenn wir uns
auf J = (—1,1) beschrianken. Dieses Intervall enthélt insbesondere den Startzeit-
punkt ¢ = 0. Das System von Differentialgleichungen ist also auf D = (—1,1) x R?
zu betrachten und hat dort nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz eine auf
K = (—1,1) definierte, eindeutige maximale Losung. Wir finden als allgemeine
Losung, ¢q, ¢y € R frei wahlbar:

Zl(t) =C vV |1 +t|,22<t) = C21\/ |t2 — 1| =C2 1-— t2|, (106)

durch Separation der Variablen. Fiir ¢t € (—1,1) fallen die Betragsstriche weg und
wir finden 21 (t) = 1/(1(1+1))21(¢) sowie 2o(t) = t/(t* — 1)29(t) fiir t € (—1,1). Also
haben wir tatsichlich eine Losung gefunden. Da 2 (t) = v, (t), finden wir ¢; = 2'/2
Indem wir Variation der Konstanten anwenden, finden wir nun im Falle v = 1:

VI =12 (t) = V2Vt + 1, (107)
also cy(t) = V21 — £, so dass ca(t) = —v2'VT—1 + c. Indem wir nun y2(t) =

(—\/53\/1 — t+c¢)v/1 — 2 ansetzen, finden wir aus y(0) = 1, dass ¢ = 2%/241. Somit
finden wir die maximale Losung des Anfangswertproblems durch y; : (=1,1) —
R,t— y1(t) und yo : (—1,1) = R, t — yo(t), wobei

() = VIVEF T & plt) = (V2 (1 = VI— 1) + VI - £2. (108)
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Aufgabe 12 Gegeben sei nun eine nilpotente Matrix A € M (n x n; R) mit A* =0
und m € N mit m > k. Zu zeigen ist, dass fiir eine Losung y : R — R" der
Differentialgleichung 3’ = Ay die Asymptotik lim; . ||y(t)||/t™ = 0 gilt. Sei | € Ny
der Nilpotenzgrad der Matrix A. Es gilt [ < k. Ferner ist durch ¢ — Ay fiir eine
C'-Funktion y : R — R” eine C'-Funktion ¢y’ : R — R" erklirt. Wir sehen also
induktiv, das die Losung y : R — R" insbesondere glatt ist, denn es ist bereits
y = Ay C' und fiir ¢ € N gilt y@ = (y@ V) so dass, unter Verwendung der
Induktionsvoraussetzung 9" = A9y, infolge der Konstanz der Matrix A gilt
y@ = A%, also wieder eine C'-Funktion resultiert. Insgesamt existieren somit alle
Ableitungen von y und sind stetig. y ist also glatt. Nun gilt auf jeden Fall A* =0
nach Voraussetzung und somit A™ = 0 fiir alle m > k. Fiir die k-te Ableitung von

y gilt folglich y* = A%y = 0.y = 0. Damit gibt es Vektoren vy, ..., v, € R, so dass

k

y(t) => vstl. (109)

f=0
Nun gilt fiir ¢ > 1 nach Dreiecksungleichung:

tmk—

Die Annahme, dass t > 1 ist erlaubt, da uns nur die Asymptotik im Limes ¢t — oo
interessiert. O

Aufgabe 13 Gesucht sind alle reellen Losung der Differentialgleichung y” + 3y’ =
exp(4t). Wir substituieren zundchst z = y' und erhalten 2z’ + 3z = exp(4t). Dies ist
eine linear Differentialgleichung erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten und
Inhomogenitat fiir z. Laut Existenz- und Eindeutigkeitstheorie fiir lineare skalare
Differentialgleichungen existiert somit bei Vorgabe eines Anfangswerts z(7) = ¢ fiir
7,& € R eine eindeutige Losung z : R — R. Da wir keinen Anfangswert vorgegeben
haben, bestimmen wir die allgemeine Losung. Fiir das homoegen Problem stellen
wir fest, dass z¢(t) = Cexp(—3t) fir C € R eine allgemeine Losung zc : R —
R,t +— z¢(t) definiert. Durch Variation der Konstanten finden wir, dass

»(t) = exp(—St)/O exp(37) exp(47)dr = (GXp7(4t) - exp(7—3t))

zZ.

(111)

eine partikulére Losung des Differentialgleichung 2’ +32z = exp(4t) definiert, z, : R —
R, ¢+ 2,(t). Denn es gilt z,,(t) +3z,(t) = (4+3)/Texp(4t) + (=3 +3)/Texp(—3t) =
exp(4t) fir alle ¢ € R. Die allgemeine Losung des Hilfsproblems 2’ + 3z = exp(4t)
lautet also mit beliebigem C' € R, A\¢ : R = R, +— A(%)

Ao(t) = Cexp(—3t) + 7 exp(4t). (112)

Nun bestimmen wir die allgemeine Losung von y” + 3y’ = exp(4t), indem wir die
zweite Differentialgleichung iy’ = 2z durch elementare unbestimmte Integration lésen,
wobei z = Aq. Das liefert

exp(4t)

y(t) = C"exp(—3t) + 53

+ (113)
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wobei C',C" € R. Die allgemeine Losung pcrcr @ R — R, — C'exp(—3t) +
exp(4t)/28 + C” lebt also, wie von einer lineare inhomogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung erwartet, in einem zwei-dimensionalen affiner Raum von Funktio-
nen. U

Aufgabe 14 Gegeben sei die Differentialgleichung © = Az mit z(0) = v

0 1 -1 1
A= -2 3 -1 | &v=| 1 |. (114)
~1 1 1 ~1

Gesucht ist zunéchst die allgemeine Losung der Differentialgleichung. Wir berechnen
hierzu zunéchst die Eigenwerte der Matrix A. Fiir das charakteristische Polynom gilt

-z 1 -1
xa(z) = det(A — zE3) = det -2 33—z -1 (115)
—1 1 1—=2
=(—2)B-2)1-2)+1+2-B—-2)+2+2(1-2)
(116)
=(2*-32+2)(1—2) (117)
= —(z—1)%(z-2). (118)

Hiermit sehen wir, dass das charakteristische Polynom der Matrix A die zwei Null-
stellen Ay = 1 und A_ = 2 hat. Da po(A\y) + pe(A-) =2+ 1 = 3 = dimR? sind
dies auch alle Eigenwerte von A. Wir bestimmen nun die, ggf. verallgemeinerten
Eigenvektoren von A. Es gilt

e Fall 1: A\ = 2: Wir miissen eine Basis von ker(A — A_Ej) finden. Es gilt
v_ € ker(A — A_E3) & Av_ = A_vy, also

-2 1 —1]0
—2 1 —1|0
~1 1 —1]0
2 1 —1]0 (119)
~1 1 —1]0
“1 1 —1]0
1 0 010

Damit finden wir v_ = (0,1,1)7 als mogliche Wahl, denn ker(A — \_FE3) =
lin((0,1,1)T).

e Fall 2: A\ = 1: Wir bendtigen einen Basis fiir den Eigenraum zum zweifachen
Eigenwert A\, = 1. Einsetzen liefert zunéchst mit v, € ker(A — A\, E3) <
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Avy = Ajovy, dass

-1 1 —-11]0
-2 2 —-11]0
-1 1 010
-1 1 —-11]0
-1 1 010
-1 1 010 (120)
-1 1 —-11]0
-1 1 010
0 0 —-11]0
1 0

Der Losungsraum des linearen Gleichungssystems ist also lediglich eindimen-
sional, so dass pg(Ay = 1) < po(Ay = 1). Wir finden also lediglich einen
Eigenvektor v, = (1,1,0)7. Daher ist die Matrix A laut Linearer Algebra
nicht diagonalisierbar. Zumindest konnen wir aber die Jordansche Normal-
form bestimmen. Da py(Ay = 1) = 1, gibt es nur ein Jordan-Késtchen der
Grofle 2 zum Eigenwert A, = 1, so dass die Jordan-Normalform von A, Jg4,
lautet

110
Ja=|010]. (121)
00 1

Die dazugehorige Ahnlichkeitstransformation J4, = TAT~' bestimmen wir
nach dem gewohnten Algorithmus. Es ist

2

-1 1 -1 0 00
(A=ME3)?*=| -2 2 -1 | = -1 10 (122)
-1 1 0 -1 10

Wir stellen also fest, dass dimker((A — Ay E3)?) = 2 und genauer sind w; =
(0,0,1)T und wy = (1,1,0)” zwei linear unabhiingige Losungen des Linearen
Gleichungssystems (A — X\, F3)?w = 0. Nun gilt wy = v, also insbesondere
wy € ker(A — A\ E3). Wir wihlen also w, = (0,0,1)” und berechnen w, , =
(A= X E3)w; = (—1,-1,0)T. Damit finden wir 7' = (w, |w, |v_), also

1 -1 0
T=10 -11|. (123)
0 0 1
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Die inverse Matrix dazu berechnen wir mittels Gauss-Algorithmus

1 -1 0|1 0 O

0 -1 1/0 1 0

0O 0 1(0 0 1

1 -1 0|1 0 O

0O 1 0(0 -1 1 (124)

0O 0 1(0 0 1

1 0 0|1 -1 1

0O 1 0(0 —1 1

0O 0 1(0 0 1

Damit finden wir
1 -1
T'=10 -1 1]. (125)

0 0 1

Insgesamt finden wir also nach der Losungsformel fiir lineare Systeme erster Ordnung
mit nicht-diagonalisierbarer aber konstanter Koeffizienten-Matrix und den bekann-
ten Rechenregeln fiir Matrix-Exponentiale, fiir die spezielle Losung zur Anfangsbe-
dingung z(0) = v

xs(t) = exp(At)v
= Texp(Jat)T v

1 -1 0 et tet 0 1 —1 1 1
= 0 -1 1 0 e 0 0 -1 1 1
0O 0 1 0 0 % 0O 0 1 -1
1 =1 0 et tet 0 —1
= 0 -1 1 0 e 0 -2
0O 0 1 0 0 e -1
1 -1 0 —el — 2tet
= 0 -1 1 —2¢t
0O 0 1 et
(1 —2t)et
— 26t—€2t
o2

Das definiert nun die spezielle Losung z, : R — R3¢ — z,(¢). Die allgemeine Losung
ist gegeben durch Z.c; eyes 1 R = R385 Zaey 0p.05 (1), WObel

(c1 — ot + c3t) exp(t)
Laser,cz,c3 (t) = G3 exp(Qt) + (02 - 03) exp(t) (126>
c3 exp(2t)

und x(0) = (c1, 2, c3)T € R3 gewihlt wurde, um die Parameter ¢y, ¢z, c3 € R geeignet
zu interpretieren. Test fiir (cy, e, c3)” = (1,1, —1)T bestitigt die Rechnung fiir die
spezielle Losung von weiter oben. 0
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Aufgabe 15 Gegegben ist das ebene autonome System

& = 8x + 10y, y = —bx — 6y. (127)

Wir bestimmen zunéchst die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems.
Dazu definieren wir 2 := (x,y)? und die Matrix A € M (2 x 2;R) durch

a=(55%)

-5 —6

Das Differentialgleichungssystem hat also die Form Z = Az. Mithin handelt es
sich um ein System von zwei linearen, homogenen Differentialgleichungen erster
Ordnung mit konstanter Koeffizientenmatrix. Der Losungsraum ist daher ein zwei-
dimensionaler Vektorraum £ iiber R, bestehend aus Losungen der Form z : R — R?
nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Systeme. Um diese expli-
zit anzugeben, berechnen wir Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix. Definie-
re das charakteristische Polynom x4 : C — C,z — det(A — zE,). Explizit gilt
xa(z) = (8—2)(=6—2) —10- (=5) = 22 — 2z + 2. Die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms bzw. der Ordnung sind laut Linearer Algebra gerade die Eigenwerte
bzw. die algebraische Vielfachheit der Eigenwerte von A. Wir finden vermoge Mit-
ternachtsformel, z; = 1/2(2++v/4 —4-2) =1+iund 2, = 1/2(2—v/4 —4-2) = 1—i.
Damit haben wir zwei verschiedene, einfache Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms gefunden, korrespondierend zu Eigenwerten z; = 1 4 4,1,(21) = 1 und
29 =1—1, f1a(22) = 1. Wegen 1 < p,(25) < pa(zp) fiir 1 < k < 2,ist py(2;) = 1, d.h.,
insbesondere stimmt die geometrische mit der algebraischen Vielfachheit {iberein,
weswegen laut Linearer Algebra A diagonalisierbar ist. Wir berechnen nun die Ei-
genvektoren zu einem der beiden, zueinander komplex konjugierten Eigenwerte. Wir
miissen ker(A — 21 Ey) bestimmen. Wir rechnen mittels Gauss

(128)

7T—1 10 0
-5 —7—=1(0
2—1 3—1 |0
-5 —T7—4(0" (129)
2—1 3—1 |0
0 0 0
denn =5 = —(2+44)(2 —id) und =7 —i = —(2+44)(3 — 7). Wir finden also
v = ( _(771”)/5 ) e C2. (130)

Wir sehen, dass p: R — C,t — exp(t) exp(it)(7 + i, —5)T eine Losung der Diffe-
rentialgleichung ist. Aus der Vorlesung zur gewohnlichen Differentialgleichungen ist
bekannt, dass dann Real- und Imaginérteil von p ebenfalls Losungen der Differen-
tialgleichung sind. Wir finden A, : R — R, ¢ — R[u(t)], A : R = R, ¢ — I[u(t)] und
explizit

A (t) = exp(t)(7 cos(t) — sin(t), —5 cos(t))”
\i(t) = exp(t)(cos(t) + Tsin(t), —5sin(t))”.

(131)
(132)
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Damit konnen wir die Wronski-Determinante bei ¢t = 0 evaluaieren, um festzustellen,
ob A, \; zwei linear unabhéngige Losungen sind. Es gilt

WA, Ai(0) = det (( _75 é )) _ 540, (133)

Laut einem Vorlesungsresultat sind also A, A; iiber R linear unabhéngige Losungen
des autonomen Systems. Damit spannen sie aus Dimensionsgriinden den zwei-dimensionalen
Losungsraum £ auf und wir finden

Vel I(e,00) €RV(E) =i A (t) + caXa(t). (134)

Da A zwei nicht-verschwindende Eigenwerte z;, 2, € C hat, ist A invertierbar, (0,0)7
also die einzige Gleichgewichtslosung des Systems. Da [zx] # 0 fiir 1 < k < 2, aber
R[zx] = 1 > 0 handelt es sich um einen instabilen Strudel aus dem Ursprung des
x — y-Koordinatensystems heraus. 0

Aufgabe 16 Gegeben sei die Matrix A € M (3 x 3;R) und b € R? durch

01 2 1
A=[101 ], 6= 0]. (135)
00 1 0

Wir suchen zunéchst ein Fundamentalsystem von Lésungen fiir die homogene Dif-
ferentialgleichung © = Az. Dazu bestimmen wir vermoge des charaketeristischen
Polynoms x4 : C — C, z — det(A — zFEj3) die Eigenwerte von A,

-z 1 2
xa(z) = det 1 -z 1 = —(2-1)(z—1). (136)
0 0 1-=¢
Wir sehen also, dass A den Eigenwerte z; = —1 mit algebraischer Vielfachheit

ta(z1) = 1, und damit auch geometrischer Vielfachheit ji,(21) = 1, hat. Ferner hat
A den Eigenwert zp = 1 der algebraischen Vielfachheit p,(22) = 2. Wir miissen
also untersuchen, ob p,(22) = 1 oder py(z2) = 2 ist, um herauszufinden, ob A
diagonalisierbar ist. Hierzu berechnen wir einen Basisvektor fiir ker(A — 29F3) =
Eig(A, z3) = Eig(A4, 2., 1). Gauss-Algorithus liefert:

-1 1 2]0
1 -1 110
0 0 0]0 (137)
0 0 30
1 -1 10,

so dass wir mit v = (1,1,0)7 € ker(A — 2, E3) einen vom Nullvektor verschiedenen
Vektor in Eig(A, z9,1) = ling(v) gefunden haben. Das Lineare Gleichungssystem
liefert ferner, nach Dimensionsformel, dass der Losungsraum eindimensionaler R-
Untervektorraum von R? ist. Da nun p,(22) = dimker(4 — z0F3) = 1 < 2 = p1,(22)
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ist A nicht diagonalisierbar und die Jordan’sche Normalform ist zu bestimmen. Wir
rechnen

-1 1 2 -1 1 2
(A—zBE3)?>=| 1 -1 1 1 -1 1 (138)
0 0 0 0 0 0

2 -2 -1
=1 -2 2 1 ]. (139)
0 0 0

Wir sehen, dass die ersten beiden Zeilen linear abhéngig sind, die dritte Zeile die
Nullzeile ist. Wir finden also die beiden Basisvektoren

w, = (1,1,007, wy = (1,0,2)7, (140)

wobei wir fiir das weitere Vorgehen w; € Eig(A, 29, 1) ausschliefen konnen. Setze
nun wy = v und ferner vy = (A — 23 F3)vy, sodass

v = (3,3,0)" € ker(A — zE3). (141)

Zu guter Letzt bendtigen wir noch einen Eigenvektor aus Eig(A,z; = —1). Dazu
wenden wir wieder den Gauss-Algorithmus an, um ker(A — 21 E5) zu untersuchen

(142)

O =IO = RO FEOF =
O RO R PR OO
= Ol O O = NN - DN

Wir sehen, dass durch vz = (1, —1,0)7 eine nicht-verschwindende Losung des Lineare
Gleichungssystems gegeben ist, die als Basisvektor fir Eig(A, z;) = ker(A — 21 E3)
fungiert. Die Transformationsmatrix 7, vermoge derer A iiber J4 = T 1AT in
Jordan-Normalform J4 gebracht wird, lautet also 1" = (vy, ve, v3) bzw.

31
T=(30 -1]. (143)
0 2
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Die Inverse Matrix 7! berechnen wir wiederum mittels Gauss-Algorithmus:

31 1 1 0 0
30 =110 1 0
02 01]0 0 1
01 2 1 -1 0
30 =110 1 0
01 0] 0 0 0.5
00 2 1 —1 —0.5
30 -1, 0 1 0
01 010 0 0.5
00 105 =05 -—-0.25 (144)
30 005 05 =025
01 010 0 0.5
00 105 =05 =025
10 0 1(1/6 1/6 —1/12
01 0] 0 0 0.5
10 0 1(1/6 1/6 —1/12
01 010 0 1/2
0o0 1 |1/2 —-1/2 -1/4
Damit ist die Inverse Matrix 7! gegeben durch
1 2 2 -1
T !'= 5100 6 (145)
6 —6 —3
Fiir die Jordan-Normalform finden wir aus Jy = T 'AT, dass
11 0
Ja=101 0 (146)
0 0 —1
Nun berechnen wir
exp(tA) = Texp(tJa)T™* (147)
(311 exp(t) texp(t) 0 2 2 -1
=13 3 0 —1 0 exp(t) 0 0 0 6
02 0 0 0 exp(—t) 6 —6 —3
(148)
Ein Fundamentalsystem erhalten wir durch Definition von
D : R — Rt exp(tA)é, (149)
Py R — R* ¢+ exp(tA)éy (150)
3 : R — Rt exp(tA)és, (151)
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wobei

(311 2 exp(t)
D(t) = D 30 —1 0 (152)
02 0 6 exp(—t)
cosh(t)
= | sinh(¢) (153)
0
(311 2 exp(t)
02 0 —6 exp(—t)
sinh(¢)
= | cosh(?) (155)
0
(311 6t exp(t) — exp(t)
()= [ 3 0 -1 6 exp(t) (156)
02 0 —3exp(—t)
1.5t exp(t) + 0.5sinh(¢)
= | 1.5texp(t) — 0.5sinh(t) | . (157)
exp(t)

Nun konkretisieren wir auf das Anfangswertproblem & = Az + b, z(0) = (0,0, 0).
Wir finden eine spezielle Losung des inhomogenen Problems durch z, : R — R3,
definiert durh z,(t) = (0,—1,0). Denn @, = (0,0,0)” und Az, +b = (—=1,0,0)7 +
(1,0,0) = (0,0,0)T. Offenbar, xz,(t = 0) = (0, —1,0). Wir suchen daher eine Losung
des homogenen Anfangswertproblems mit 4, = Az, 2,(0) = —2,(0) = (0,1,0)%.
Indem wir das Fundamentalsystem {®;, @5, $3} genauer betrachten, stellen wir fest,
dass dieses Anfangswertproblem durch zj(t) = ®o(t) gelost wird. Indem wir de-
finieren z(t) = x,(t) + xs(t) erhalten wir eine Losung des Anfangswertproblems
i = Az + b, 2(0) = (0,0,0)”, nimlich

sinh(%)
r:R =Rt | cosh(t)—1 |. (158)
0
O
Aufgabe 17 Gegeben ist die Matrix
0O - 0 0
|5 0 0 o0 )

A= 0 0 0 — , BeR,veR”. (159)

0 0 ~ O

Wir behaupten: Séamtliche Lésungen des homogenen linearen Differentialgleichungs-
systems 2’ = Az sind periodisch genau dann wenn 8y~ € Q. Zunichst stellen wir
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fest, dass A eine konstante 4 x 4-Matrix ist. Der Losunsgraum des linearen homo-
genen Differentialgleichungssystems ist daher ein vierdimensionaler R-Vektorraum,
bezeichnet mit £. Fiir U € £ gilt ferner, da A konstante Matrix ist, ¥ : R — R*.
Um nun den ersten Schritt abzuschliefen, bestimmen wir ein Fundamentalsystem
des Differentialgleichungssystems. Dazu bemerken wir, dass A eine Block-Diagonal-
Matrix ist, d.h.,

o MB 02X2 . 0 —e
A_(Om Mv)’Me_<e O),GER, (160)
und notieren das als A = diag(Mpg, M,,). Wir stellen fest, dass A = Az + A, mit
Aﬂ = diag(A,g,ngg), 147 = diag(OQXQ,M,y) und [Aﬁ,Av] = A@A,Y — A«,A@ = O4><4.
Daher gilt fiir die Fundamentalmatrix in Standardbasis ®(t) = exp(tA)

® = exp(tAg) exp(tA,). (161)

Wir finden zunéchst, dass fiir € € R und £ € Ng:

By k= 0mod(4)
k—1 _
K "M, k=1mod(4)
Me= —e*Ey  k=2mod(4) ° (162)
—e" 1M, k= 3mod(4)
Zusammen mit exp(t0yx2) = Eo, und
( 1 te)gk o (te 2k+1
exp(tME) = ( Zk 0( 1)k2]:€)'2k+1 Zk 0( 1(212;;31@ > (163)
Zk 0~ (2k+1) Zk:o eI

) o

sin(te)  cos(te)

finden wir
cos(ft) —sin(pft) 0 0
sin(f$t) cos(fBt) 0 0O
exp(tAg) = éﬁ ) (()ﬁ ) 10 | (165)
0 0 01
10 0 0
0 1 0 0
exp(td,) = 0 0 cos(ty) —sin(ty) (166)
0 0 sin(ty) cos(ty)
Zusammen mit exp(tA) = exp(tAg) exp(tA,) folgt fiir @, dass
cos(ft) —sin(pt) 0 0
| sin(Bt)  cos(ft) 0 0
o(t) = 0 0 cos(ty) —sin(ty) |- (167)
0 0 sin(ty)  cos(ty)
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Die Spaltenvektoren der Fundamentalmatrix definieren nun ein Fundamentalsystem
des Differentialgleichungssystems und wir kénnen eine beliebige Losung ¥ € L aus-
driicken als

U(t) = ®(t)(cr, 2, 03,¢4)7, (168)

wobei ¢ = (cy, ¢z, ¢3,¢4)T € R% Nun wenden wir uns dem Beweis der Aussage zu, der
in der Aufgabe gefordert ist. Sei ¥(¢) = ®(t)c (¢ € R*) beliebige aber periodische
Losung des eingangs genannten Differentialgleichungssystems. Da U periodisch ist,
existiert ein 7' > 0, so dass fiir alle t € R gilt U(¢ +T") = U(¢). Insbesondere finden
wir fiir ¢ = (1,0,1,0)7 € R?*, dass

cos(B(t +T)) = cos(ft), sin(B(t + T)) = sin(St) (169)
cos(y(t+T)) = cos(yt) sin(y(t + T)) = sin(~t). (170)

Da Sinus und Cosinus-Funktion jeweils 27-Periodisch sind, finden wir kq, ks € Z, so
dass T = ky - 2m und 4T = ko - 2m. Day # 0, T > 0 gilt auf jeden Fall ky € Z\ {0}.
Division der beiden Gleichungen liefert nun (87)/(YT) = (27 - k1)/(27 - ko) =
k1 /ky € Q. Also gilt fy~! = kik; ' € Q. Fiir die Umkehrung sei nun vorausgesetzt,
dass y~! € Q. Dann gibt es eine rationale Zahl ¢ € Q, so dass gilt 8 = ~t. Sei
nun ¢ € R* beliebig, und ¥ € £ von der Form ¥(t) = ®(¢)c mit 8 = ¢v. Sei k € N
definiert durch k£ = min{n € N|ng € Z\ {0} }. Im Falle ¢ = 0 setzen wir £ = 1. Dann
gilt

W(t+ 2mky ™) = U(t), (171)

denn falls ¢ = 0, ist § = 0 und wir haben nur die periodischen Funktionen cos(vt), sin(7t)
in der dritten und vierten Komponente von W {ibrig. Diese sind mit £ = 1 im Falle

q = 0 periodisch und 27k /v = 27/ ist gerade die Periode dieser Funktionen. Im Fal-

le ¢ # 0 ist auch k > 1 und da 27ky~"! ein Vielfaches der Periode von cos(7t), sin(vt)
ist, konnen wir zumindest die Periodizitdt der Losung in der dritten und viertem
Komponente folgern. Fiir die ersten beiden Komponenten beachten wir, dass infolge
0#B=gqy,0#1=kqeZ\ {0} nach Definition von k gilt

U(t+2mky ) = U(t + 27(kq)/(qv)) = V(¢ + 271/ ). (172)

Da aber 271/ gerade ein Vielfaches der Periode von cos(ft), sin(5t) (8 # 0) ist, ist ¥
also auch in den ersten beiden Komponenten periodisch. Somit haben wir durch 7" =
27k /v = 27l/f mit den oben definierten Abkiirzungen ein T' > 0 gefunden, sodass
die Periodizitédtsbedingung V(¢ 4+ 7T) = ¥(¢) in allen vier Komponenten erfiillt ist,
zu festem aber beliebigen ¢ € R%. Da die Beliebigkeit von ¢ € R* nach den eingangs
angestellten Uberlegungen #quiavlent ist zur Beliebigkeit von ¥ € £ haben wir
somit nachgewiesen, dass alle Losungen des Differentialgleichungssystems z = Ax
periodisch sind. Insgesamt haben wir somit die Aquivalenz bewiesen. 0

Aufgabe 18 Gegeben sei eine komplexe 2 x 2 Matrix A und ein lineares System
von Differentialgleichungen von der Form u' = Au.
(a) Die triviale Losung ug = 0 ist stabil bei ¢ — oo genau dann wenn fiir die
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Eigenwerte A € 0(A) von A jeweils gilt R[A\] < 0und p,(A) = py(A) fiir all diejenigen
A € 0(A) mit R[A] = 0, d.h., algebraische und geometrische Vielfachheit stimmen
fiir Eigenwerte mit verschwindendem Realteil {iberein.

Beweis: Definiere das charakteristische Polynom y 4 : C — C, z — det(A—2zE»). Da
C algebraisch abgeschlossen ist, hat x entweder zwei Nullstellen oder eine Nullstelle
der Vielfachheit 2. Bezeichne mit J, die Jordan-Normalform von A und mit Ay, Ao
die beiden, nicht notwendigerweise verschiedenen Nullstellen von y, falls A iiber C
diagonalisierbar ist und mit A, falls A nicht {iber C diagonalisierbar ist. Es gilt also

genau einer der Fille:
A0 Al
JAE{(O M)(m)}- (173)

Sei T' € GLy(C) die Matrix der Ahnlichkeitstransformation, die A in J iiberfiihrt,
d.h., es gilt T"'AT = J4. Wir finden fiir das Matrix-Exponential exp(tA) nun nach
den Rechenregeln fiir das Matrix-Exponential

At At At
exp(tA) € {T—l ( 60 692t )T, 7! ( 60 te’ )T} (174)

e
Fiir den Anfangswert uy = u(ty) haben wir auch die allgemeine Losungsformel
u(t) = exp(tA)ug. (175)

Nach der Vorbereitung wenden wir uns dem Beweis der Aussage zu. “=". Sei die
Nulllgsung als stabil bei ¢ — oo vorausgesetzt und € > 0 beliebig. Ferner sei ()
Losung der Differentialgleichung, so dass es ein zugehoriges 6 mit |u(0)] = |ug| < §
gibt, sodass gilt |u(t)| < € fiir alle ¢ > 0. Zu zeigen ist nun, dass fiir o(A) gilt
o(A) ¢ R\ Rt = R, und dass jeder Eigenwert halbeinfach ist. Angenommen, es
gibe A € o(A), sodass R[A] > 0. Da die Nulllssung Uy = 0 nach Voraussetzung
stabil ist, existiert zu beliebigem € > 0 ein § > 0, sodass aus |u(0)| < 0 folgt u(t) < €
fiir alle t > 0. Andererseits gilt nach der Lésungsformel

e)\lt 0 e>\t te)\t

u(t) :T—1< 0 ot )TU(O) oder u(t) :T—l( 0 o )TU(O). (176)

Im jedem Fall bezeichne A\; den Eigenwert mit R[] > 0. Wir finden in der 1-Norm
mittels der Dreiecksungleichung

[Tu(t)] = |exp(Mt)||Tu(0)] = exp(tR[A]£)[Tu(0)]. (177)

Da auf dem R? je zwei Normen duivalent sind, kénnen wir uns auf die Betrachtung
der Ungleichung fiir ||u(t)|| := |Tu(t)| beschranken, denn durch |[|.|| := |T.| ist wegen
T € GLy(C) ebenfalls eine Norm erklédrt. Fiir u(0) # 0 produzieren wir eine von
der Nulllssung verschiedene Losung. In diesem Fall 0 < |u(0)] < ¢ und es gilt
insbesondere ||u(0)|| = d, wobei wir in der ||.||-Norm arbeiten. Ferner, ||u(t)|| > 0
infolge des globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes ||u(t)|| > 0. Insgesamt finden
wir also

lu(t)| > exp(tRM])6. (178)
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Fiir t > log(e/(R[A1])) gilt aber infolge der Monotonie der Exponentialfunktion
|u(t)| > e. Dies ist ein Widerspruch zur Stabilitét der Nulllosung, bei der fiir das in
Rede stehende u aus der Existenz eines geeigneten > 0 zu beliebigem € > 0 so dass
|u(0)] < ¢ gerade |u(t)| < € auch fiir max{log(e/(dR[\1])),0} < t folgt. Wir nehmen
nun an, dass A nicht einfach ist. Dann gilt, dass A nicht iiber C diagonalisierbar ist
und ferner

A et

u(t) = exp(tA)u(0) = T! < 0 oM ) Tu(0). (179)

Die obige Diskussion hat bereits gezeigt, dass R[A] > 0 zu einem Widerspruch zur
Stabilitiat der Nulllosung fithrt. Wir kénnen uns also auf R[A\] = 0 beschridnken und
zeigen, dass dieser Fall nicht auftreten kann. Wie oben schétzen wir ab:

[Tu(t)| = |t exp(A)[[Tu(0)] = [¢][Tu(0)]- (180)

Mit der Definition von ||.|| wie oben folgt ||u(t)|| > |¢|. Indem wir nun die Abschéitzung
fiir Zeiten t > ¢/ anwenden, finden wir |u(t)| > €. Dies steht im Widerspruch da-
zu, dass d(€) infolge der Stabilitét der Nulllosung gewihlt war, dass die Implikation
lu(0)] < § = |u(t)| < e fur alle ¢ > 0, insbesondere also auch alle ¢t > €/0 gilt.
Also kann auch der Fall, dass R[\;] = 0 und der einzige Eigenwert von A nicht
halb-einfach ist, nicht auftreten. Damit haben wir gezeigt, dass aus der Stabilitét
der Nulllosung fiir t — oo die Bedingung an die Eigenwerte von A resultiert. “<=".
Sei nun umgekehrt die Bedingung an das Spektrum der Matrix A vorausgesetzt.
Wir zeigen, dass unter diesem Voraussetzungen die Nulllésung stabil fiir £ — oo ist.

e Full 1: A diagonalisierbar. In diesem Fall gilt

At 0

u(t) =T ( 60 ot )TU(O). (181)

Sei nun € > 0 beliebig. Wir miissen zeigen, dass es ein § > 0 gibt, sodass
lu(d)] < 0 = |u(t)| < e. In der Tat finden wir fiir § = €/2, dass gilt ||u(t)]],
wobei wiederum ||v|| := |Tv| fiir alle v € R? die “Arbeits-”Norm ist. Nun gilt
nach Dreiecks-Ungleichung

0 < lu@®)]l < (exp(R{Ai]t) + exp(R[A2]t))[[u(0)]]- (182)

Die Stabilitatsbedingung in der [|.|[-Norm kann nun verifiziert werden: In der
Tat [Ju(t)|| < (exp(Ait) + exp(Ao)t)e/2 < 2 -€/2 = € fiir alle t > 0, da
R[], R[A2] < 0 und somit exp(tR[A\1]), exp(tR[A2]) < 1 fiir alle ¢ > 0.

e Fall 2: A nicht diagonalisierbar. In diesem Fall gilt R[A] < 0 fiir den einzigen
Eigenwert A € o(A). Wir finden nun, dass

6)\15 te/\t

Tu(t) :( o )TU(O). (183)

Nach der Dreiecksungleichung |Tu(t)| < (2 + |t|) exp(R[A]t)|T«(0)| und nach
Definition der (im R? zu |.| #quivalenten) ||.||-Norm wie vorher, ||u(t)|| < (2 +
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|t]) exp(R[A]t)||w(0)]]. Da (2 + z)/exp(ax) — 0 fir + — oo und beliebiges
aber festes a < 0, suchen wir nach einem Kandidaten fiir §. Es gilt f : Rf —
Ry, t — (t+2) exp(—|R[A\]|t) ist glatt auf dem Definitionsbereich. Es gilt f > 0
Die kritischen Punkte von f konnen bestimmt werden aus

0=df(t) < 0=—|RN|(2+1)+ 1, (184)

alsot = (1=2|R[\]|)/|R[A]|- Fiir |R[A]| < 1/2setzen wir tg = (1—-2|R[A]|)/|R[N]|
und fir [R[A]| > 1/2 setzen wir ¢ty = 0. Dies sind dann die Maxima die Funk-
tion fin R™ und es gilt f(tg) > 0 wegen strikter Positivitdt von f. Wir finden
mn [lu(t)| < FOIuO)] < f(to)u(0)]] und setzen § = (¢ + 1)/f(ty). Die
Abschétzung von oben zeigt mit dieser Wahl von §, dass die Nulllésung stabil
fiir t — oo ist.

(b) Die triviale Losung ug = 0 ist asymptotisch stabil genau dann wenn fiir die
Eigenwerte A € o(A) von A jeweils gilt R[\] < 0.

Beweis: Das ergibt sich direkt aus Grenziibergang ¢t — oo im Fall R[\] < 0 aus dem
obigen Beweis. 0

Aufgabe 19 Gegeben sei das autonome System =’ = —xr —y + 3 und ¢y =
22 — 4y — 20. Dieses System ist auf ganz R? definiert, mit C'-regulirer und damit
lokal Lipschitz-stetiger rechter Seite. Wir finden zunéchst die stationdren Punkte des
Systems. Diese sind Losungen (z,y) : R — R? des autonomen Systems und gekenn-
zeichnet durch d;(x,y) = (0,0). Wir miissen also 0 = —z—y+3 und 22 —4y—20 = 0
befriedigen. Umformen liefert y = 3 — z und damit 2> — 4(3 — z) — 20 = 0, d.h.,
r?+4r—32 =0 = (z—4)(z+8). Damit finden wir, dass (r = 4,y = 3—z = —1) und
(r = =8,y = 3—x = 11) stationére Punkte des autonomen Systems sind. Wir unter-
suchen die Stabilitdt durch Linearisierung. Fiir die Jacobi-Matrix der C'-Abbildung
F:R* = R? (z,y) = (—2 —y + 3, 2% — 4y + 20) gilt:

-1 -1
Jac[Fl(x,y) = < 0r 4 ) : (185)
Damit finden wir fiir den stationdren Punkt (4, —1)
-1 -1
M, = Jac[F](4,-1) = ( 8 _4 ) (186)
und fiir den stationdren Punkt (—8,11) analog
—-16 —4

My = Jac[F](—=8,11) = ( -1l ) : (187)

Fiir die Stabilitdt verwenden wir den Stabilisierungssatz fiir linearisierte Systeme
und berechnen die Eigenwerte von My, Ms. Sei x; : C — C, z — det(M; — zE,) das
charakteristische Polynom fiir M; und ys : C — C, z — det(My — zFE3) das zu M,
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gehorige charakteristische Polynom. Es gilt

xi(2)=(—1=2)(=4—2) = 8)(-1)=2> 4+ (44+ 1)z +8+4 =22+ 52 + 12,
(188)

Xo(2) = (=1 = 2) (=4 —2) = (=16)(=1) =22 + (4 + 1)z — 16 — 4 = 2* + 52 — 12.
(189)

Entsprechend gilt fiir einen Eigenwert z; von M, als Nullstellen von x;, 21 €
{=5/2 + /25 — 48/2,—5/2 + /25 — 48/2}. Insbesondere gilt fiir jeden Eigenwert
2z von My, dass R[z;] = —5/2 < 0. Damit ist die Ruhelage (4,—1) asympto-
tisch stabil. Fiir einen Eigenwert zo von My gilt zo € {—5/2 — /25 +48/2 <
0,-5/2 4+ 25+ 48/2 > 0} C R. Da es einen Eigenwert zo = —5/2 + /25 + 48/2
von Ms mit positivem Realteil gibt, ist die Gleichgewichtslage (—8,11) instabil. [

Aufgabe 20 Gegeben sei nun das autonome System 2/ = y und ¢y’ = —2° + y.
Wir zeigen zunéchst, dass (0,0) die einzige Ruhelage ist. Das autonome System
hat eine Cl-reguliire Seite und ist auf ganz R? daher lokal Lipschitz-stetig. Sei nun
(7s,ys) € R? eine Ruhelage des autonomen Systems. Dann gilt 0 = y, und 0 =
—3 4 y,. Die erste Gleichung liefert y, = 0, was in die zweite Gleichung eingesetzt
werden kann. Das liefert 0 = 22, Da die Kubik-Funktion R — R,z — 2* auf ganz
R bijektiv ist, finden wir 22 = 0 & z, = 0. Somit ist die einzige Ruhelage in der
Tat (zs,ys) = (0,0). Um die Stabilitéit der Ruhelage zu untersuchen, finden wir eine
Lyapunov-Funktion der Form V(x,y) = az? + By? mit Koeffizienten «, 8 € R, die
aus der Lyapunov-Eigenschaft von V' noch zu bestimmen sind. Um die Forderung,
dass V' Lyapunov-Funktion ist, zu befriedigen, miissen wir insbesondere haben:

0.V (2,9)(y) + 9,V (2, y)(—2® —y) < 0. (190)

Es gilt 0,V (z,y) = 4az® und 9,V (z,y) = 2By. Einsetzen liefert: daz®y — 2623y —
23y% < 0. Indem wir nun setzen 2o = 3, sehen wir, dass sich die gemischten Terme
wegheben. 8 kénnen wir auf eine beliebige positive Zahl setzen, sodass gilt V' (z,y) >
0 fiir (z,y) € B:((0,0))\{(0,0)}. Das heift, es muss gelten ax*+Sy* > 0 fiir (z,y) €
R? mit (z,y) # (0,0). Es gilt also 8(z* +2y?) > 0, was fiir alle (z,y) € R?\ {(0,0)}
wahr ist. Zudem gilt V(0,0) = 3/20* + 0> = 0. Damit sind z.B. fiir die Wahl
B =1 > 0 die Voraussetzungen des Stabilitéitssatzes von Lyapnuv erfiillt und wir
konnen folgern, dass (0,0) stabil (genauer sogar asymptotisch stabil) ist. O

Aufgabe 21 (a) Gegeben sei die Menge A = {z € C||z| + R(z) < 1}. Wir
fassen C ~ R? auf, indem wir z — (R[z],S[z]) verwenden. Damit finden wir
Va2 +y? +x < 1 als Bedingung an z = x + iy. Wir definieren nun die Funk-
tion f : R? — R, (z,y) — /22 +y? + z. Diese ist auf ganz R? stetig, denn
(z,y) — 2® + y? ist nicht-negativ und stetig und die Wurzelfunktion ist stetig auf
R*. Als Verkniipfung stetiger Funktionen ist f somit stetig. Nun gilt (—oo, 1] C R
ist abgeschlossen, weil (—oo, 1] = (1,00) C R als offenes Teilintervall von R offen
ist. Da laut Topologie die Urbilder abgeschlossener Mengen unter stetigen Abbil-
dungen wiederum abgeschlossen sind, ist auch f~!((—o0,1]) = {(z,y) € R?| — 00 <
Va2 +y2+x < 1} =: A, abgeschlossen in R? und damit auch in C. Andererseits ist
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A, unbeschriankt. Wére A, beschréinkt, so gdbe es wegen (0,0) € A, ein R > 0, so-
dass A, C B%((0,0)). Andererseits gilt fiir die komplexe Zahl z = —(R+1) +4- = 0,
dass |z| + R[z] = (R+ 1)+ (=(R+ 1)) = 0, also (—(R + 1),0) € A,, aber
(—(R+1),0) ¢ B%((0,0)), da [[(—=(R + 1),0)|] = R+ 1 > R. Also ist A, und
damit auch A jeweils nicht beschrankt. Nach dem Satz von Heine-Borel ist damit
A, nicht kompakt, also ist auch A nicht kompakt.

(b) Gesucht ist der Konvergenzradius der Reihe

i (” - 1)%2 g (191)

n=1

Wir definieren zunéchst die Folge (a,)nen in C durch die Vorschrift

a4y = (” - 1)5n2 - (1 - %)W (192)

Nun beachten wir, dass sogar a,, € R{ fiir alle n € N gilt. Daher ist

(o) ()

n

Die Funktion z ~ 2° ist auf ganz R stetig, sodass

1 n\ 5
lim sup {/|a,| = (limsup (1 + —) ) . (194)
n

n—o0 n—o0

Da gilt lim,, (1 4+ 2/n)" = exp(z) fiir alle z € R, finden wir

limsup {/|a,| = exp(—1)° = exp(-5). (195)
n—o0

Zusammen mit der Formel von Cauchy-Hadamard finden wir also fiir den Kon-
vergenzradius p der in Rede stehenden Potenzreihe p = (limsup,,_,. /|a,|)™" =
exp(h).
(c) Gegeben seien C'-Funktionen u,v : Q C R? — R auf einem offenen U, sodass
(w,v) : Q@ = R% (z,9) — (u(z,y),v(r,y)) die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen erfiillt. Wir behaupten, dass dann auch f, g : 2 — R, gegeben durch

f(z,y) = exp(u(z,y)) cos(v(x,y)) & g(v,y) = exp(u(z,y)) sin(v(z,y))  (196)

die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen erfiillen. Laut Voraussetzung sind
u, v Cl-differenzierbar und geniigen den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichun-
gen. Die durch F'(z) = u(z)+iv(z) erklirte Funktion fiir z = x4y ist nach dem Satz
iiber den Zusammenhang zwischen Holomorphie und den Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen holomorph auf Q, F':  — C, z — F(z). Aus der Vorlesung
ist ferner bekannt, dass exp : C — C eine holomorphe Funktion ist, ebenso, dass die
Komposition zweier holomorpher Funktionen wiederum eine holomorphe Funktion
definiert. Damit ist auch die Funktion expoF' : 2 — C, z +— exp(F'(z)) holomorph
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auf Q. Indem wir 2 wieder als offene Teilmenge des R? anstelle des C auffassen und
F(z = o +1iy) = F(x,y) schreiben, finden wir fiir z = z + iy

exp(F(z,y)) = exp(R[F](z, y)) exp(iS[F](z,y)) = exp(u(z,y)) exp(iv(z,y)),
(197)

was wegen der Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen das Ergebnis

exp(F(z,y)) = exp(u(z,y)) cos(v(z,y)) + i exp(u(w,y)) sin(v(z,y))
= f(x,y) +ig(z,y).

Die Funktionen f und g enstprechen also gerade dem Real- bzw. Imaginérteil der
holomorphen Funktion exp oF auf (2. Wiederum vermittels des Satzes iiber den Zu-
sammenhang zwischen Holomorphie und den Cauchy-Riemann’schen Differential-
gleichungen finden wir, dass f, g den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen
geniigen. 0

(198)

Aufgabe 22 Gesucht sind alle holomorphen Funktionen f : C — C, sodass gilt
f(exp(iv/2mn)) = 1 fiir alle n € N. Offenbar erfiillt die Funktion g : C — C,z ~— 1
die Voraussetzungen, denn es ist g holomorph und g(exp(y/2imn)) = 1 fiir beliebiges
n € N. Wir definieren nun die Folge (2, )nen durch die Zuweisung z, = exp(y/2min) =
cos(v/2mn) +isin(v/2mn) =: x,, + iy, fiir alle n € N und erhalten die Folgen (2, )nen
durch Realteilbildung und (y,)neny durch Imaginérteilbildung, wie oben angezeigt.
Da v2 & Q gilt 2, # Zm, Tn # T, Yn # Ym genau dann wenn n # m fir n,m €
N. Wegen || exp(iv/27mn)|| = 1 fiir alle n € N ist z, € B z(0c) fiir alle n € N,
d.h., in einem Kompaktum, das seinerseits im vollstandigen metrischen Raum (C, d)
zusammen mit der von der Norm ||.| induziert Metrik d enthalten ist. Der Satz
von Bolzano-Weierstraf§ garantiert nun die Existenz einer Folge (ny)ren, sodass die
Teilfolge (zn, )ken konvergiert. Da der Betrag der einzelnen Folgenglieder jeweils
1 ist, liegt der Grenzwert z,, zumindest auf dem Einheitskreis. Wir nehmen nun
an, f : C — C sei eine weitere, von der Funktion ¢ verschiedene, holomorphe
Funktion, die die Bedingung aus der Aufgabenstellung erfiillt. Da f als holomorphe
Funktion stetig ist, gilt auch f(zs) = 1. Damit haben wir eine Menge M := {z,, |k €
N}U{200} € NU{zx}, wo f den Wert 1 annimmt. Als Menge, die die Glieder einer
konvergenten Folge und deren Grenzwert enthélt, hat M, und damit N U {2}
einen Haufungspunkt. Wir stellen also fest, dass f|y = g|y auf der Menge M, die
einen Haufungspunkt hat. Der Identitédssatz fiir holomorphe Funktionen liefert uns
nun, da C ferner ein Gebiet ist, dass f = g auf ganz C. Das bedeutet, die konstante
Funktion g : C — C, z + 1 ist die einzige holomorphe Funktion, die die Bedingungen
der Aufgabenstellung erfiillt. O

Aufgabe 23 (a) Der Satz von Lioville lautet: “Sei f : C — C eine ganze Funktion.
Ist f beschrankt, so ist f konstant.”. Zum Beweis: Sei f : C — C eine ganze Funk-
tion. Dann hat f eine auf B,(0) C C konvergente Taylor-Entwicklung fiir beliebiges
r € R*, d.h.,

o0

f(2) =) an2", (199)

k=0

62



wobei die Koeffizienten a,, fiir n > 0 aus der Cauchy’schen Integralformel bestimm-
bar sind:

1

P / (szz. (200)
211 Jop,0) 2"

Wir kénnen somit abschétzen:
1 f(z)
ol =5 [ L5

™ 9B, (0) z
1

Ayt
2i| Jo.o) 12 (201)

< 2mr-supec{lf (D)1}
= 27 - rntl
sl

= o

wobei sup,.c{|f(2)|} € Rj wegen Beschréinktheit von f gemif Voraussetzung. We-
gen r > 0 beliebig, da f ganz ist, finden wir im Limes r — oo, dass a,, = 0 fiir
n € N. Damit finden wir, dass f(z) = ag, wobei ay € C, d.h., dass f konstant ist.
(b) Sei nun f : C — C ganz und (a,b) € R*\ {(0,0)}. Zu zeigen ist, dass falls
aR[f] + b3([f] nach oben beschriankt ist, so ist f bereits konstant. Sei C 3 ¢ =
a — ib # 0 und definiere die Funktion h = expo(c- f). Es gilt fiir alle z € C

h(z) = exp(aR[f](2) + bS([f1(2)) exp(i(aS[f](2) — R[f](2)))- (202)

Als Komposition der ganzen Exponentialfunktion und der ganze Funktion c - f ist
auch h ganz. Insbesondere gilt |h(2)| = exp(aR[f](z) + bS[f](z)) fur alle z € C.
Da laut Voraussetzung das Argument der Exponentialfunktion eine nach oben be-
schrinkte Funktion ist, gibt es ein M € Ry, sodass aR[f](z) + bS[f](z) < M fiir
alle z € C. Da die Exponentialfunktion auf R streng monoton wachsend ist, finden
wir 0 < |h(z2)| < exp(M). Insbesondere ist h eine beschriinkte ganze Funktion. Die
Funktion f ist damit auch konstant. Denn, angenommen, f wére nicht konstant.
Dann wire cf ebenfalls nicht konstant, aber ganz. Nach dem Satz von der Gebiet-
streue ist dann (¢f)(C) C C ein Gebiet, also insbesondere offen. Deswegen ist dann
exp(cf(C)) C C ebenfalls ein Gebiet und insbesondere nicht ein-elementig. Letzteres
steht aber im Widerspruch dazu, dass exp o(cf) bereits vorher als konstant nach-
gewiesen worden ist. Folglich war die Annahme, f wire nicht konstant, falsch und
es gibt ein cg, € C, sodass f(z) = cg, fur alle z € C. Mithin ist f also tatséchlich
konstant, wie behauptet. 0

Aufgabe 24 Wir definieren die Funktion f : C — C durch die Vorgabe einer Folge
(ap)ren, in C, sodass

o0

f2) =) a2 (203)

k=0

und fordern zusétzlich, dass f holomorph ist. Gesucht ist zunéchst eine Formel, die
die Berechnung der Koeffizienten a;, € C fiir beliebiges k > 0 erlaubt. Da B,.(0) C C
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Gebiet und 9B,(0) C C fiir jede Wahl von r > 0 und zusitzlich f auf B,(0) durch
den obenstehenden Potenzreihenausdruck gegeben ist, finden wir zundchst anhand
der Cauchy’schen Integralformel

f(2) = 1 f(w)

270 JoB, ) W — 2

dw (204)

fir z € B,(0). Formale Differentiation des Potenzreihen-Ausdrucks bei z = 0 (liegt
in Konvergenzgebiet, da f ganz nach Voraussetzung), liefert nun

dl

L re=0) =10 (205)

fiir alle [ € Ny, wie man leicht durch Induktion verifiziert. Andererseits finden wir
vermoge der Cauchy’schen Integralformel
1
( > dw
w—z

d! 1 o'
e (2—0)—ﬁ/83( f(w)@
ll'
- / —2) l+1
[! /
=351 o wz+1

Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir dLf(z = 0) liefert nun eine Formel zur Be-
stimmung von a;, ndmlich,

dw (206)

z=0

1 f(w)
= dw. 2
aj 271 Jom, 0 Wi w (207)

Indem wir beachten, dass 0B,(0) = {w € C||w| = r}, stellen wir fest, dass wir den
ersten Teil der Teilaufgabe (a) bereits gelost haben. Wir beachten nun das folgende.
Fiir alle r > 0 ist B,(0) kompakt und B,(0) C C ein Gebiet. Das Maximumsprinzip
statuiert nun, dass f|g, ) auf 05,(0) sein Betrags-Maximum annimmt, d.h., dass
max.eop, 0)1|f(2)]} € Ry existiert. Zusammen mit z € 9B,(0) < |z| = r kénnen
wir somit aus der Formel fiir die Koeffizienten a; eine Abschétzung fiir |a;| gewinnen,

1
_/ f(w)dw
21t Jop, o) W
1
L[ gl
21 Jop, ) |wl (208)
< 2mr - maxXzeop, o)1 ] f(2)|}
- 27 - rltl
maXzeaBr(O)ﬂf(Z)H
7l '

lay| =

Wir untersuchen nun, wie sich diese Abschéitzung mit Forderungen an die Funktion
f vertragt. Sei dazu n € Ny beliebig aber fest vorgegeben. Wir fordern zusétzlich,
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dass 0 < limsup, ., |2|7"[f(2)] < oo und zeigen, dass dann f(2) ein Polynom vom
Grad < n ist. Sei f(z) ein Polynom vom Grad > n. Dann gilt

N

f(z)= Z a2 (209)

k=0

fir ein N € NU {oco} mit N > n und einem a,, # 0 fir n < m < N. Dann gilt mit
m—n >0, |a,| # 0, dass

-1
) o lamllz™ S lasl=l*
|Z’n - on

m—1—n

= |am||2[™™" — Z |ak+n||z|k
b= (210)

-1
_ a
= fal 277" (1— 5 e |Z+T'rz\k>
m

k=—m

1
> |am||z|"™7" (1 — Cﬂ)
z

mit einer geeigneten Konstanten C' € R™. In die Abschétzung ging die umgekehrte
Dreiecksungleichung fiir Norm |©| auf C ein. Im Grenziibergang |z| — oo stellen
wir nun fest, dass die Schranke nach unten sich dem Wert oo annéhert, da der
erste Faktor gegen oo lauft, aber der |z|-abhéngige Teil gegen 1 lauft. Damit haben
wir die Giiltigkeit der Kontraposition der zu beweisenden Aussage nachgewiesen,
sodass die Aussage aus Teil (b) ebenfalls verifiziert ist. Zuletzt behandeln wir den
Fall, dass fiir ein beliebiges aber festes n € Ny gilt lim inf ||, |2[7"]f(2)| > 0. Wir
zeigen, dass f(z) dann ein Polynom vom Grad > n ist. Wiederum beweisen wir die
Kontraposition der Aussage. Sei also f ein Polynom vom Grad m < n. Dann gilt

f(z2) = ar® (211)

sowie a,, # 0 aus Gradgriinden. Wir schétzen diesmal den Ausdruck |f(z)|/|z|™ nach
oben ab. Es gilt nach der Dreiecksungleichung fiir die Norm |Q| auf C:

£ (2)]

2|

<D lamll2™ " < lam 2|7 (212)
k=0

Im Grenziibergang stellen wir fest, dass |a,,|-|z|™' — 0, wenn |z| — oo. Damit folgt
auch liminf|,|_o.(|z| 7| f(2)|) = 0 nach Definition des Limes Inferior. Damit haben
wir die Kontraposition der zu beweisenden Aussage fiir wahr befunden. Also haben
wir auch die Giiltigkeit der zu Beginn zitierten Aussage nachgewiesen. 0

Aufgabe 25 (FO9T3A4) (a) Nein. Angenommen, es gibe eine holomorphe Funk-
tion f : E — C, sodass f(z)® = 22 fiir alle z € E. Dann gilt f(0) = 0. Also hat f
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eine auf E konvergente Potenzreihenentwicklung um den Entwicklungspunkt z = 0.
Wegen f(0) = 0 ist diese von der Form

f(z) == Z a2t (213)

Durch Einsetzen finden wir

23 (i akzk1> =22 (214)

k=1

Ausexpandieren und Koeffizientenvergleich liefert fiir die niedrigste Potenz 22 den
Widerspruch 1 = 0.

(b) Nein. Wir spezifizieren zunéchst die Folge (1/2k)gen und stellen fest, dass fiir
alle k € N gilt f(1/2k) = (=1)%*/(2k)* = 1/(2k)*. Ein geeigneter Kandidat ist also
die Hilfsfunktion » : E — C, z + 2% In der Tat, gilt limy .. (1/(2k)) = 0 und die
Menge Ny = {1/2k|k € N} U {0} C E hat einen Héufungspunkt, da sie gerade die
Glieder der Folge (1/(2k))ren und den Grenzwert 0 enthélt.Der Identitatssatz liefer-
te uns nun, zusammen mit der Gebietseigenschaft von E, f(z) = h(z). Damit finden
wir f(z) = 2*. Allerdings gilt fiir 2 = 1/3, dass h(1/3) = 1/243 > 0 im Gegensatz
zu f(1/3) = (—1)3/3" = —1/243, wie gefordert. Damit haben wir den Widerspruch
zur Gleichung aus dem Identiédtssatz, dass f = h auf E. Eine derartige holomorphe
Funktion existiert also nicht.

(¢) Nein. Wegen limy,| |f(z)| = 1 kénnen wir die Funktion |f| : E — R{, z — |f(2)]
zumindest auf E stetig fortsetzen. Da E C R? als abgeschlossene und beshrinkte
Teilmenge des R? nach Heine-Borel kompakt ist, gibt es laut reellem Maximums-
prinzip m, M € R*, sodass m < |f(2) < M auf ganz E. Da |f(0)] = 2 > 1, gilt
M > 2. Also gibt es bereits in E ein zj, sodass |f(z)] = M und f nimmt in E
ein Betragsmaximum an. Das Maximumsprinzip, angewendet auf das holomorphe
f : E — C, liefert nun, dass f konstant auf E ist, d.h., f(z) = f(0) = 2i fur alle
z € E. Aber dann gilt lim, 1 [f(2)| = lim;j12 = 2 # 1, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Somit kann es auch in diesem Fall ein f wie gewiinscht nicht geben.
O

Aufgabe 26 (H18T2A3) (a) Wir betrachte die fiir ein reelles @ > 1 und beliebige
z € E definierte Gleichung ze®~* = 1. Da die Exponentialfunktion auch auf C nicht
auf 0 abbildet, konnen wir umformen: z = exp(z — a). Wir sehen also, dass die
gesuchte Losung z, € E die Nullstelle der holomorphen Funktion p : C — C, z —
z — exp(z — a) ist. Wir parameterisieren 0E durch « : [0,27] — C,t — exp(it).
Dieser Weg verlauft ganz in C und ist nullhomolog, da C einfach zusammenhéngend
ist. Wegen R 3 a > 1 gilt ferner |z| =1 > | — exp(z — a)| = exp(—a + R][z]), denn
letzteres ist durch exp(—a + 1) < 1 nach oben beschrinkt. Da mit g,h : C — C
jeweils gegeben durch g(z) = z und h(z) = —exp(—a + z) holomorph sind, und
f(2) = g(z) + h(z) fiir alle z erfiillen, liefert die obige Abschétzung mit dem Satz
von Rouché, dass f und g in dem von 7 berandeten Gebiet, d.h., in E dieselbe
Anzahl von Nullstellen. Da ¢ eine Polynomfunktion vom Grad 1 ist, hat g genau
eine Nullstelle, die auch in E liegt, da 0 € E und ¢g(0) = 0. Also hat auch f genau eine
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Nullstelle z, € E. Um zu zeigen, dass f sogar eine positive und reelle Nullstelle hat,
schrianken wir f auf [0,1] C R C C ein. Dort gilt dann « —exp(z —a) = f|,1(x) fiir
x € [0, 1]. Als Verkniipfung stetiger Funktion ist f|j1] selbst stetig auf dem gesamten
Definitionsbereich. Es gilt nun f(0) = —exp(—a) < 0 und f(1) = 1—exp(l—a) > 0,
denn a > 1 nach Voraussetzung. Der Zwischenwertsatz liefert uns nun, dass ein &
existiert, sodass f(§) = 0 € [f(0), f(1)], d.h., dass f eine positive reelle Nullstelle
besitzt. Zusammen mit der oben bewiesenen Aussage, dass f genau eine Nullstelle
besitzt in E finden wir, dass zexp(z — a) = 1 genau eine Losung in E besitzt, fiir
die sogar z € (0,1) gilt.

(b) Wir sollen das Integral

i do
—_— 21
/0 3+ 2cosb (215)

berechnen. Wir beachten, dass cos(f) = 1/2(exp(if) + exp(—if)) gilt. Damit

/7r db . /7r df i exp(if) (216)
o 3+exp(if) + exp(—if) ! o exp(2if) + 3exp(if) + 1

Da die Cosinus-Funktion symmetrisch ist, finden wir

" do 1" do
/0 3+4+2cosf §/ﬂ3—|—20080
=i [T df i exp(if)
T2 /7T exp(2i6) + 3exp(if) + 1
—1 dz

2 9B1(0) 22+3Z+1'

(217)

Wir bestimmen die Nullstrellen des Nennerpolynoms. Es gilt nach Mitternachtsfor-
mel

-3 5
24V 218
=Ty T (218)

Offenbar liegt nur die Nullstelle 2z, € B;(0). Die andere Nullstelle geniigt z_ <
—3/2 < 1, liegt also in C\ B;(0). Wir schreiben die Rechnung also unter Verwendung
von 22 +32+1= (2 —2_)(z — 2,) fort:

/7r db oo / dz(z—2-)""  @©  wm 519
0 3+2COSQ—27Ti 9B (0) Z— Zy _Z+_Z—_\/37 ( )

1

dank der Cauchy-Integralformel und der Beobachtung, dass z — (z — z_)~" auf
B3/5(0) 2 B1(0) holomorph ist. Damit ist der Wert aus der Angabe hergeleitet. [J

Aufgabe 27 (H18T3A2) (a) Definiere f : C\ {—1} — C durch f(z) = (3z +
1)/(z + 1). Gesucht ist das Bild von B;(0) unter f. Sei dazu z = x + iy mit x #
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—1,y # 0 beliebig. Es gilt

dr+ 3y + 1
&)=
(14 3z + 3iy) (1 + 2 — iy)
N (1+2)2+y?
(1 2)(1+32) + 32+ 3iy(1+ 2) — iy(1 + 32) (220)
B (1+2)% +y?
(14 2)(1+32) 4+ 3y° 21y
(a2 (1+2)2+y*

Da f Einschrankung einer Md&biustransformation @ : C—C ist, die —1 nach oo
schickt, wird die Einheitskreislinie in C auf eine Gerade abgebildet (Verallgemeinerte
Kreistreue). Diese kénnen wir in C aufsetzen, wenn wir die Bilder zweier von —1
verschiedener Punkte auf OE unter f bestimmt haben. Es gilt f(1) =2 und f(i) =
2 +1i. Also ist ®(JE) = {z € C|z = 2+ it,t € R}. Damit kommen fiir f(E) = ®(E)
nur die folgenden beiden Mengen in Betracht:

My :={z€C:R[z] <2} & My :={z € C:R[z] > 2}, (221)

wiederum infolge der Kreistreue biholomorpher Abbildungen. Da f(0 € E) = 1
Realteil kleiner als 2 hat, folgt

FE)={z € C: R[] <2} (222)

Entsprechend wird E® auf M, abgebildet.

(b) Gegeben sei G; := By(1) und G := {z € C|R[z] < 0}. Gesucht ist eine biho-
lomorphe Abbildung f : G; — Go. Wir stellen fest, dass G1,Go C C einfach zu-
sammenhdngende Gebiete sind. Wir setzen f als Einschriankung einer biholomor-
phen Abbildung ® : C — C an. Wir spezifizieren, dass ®(—1) = oo, ®(3) = +i,
®(1 4 2i) = —i. Dann ist ® bereits von der Form

etb ;e C\{-1}

z+1
D(2) = a Z =00 (223)
00 z=-1

Nun finden wir die beiden Gleichungen

Z':%a—i—%lb (224)
i (3—1—62)8(2 2Z)a—|— 2 82zb -
9+ 3 1—1
= a + 1 b.
Damit finden wir
1213ia:—24_ib, (226)



d.h.,

12 + 32 12+ 32)(2 4+ 1 21 + 18z
o +Aza:_( + 31)( +z)a:_ +18i (227)
2—1 5 5
Somit finden wir
15 21+ 18 20i —360 — 120 i
= - s a= - — 11— 998
" 90" 20 74T T6 18 360 3 (228)

Entsprechend ist

b__21+18z'( 3

s e §> = —(=2146)/5— (—Ti— 18i)/5 =3+ 5i.  (229)

Wir stellen aber fest, dass R[®(1)] > 0, d.h., dass gerade ®(B,(1)) = (G5)t. Um
dies zu beheben vertauschen wir die Zuweisung, d.h., fordern, dass ®(3) = —i und
®(1 + 2¢) = 4. In dem inhomogenen linearen Gleichungssystem von eben fiihrt das
dazu, dass a — —a und b — —b, weil effektiv die Inhomogenitit nur das vorzeichen
tauscht (Generisch gilt das nicht, man muss im Allgemeinen neu 16sen...). Wir finden
also die gesuchte Abbildung durch

(1+1i/3)z — (3+ 50)

f(z) = z+1

, (230)

d.h., als Einschriankung der Mobius-Transformation .

(¢) Eine biholomorphe Abbildung f: M = C\ {(x +iy) € Clz € R\ (—1,1),y =
0} — By(0) existiert. Offenbar ist M die disjunkte Vereinigung von (—1,1) 4+ -0
und der oberen sowie unteren Halbebenen. M ist offen und zusammenhéngend, also
ein Gebiet. Ferner ist M sogar einfach zusammenhéngend, da jeder geschlossene
Weg in M retrahierbar auf einen Punkt seiner Spur ist. Alternativ sieht man, dass
C\M ={z€Clz=uz,z € (—o0,—1]}U{z € C|z = z,z € [1,00)} keine beschrinkte
Zusammenhangskomponente hat, weil die Intervalle jeweils halbunendlich sind. Da
ferner C\ M # ) ist M C C. Nach dem Riemann’schen Abbildungssatz gibt es also
eine biholomorphe Abbildung f : M — E = B4(0). O

Aufgabe 28 (H18T1A4) (a) Gegeben sei S = {z € C|0 < R[z] < 1} und
H = {z € C|S[z] > 0}. Wir beachten zuerst, dass auch gilt H = {z € C||z| >
0,Arg(z) € (0,m)}. Die Abbildung z — mz bildet S auf 7 - .S ab. Durch Mul-
tiplikation mit i = exp(im/2) kénnen wir ferner 7S um 90° Grad entgegen dem
Uhrzeigersinn rotieren. Dann erhalten wir inS. Vermoge der Exponentialfunktion
kénnen wir nun z € inS auf ein w = exp(z) € H abbilden. Insgesamt haben wir
also die Abbildung f : S — H,z + exp(inz) gefunden. Da inrS C C\ (—o0,0]
einfach zusammenhéngend, existiert der Hauptzweig des Logarithmus, d.h., die Ex-
ponentialfunktion ist umkehrbar. Wir setzen also g(z) = (m¢) 'Log(z) und behaup-
ten g : H — S ist die Umkehrfunktion zu f. In der Tat gilt fiir alle z € 5,
g(f(2)) = (mi) 'Log(exp(miz)) = (mi)"}(wiz) = 2z = idg(z) und analog fiir al-
le z € H, f(g(z)) = exp(in(mi) 'Log(z)) = exp(Log(z)) = z = idg(z). Damit
ist nachgewiesen, dass f bijektiv ist. Als Verkniipfung holomorpher Funktion ist

69



f auch holomorph. Damit haben wir eine holomorhe bijektive Funktion mit den
gewiinschten Eigenschaften angegeben.

(b) Gesucht ist nun eine holomorphe bijektive Abbildung h : S — S, sodass
h(1/2) = 1/4. Dazu setzen wir wie folgt an. Wir bilden zunéchst 1/2 € S aufi € H
ab. Dies konnen wir durch f(z) = exp(miz) erreichen. Wir bilden ferner 1/4 € §

durch f auf f(1/4) = exp(in/4) = V2~ ++/2 i ab. Wit suchen nun zwei biholomor-
phe Abbildungen by : H — E und by : H — E, sodass by (i) = 0 = by(v2 ' +v/2 ).

Das erreichen wir, indem wir

_z—i Z_z—ﬂ_l—ﬂ_li

setzen (eine sogenannte generalisierte Cayley-Transformation). Diese ist bekannter-
mafen biholomorph. Nun setzen wir h(z) = f~*(by" (by(f(2)))) und stellen fest, dass
nach Konstruktion h : S — S und h(1/2) = 1/4. Als Komposition biholomorpher
Abbildungen, ist auch h biholomorph, insbesondere also holomorph und bijektiv.]

4.2 Aufgaben Ernstfalltests

Aufgabe 1 Sei@ = {(x,y) € R*: x,y > 0} der erste Quadrant im R? versehen mit
kartesischen Koordinaten. Laut Angabe ist die Differentialgleichung zyy’ = 22 + >
auf @ definiert. Da z,y > 0, gilt auch y' = (22+y?)/(zy). Definiere nun die Funktion
[:Q — R, (z,y) — (2% +y*)/(zy). Das soeben definierte f ist stetig partiell diffe-
renzierbar in y und stetig in x, beides fiir alle Punkte (z,y) € . Mithin geniigt f
einer lokalen Lipschitz-Bedingung auf (). Laut Angabe ist ferner die Anfangsbedin-
gung y(1) = 1 zu erfiillen. @ ist trivialerweise offen und zusammenhéngend, also ein
Gebiet. Der globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard—Lindeloff ist also
anwendbar und liefert fiir das Anfangswertproblem ' = f(x,y) < zyy’ = 2*+y* so
dass y(1) = 1 eine eindeutig bestimmte Losung A : I(;1) — R*, so dass I'(A) C Q.
Diese ist nun zu bestimmen. Wir setzen y = ux mit u : Rt — R* mindestens einmal
stetig differenzierbar. Es gilt 22 + y* = 2%(1 + v?) und zyy’ = z?u(v'z + u). Aus
zyy = x* +y? folgt damit fiir u, dass u(zu’'+ u) = (14 u?) vermittels Einsetzen der
obenstehenden Ergebnisse und anschliefender Division durch 22 > 0. Da x > 0, exi-
stiert x := Inx fiir alle (z,y) € Q. Wir transformieren auf u(x) = U(x). Als Neben-
rechnung fithren wir zv'(z) = (dInz/dz)~(z)du(x)/dx = du(x)/(dInzx) = dU/dx
durch. Nun finden wir UdU () /dx +U? = 1+ U?, so dass UdU(x)/x = 1 oder aber
d(U(x)?)/dx = 2 nach der Kettenregel der Differentialrechnung in einer Variablen.
Die Differentialgleichung ist nun elementar integrabel. Wir finden durch unbestimm-
te Integration, dass U(x)? = 2x+C mit einer aus den Anfangswerten zu bestimmen-
den Integrationskonstante C' € R. Wir transformieren zuriick in die (x, y)—Variablen:
y(z)> = 2Inz + C)2?, da x = Inz und u = y/z. Somit gilt y(z) = +v/C + 2Inzz,
wobei wir uns wegen (z,y(x)) € @ fiir alle z > 0 auf das positive Vorzeichen beim
Radizieren beschréinken konnten. Da gelten soll y(1) = 1, finden wir 1 = +/C. Da-
mit folgt C' = 1. Das maximimale Existenzintervall (1) ist von der Form (a,b)
mit a,b € RU {—o00,00} und @ < b und 1 € I ). Die obere Intervallgrenze ist
bestimmt durch b = +o0, denn lim,_,.o V1 + Inzx = oco. Die untere Grenze ist
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bestimmt dadurch, dass wir nur fiir z > ¢ %5 > 0 die Umkehrung, die uns u(z) ge-
liefert hat, namentlich, Wohldefiniertheit der Wurzel auch durchfiihren diirfen. Denn
yle™) = /1+ (=1)e % = 0, aber die Wurzelfunktion z + /1 + 2Inz ist nicht
differenzierbar an der Stelle 2 = exp(—0.5)! Vollstédndigeitshalber bemerken wir, 1 €
(exp(—0.5),00). Damit ist A(11) : I(1,1) = (exp(—0.5),00) = R*, . — V1 +2Inzx
die gesuchte maximale Losung des Anfangswertproblems xyy’ = 22 + 3%

Aufgabe 2 Sei G C R? Gebiet und seien P,Q € C}(G — R) zwei auf G stetig diffe-
renzierbare reellwertige Funktionen. Eine Differentialgleichung P(x,y)+Q(z,y)y’ =
0 auf G heifit ezakt, falls es eine Funktion F' : G — R mit F € C*(G — R) gibt,
so dass 0, F(x,y) = P(z,y) und 0,F(z,y) = Q(z,y) fir alle (z,y) € G. Eine zur
Definition #dquivalente Bedingung, ist das Irrotationalitétskriteriums, d,P(z,y) =
0.Q(x,y) fiir alle (z,y) € G, gegeben. Wir spezialiseren nun P(z,y) = 2z exp(y) und
Q(z,y) = % exp(y) — 1 und definieren P : R? — R, (z,y) — P(z,y) sowie Q : R* —
R, (z,y) = Q(z,y). Auf G = R? sind das C'-Funktionen. Wir betrachten das An-
fangswertproblem P(z,y)+Q(x,y)y" = 0 wobei y(1) = Ozu erfiillen ist. Wir behaup-
ten, dass diese Differentialgleichung exakt ist. Zum einen gilt 0, P(z,y) = 2z exp(y)
und 0,Q(z,y) = 2z exp(y) fir alle (x,y) € G, so dass das Irrotationalititskriterium
OyP(x,y) = 2zexp(y) = 0,Q(z,y) auf G erfillt ist. Nach den Bemerkungen weiter
oben, ist also die betrachtete Differentialgleichung exakt. Damit gibt es ein zweimal
stetig differenzierbares F' : G — R, (z,y) — F(z,y), so dass 0,F(z,y) = P(x,y)
und 9, F(z,y) = Q(z,y). Offenbar erfiillt die Wahl F(z,y;c) = z%exp(y) —y + ¢
fiir alle ¢ € R die Anforderungen an F'. Als Verkniipfung von auf Gglatten Funk-
tionen ist F' mindestens C?. Ferner gilt d,F(z,y) = z?exp(y) — 1 = Q(z,y) und
0. F(z,y) = 2zexp(z) = P(z,y) auf G. Exaktheit der Differentialgleichung, erlaubt
uns F(z,y(z); ¢) = 0 entlang der Losungskurve von A0y : R D [109) = R, . — y(x)
des Anfangswertproblems zu setzen. Den Parameter ¢ € R fixiert die Bedingung
(1,0) € I'(A,0))- Es gilt 0 = F(1,0;¢), also ¢ = —1. Hiermit finden wir, dass die
Losung implizit durch die Gleichung x? exp(y) — y = 1 fiir (z,y) € G gegeben ist.
Bemerkung: Die Aquivalenz gilt eigentlich nur, wenn G sogar einfach zusammenhéingend
ist.

Aufgabe 3 Gegeben ist die Anfangswertaufgabe t? + 2% + 2txs, (1) = 1. Die Dif-
ferentialgleichung ist exakt: Definiere zunichst G = RT x R*. G ist offen und zusam-
menhéngend, also Gebiet. Ferner ist G einfach zusammenhéngend. Auflerdem gilt
(1,z(1) = 1) € G. Definiere P : G = R, (t,z) = t*+2*und Q : G = R, (¢, 1) — 2tz.
Als Polynomfunktionen in zwei Variablen gilt P,@Q € C'(G — R). Nach dem Irro-
tationalititskriterium ist die Differentialgleichung 2txd + 22+t = 0 & Q(¢, )% +
P(t,z) = 0 exakt genau dann wenn 0,Q(t,z) = 0, P(t,z) auf G. Es gilt in der Tat
fir (t,z) € G, dass 0;Q(t,z) = 2x und 0, P(t,x) = 2z, also ,Q(t,x) = 0, P(t,x).
Damit liefert das Irrotationalitdtskriterium die Exaktheit der betrachteten Diffe-
rentialgleichung. Wir konnen nun aufgrund der Exaktheit der Differentialgleichung
cine C?>-Funktion F' : G — R auf dem einfach zusammenhingenden G finden, so
dass O,F = P und 0, F = Q. Offenbar erfiillt fiir alle ¢ € R, F(QO, &;c) definiert
durch F(t,z;c) = t*/3+ta? +c fiir (¢, 2) € G die Anforderungen. Als Polynomfunk-
tion in 2 Variablen ist F'(Q, &;c) zwei stetig differenzierbar auf G und ferner gilt
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0. F(t,z;¢) = 2tr = Q(t,x) und O, F(t,z;¢) = t* + 2% = P(t,z) fiir alle (t,x) € G
zu einem beliebigen aber festen ¢ € R. Laut Vorlesung gilt fiir die Losung also
F(t,z(t);c) = 0 und der Parameter c ist durch die Bedingung, dass F'(1,z(1);¢) =0
gelten soll, festgelegt. Das liefert 1/3 + 14 ¢ = 0 also ¢ = —4/3. Wir finden also
t3/3+tx* = 4/3 als implizite Darstellung der Losung. Diese Gleichung 16sen wir nach
rauf: tx(t)? = (4—t3)/3und, dat > 0, z(t)* = (4—1t3)/(3t). Offenbar muss 4—¢> > 0,
damit wir ein positives 2(¢)? und damit ein 2(¢) # 0 folgern kénnen. Also ist ¢ < v/4
zuséatzlich zu t > 0 zu fordern. Radizieren liefert z(t) = /(4 — t3)/(3t), wobei wir
uns wegen (¢, z(t)) € G auf das positive Vorzeichen beschrénken diirfen. Wir finden
also als Existenzintervall t € (0, /4). Da {0} x R* Teilmenge von 0G, konnen wir die
Losung nicht weiter nach links ausdehnen und zusétzlich gilt lim sup,_, o+ |z|(t) = oco.
Da ferner x bei ¥/4 = ¢ nicht differenzierbar ist, ist die Differentialgleichung gar nicht
definiert fiir z. Angenommen, es giibe eine Losung X fiir ¢ > /4. Dann erfiillt diese
t3/3 +tX(t)* = 4/3. Andererseits ist wegen ¢t > v/4 > 0 und X ()2 > 0 der Aus-

druck t3/3 + tX(t)* > NN /3 = 4/3. Das steht im Widerspruch dazu, dass es eine
auf ¢t > /4 definierte Losung gibt, die t3/3 + X (t)%t = 4/3 geniigt. Damit ist in der
Tat I(11) = (0, V/4) das maximale Existenzintervall der eindeutig bestimmten und
maximalen Losung A\11) : [11) = R, t = x(t) = /(4 —13)/(3t).

Aufgabe 4 (a) Definiere die Funktion f : R x R — R, (z,y) — |y|. Die Funkti-
on f ist auf dem gesamten, offenen Definitionsbereich sogar global Lipschitz—stetig
bzgl. des zweiten Arguments: Seien z,y;,y2 € R. Dann gilt |f(z, 1) — f(z,y2)| =
lly1] = |y2|| < |y1 — |y2| wegen der aus den Vorlesungen bekannten umgekehrten Drei-
ecksungleichung. Somit ist f global Lipschitz—stetig bzgl. des zweiten Arguments,
insbesondere also lokal Lipschitz—stetig bzgl. der zweiten Arguments. Ferner ist f
konstant bzgl. des ersten Arguments, also insbesondere eine stetige Funktion auf
dem gesamten Definitionsbereich. Zu guter Letzt ist der Definitionsbereich von f
sogar ein Gebiet. Das Anfangswertproblem y' = f(x,y),y(0) = 0 hat nach dem
globalen Existenz— und Eindeutigkeitssatz somit eine eindeutige maximale Losung
)\(070) : 1(07()) — ]R,.T — )\(070) (I)

(b) Definiere die Funktion f: R x R — R, (z,y) — m f hat offenen Definiti-
onsbereich und ist wegen der Stetigkeit der Betrags— und Wurzelfunktion stetig auf
dem gesamten Definitionsbereich. Der Existenzsatz von Peano liefert damit die Exi-
stenz von lokalen Losungen des Anfangswertproblems y' = f(x,y), y(0) = 0. Diese
Losungen sind allerdings nicht eindeutig: Denn es gilt f(z,y = 0) = 0 und y(0) = 0,
so dass die konstante Funktion py : R — R, x +— 0 das Anfangswertproblem 16st.
Andererseits ist durch die Funktion p: R — R,z +— pu(t) mit pu(z) = 22 /4 fir z > 0
und p(z) = —x?/4 fiir x < 0 eine weitere Losung des Anfangswertproblems gegeben.
Denn (0) = 0 und es gilt 1/ (x) = |x|/2. Es ist aber zugleich /|u(z)| = 2|z| = ¢/(x),
so dass wir eine von p verschiedene Losung des Anfangswertproblems gefunden
haben. Folglich ist die Losung des Anfangswertproblems nicht eindeutig. Offenbar
nicht gefragt: Wahlt man den Anfangswert y(0) hingegen von 0 verschieden, kann
man zumindest lokale Eindeutigkeit der Losung mittels des qualitativen Satzes von
Picard-Lindeloff bekommen, indem man den Definitionsbereich von f verkleinert.
Globale Eindeutigkeit kann durch Zusammenstiickeln widerlegt werden.

(c) Definiere die Funktion f: R x R — R, (x,y) — y?. f ist zweimal stetig partiell
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differenzierbar, somit gilt also f € C'(R?* — R). Laut Vorlesung geniigt f damit ins-
besondere eine lokalen Lipschitz—Bedingung bzgl. der zweiten Variablen. Da R x R
offen und zusammenhéngend, d.h., Gebiet, ist und ferner f auf ganz R x R stetig ist,
hat das Anfangswertproblem 3’ = f(z,y),y(0) = 0 damit eine eindeutig bestimmte,
maximale Lésung. Da offenbar A\ ) : R — R,z — 0 das Anfangswertproblem lost,
ist die Nullfunktion die eindeutige, zunéchst lokale, Losung des Anfangswertpro-
blems. Maximialitét ergibt sich daraus, dass A0 auf ganz R definiert ist und dort
die betrachtete Differentialgleichung 16st.

Aufgabe 5 Gesucht ist zunéchst eine Losung A : I — R des Anfangswertproblems
2’ = (z + t)?> mit £(0) = 0. Definiere die Funktion f: R x R — R, (¢, z) — (t + x)>.
Diese ist als Polynomfunktion in zwei Variablen insbesondere stetig partiell nach
x differenzierbar und auf dem gesamten Definitionsbereich stetig. Da f stetig nach
x partiell differenzierbar ist, geniigt f einer lokalen Lipschitz—Bedingung bzgl. der
zweiten Arguments. Als offene und zusammenhéngende Menge ist R x R ferner ein
Gebiet und es gilt offensichtlicherweise (¢t = 0,z(t = 0) = 0) € R x R. Damit
ist der globale Existenz— und Eindeutigkeitssatz anwendbar, der die Existenz und
Eindeutigkeit einer maximalen Losungen Aqp) : /0,0y — R des zu untersuchenden
Anfangswertproblems liefert. Um diese zu berechnen, definieren wir eine neue Funk-
tion durch u(t) = z(t)+t und finden v/(t) = 1+2'(t) = 1+ ((t+2(t))?) = 1+ (u(t))>
Ferner gilt u(0) = 0 + x(0) = 0. Das auf u transfomierte Anfangswertproblem 1sen
wir durch Trennung der Variablen. Da 1 + (u(t))? > 1 > 0 fiir alle ¢ € R fiir eine
reellwertige Funktion w erfiillt, finden wir u(t) zu:

u(t) t
/ _dv / dt < arctan(u(t)) — arctan(0) =t < u(t) = tant. (232)
o Lo Jo

Die Aquivalenzumformung erfodern hierbei, dass t ¢ {7/2 + kr|k € Z}. Damit wir
ein Losungsintervall I angeben kénnen, so dass 0 € I, bendtigen wir t €| —m/2, 7/2[=
I. x(t) ergibt sich nun durch Riicktransformation z(t) = u(t) —t = tant — t.
Wir iiberpriifen, dass z(t) tatsidchlich das Anfangswertproblem 16st. Offenbar gilt
z(0) = tan0 — 0 = 0 und durch Ableiten finden wir 2/(t) = 1/((cost)?) — 1 =
(1 — cos(t)?)/((cos(t))?) = (tan(t))® = ((tan(t) — t) + t)®> = (x(t) + t)* fiir al-
le t €] —7/2,7/2[. Mithin haben wir durch X\ :| — 7/2,7/2[— R,t — tant — ¢
eine Losung des Anfangswertproblems gefunden. Diese Losung ist, da bereits die
starkeren Voraussetzungen des globalen Existenz und Eindeutigkeitssatzes gelten,
nach dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz lokal eindeutig, falls wir auf ein
kompaktes Intervall [a, b] C] — 7/2, 7/2[ einschrdnken. Die Maximalitidt der Losung
ergibt sich aus dem Randverhalten: Es gilt nédmlich limsup;_,, - [A(t)| = oo, da
der Tangens eine Polstelle bei ¢ = 7/2 hat. Ebenso gilt an der unteren Intervall-
grenze des Existenzintervalls I, limsup,_,_. - |A(t)| = oo, da der Tangens ebenfalls
eine Polstelle bei t = —7/2 besitzt. In beiden Féllen dndert die Addition des endli-
chen —t’s am Randverhalten nichts. Der Satz iiber die Charakterisierung maximaler
Losungen sagt nun, dass A :] — 7/2, 7/2]— R tatsdchlich die maximale Losung des
zu untersuchenden Anfangswertproblems ist.
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Aufgabe 6 Definiere zunéchst die Funktion f: R x R — R, (¢, x) — p(t) exp(x).
Da p auf R x R stetig und exp(z) sogar glatt auf R x R ist, ist f offenbar auf dem
ganzen Definitionsbereich stetig. Ferner ist f infolge der Glattheit der Exponential-
funktion stetig partiell nach x differenzierbar. Laut einem Vorlesungsresultat geniigt
f also eine lokalen Lipschitz—Stetigkeits—Bedingung im zweiten Argument. Bekannt
ist ferner, dass R x R offen und zusammenhéngend, also ein Gebiet, ist. Fiir belie-
biges (0,z9) € R x R liefert der globale Existenz—und Eindeutigkeitssatz also die
Existenz einer eindeutigen maximalen Losung A, : I,, — R des Anfangswertpro-
blems. Dieses bestimmen wir mithilfe des Satzes iiber die Separation der Variablen.
Da exp(z) > 0 fiir alle z € R finden wir die Losung des Anfangswertproblems durch

Losen von
At) d t
/ S / p(r)dr (233)
x0 exp(x) 0

nach A(t). Integration auf der linken Seite liefert links den Ausdruck exp(—zg) —
exp(—A(t)). Damit finden wir

t
exp(—10) — / p(F)dr = exp(—A(t). (234)

0
Logarithmieren liefert nun den Kandidaten A(t) = —In (exp fo )
Hierbei miissen wir auf ¢ < T mit T" > 0 einschrénken, wobei fo T)dT = .

Ableiten nach T liefert nun p(7) = 0 nach dem Hauptsatz der Analys1s Damit
finden wir ¢ €] max{T < 0:p(T) =0}, min{T > 0: p(T) = 0}[= I. Wir fordern
nun 7y = supysg fo T)dT < oo und 1 > exp(xg)y. Durch Umschreiben der Losung
unter Verwendung der Logarithmus—Gesetze finden wir

A#) = 20— In (1 _ exp(zo) /0 t p(T)dT) | (235)

Um die Existenz der Losung fiir alle ¢ > 0 sicherzustellen, muss also fiir alle t > 0
gelten

exp(xo) /Otp(T)dT < 1. (236)

Da aber sogar das Supremum des obenstehenden Ausdrucks nach Annahme in Teil
(b) kleiner als 1 ist, existiert die Losung nun fiir alle ¢ > 0. Wir zeigen noch, dass
(235) tatsdchlich das Anfangswertproblem 1st. Es gilt A(0) = 2o — In(1) = 25 und
durch Ableiten unter Verwendung des Hauptsatzes der Analysis bestétigen wir fiir
tel
: p(t) p(t)
) = e = o) ~ PO, (237

Aufgabe 7 zu (a): Diese Aussage ist falsch. Die Funktion f : R — R,z +— x ist
auf ganz R stetig, dahe auf Kompakta eigentlich integrierbar, und es gilt

21 R
lim /R f(z)dz = lim {%} = lim (1/2(R* - R?)) = lim 0=0. (238)
-R

R—o0 _R R—o0 R—o0

74



Andererseits ist f nicht uneigentlich integrierbar, denn angenommen, dass uneigent-
liche Integrale existiert, dann gilt

00 b
f(z)dr = lim lim [ f(z)dz = lim lim((b* —a?)/2) = lim (00) = ook

a——00b—oo J, a——00 b—00 a—+—00
(239)
b
/ flx)dx = hm lim f(x)dz = lim lim ((b* —a?)/2) = lim (—o00) = —o0,
b—o0 a——o0 [, b—o0 a——00 b—o0
(240)
im Widerspruch zur Existenz der Grenzwerts. U

u (b): Diese Aussage ist richtig. Bezeichne W € R den nach Aufgabenstellung endli-
chen Wert des uneigentlichen Integrals. Nach Definition des uneigentlichen Integrals
existiert

s

W= lim / f(z)dx (241)
R——00,5—0 R

D.h., der Grenzwert existiert fiir jede Folge (R, Sk)ren aus R — R mit limy_,o Ry, =

—oo und limy_, S = oo:

W = lim > f(z)dz (242)

k—o0 Ry,

Sei nun (Sk)ren beliebige Folge in R mit der Eigenschaft, dass limg_,o, Sy = 0.
Offenbar konvergiert dann die Folge (Ry)iren definiert durch Ry, = —Sj fiir alle
k € N uneigentlich gegen —oo. Die Folge ( Ry, Sk)ren liefert nun:

Sk Sk
W = lim f(z)dx = lim f(z)dx (243)

k—o0 Ry k—o0 — 5

a (Sk)gen mit Sk — oo uneigentlich fiir £ — oo beliebig war, folgt nun

S—o00

~ lim / fa (244)

Die rechte Seite ist gerade der zu untersuchende Grenzwert. Die obenstehende Glei-
chung stellt nunmehr sicher, dass der zu untersuchende Grenzwert (im Sinne der
Aufgabenstellung) existiert. 0

u (c): Diese Aussage ist falsch. Setze I = [0,1) und I, = [> 5, 1/k, S04 1/k)
fur alle n € N. Die dadurch defineirte Folge von Intervallen besteht aus disjunk-
ten Intervallen, die eine Zerlegung von [0, 00) bilden. Definiere f, : I,, - R,z —
sin(2mn(x — Y p_y 1/k)). Es gilt limy, 1 /e fu(3h, 1/k) = 0 und f,(3721 1/k) =0
fir n > 2 sowie f1(0) = 0 = f1(1). Damit ist die Funktion f : [0,00) = R,z — f(z)
definiert durch f(z) = f,(z) falls x € I,, wohldefiniert und auf ganz [0, co) stetig. An-
dererseits existiert lim, , |f(x)| nicht, denn fiir die Folge (a,,)n—00 definiert durch
an = > o 1/k gilt f(a,) =0 fir n € N aber fir b, = >_;_,2/(k) gilt | f(b,)| = 1.
Das uneigentliche Integral von f existiert, denn sei R > 1 beliebig, dann gibt es ein
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n €N, sodass 7, 1/k < R < Y771 1/k. Nun gilt wegen J; f(x)dz = 0 fiir alle
n € N und der Zerlegungseigenschaft von (I,,),en

R R —sin(2mn(R - S0
/ f(x)dx = / f(x)dx = ! (2mn (R Zk:l)l/k). (245)
0 She1 1/

2m™n

Der Limes R — oo impliziert auch n — oo, und somit gilt

/OO f(z)dz = lim f \dz — Tim - —sinQ@rn(R =3 1/K) _ 0, (246)

R—o0 n—00 2mn

insbesondere existiert also das uneigentliche Integral. Das ist aber ein Gegenbeispiel
zur zu untersuchenden Aussage. O

Aufgabe 8 Sei f: R?* - R, (z,y) — 4(z +y) und g : R?* = R, (z,y) — 2* +
y?. Beide Funktionen sind offenbar global C2-reguliir. Zu zeigen ist zunichst die
Existenz eines globalen Maximums von f unter der Bedingung, dass g(z,y) = 1.
Wir stellen zunichst fest, dass M := {(z,y) € R*[z*> + y*> = g(x,y) = 1} eine
ein-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. Hierfiir verbleibt nur noch zu
zeigen, dass (Vg)(z,y) # (0,0)T fiir alle (z,y) € M. Da (Vg)(x,y) = (2x,2y) folgt
wegen ||Vg(z,y)|| = 2v2¢(z,y) = 2v/2 # 1 fiir alle (z,y) € M die Behauptung
(Vg)(z,y) # (0,0)T fiir alle (x,y) € M. Definiere nun ¢ : [0,27) — M,¢ —
(cos ¢, sin ). Wegen |[¢(t)]| = 1 fiir alle ¢ € [0, 27) ist die Abbildung wohldefiniert.
Dies ist eine Paramterisierung von M, und aus den Vorlesungen als Polarkoordinaten
bekannt. Wir zeigen nun, dass ¢ = fo : [0,271) — R, ¢t — 4(cost + sint) ein
globales Maximum hat. Offenbar kann g mindestens C%-reguliir auf [0, 27| fortgesetzt
werden, da ¢ eine Verkniipfung von auf ganz R glatten Funktionen ist. Bezeichne
diese Fortsetzung mit G : [0, 2] — R. Ferner ist [0, 27| kompaktes Intervall in R. Da
G insbesondere stetig ist, liefert das Maximumsprinzip fiir Funktionen einer reellen
Variablen nun die Existenz eines y € [0, 27], so dass G dort seinen maximalen Wert
annimmt. Wegen G(0) = G((1,0)) = G(2) folgt damit also auch die Existenz einer
globalen Maximums von g = G|jp.2r). Da g als stetig differenzierbar auf dem ganzen
Definitionsintervall festgestellt wurde, sei zuéchst ¢ € [0, 27) kritischer Punkt von
g. Dann gilt d;g(t) = 0 < sin(t) = cos(t). Diese Gleichung kann nur erfiillt werden
falls ¢t € {m/4,5m/4}, wegen der 2m-Periodizitdt der Sinus- und Cosinus-Funktion.
Also ist t = 7/4 oder t = bn/4 Kandidat fiir das gesuchte Maximum. Nun gilt
g(m/4) = 4(cos(m/4) + sin(n/4)) = 4¢/2 und g(57/4) = 4(cos(57/4) + sin(57/4)) =
—4(cos(m/4) + sin(n/4)) = —4+/2. Insbesondere gilt g(57/4) < g(7/4), so dass bei
t = m/4 das globale Maximum von ¢ liegt. Damit ist ¢(t = 7/4) = (\/5_1, \/5_1) €
M die Maximalstelle von f. Ferner gilt f(\/ﬁ_l, \/5_1) = g(7/4) = 4v/2, so dass wir
auch den Wert von f an der globalen Maximalstelle gefunden haben. O

Aufgabe 9 Sei v : R" — R" ein C*-Vektofeld so dass (v(z), z)gs = 0 fiir alle
mit x € S (Ogn) gilt. Zu zeigen ist, dass die maximale Lésung A : I — R™ von
@ = v(z) mit der Anfangsbedingung x(0) = xo, wobei 79 € ST '(Ogn) erstens auf
ganz R definiert ist und zweitens ||A||2(t) = 1 gilt fiir alle ¢ € R. Abgenommen,
I C R. v ist auf ganz R"™ definiert ist und als C'*°-Vektorfeld insbesondere auf dem
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kompletten Definitionsbereich R™ lokal Lipschitz-stetig. Zudem ist R™ offen und zu-
sammenhédngend, also Gebiet. Der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz liefert
uns zu dem vorgegebenen Anfangswertproblem die Existenz einer eindeutigen maxi-
malen Losung A : I — R” auf einem offenen Intervall I C R, welches nach Annahme
nicht ganz R ist. Insbesondere ist die erste Ableitung ' : I — R™ wegen \' = vo\ auf
I selbst glatt. Da A maximale Losung ist, konnen wir A iiber sein Randverhalten auf
JI charakterisieren. Da O(R; x R™) = () und I von R verschieden ist, bleibt nur die
Méglichkeit, dass limsup,_,, [[A(t)|| = oo fiir einen beliebigen Randpunkt t5 € 01
des Existenzintervalls der maximalen Losung. Dies kann wie folgt ausgeschlossen
werden: Man definiert w(x) = v(z/[|z||) : R* \ {Ogn} — R™ ein weiteres C°°-
Vektorfeld auf dem Gebiet R™ \ {Og»} und ist auf dem gesamten Definitionsbereich
ferner glatt und lokal Lipschitz-stetig. Es gilt (w(x), z)ga = 0 fiir alle x € R™\ {Ogn }
und ferner w(z) = v(z) fiir alle z € S7 '(Ogn), inbesondere also fiir = = .
Es hat das Anfangswertproblem # = w(z) mit 2(0) = z, eine maximale Losung
p o J — R™\ {Ogn} nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz, welche we-
gen der obigen Beobachtungen mit \ iibereinstimmt, falls z(t) € ST (Ogn) fiir alle
t € J =R (das wegen Charakterisierung des Randverhaltens maximaler Losungen)
gilt. Nun gilt fiir alle t € J C R zuniichst dq||p(t)]]? = 2(w(u(t)), u(t))rn = 0, denn
(w(z),z) = 0 fiir nicht-verschwindende z € R™. Also gibt es ein ¢ € R so dass
|lp(t)]]? = ¢ fiir alle t € J. Da 0 € J und u(0) = o, folgt ¢ = ||zo]|> = 12 = 1, also
ln@)]]? =1 = ||ut)]| =1 fiir alle t € J. Wére nun J # R, dann miisste p : J — R”
mit dem analogen Argument zu oben limsup, ., ||u(t)|| = oo fiir einen beliebigen
Punkt ty € 0J C R erfiillen. Letzteres ist aber ein Widerspruch zu ||u(t)|| = 1 fur
alle t € J. Also gilt J = R. Da nun gilt 4/(t) = w(p(t)) = v(u(t)) fir t € R und
1(0) = 2o haben wir iiber das Hilfsproblem eine Losung p der urspriinglichen Diffe-
rentialgleichung @ = v(z), die der Anfangsbedingung x(0) = z¢ (||zo|| = 1) geniigt,
gefunden. Diese existiert fiir alle ¢ € R und stimmt deswegen mit der maximalen
Losung A tiberein, A = p. Ferner gilt ||u(t)]|2 = [|A(¢)||2 = 1 fir alle ¢ € R, so dass
die maximale Losung auch die geforderte Zusatzeigenschaft hat. 0

Aufgabe 10 Sei f : R"\ {0} — R™ Lipschitz-stetig mit (f(x),z) = 0 fiir alle
z € R"\ {0}. Zu zeigen ist, dass fiir jede auf einem offenen Intervall J C R de-
finierte Losung ¢ : J — R™\ {0} der Differentialgleichung o’ = f(x) gilt: ||o(t)||2
ist konstant fiir alle ¢ € J und dass jede auf einem offenen Intervall J definierte
Losung zu einer maximalen Losung A(r¢) : R — R™\ {0} fortgesetzt werden kann.
Sei £ € R\ {0} und J C R Losungsintervall fiir die Losung ¢ : J — R™ \ {0} der
Differentialgleichung 2’ = f(z) so dass fiir ein 7 € J (existiert wegen Offenheit des
Intervalls) gilt z(7) = £. Da f Lipschitz-stetig ist, ist f insbesondere lokal Lipschitz-
stetig. Ferner ist R x (R™\ {0}) C R x R™ Gebiet. Der globale Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz liefert nun die Existenz und Eindeutigkeit einer maximalen Losung
Are @ Jre = R™\ {0} des eben skizzierten Anfangswertproblems, wobei J; ¢ ein offe-
nes Intervall und maximal in dem Sinne ist, dass jede Losung des betrachteten An-
fangswertproblems eine Einschrinkung der maximalen Losung A, ¢ ist, insbesondere
das dazugehdrige Existenzintervall J die Inklusion J C J, ¢ erfiillt. Da A ¢ maximale
Losung, gilt ¢ = A\, ¢, d.h., die zu untersuchende Losung ¢ : J — R™\ {0} entsteht
gerade durch Einschrankung der gefundenen maximalen Losung von J, ¢ auf J. Es
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reicht zu zeigen, dass die durch t +— ||\, ¢(¢)]|3 definierte Funktion fiir die zugehorige
maximale Losung konstant fiir alle ¢ € J, ¢ ist. Dann ist ||\ ¢(¢)[13]7 = | Arels(0)]13 =
|o()]|3 konstant fiir alle ¢ € J, und wegen [|A.¢(£)||> = ¢ > 0 in dem Fall ist auch
| Are(t)]] = v/c > 0 insbesondere konstant. Fiir die maximale Losung A, ¢ gilt insbe-
sondere fiir alle t € Jo ¢ N, ((t) = f(A-¢(t)), sie ist also insbesondere differenzierbar.
Ferner gilt dl|Are(t)[E = de re(6), Are(8)) = (N, e(6), Are(8)) + Ohrelt), Noe(8)) —
Qe ArelD) + Qorelt)s FOe(®)) = 20 (re®): AnelD)) = 0, domn Tir al-
le z € R*\ {0} gilt laut Voraussetzung an das Vektorfeld f (f(z),z) = 0. Al-
so gibt es wegen Definitheit des euklidischen Skalarprodukts ein ¢ > 0 so dass
IAe(®)]l3 = ¢ > 0 fiir alle t € J,.¢. Radizieren liefert nun ||\, ¢(t)]|2 = /¢ fiir alle
t € J-¢ und Einschrénkung auf J liefert geméfl den eingangs gemachten Bemerkun-
gen ||o(t)||2 = /¢, also dass die euklidische Norm der Losung ¢ : J — R™ \ {0}
konstant ist. Es verbleibt nun zu zeigen, dass fiir die Existenzintervalle maxima-
ler Losungen zu beliebigem (7,€) € R x R"™ \ {0} gilt J., = R. Aus der Vor-
lesung ist bekannt, dass die Maximalitdt von A, &dquivalent durch das Randver-
halten den Losung A, charakterisiert werden kann. Nehmen wir an, J.¢ = (a,b)
mit a,b € RU {—00,00} und a < b. Wir zeigen a = —00,b = oo. Zunédchst gilt
¢ # 0, also [|£]]2 > 0 wegen Nicht-Degenerierthart der euklidischen Norm, also
| Arell2 > 0. Angenommen, a # —oo. Dann ist a € R. Es gilt fiir den Teil-Graphen
I'_(Are) = {(t,M\re) € (a,0) x R™\ {0}. Insbesondere liegt I'_(A,¢) C {(¢t,x) €
[a,0] x {x € R*\ {0} : 0 < [|€||3/4 < ||z|l2 < 9]|€||3/4 < oo} }, also in einer kompak-
ten Teilmenge von R x R™\ {0}, so dass Rx {0} NT'_(\;¢) = (. Damit steht aber die
Endlichkeit von a im Widerspruch zum zur Maximalitéit dquivalenten Randverhalten
der Losung A ¢. Also war die Annahme a # —oo falsch und es gilt a = 4-00. Analog
sieht man, dass b # oo den zur Maximalitit der Losung dquivalenten Moglichkeiten
fiir das Randverhalten der Losung widerspricht. Also war die Annahme b # oo falsch.
Somit ist nur noch a = —o0, b = co moglich und wir erhalten die maximale Losung
Mgt Jre =R — R"\ {0} wie gefordert. O

Aufgabe 11 Definiere fiir alle n € N die Funktionenfolge (f,)nen vermoge f, :
R — R,z — 2" /(1+2?"). Wir definieren ferner die Funktion f : R — R,z — f(z),
wobei f(z) =1 falls |x| > 1, f(x) = 1/2 falls || = 1 und f(z) = 0 falls |z| < 1.
Nun behaupten wir lim,, . f(z) = f(x) fiir beliebiges x € R. Sei zum Beweis = € R
beliebig.

e Full 1: |x| = 1. Dann gilt fiir beliebiges n € N, f,(z) = 2*/(1 + 2*") =
|z /(1 + |z*) =12 /(1 +1?") =1/(1+ 1) = 1/2. Also ist (f,(1) = 1/2),c
konstante Folge in R und fiir den Grenzwert gilt entsprechend lim,, ., f,(z) =
1/2 = f(x) fir x € {—1,1} & |z| = 1.

e Fall 2: |z| < 1. Wir halten zuniichst fest, dass 0 < f,(z) = z*"/(1 + 2*") =
|z|>" /(1 + |z|*™) < |z|*" fiir alle z € R mit |z| < 1, denn 1 + [z[*" < 1 in
diesem Fall. Fiir beliebiges, aber festes x geméfl Fallvoraussetzung, ist (a,,)nen
definiert durch a,, = |z|*" eine Nullfolge. Das Quetschlemma liefert nun, dass
0 < limy, o0 fr(2) < limy, o0 [2]*™ = 0, also lim,, .o fu(z) = 0 = f(z) fiir die
betrachteten € R mit |z| < 1.

78



e Fall 3: || > 1. In diesem Fall gilt insbesondere x # 0, so dass f,(x) =
2 /(1 + %) = 1/(1 + 1/2*") = 1/(1 + |y|*™), wobei y = 1/z definiert wur-
de und |z| > 1 zu 0 < |y| < 1 #quivalent ist. Nach den Rechenregeln fiir
Grenzwerte konvergenter Folgen folgt aus lim,, ,,, b, = 0 fiir die Folge (b,,)nen
definiert durch b, = (y?") fiir festes aber beliebiges y € (—1,1) \ {0}, dass
lim,, oo f(2) = lim, 00 1/(1 + |y|*") = 1 = f(z) fir x € R mit |z| > 1.

Insgesamt ist damit die punktweise Konvergenz der Funktionenfolge (f,,)nen gegen
die Grenzfunktion f nachgewiesen. Wir zeigen nun, dass (f,),en allerdings nicht
gleichméBig gegen f konvergiert. Angenommen, (f,),n konvergiert gleichméBig
gegen f auf R. Die Funktionen f, : R — R sind fiir beliebiges n € N auf R,
insbesondere also in x = +1, stetig. Laut Vorlesung ist die Grenzfunktion f ei-
ner gleichméfig konvergenten Funktionenfolge stetiger Funktionen ebenfalls ste-
tig. Also ist f insbesondere bei z = 1 stetig. Andererseits gilt f(1) = 1/2 und
lim,, o f(1—=1/n) =lim, ,,, 0 =0 = f(lim, (1 —1/n)) = f(1) infolge Stetigkeit
der Grenzfunktion. Aber 1/2 # 0, so dass die Grenzfunktion nicht stetig ist. Da-
mit haben wir einen Widerspruch zur Annahme, (f,),en konvergierte gleichméBig
gegen f auf R. Sei zuletzt ¢ € [0,1) und A = {z € R : |z| < ¢}. Wir behaup-
ten, dass (f,)neny auf A gleichméfig gegen f konvergiert. Sei dazu € > 0 belie-
big. Wegen 0 < f,(z) < ¢® gilt fiir n > 0.5-Ine/lng, dass ¢°" < e. Setze also
N = [0.5-1n¢/Ing|. Unter Beachtung von f(z) = 0 fiir alle z € A C [0,1) gilt
fir alle n > N, |f.(z) — f(2)] = |fu(z) — 0] = |fu(z)] = fa(x) < € fiir beliebiges
x € [0, ¢q] mir beliebigem ¢ € [0,1). Mithin konvergiert (f,)n,en auf A gleichméfig
gegen f. O

Aufgabe 12 Sei f : R — R differenzierbar und es gelte f'(t) > f(t) fir al-
le t > 0 sowie f(0) > 1. Zunéchst zeigen wir, dass f auf [0, 00) streng monoton
steigend ist. Zunéchst gilt f/(0) > f(0) > 1 > 0. Da f auf R differenzierbar ist,
ist f auf R stetig. Der Zwischenwertsatz liefert eine in [0, 00) relativ offene Um-
gebung U der 0, so dass f(t) > 0 fiir alle t € U, da f(0) insbesondere grofier 0.
Die Eigenschaft f'(t) > f(t) liefert nun, dass fiir ¢ € U insbesondere f'(t) > 0. Fir
t,7 € U mit t > 7 beliebig finden wir mittels Mittewertsatz der Differentialrechnung
f@)—f(r)=f()t—71)> f(&)(t—7) >0mit £ € (7,t) C U. Also ist f in U streng
monoton steigend. Wir zeigen nun, dass U = [0, 00). Die Inklusion U C [0, c0) ist
klar. Fiir die Inklusion U 2 [0, 00) reicht es aus, zu zeigen, dass U # [0, 00) nicht
auftreten kann. Angenommen, U # [0, 00). Dann ist U von der Form U = [0, a) mit
a > 0, denn 0 € U nach Konstruktion und U relativ offen in [0, 00). Bekannt ist
ferner, dass f auf U streng monoton wachsend ist und f’(¢t) > f(¢) > 0. Da f auf
R stetig ist, gilt lim;_,,— f(x) = f(a) und f(¢) > 0 liefert nun f(a) > 0. Gébe es ein
t € U, so dass f(a) — f(t) < 0, dann gibt es nach Mittelwertsatz der Differential-
rechnung ein € € (¢,a) C U, sodass 0 > f(a)— f(t) = f'(§)(a—1t) > f(§)(a—t) > 0.
Das ist ein Widerspruch. Also gilt a € U, so dass nur U = [0, a] moglich ist. Da aber
f(a) > 0 finden wir auch zu a nach dem Zwischenwertsatz eine relativ offene Um-
gebung U, C [0, 00), so dass wir die Konstruktion am Anfang wiederholen kénnen.
Das ist ein Widerspruch zur Endlichkeit von a und es folgt a = 0o, so dass insge-
samt U = [0,00). Wir schétzen in einem zweiten Schritt f auf [0,00) nach unten
ab, indem wir f(t) > exp(t) zeigen. Fiir die Funktion g : R — R gilt zunéchst, dass
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sie auf ganz R stetig differenzierbar ist, g(0) = 1 < f(0) und ¢'(t) = g(¢) befriedigt.
Definiere nun h = f — g. Dann gilt auf [0,00), dass b’ = f' — ¢ > f — g = h und
h(0) = f(0) — g(0) > 0, also insbesondere A'(0) > 0. Wir zeigen nun h(t) > 0 fur
alle t € (0,00). Angenommen, es gibe ein ¢t € (0,00), so dass h(t) < 0. Dann gibt
es eine in in (0, 00) offene Umgebung V' von ¢, so dass h(s) < 0 fir alle s € V. Nun
gilt 0 > h(t) — h(0) = K(7)7, also h'(7) < 0 fiir 7 € (0,t). Damit folgt aber auch
0> h'(1) > h(7) fir alle 7 € (0,¢). Lassen wir ¢ — 0T, so liefert die Abschitzung
h(0) < 0 im Widerspruch zu h(0) > 0. Also gibt es zumindest eine relativ offene
Umgebung Vj der 0 in [0, 00), so dass h(t) > 0. Da [0, c0) zusammenhéngend, reicht
es zu zeigen, Vg auch relativ abgeschlossen in [0, 00) ist. Wegen V; # ) ist dann
Vo = [0,00). Wegen 0 € Vj setzen wir Vy = [0,a) an, ggf. beschrinkt man die Um-
gebung von 0 auf eine zusammenhéngende Umgebung. Nun gilt aber 0 < h(t) auf
[0,a), so dass h(a) = lim;_,,- h(t) > 0 infolge Stetigkeit von h auf R. Also ist V;
sowohl relativ offen als auch relativ abgeschlossen in [0, 00) und damit Vj = [0, 00).
Also ist h(t) > 0 fiir alle t > 0, und somit f(t) > g(t) = exp(t), was zu zeigen war.

Geht einfacher durch Integration, s. HO7T2A4, denn Ableitungsfunktion ist auf jeden
Fall integrierbar. O

Aufgabe 13 Gegeben ist die Differentialgleichung
diz +2diz + 2 =0, (247)

Gesucht sind alle reelwertigen Losungen, die beschréankt sind. Hierbei handelt es sich
um eine lineare Differentialgleichung von Ordnung vier mit konstanten Koeffizien-
ten, die ferner homogen ist. Der zur Differentialgleichung gehorige Losungsraum ist
ein vierdimensionaler R-Vektorraum. Die Losungen der Differentialgleichung sind
des wegen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir lineare Differentialgleichungen auf
ganz R definiert, da dies das Stetigkeitsgebiet der (konstanten) Koeffizienten ist. Die
Bestimmung des fiir die Konstruktion der allgemeinen Loésung erforderlichen, vier-
elementigen Fundamentalsystems erfolgt durch Exponentialansatz: Setze x : R — R
definiert durch x(t) = exp(ut), C € C und p € C Nullstellen der resultierenden quar-
tischen Gleichung nach Einsetzen. Die so zu erhaltenden Funktionen sind mindestens
viermal differenzierbar. Einsetzen liefert die Gleichung (u* + 2u? + 1) exp(ut) = 0.
Da die Exponentialfunktion exp : R — R sogar strikt positive Funktion ist, ist
die letzte Gleichung dquivalent zu p* + 2u? + 1 = (p? + 1)? = 0. Wir finden also,
dass u € {+i,—i} C C. Da beide Nullstellen jeweils Ordnung 2 haben, verwen-
den wir das Resultat aus der Vorlesung, dass neben t — exp(it),t — exp(—it)
auch t — texp(it) und t — texp(—it) Losungen definieren. Reellwertigkeit erlaubt
uns statt der betrachteten komplexwertigen Exponentialfunktionen auch geeignete
Linearkombinationen (iiber C) als Basis-Kandidat des Losungsraums der zu un-
tersuchenden Differentialgleichung zu nehmen. Setze also ®; : R — R ¢ +— cost,
Oy R — Rt —sin(t), P3: R — Rt — tsint und &4 : R — R, ¢ +— tsint. Es gilt
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fir alle t € R:

O (1) = cos(t), PU(t) = —sin(t), DY (t) = — cos(t), B (t) = sin(t) (248)
O (1) = —sin(t), D(t) = — cos(t), D (t) = sin(t), D" (t) = cos(t) (249)
OL(t) = cos(t) — tsin(t), Py(t) = —2sin(t) — t cos(t), (250)
U (t) = —3cos< )+ tsin(t), ®L(¢) = 4sin(t) + t cos(t) (251)
' (t) = sin(t) + t cos(t), P5(t) = 2cos(t) — tsin(t), (252)

(253)

O (t) = —3sin(t) — tcos(t), LV (t) = —4 cos(t) + tsin(t), 253

so dass d}®;(t) + 2d2®;(t) + ®;(t) = 0 fiir alle i € {1,2,3,4} und alle t € R. Es han-
delt sich also tatsidchlich um Loésungen der Differentialgleichung, die zu untersuchen
ist. Um zu zeigen, dass diese tatsdchlich linear unabhéngig sind, berechnen wir die
Wronski-Detreminante W (t) = W[y, $q, P53, $4](t = 0) an der Stelle t = 0. Es gilt
mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz

@1(0) By(0) Dy(0) 4(0)
2,(0) ©,(0) B0) B(0)
WO =dt | pio) ay0) @50) @) 25y
2/(0) BJ(0) (0) @(0)
1 0O 0 O
e T (255)
0 -1 -2 0
1 1 0
= (-1 1-det| 0 0 2 (256)
-1 -2 0
—4-2 (257)
2 40, (258)

weswegen die vier gefundenen Losungen nun tatsichlich linear unabhéngig iiber R
sind. Aus Dimensionsgriinden spannen sie also den Losungsraum £ der Differenti-
algleichung auf, £ = ling{®;, o, 3, P, }. Da nur nach denjenigen Losungen gefragt
ist, die beschrinkt sind, also nach denjenigen ® € L, so dass ||®(t)|| < C fiir alle
t € R mit einer Konstanten C' in R, scheiden &3, &, aus: Diese sind unbeschrénkt.
Also gilt @ € ling{®P;, P2}, so dass die allgemeinste, reellwertige und beschrénkte
Losung von der Form

O:R—R,t— Ady(t) + BPo(t) = Asin(t) + Bcos(t) (259)
ist mit reellen A, B.
Aufgabe 14 Gesucht sind nun alle Losungen v : R — R, ¢ — wu(t) der Dif-
ferentialgleichung u” — 10u’ + 34u = 0 zusammen mit den Randbedingungen (a)
uw(0) = 0,u(n/2) = 1, (b) u(0) = 0,u(r) = 1, (¢) u(0) = 0,u(r) = 0. Wir

bestimmen das Fundamentalsystem wiederum durch Exponentialansatz. Das lie-
fert das Fundamentalsystem F = {®;, P}, wobei ®;(t) = exp(5t)sin(3t) und
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Oy (t) = exp(5t) cos(3t). Die allgemeine Losung der Differentialgleichung, irrespek-
tive der Randbedingungen, lautet nun ®(t) = AP, (t) + BPo(t) mit reellen A, B.
Letztere werden nun fiir die drei Fille aus den Randbedingungen bestimmt.

e Fuall (a) Da ®(0) = 0 folgt 0 = AP,(0) + BP2(0) = B - 1, also B = 0. Damit
gilt ®(t) = AD(t) = Aexp(5t)sin(3t). Zusitzlich soll (r/2) = 1, so dass
Ady(1/2) = 1 < Aexp(16m/2)sin(37/2) = 1 & A = —exp(157/2). Somit
haben wir die eindeutige Losung des Randwertproblems gefunden als definiert
durch ®(t) = — exp(—157/2 + 5t) sin(3t).

e Fuall (b) Da wiederum ®(0) = 0 folgt ®(¢) = Aexp(5t)sin(3t). Wegen sin(k -
7) = 0 fiir alle ganzzahligen k, liefert die zweite Randbedingung, ®(7) = 1 den
Widerspruch A exp(—57)-0 = 1 < 0 = 1. Folglich hat dieses Randwertproblem
keine Losung.

e Fuall (¢c) Wiederum legt ®(0) = 0 fest, dass ® durch ®(t) = Aexp(5t)sin(3t)
definiert wird. Nun liefert aber die Bedingung ®(7) = 0 fir alle reellen A,
Aexp(bm) -0 =0, da sin(k - m) = 0 fiir alle ganzzahligen k. Insofern existiert
ein eindimensionaler Losungsraum £ des Randwertproblems, bestehend aus
allen Funktionen der Form ®4 : R — R, ¢ +— Aexp(5t) sin(3t) mit reellem A.

O

Aufgabe 15 Gegeben sei die quadratische Matrix A € M3y3(R) definiert durch

0 1 0
A= 0o o 1 |. (260)
~1 -1 -1

Gesucht sind alle Losungen der Differentialgleichung @’ = Az, so dass lim;_,, z(t) =
0. Wir stellen zunéchst fest, dass dieses System von Differentialgleichungen erster
Ordnung homogen und mit konstanten Koeffizienten ist, die Losung aber eine R3-
wertige Funktion ist. Dieses System ist ist dquivalent zur skalaren, linearen, homo-
gene Differentialgleichung v (t) + v"(¢t) + v'(t) + y(t) = 0 mit konstanten Koef-
fizienten und der Ordnung 3 fiir eine Funktion y : R — R, die mindestens drei-
mal stetig differenzierbar ist. Dabei gilt nun z(t) = (y(t),vy/'(t),y"(t))? fiir alle
t € R. Durch Exponentialansatz y(t) = exp(ut) finden wir, dass fiir den Para-
meter u € R wegen der strikten Positivitdt der Exponentialfunktion die kubische
Gleichung p3 + p? + g+ 1 = 0 gilt. Eine Nullstelle finden wir durch Ausprobieren:
p = —1. Polynom-Division liefert nun (g + 1)(p%+1) = p + g+ p+ 1 = 0. Damit
finden wir, dass die verbleibenden Nullstellen gegeben sind durch p, =1, u_ = —1.
Damit finden wir nach geeigneter Linearkombination des resultierenden komplexwer-
tigen Fundamentalsystems, dass ®; : R — R, ¢ — exp(—t), &3 : R — R, ¢ ~— sin(t)
und @3 : R — R, t +— cos(t) ein reellwertiges Fundamentalsystem der skalaren Dif-
ferentialgleichung fiir y bildet. Denn @gk) (t) = (—1)*exp(—t) fiir alle t € R und
ke {1,2,3} und ®,(t) = —) (t) = cos(t) sowie ®(t) = — —sin(t) = P, (2) fiir alle
t € R und schlieBlich ®4(t) = —®(£) = — sin(t) und ®(t) = — cos(t) = —Ds(t).
Man sieht nun leicht, dass tatséchlich jede der Funktionen ®;, ®5, &3 eine Losung
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der Differentialgleichung v + y” + v + y = 0 ist auf ganz R. Da der Losungsraum
zu einer skalaren linearen homogenen Differentialgleichung der Ordnung 3 dreidi-
mensional ist, miissen wir nur noch iberpriifen, dass die gefundenen Funktionen
linear unabhéngig sind. Dann ist der Nachweis der Fundamentalsystemeigenschaft
fiir M = {®,, Py, P53} erbracht. Fiir den Nachweis der linearen Unabhéngigkeit reicht
es aus, die Wronski-Determinante W (t) = W[®y, @5, ®3)(f) zu berechnen, und nach
einem Resultat aus der Vorlesung sogar, dies bei ¢ = 0 zu tun. Falls W (0) # 0 liefern
die aus der Vorlesung bekannten Sdtze die lineare Unabhéngigkeit von M. Es gilt
nach Definition der Wronski-Determinante tatsachlich:

) ) P
W(0) = det [ @,(0) @,(0) @}(0) (261)
®1(0) ®5(0) 5(0)
10 1
—det | -1 1 0 (262)
10 —1
——1—1=-2+#0. (263)

Damit haben wir tatséchlich drei linear unabhéngige Funktionen gefunden, die die
Differentialgleichung jeweils 16sen. Aus Dimensionsgriinden wird der Lésungsraum
der skalaren Differentialgleichung nun von ®,, ®,, &3 iiber R aufgespannt. Mit der
Aquivalenz des Differentialgleichung fiir y zu dem Differentialgleichungssystem fiir «
vermoge x(t) = (y(t),y'(t),y"(t)), finden wir, dass eine allgemeine Losung x(: R —
R? des Differentialgleichungssystem von der Form

z(t) = (AP (t) + BDy(t) + CP3(t), AP (t) + BPy(t) + CPy(¢), AP (t) + BP5(t) + CPL(t))
(264)
= A(1,—1,1) exp(—t) + B(sin(t), cos(t), —sin(t)) + C(cos(t), — sin(t), — cos(t))
(265)

mit rellen A, B, C'ist. Um den (wohldefinierten Limes) lim;_,, 2(t) = 0 zu gewahrleisten,
der von den hier gesuchten Losungen = gefordert wird, muss B = 0 = C. Also ist die
allgemeine Losung, die die in der Aufgabenstellung geforderten Eigenschaften hat,
gegeben durch die Gesamtheit aller x4 mit

za:R—=> R t— A(l,—1,1) exp(—t), (266)

wobei A € R eine beliebige aber feste relle Zahl ist. OJ

Aufgabe 16 Wir betrachten das Anfangswertproblem & = 24/|x| cos(t), x(0) = ¢,
wobei ¢ € [0,00). Wir vereinbaren fiir diese Aufgabe, dass eine globale Losung hier
stets eine Losung bezeichnet, die auf ganz R definiertist. Wir bemerken insbesondere,
dass eine globale Losung stets eine maximale Losung des Anfangswertproblems zu
vorgegebenem ¢ € [0,00) ist. Die Umkehrung gilt, s. Charakterisierung maximaler
Losungeniiber das Randverhalten, aber im Allgemeinen nicht. In Teilaufgabe (a)
ist ¢ > 1 zu verwenden. Wir schrinken die rechte Seite der Differentialgleichung
zunéchst auf D := R x (0, 00) ein, d.h., betrachten die rechte Seite gegeben durch die
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Funktion f : D — R, (t,z) — 2y/|x|cost = 2y/xcost. Da f fiir beliebiges (t,z) €
D in x stetig partiell differezierbar ist, d,f(t,x) = cost//x, geniigt f also auf
D eine lokalen Lipschitz-Bedingung. Der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz
gewihrleistet nun, dass eine eindeutig bestimmte maximale Losung M. : I, — RT
des Anfangswertproblems existiert, wobei das maximale Existenzinterval I, C R
offen mit 0 € I. ist. Wir bestimmen die Losung des Anfangswertproblems durch
Trennung der Variablen. x(t) > 0 fiir alle ¢ € R erlaubt, A(#) aus der folgenden
Integralgleichung zu erhalten:

/ Wode cos(7) (267)
= T T
=20 2vVT  Jo

= VA(t) — vc=sint —sin0 (268)
= V/A(t) = Vc+sint (269)
= A\(t) = (Ve +sint)?. (270)

Wir zeigen nun, dass es sich bei dem so gefundenen A := \., definiert als FunktionR —
R, tatséchlich um eine Losung des zu betrachtenden Anfangswertproblems & =
2+/|z] cost fiir (t,x) € D handelt. Zunschst gilt A(t = 0) = (y/c +sin0)? = N
lc| = ¢, da ¢ > 1> 0. Ferner gilt T'(\) C D, denn oo > (y/c+sint)? > (y/c—1)* > 0.
Also ist A\, : R — RT ¢t — (y/c+ sint)? tatséichlich ein Losungskandidat der
gewiinschten Form. Zu zeigen ist nur noch, dass A, die Differentialgleichung erfiillt.
Dazu sehen wir fiir beliebiges t > 0, AL(t) = 2(\/c + sint) - cos(t). Da mit ¢ > 1
auch \/c > 1 und |sint| < 1 fir alle t € R, X.(t) = 2+/|(v/c +sint)?|cost =
24/ |Ae(t)] cos(t). D.h., A.(t) erfiillt die geforderte Differentialgleichung fiir beliebi-
ges reelles ¢ und ¢ > 1. Damit handelt es sich um eine, und nach der Existenz-
und Eindeutigkeitstheorie auch einzige, Losung des Anfangswertproblems. Die Ma-
ximalitdt der Losung A, ist fiir beliebiges ¢ > 0 klar, da die Losung bereits globale
Losung ist. In Aufgabenteil (b) sollen wir nun fiir jedes 0 < ¢ < 1 zwei verschie-
dene Losungen angeben. Hierzu definieren wir die Differentialgleichung nicht auf
D, sondern auf ganz G := R x R. Wir definieren ferner £ := R x (—00,0) und
F: G — R, (t,x) = 2+/]z[cost. Sowohl E als auch G sind offen und zusam-
menhéngend, also Gebiete. Allerdings ist F' auf GG nicht bzgl. des zweiten Arguments
in x = 0 lokal Lipschitz-stetig. Denn lim,_,o+ 0, F" und lim, ,q- 0, F (¢, x) sind beide
—o0 bzw. 4+00. Somit finden wir einen Widerspruch, wenn wir anndhmen, es gibe
eine endliche, reelle lokale Lipschitz-Konstante. Auf E eingeschrankt ist F' allerdings
in x einmal stetig partiell differenzierbar auf ganz F, laut einem Vorlesungsresultat
geniigt es also einer lokalen Lipschitzbedingung. Damit kann fiir die Einschriankung
der Differentialgleichung auf F wiederum die Existenz- und Eindeutigkeitstheorie
bemiiht werden, wenn ein geeigneter Anfangswert (7,2(7) = £) € E bemiiht wird.
Auf G hingegen konnen wir nur die Stetigkeit von F' auf dem offenen G' verwen-
den, um mit dem Existenzsatz von Peano auf die Existenz von lokalen Losungen
zu schlieffen. Diese brauchen aber nicht eindeutig zu sein. Die Bestimmungglobaler
Losungen fiir 0 < ¢ <1 erfolgt nun per Fallunterscheidung

e Fall 1 ¢ = 0. In diesem Fall sehen wir,dass die konstante Losung po : R —
R, t — 0 das Anfangswertproblem l6st. Anderseits gilt, nachdem wir im in Teil
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(a) erhaltenen A, formal ¢ = 0 setzen und als Funktionswerte ganz R zulassen,
dass Ao : (0,7) = R, ¢+ (sint)? ebenfalls \g(0) = 0 und \y(¢) = 2sint cost =
24/ (sint)? cost = 24/|Ao(t)| cost. Wir finden also, dass

0 t<Oodert>n

(sint)? O<t<m (271)

AQ R — R,t — {
eine weitere Losung des Anfangswertproblems ist. Es ist nun lim;_,o- A(()k) (t) =
0 = limeor AP () und limeo- AP (1) = 0 = limer AP (¢) fiir alle k €
{0, 1}, so dass Ag auch die geforderte C'-Regularitit hat. Mit uo und Ay haben
wir also zwei Losungen gefunden.

e Full 2: ¢ = 1. In diesem Fall sehen wir, dass durch

VR SR (1+sint)? —7w/2<t<7/2 (272)
“ ’ 0 sonst
(1+sint)? —7w/2<t<m/2
_ 0 /2 <t <3m/2
Aot R RS0 Gni? 3r/2 <t <5m/2 (273)
0 sonst

zwei verschiedene globale Losungen des Anfangswertproblems gegeben sind.

e [ull 3: 0 < ¢ < 1. In diesem Fall sehen wir, dass durch

AR SR ¢ { (Vc+sint)? —arcsin(y/c) <t < 7 — arcsin(,/c)

0 sonst ’
(274)
(1+ sint)? — arcsin(y/c) < t < m — arcsin(y/c)
. 0 7 — arcsin(y/c) < t < 41 — arcsin(/c)
Ao iR =R 1 (Ve +sint)? 4r — arcsin(y/c) < t < 51 — arcsin(,/c)
0 sonst
(275)

zwei verschiedene globale Losungen des Anfangswertproblems gegeben sind.
Damit ist gezeigt, dass es in jedem der Fille 0 < ¢ < 1 mindestens zwei globale

Losungen des Anfangswertproblems gibt. O

Aufgabe 17 Gegeben ist das System von Differentialgleichungen

-1 1 =2
t=| -1 =1 4 |x=Ax (276)
0O 0 1

Gesucht sind zunéchst alle Losungen des Differentialgleichungssystems. Bei dem
system handelt es sich um ein System homogener gewohnlicher linearer Differenti-
algleichung, jeweils von erster Ordnung. Die Koeffizientenmatrix A € M (3 x 3,R).
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Der Losungsraum ist daher, im Falle lediglich reellwertiger Losungen, z : R — R3
dreidimensional. Die Konstanz der Koeffizientenmatrix garantiert dabei nach der
Existenz- und Eindeutigkeitstheorie, dass die maximalen Losungen z tatschlich auf
ganz R definiert sind, und, nach Spezifikation eines Anfangswertes, dann auch ein-
deutig festgelegt sind. Wir berechnen zuerst die Eigenwerte von A: Fiir das chara-
ketristische Polynom x4 der Matrix A gilt fiir komplexe z,

Xa(z) =det(A — zEj3), (277)

wobei Ej3 die 3 x 3-Identitdtsmatrix ist. Nach Beachtung der oberen Dreiecksgestalt
der Matrix A — xF3 liefert die Sarrus’sche Regel

xa(2) = (=1 = 2)*(1 — 2). (278)

Mithin ist A\; := —1 eine Nullstelle der Ordnung 2 von x4 und A\; := 1 eine Null-
stelle der Ordnung 1 von x 4. Dies sind die Eigenwerte A;, \s von A, die Ordnung
der Nullstellen spezifiziert deren algebraische Vielfachheit. Unklar ist, ob algebrai-
sche und geometrische Vielfachheit zum Eigenwert )\; iibereinstimmen, d.h., ob
dim Eig(A, A1) = 2. Dazu 16sen wir das lineare Gleichungssystem (A — A\ E3)v = 0
fiir v € R3. Wir finden:

01 -2 v 0
00 4 v |=10]. (279)
00 2 Vs 0

Dieses lineare Gleichungssystem wird offenbar von allen v € R? erfiillt, fiir die gilt,
dass v = k- (1,0,0) fiir ein x € R. Damit gilt dim Eig(A, —1) = 1 < 2. Die Matrix
A ist also nicht diagonalisierbar. Nach dem Satz iiber die Jordan’sche Normalform
gibt es aber eine linear unabhiingige Menge von Vektoren {v;1, via,v2} C R3, so dass
A nach dhnlich zur folgenden Matrix ist:

—1

1
J=1 0 1 (280)
0 0

—_ o O

wobei A = TJT~ ! und T durch T' = (vy1, v12, v2) gegeben ist. Wir finden daher, dass
die allgemeine Losung x des Systems von Differentialgleichungen gegeben ist durch
(c € R? konstant aber beliebig und aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen):

z(t) = exp(At)c = T exp(Jt)T ¢ (281)

Wir berechnen dies zur Ubung explizit: Es gilt

2

0 1 -2 00 8
(A=XNE)*=10 0 4 =00 8 (282)
0 02 00 4
Es gilt also Ky := dimker(A — A\ E3)? = 2 und eine Basis des zweidimensiona-

len R-Vektorraums K, ist gegeben durch {wy; = (1,0,0)7,we = (0,1,0)T}. Da
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wyy € ker(A — A\ E3),wéhlen fiir das algorithmische Bestimmen der generalisierten
Eigenvektoren vy; = wip = (0,1,0)" und v1s = (A — A\ E3)via = (1,0,0)7. Daher
gilt:

010
T=1100 (283)
0 01
Es gilt Tr = E;!, also T~ = T'. Insofern finden wir
z(t) = Texp(Jt)Tc
010 et tet 0 010 c1
=1 100 0 et' 0 1 00 Co
0 01 0 0 ¢ 0 01 C3
010 et tet 0 Co
=100 0 et 0 c1
00 1 0 0 c3 (284)
010 co exp(—t)
=100 c1(exp(—t) + texp(—t))
001 c3exp(t)
c1(exp(—t) + texp(—t))
= co exp(—t)
c3exp(t)

Wir suchen nun die Gleichgewichtslosung. Sei 2,4y, : R — R eine Gleichgewichtslosung.
Dann gilt dizee = (0,0,0)7. Also gilt Az, = 0. Da aber A bereits in Zeilenstu-
fenform ist, folgt z,, = (0,0,0)”. Umgekehrt sicht man, dass ¢ — (0,0,0)7 fiir
alle t € R tatséchlich eine Gleichgewichtslosung definiert, denn die Ableitung des
konstanten Vektors verschwindet komponentenweise. Nun gilt, da A Matrix mit
konstanten Koeffizienten ist, dass xge, instabil ist, denn v := max{\ € o(4) =
{—=1,1}} = max{—1,+1} = 1. Da R[y] > 0 liefert uns der bekannte Satz zur Sta-
bilitédtsuntersuchung linear(isiert)er Systeme die Instabilitdt von x4,,. Damit ist 2y,
insbesondere nicht stabil, also erst recht nicht asymptotisch stabil. 0

Aufgabe 18 Sei die Differentialgleichung dix + z = 0 gegeben. Hierbei handelt es
sich um eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten. Eine allgemeine Losung der Differentialgleichung ist eine dreimal
stetig differenzierbare Funktion x : R — C. Der Losungsraum ist ein dreidimensio-
naler komplexer Vektorraum. Vermoge des Exponentialansatzes bestimmen wir die
charakteristische Gleichung der Differentialgleichung. Sei € C. Es gilt d; exp(ut) +
exp(ut) = 0 < (u® + 1) exp(ut) = 0. Da fiir alle u € C gilt, dass exp(ut) # 0 fiir
beliebiges t € R ist die letzte Gleichung ferner fiquivalent zu p® + 1 = 0. Wir finden
eine Nullstelle der Polynomfunktion p, gegeben durch p(u) = u® + 1 fiir beliebiges
p € C, durch Raten: Es gilt p(—1) = (=1)* +1=—1+1 =0, also ist uy = —1 eine
Nullstelle. Polynomdividion liefert nun (pu+1)(p? —p+1) = (p3+1) = p(p) fiir alle
p € C. Die Nullstellen der Polynomfunktion ¢, definiert durch q(u) = p? — u+1 fiir
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beliebiges u € C, berechnen sich nach der Mitternachsformel zu py = 1/2 +iv/3/2
und pu_ = 1/2 —i/2v/3. Eine komplexwertige Basis des Losungsraums ist gegeben
durch

R — C, t — exp(0.5t 4 i0.5v/3t), (285)
R — C, t — exp(0.5t — i0.5v/3t), (286)
R — C, t — exp(—t). (287)

Wir wahlen mit Blick auf den zweiten Teil der Aufgabe eine reellwertige Basis durch
Linearkombination der ersten und zweiten Basisfunktionen aus der obenstehenden
Liste.

®y: R = R, ¢ — exp(0.5t) sin(0.5v/3t), (288)
®y: R — R, t — exp(0.5t) cos(0.5v/3t), (289)
®y: R — R, ¢ — exp(—t). (290)

Eine allgemeine Losung z : R — C, ¢ + x(t) der Differentialgleichung d?z + x = 0
ist mithin von der Form

z(t) = a®y(t) + bDy(t) + cPs3(t) (291)

mit generischerweise komplexen a,b,c € C. Sie konnen ggf. in nicht-eindeutiger
Weise aus einem Anfangsvektor (z(0),2(0),2”(0)) € C? bestimmt werden. Wir spe-
zialisieren nun, dass (z(0),2/(0),2"(0)) € R?. Dann gilt fiir die Koeffizienten aus
der obigen Losungsdarstellung a,b,c € R. Der Existenz- und Eindeutigeitssatz fiir
homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten garantiert
nun die Existenz einer eindeutigen Losung A : R — R des auf diese Weise defi-
nierten Anfangswertproblems. Gesucht sind nun alle (z(0),2'(0),2”(0)) € R?, so
dass lim;_,o, A(t) = 0. Aus der obenstehenden Losungsdarstellung sehen wir, dass
lediglich im Falle @ = b = 0 ein Grenzwert lim; o A(¢) existieren kann. Da ferner
limy o P3(t) = limy_,, exp(—t) = 0, folgt iiberdies, dass in dem beschriebenen Falle
limy o0 A(t) = 0 gilt. Insofern kommen nur Anfangswerte (z(0),2(0),2”(0)) € R3
in Betracht, fiir die die eindeutige Losung des Anfangswertproblems di\ + A = 0
mit (A(0), N(0),\"(0)) = (z(0),2'(0),2"(0)) € R® von der Form \(t) = aexp(—t)
mit reellem « ist. Fiir dieses A gilt nun N (t) = —a exp( t) = —=A(t) und \'(t) =

—(N'(t)) = At). Also gilt (A(0),N(0),A"(0)) = (a,—a,a). Dies gesuchten An-

fangswerte (x(0),2'(0),2”(0)) € R3 sind also von der Form (z(0),z'(0),2"(0)) =
(a,—a,a), wobei a € R beliebiger freier Parameter ist. O

Aufgabe 19 Sei A € Mat(n x n;R) und p n-facher Eigenwert von A. Zu zeigen
ist zuerst, dass dann (A — pFE,)" = 0. Da u n-facher Eigenwert ist, gilt fiir das
charakteristische Polynom von A, x4(z) = (z — u)". Fiir das Minimalpolynom f4(2)
gilt pa(z) = (z — p)*, wo 1 < k < n, da palxa in C[z]. Da p ferner der einzige
Eigenwert von A ist, gilt, dass degus = k der Nilpotenzgrad von A — uF, ist.
D.h., die kleinste natiirliche Zahl, so dass (A — uE,)* = 0. Zusammen mit (n —
k) > 0 und der Identitit finden wir falls k = n (A — uE,)* = 0 und falls &k < n
(A —puE,)" = (A — uk)* - (A—pE,)"* =0-(A— pE,) = 0. Damit ist der
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geforderte Nachweis erbracht. Wir betrachten nun das Matrix-Exponential exp(tA)
fiir die Matrix aus dem ersten Teil der Aufgabe. Hierzu schreiben wir zunéchst
A= pE, + (A — pE,) = puk, + M. Offenbar ist M eine nilpotente Matrix, deren
Nil-Potenzgrad < n erfiillt. Nach Definition gilt ferner [uE,, A — uE,] = 0, da puE,
als Diagonalmatrix mit jeder Matrix X € Mat(n x n;R) kommutiert. Laut den
Rechenregeln fiir das Matrix-Exponential gilt dann zunéchst:

exp(tA) = exp(tpE, +t(A — nk,)) (292)
= exp(tpk,) exp(t(A — pEy)) (293)
= exp(ut) exp(t(A — pEy)). (294)

Nun verwenden wir die Darstellung von der Matrix-Exponentialfunktion als Potenz-
reihe:

00 tk
exp(A— pE,) = 3 C (A~ ) (295)

k=0 "
n—1 tk . e ) k4n i

= —(A — ukE A—uk,)"(A—uk,)" (2
k=0 k=0
n—1 tk . o) k4n

N L a—puE L _(A—uE)- 2
> (A= nE) +Z(k+n)!( pE,) -0 (297)
k=0 k=0
n—1 tk

_ z - k

_ (A= pB)k, (298)
k=0

wobei die Identitat (A — pF,)" = 0 verwendet wurde, um das gliedweise Verschwin-
den der zweiten, unendlichen Summe zu erhalten. Nun finden wir

i
L

tk

exp(tA) = (A = p)*exp(tp). (299)

=

Damit hat exp(tA) tatsichlich die gewiinschte Summendarstellung. Nun spezialisie-
ren wir die Matrix

5
3 (300)
1

und versuchen mithilfe der Ergebnisse von vorher das Anfangswertproblem = =
Az mit z(0) = (1,1,0)" zu lésen. Offenbar ist A € Mat(3 x 3;R) und es gilt
det(A — zE3) = (1 — 2)3. Damit ist g = 1 ein dreifacher Eigenwert von A. Wir
kénnen Teil (a) anwenden und bekommen, dass (A —1)? = 0. Nunmehr wenden wir
Teil (b) an und finden

exp(tA) = e' B3 + te' (A — E3) + /2 (A — E3)* (301)
Es gilt explizit

A—FE5=

o O O
S O N

5
3], (A—E3)?=
0

o O O
o O O

6
0 |, (A—E3?*=0. (302)
0
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Damit finden wir
et 2te! btel + 3t3et
exp(tA)=1 0 e e+ 3te : (303)
0 O et

Wir haben nunmehr laut Vorlesung die Losung des Anfangswertproblems gegeben
durch z : R — R, t — z(t),

el + 2te
x(t) = exp(tA)x(0) = exp(tA)v = et : (304)
0

0

Aufgabe 20 Wir betrachten zunéchst die beiden Differentialgleichungen in der
Form 2/ = Az und 3’ = Bz, wobei A, B € Mat(3 x 3;R) gegeben ist durch

a 0 0 a 0 O
A= 00b ¢ | &B=| 0 b —c |. (305)
0 ¢ b 0 ¢ b

Gesucht ist die allgemeine Losung jeweils. Deren Existenz und Eindeutigkeit auf R
ist klar, da es sich um Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung, ohne
Inhomogenitéit und mit konstanter Koeffizientenmatrix handelt. Setze x(0) = zg €
R3 und y(0) = yo € R3. Fiir b, ¢ € R beliebig gilt

exp (t ( i (C) )) = exp(tbog + tcoy), (306)

wo 0¢g = Fs und o7 die 0-te bzw. 1-te Pauli-Matrix bezeichnet. Dann gilt [og,01] = 0
und somit

exp(tboy + tcoy) = exp(tbog) exp(tcor) = exp(th) exp(tcoy). (307)
Es gilt offenbar 0 = Ey = 0. Damit finden wir
exp(tcoy) = sinh(tc)oy + cosh(tc)oy (308)
Somit gilt

exp(tb) cosh(tc) exp(tb) sinh(tc)

oxp (t( I; b )) = ( exp(th) sinh(tc) exp(th) cosh(tc) ) - (309)

Da die Matrix A Block-Matrix ist finden wir

exp(at) 0 0
exp(tA) = 0 exp(tb) cosh(tc) exp(th)sinh(tc) | . (310)
0 exp(tb) sinh(tc) exp(tb) cosh(tc)

Dies Basis des Losungsraums ist durch die Spaltenvektoren definiert, ®; : R —
R3¢t — (exp(at),0,0)T, @y : R — R3¢ — (0, exp(bt) cosh(ct), exp(bt) sinh(ct))T, 3 :
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R — R3¢+ (0, exp(bt) sinh(ct), exp(bt) cosh(ct)). Analog verfahren wir fiir die Ma-
trix B, wobei wir aber bemerken, dass

0 ¢ 2
_ 2
(_C 0> = —*E,. (311)

Insgesamt finden wir damit

O c oo t2k02k(—1)k 0 1 o0 02k+1t2k+1<_1)k‘
¢ S
(% 0)) =B = (o) X e

(312)

— By cos(ct) + ( R ) sin(ct). (313)

[bE2,c( Y )} 0, (314)

finden wir also analog zum Fall der Matrix A fiir das Matrix-Exponential exp(tB):

Zusammen mit

exp(at) 0 0
exp(tB) = 0 exp(bt) cos(ct)  exp(bt)sin(ct) | . (315)
0 —exp(bt) sin(ct) exp(bt) cos(ct)

Wiederum ist die Basis des dreidimensionalen Losungsraums gerade durch die Spal-
tenvektoren des Exponentials, interpretiert als Funktionen gegeben. Explizit gilt W, :

R — R3¢t — (exp(at),0,0)", ¥y : R — R3¢t +— (0, exp(bt) cos(ct), — exp(bt) sin(ct))T, ¥y
R — R3, ¢+ (0, exp(bt) sin(ct), exp(bt) cos(ct)). Wir spezialisieren nun
exp(at) 0 0
x(t) = 0 exp(tb) cosh(tc) exp(th)sinh(tc) | xq (316)
0 exp(tb) sinh(tc) exp(tb) cosh(tc)
exp(at) 0 0
0 exp(bt) cos(ct)  exp(bt)sin(ct) | yo. (317)
0 —exp(bt) sin(ct) exp(bt) cos(ct)
Nun muss gelten fiir (a), dass a < 0,b < 0, ¢ € R so dass b+ |¢| < 0 fiir die Matrix A

und @ < 0,0 < 0,ceR beheblg Fiir (b) finden wir, dass dies nicht mit A moglich
ist, da weder die Exponential- noch die hyperbolischen Funktionen periodisch sind.
Fiir B finden wir a = 0 = b und ¢ € R\ {0}. Die Periode ist in diesem Fall gerade
T =2m/c. O

Aufgabe 21 Gesucht ist ein Fundamentalsystem von Losungen zu dem linearen
System homogener Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanter Koeffizi-
entenmatrix:

i=Ax, A= (318)

O =
O = O
w o =
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Wir berechnen zuerst das charakteristische Polynom zu A. Es gilt x4 : C - C, z —

xa(?)

Xa(z) = det(A — zE3)

1—=2 0 1
= det 0 1—2z 0

Da das charakteristische Polynom von A eine einfache Nullstelle bei z; = 1 und eine
zweifache Nullstelle bei 2o = 2 hat,ist z; Eigenwert der algebraischen Vielfachheit

ta(21

= 1) = 1 von A und 2, Eigenwert der algebraischen Vielfachheit p, (22 = 2) = 2

von A. Wir berechnen die dazugehérigen Eigenrdume Eig(A, z;) fir 1 < k£ < 2.
Falls dim Eig(A, z5) = 2, ist A diagonalisierbar, da geometrische und algebraische
Vielfachheit fiir jeden der beiden Eigenwerte iibereinstimmen. Andernfalls ist A

nicht

diagonalisierbar, aber wir konnen zumindest A auf Jordan’sche Normalform

bringen.

Fall 1 zy = 1: Um eine Basis von Eig(A, z1) = ker(A — 21 F3) zu bestimmen,
miissen wir den Losungsraum des Linearen Gleichungssystems (A—z; E3)v =0
bestimmen, v € R3. Dies erfolgt mittels Gauss-Algorithmus.

0 0 10
0 0 0(0
-1 0 2|0
0 0 10
-1 0 2|0

Damit finden wir, dass ker(A — 2Fy) = ling((0,1,0)") und v = (0,1,0)7 ist
Eigenvektor von A zum Eigenwert z; = 1.

Fall 2 zp = 2: Um eine Basis fiir Eig(A, z3) = ker(A — 23E5) zu finden,
miissen wir den Losungsraum des linearen Gleichungssystems (A — z3E3)v = 0
bestimmen, v € R3. Dies erfolgt mittels Gauss-Algorithmus.

-1 0 1/0
0 -1 010
-1 0 110
-1 0 110
0 1 00

Hiermit sehen wir, dass der Losungsraum des in Rede stehenden linearen Glei-
chungssystems lediglich ein-dimensional ist, da die beiden nicht-Null-Zeilen
in der erweiterten Koeffizienten-Matrix offenbar linear unabhéngig sind. Eine
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vom Nullvektor verschiedene Losung des linearen Gleichungssystems ist vy, =
(1,0,1)" sodass Eig(A, z3) = ker(A—2,F3) = ling((1,0,1)”). Da dim Eig(A, 29)
1 < 2 = p4(22), ist A nicht diagonalisierbar. Wir suchen nun die Jordan’sche
Normalform von A. Dazu berechnen wir zunéchst

~1 1
(A—2E) = 0 0 (319)
~1 1

00
(A—2%E)*=1 0 1 (320)
00

Wir miissen nun eine Basis des verallgemeinerten Eigenraums Eig, (A, z9) =
ker((A— 23 E3)?) bestimmen. Durch Inspektion von (A — 29 F3)i = ro0p2 sehen
wir, dass w; = (1,0,1)7,wy = (1,0, —1)T eine solche Basis des verallgemei-
nerten Eigenraums bilden. Um nun eine Jordan-Basis zu bekommen, wéhlen
wir 0 # v € Eigy(A, 22) \ Eig;(A, 22), wobei Eig, (A, z5) = Eig(A, z1). Das
liefert uns nur v; = wy = (1,0, —1)7 als verbleibende Wahlméglichkeit. Nun
bestimmen wir algorithmisch die Jordan-Basis:

-1 0 1 1 -2
Vg = (A — ZQEg)’Ul = 0 -1 0 0 = 0 . (321)
-1 0 1 —1 —2

Damit finden wir als geordnete Jordan-Basis B = (vy, vq, v), sodass die Transforma-
tionsmatrix 7' gegeben ist durch

1 -2 0
T=( 0 0 1]. (322)
-1 =20

Wir benétigen nun noch die inverse Matrix 7~ 1. Diese bestimmen wir ebenfalls unter
Verwendung des Gauss-Algorithmus zur Matrixinversion

1 -2 0] 1 0 0
0 0 1] 0 1 0
-1 -2 0] 0 0 1
1 o0 —2] 1 0 0
0 1 0] 0 0 1
-1 0 -2| 0 1 0
1 0 0] 05 —05 0
0 1 0] 0 0 1 (323)
~1 0 -2| 0 1 0
1 0 0] 05 —05 0
0 1 0] 0 0 1
0 0 -2/ 05 05 0
1 0 0] 05 —05 0
0 1 0] 0 0 1
0 0 1 |-025 —025 0
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Damit finden wir

[ 2 20
T'=-( 0 0 4 ]. (324)
-1 -1 0

Die Jordan’sche Normalform ist gegeben durch

210
THAT =J,=10 2 0 |, (325)
0 01
und wegen exp(tA) = T exp(tJ4)T ! und
e215 teZt 0
exp(tJa) = 0 €* 0 (326)
0 0 €

finden wir, dass die allgemeine Losung des default-Anfangswertproblems mit default-
Anfangsbedingung x(0) € {é1, é2, é3} gegeben ist durch

z(t) = exp(tA)z(0) (327)

gegeben ist. Da die Existenz- und Eindeutigkeitstheorie fiir Systeme linearer Diffe-
rentialgleichung mit konstanter Koeffizienten-Matrix und keiner Inhomogenitét als
maximales Existenzintervall ganz R garantiert, erhalten wir ein Fundamentalsystem
Q) : R — R3¢+ ®p(t) = exp(tA)é fiir 1 < k < 3. Damit finden wir

o Fall 1k=1:
1/2 1/2-e* 1/2-e*
Dy (t) = Texp(tJa)T é; = Texp(tJy) 0 =T 0 = —1/4-¢
—1/4 —1/4et —1/2-e*
o Fall 2k =2:
0 —1/2-¢€* —1/2. e
Dy(t) = Texp(tJa)T ey =Texp(tJs) | 1 | =T 0 = —1/4-¢
—1/4¢! 1/2-e*
e Fall 3k =3:
0 te?t te?t — 2e%
O3(t) = Texp(tJa)T 'és=Texp(tJa) | 1 | =T | ¥ | = 0
0 0 —te? — 2%

94



Damit finden wir im Ergebnis

1/2- e
SRRt | —1/4-¢t |, (328)
—1/2-e*
—1/2-¢e*
Py R Rt | —1/4-¢t |, (329)
1/2-e*
tth _ 2e2t
®3: R — Rt 0 (330)
—t€2t _ 2€2t
als Fundamentalsystem der Differentialgleichung & = Az. U
Aufgabe 22 Gegeben seien
0 0 -1 —t 1
A=10 -1 0 , b(t) = et , Lo = 3 . (331)
1 0 2 1+t -2

Zunichst sollen wir ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung & = Ax berech-
nen. Da es sich hierbei um ein System homogener lineare Differentialgleichungen er-
ster Ordnung mit konstanter Koeffizientenmatrix behandelt, ist der Losungsraum £
ein dreidimensionaler R-Vektorraum und fiir das Fundamentalsystem B = {®y, $o, $3}
gilt, dass @1, Py, @3 € C'(R — R?) nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeits-
satz fiir lineare Systeme von Diferentialgleichungen erster Ordnung. Wir berechnen
als ersten Schritt die Eigenwerte der Matrix A. Dazu definieren fiir alle z € C das
charakteristische Polynom y 4(z) = det(A — zE3), wobei Ej5 die 3 x 3-Einheitsmatrix
bezeichnet. Explizit gilt,

—2 0 —1
xa(z) = det 0 -1—-z 0 =(—2)(-1=-2)2—-2)—1-(-1—=2)(-1)
1 0 2—z

=(—2(2-2)+1)(=1—2) = (z = 1)*(=1 - 2).

Wir sehen, dass x4 also iiber R separabel ist und die Nullstellen z; = 1,20 = —1
jeweils mit Ordnung 2 bzw. 1 besitzt. Laut Linearer Algebra korrespondiert die
Vielfachheit der Nullstelen, die die Eigenwerte der Matrix sind, gerade zur alge-
braischen Vielfachheit pu,(z;) der Eigenwerte z fiir £ € {1,2}. Wir testen nun,
ob die geometrische Vielfachheit 1 < p,(2;) mit der algebraischen Vielfachheit des
Eigenwerts z;, fiir 1 < k£ < 2 iibereinstimmt. Dann ist A diagonalisierbar, sonst
existiert zumindest die Jordan’sche Normalform. Da zy Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit 1 ist, folgt wegen p,(22) > pg(22) > 1 bereits, dass py(22) = 1. Zu
untersuchen bleibt also nur die Situation fiir den Eigenwert z;. Wir finden aus
Eig(4, 21) = Eig(A4, 21,1) = ker((A — z;F3)') den Eigenraum (der Ordnung 1) und
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kénnen dann pi,(21) = dimker((A — 21 £3)) erhalten. Rechnung liefert:

(332)

O =k O
_— oo N O
O OO OO

O = O

so dass eine Basis des Eigenraums Eig(A4, 21, 1) durch {(1,0,—1)"} gegeben ist. Ins-
besondere gilt also dimEig(A, 2,1) = 1 = pg(21) < pa(2z1). Mithin ist A nicht
diagoanlisierbar und wir miissen die Jordan’sche Normalform berechnen. Es ist

Eig(A4, 21,2) = ker((A — 2 F3)?) und Rechnung liefert

-1 0 -1 -1 0 -1 000
(A—zE)*=1 0 2 0 0 2 0 |=([040], (333)
1 0 1 1 0 1 000

sodass wir eine Basis von ker((A— 2z E3)?) aus der Losung des resultierenden linearen
Gleichungssystems eruieren konnen, nédmlich

1 1
w1 = 0 , W = 0 . (334)
1 -1

Da wy € Eig(4, 21, 1), verwenden wir w; = (1,0,1)T fiir den Algorithmus, um eine
Basis fiir Eig(A, z1,2) so zu bekommen, dass das entsprechende Jordan-Késtchen
durch Basistransformation am Ende reproduziert werden kann. Setze also v; = w;
und definiere v, = (A — 21 E3)'v;. Es gilt dann vy = (—2,0,2)" € Eig(A, z1,1).
Um die Transformationsmatrix 7' € GL3(R) zu bestimmen, die durch Konjugieren
von A die dazugehorige Jordan-Normalform J4 produziert, brauchen wir noch eine
Basis des Eigenraums Eig(A, z2). Wir finden diese aus der Bestimmung von ker((A—
22 E3)")

1 0 -1
0
3

o

(335)

o O O

10

was die Losung (0,0,0)T # (0,1,0) = é; = w3 besitzt. Nun schreiben wir T =
(vg,v1,v3) () und erhalten explizit

—21 0
T=( 0 01 (336)
2 10
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Die Inverse T~! berechnet sich nach dem Gauss-Algorithmus

-2 10 1 0 0
0 01 0 1 0
2 10 0 0 1
0 1 05 05 0 0.5
0 01 0 1 0
2 10 0 0 1
2 00| —-05 0 05 (337)
0 1 0/ 05 0 05
0 01 0 1 0
1 0 0]—-025 0 0.25
0O 1 0/ 05 0 05
0 01 0 1 0
sodass
—0.25 0 0.25
T = 05 0 05 |. (338)
0 1 0
Die Jordan-Normalform J4 = T-'AT erfiillt also
11 0
Ja=101 0 (339)
00 -1
Nach den bekannten Rechenregeln fiir das Matrixexponential gilt
2 10 e tet 0 —-0.25 0 0.25
exp(tA) = Texp(tJ)T =11 0 0 1 0 e 0 05 0 0.5
-2 10 0 0 et 0 1 0

Ein Fundamentalsystem erhalten wir nun indem wir definieren ®(t) = exp(tA)éy
fir alle £ € {1,2,3} und den ®; : R — R vom Anfang der Ausfithrungen. Durch
Rechnung finden wir also

2 10 —0.25¢et + 0.5tet tet

o= 0 01 0.5¢" - 0 , (340)
-2 10 0 et —te
2 10 0 0

o ()= 0 01 0 |=1{et |, (341)
-2 1 0 et 0
2 10 0.25¢* + 0.5tet et + tet

o,()= 0 01 0.5¢" (342)
-2 1 0 0

Letztere Ausdriicke sind auch gerade die Spaltenvektoren von exp(tA). Nun suchen
wir die maximale Losung des Anfangswertproblems @(t) = Az(t) + b(t) mit x(0) =
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xo. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass wir dieses durch
t
x(t) = exp(tA)xo + exp(tA) / exp(—71A)b(7)dr (343)
0

finden. Zunéchst gilt

—2et — tet
exp(tA)zy = 3e! : (344)
tet 4 et
Nun gilt
¢ ¢ —Te 7T 0 e™—71e 7 —T
/ exp(—7A)b(T)dT = / 0 e’ 0 e’ | dr (345)
0 0 e T+T1e ™ 0 Te T 14+7
e[ e’
- / 1 |ar (346)
0 0
—(e7t—1)
= t ) (347)
0
sodass
—2¢! — tet tet 0 e +te —(e7t—1)
z(t) = 3! + 0 et 0 t (348)
tet 4 et et —tet 0 —tet
—t + tet —t + tet
= 3t |+ tet (349)
te! + et —1+t+et —te
—2(1 + et
= (34 t)et ) (350)
—1+t+ 2

Dies ist die Funktion z : R — R? die (eindeutige) und maximale Losung des
inhomogenen Anfangswertproblems ist. O

Aufgabe 23 Gegeben sei

0 -1 1 —4 1
A= 1 0 3 |, b(t)=| -2 Je,z=|1]. (351)
0 0 -1 2 1

Gesucht ist die Losung des Anfangswertproblems z’ = Az + b, 2(0) = xg. Da es
sich beim zu untersuchenden Problem um eine Anfangswertaufgabe fiir ein Sy-
stem inhomogener linearer Differentialgleichung erster Ordnung handelt und die
Koeffizientenmatrix A nur konstante Eintrdge bzgl. ¢ besitzt, liefert der globale
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Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme linearer Differentialgleichungen die
Existenz einer eindeutig bestimmten maximalen Losung z : R — R3¢ — z(t) des
Anfangswertproblems. Um diese zu finden, berechnen wir zuerst die Eigenwerte der
Matrix A und daraus dann ein Fundamentalsystem an Losungen fiir den homoge-
nen Teil des Differentialgleichungssystems. Definiere das charakteristische Polynom

Xa:C — C,z— det(A — zE3). Es gilt
—z —1 1
Xa(z) = det 1 —z 3
0O 0 —-1-=z (352)
= (~2P(-1=2) = (~1=2) 1+ (1)
=—(Z2+1)(z+1).
Das charakteristische Polynom y 4 zerfillt iiber C in Linearfaktoren und ist iiber
diesem Korper separabel. Es gilt, dass xa(£i) = 0 = xa(—1). Die Eigenwerte der
Matrix A sind also z; = —1, 29 = i, 23 = —1. Da jeder der Eignwerte die algebraische

Vielfachheit 1 hat, ist die Matrix A iiber C bereits diagonalisierbar. Wir berechnen
nun fiir jeden der Eigenrdume Eig(A, z;), 1 < k < 3, eine Basis.

e Fuall z;: Wir bestimmen eine Basis von Eig(A, z;) = ker(A — 2z E3)

—1 —1 1 0
1 —1 3 0
0 0—-1-—2 0
—1 —1 1 0
0 0 3—1 |0 (353)
0 0 —1—-41]0
—1 -1 1 0
0 0 1 0
Hiermit finden wir, dass (0,0,0)" # v; = (1, —,0)7 € ker(A — 2, F3).
e Fall zp: Wir bestimmen eine Basis von Eig(A, z2) = ker(A — 23F3)
1 —1 1 0
1 1 3 0
0 0—-1+4: 0
1 —1 1 0
0 0 3+ |0 (354)
0 0 —1—-12|0
1 —1 1 0
0 0 1 0
Hiermit finden wir, dass (0,0,0)7 # vy = (1,4,0)T € ker(A — 2, F3).
e Fall z3: Wir bestimmen eine Basis von Eig(A, z3) = ker(A — z3F3)
1 -1 1]0
1 1 30 (355)
0 0 0/0

Hiermit finden wir, dass (0,0,0)7 # vz = (=2, —1,1)T € ker(A — z3F3).
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Das zugehorige (komplexwertige) Fundamentalsystem ist gegeben durch (¥ : R —
C,t > Up(t), 1 < k < 3):

Uy (t) = e (1, —,0)", Uy(t) = e (1,i,0)", Ws(t) = (=2, —1,1)Te " (356)
Wir konstruieren hieraus durch ®4(¢) := [¥y(¢) + Wa(t)]/2 und P3(t) := [Vy(t) —

Wy(t)]/(2i) sowie ®3(t) = W3(t) ein neues Fundamentalsystem. Dieses erfiillt fiir
beliebiges t € R,

®,(t) = (cos(t),sin(t),0)" € R? (357)
®y(t) = (sin(t), — cos(t),0)’ € R? (358)
dy(t) = (—2e7!, —e7 e € R?, (359)

Nun stellen wir die Fundamentalmatrix ®(¢) auf. Es gilt

cos(t) sin(t) —2e!
(1) = (Pu(t), Po(t), P5(t)) = Sifg(t) —Cgs(f) —e_j : (360)

Wir miissen nun noch die Inverse bestimmen. Sei dazu t € R. Es gilt det ®(¢) =
(—1)33e~(— cos(t)?*—sin(t)?) = —e~t # 0, so dass die Fundamentalmatrix tatséichlich
invertierbar fiir alle t € R ist. Anwendung des Gauss-Algorithmus produziert eine
Rechnung

cos(t) sin(t) —2et 1 0 0
sin(t) —cos(t) —et 0 1 0
0 0 et 0 0 1
cos(t) sin(t) —2e* 1 0 0
sin(t) —cos(t) —et 0 1 0
0 0 1 0 0 el
cos(t)  sin(t) 0 1 0 2
sin(t) — cos(t) 0 0 1 1
0 0 1 0 0 el
1 0 0 cos(t) sin(t) 2 cos(t) + sin(t)
sin(t) — cos(t) 0 0 1 1
0 0 1 0 0 et
1 0 0 cos(t) sin(t) 2 cos(t) + sin(t)
0 —cos(t) 0 |—cos(t)sin(t) 1—sin(t)> 1— 2cos(t)sin(t) — sin(t)?
0 0 1 0 0 e
1 0 0 cos(t) sin(t) 2 cos(t) + sin(t)
0 —cos(t) 0 |—sin(t)cos(t) cos(t)? (cos(t) — 2sin(t)) cos(t)
0 0 1 0 0 el
1 0 0 cos(t) sin(¢) 2 cos(t) + sin(t)
0 1 0 sin(t) — cos(t) 2sin(t) — cos(t)
0 0 1 0 0 el

(361)
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Wir finden also, dass gilt

cos(t) sin(t)  2cos(t) + sin(t)
O(t) ! = sirg(t) - cgs(t) 2sin(t) - cos(t) |. (362)

Nunmehr kénnen wir durch die bekannte Variation-der-Konstanten-Formel die Losung
des Anfangswertproblems inklusive Inhomogenitéit berechnen:

¢
z(t) = ®(t)®(0) oo + @(t)/ ®(7) " 'b(7)dr (363)
0
Es gilt:
1 0 2 1 3 3cos(t) — 2sin(t) — 2e*
®t)| 0 -1 -1 1 | =®(t)| -2 | = 3sin(t)+2cos(t) —e™*
0 0 1 1 1 et
Ferner:
cos(t) sin(t)  2cos(t) + sin(t) —4 0
®(t)7'b(t) = | sin(t) —cos(t) 2sin(t) — cos(t) -2 | = 0
0 0 el 2 2e%
Damit finden wir
t t 0 0
/ ®(7)'b(7)dT :/ 0 dr = 0
0 0 2627 €2t 1
Somit also:
¢ cos(t) sin(t) —2e7? 0
(1) / B()b(r)dr = | sin(t) —cos(t) —et 0
0 0 0 et et —1
2e7t — 2¢t —4 sinh(t)
= et —¢ = | —2sinh(t)
el —et 2 sinh(¢)

Zusammenfiigen der Resultate liefert also die gesuchte Losung des Anfangswertpro-
blems

3cos(t) — 2sin(t) — 2e7" —4 sinh(t)
z(t) = | 3sin(t) +2cos(t) —e* | + | —2sinh(¢) | . (364)
el 2 sinh(¢)

O
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Aufgabe 24 Gegeben sei

00 0
A=[10 -1 |. (365)
00 —1

Gesucht ist zunéchst ein Fundamentalsystem von Losungen fiir 4/ = Ay. Hierzu be-
rechnen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren von A. Definiere das charakteristische
Polynom x4 : C = C, z — det(A — zE3). Es gilt

—z 0 0
xa(z) = det 1 -z -1 (366)
0O 0 —-1-=2
= (—2)*(—1—2). (367)
Damit hat das charakteristische Polynom die doppelte Nullstelle z; = 0, korre-
spondierend dazu, dass z; = 0 Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit
fa(z1 = 0) = 2 ist. Ferner hat x4 die einfache Nullstelle zo = —1, korrespondie-
rend dazu, dass zo = —1 Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit p,(zo =
—1) = —1 ist. Wir bestimmen nun die geometrische Vielfachheit/i,(z1) von z;. Es
gilt p14(21) = dim Eig(A, 21), so dass wir das Lineare Gleichungssystem
00 010
1 0 —-1]0 (368)
00 —1(0

16sen miissen. Dieses hat nach Inspektion die Losung (0,0, 0)7 # 1, = (0,1,0)7. Also
ist dim Eig(A4, z1) = 1 < pqa(21). A ist also nicht diagonalisierbar, aber wir kénnen
die Jordan’sche Normalform berechnen. Dazu berechnen wir

00 0 00 0 000
(A—z B3 =A*=1 0 -1 10 —-1]=1001 (369)
00 -1 00 -1 001

Die Dimension des verallgemeinerten Eigenraums ist also dim Eig(A, z;,2) = dim ker((A)?) =
2, denn w; = (1,0,0)” und wy = (0, 1,0)? bilden zusammen die Basis von ker A2, wie

man bereits durch Inspektion von A? findet. Da wy € ker A, aber w; & ker A, setzen

wir vy = w; und iterieren v; = Avy = (0,1,0)7 € ker A. Die Angabe der kompletten
Jordan-Basis erfordert die Kenntnis einer Basis von Eig(A, z5) = ker(A — 2z F3). Wir
rechnen hierzu

0
-1
0

(370)

O =
=)
o oo

sodass (0,0,0)T # (0,1, —1)T € ker(A — 2,E3). Somit kénnen wir die Tranforma-
tionsmatrix 7' angeben, die vermoge J4 = T AT die Matrix A in die Jordan-
Normalform .J4 iiberfiihrt:

i)

(371)

N
I
O = O
OO =
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Mittels Gauss-Algorithmus bestimmen wir die Inverse 71,

01 0110 O
10 101 O
00 —1({0 0 1
01 0110 O
10 01]0 1 1
00 100 —1
10 0]0 1 1
01 0110 O
00 100 —1
Damit finden wir
01 1
T7'=1 10 0
00 —1

Die Jordan-Normalform berechnet sich nunmehr zu

01 0
Ja=1 00 0
00 -1

Nach den Rechenregln fiir das Matrix-Exponential finden wir:

exp(tA) = Texp(tJ,)T "

01 O 1 ¢t 0
=10 1 01 0
00 -1 00 et

Ein Fundamentalsystem erhalten wir durch

O R = R, t— exp(tA)é; =

®y R — R, t +— exp(tA)és =

Q5 R — R, ¢+ exp(tA)és =

01
10
0 0

O = O O o+ =

(372)

(373)

(374)

(375)

(376)

(377)

(378)

(379)

Wir stellen nun fest, dass ®;(0) + ®5(0) + ®3(0) = (1,0,0)T +(0,1,0)T + (0,1, 1)T =
(1,2, 1)T = ¢, so dass die Losung des Anfangswertproblems y' = Ay, y(0) = x
durch y : R — Rt — ®y(t) + Po(t) + P3(t) gegeben ist. Um festzustellen, ob
die Nulllosung stabil ist, denfinieren wir v = max{R[A]|\ € o(A)}, wobei o(A) =
{—1i,i,—1} die Menge der Eigenwerte von A bezeichnet. Offenbar gilt v = 0. Nach
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einer Stabilitdtsaussage iiber Losungen eines homogenen linearen Systems von Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung sehen wir, dass {—, 7} halbeinfache Eigenwerte
sein miissen. Da die algebraische Vielfachheit fiir jedes A € {—i,i} gleich eins ist,
stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit tiberein, ,(A) = 1 = py(N)
fir alle A € {—i,i}. Mithin ist jedes A € {—i,¢} halbeinfacher Eigenwert von A.
Besagte Stabilitdtsaussage impliziert nun, dass die Nulllosung g : R — R, — 0
von y' = Ay stabil ist. d

Aufgabe 25 Gegeben ist die folgende skalare Differentialgleichung 2" = ax’ —z +
22. Diese ist auf ganz R xR? erklirt. Wir setzen y = 2’ und transformieren die skalare
Differentialgleichung zweiter Ordnung formal in System von Differentialgleichungen
erster Ordnung. Die Prozedur liefert:

=y &y =ay—x+ 1> (380)

Die in Teilaufgabe (a) geforderte Form ergibt sich durch Definition von f, : RxR —
R, (z,y) = ¥, go : Rx R — R, (z,y) — ay — x + z%. Beide Funktionen sind C!-
reguldr. Um nun herauszufinden, welche Ruhelagen des Systems asymptotisch stabil
sind, bestimmen wir zunéchst die Ruhelagen. Diese ergeben sich definitionsgeméfl
aus (fa, 9a)(z,y) = (0,0). Es folgt x € {0,1} und y = 0, d.h., wir haben die zwei
Ruhelagen (0,0) und (1,0). Um die Stabilitét zu untersuchen, verwenden wir das
Kriterium der linearisierten Stabilitdt, d.h., wir berechnen die Jacobi-Matrix von

(fas ga) : R2 = R2 (2,9) = (fa, ga)(, 7). Es gilt

sacl(fossll = (%0 o ) (381)

Wir fiihren die Untersuchung nun durch Fallunterscheidung nach der Ruhelage
durch:

e Fall 1 (z =0,y = 0). Hier berechnen wir fiir die Eigenwerte von Jac( fa, g«)(0,0)
aus dem charakteristischen Polynom x(z) = det(Jac(fa, go)(0,0) — 2E3), dass

0=x(2)=(=2)(—2+a)+1=2"—az+1. (382)

Damit finden wir A\; = /2 +vVa? —4/2 und A\ = a/2 + vV a? — 4/2. Aus der
Vorlesung ist bekannt, dass die Ruhelage asymptotisch stabil genau dann ist,
wenn die beiden Eigenwerte A1, Ay negativen Realteil haben. Das ist der Fall
falls @ < 0. Im Falle o = 0 ist ndmlich ®[\;] = 0 = R[\y] sowie, falls a > 0,
0 < RN, R[A2] < /2. Fiir @ < 0 hingegen ist wegen der Monotonie der
Wurzelfunktion va? — 4 < va2 = |a/ fiir |a| > 2 und Va2 —4 € i-R\ {0}
falls 0 < || < 2. In jedem Fall gilt also 0 > R[], R[Ao] > —|a/2 fiir o < 0.
Zusammenfassend finden wir also, dass die Ruhelage (0, 0) asymptotisch stabile
Ruhelage genau im Falle a < 0 ist.

o Full 2 (x = —1,y = 0). Analog zum ersten Fall finden wir die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms p aus p(z) := det(Jac(fa, ga)(1,0) — 2E3) =
(—z)(—=z + a) — 1 = 0. Das sind dann die Eigenwerte Aj, Ao, und es gilt

104



A= —a/24+Va?2+4/2und Ay = —a/2 + Va? + 4/2. Wir stellen fest, dass
wegen der Monotone der Wurzelfunktion v/a2 + 4 > va? = |a/. Insbesondere
gilt fiir alle a € Ry, dass R[A1] = A; = (—a+ Va2 +4)/2 > 0 und fiir alle
a <0 R[As] = (—a/2 + Va? +4/2) > 0. Das oben zitierte Kriterium fiir die
Stabilitdt von Ruhelagen im Kontext linearisierter Stabilitat liefert nun, dass
(1,0) instabile Ruhelage, somit insbesondere nicht stabil ist. Beliebigkeit von
a € R liefert, dass fiir jedes o € R die Ruhelage (1,0) instabil und damit erst
recht nicht asymptotisch stabil ist.

Zusammenfassend stellen wir fest, dass das betrachtete System nur fiir o < 0 eine
asymptotische Ruhelage, namlich (0, 0), hat. d

Aufgabe 26 Gegeben ist die Funktion g : R? — R, (z,y) — 23 + 3zy? — 3xy.
Wir bestimmen zunéchst die kritischen Punkte von g. Da ¢ als Verkniipfung von
C?-reguliiren Funktionen insbesondere C*-reguliir ist, finden wir (Vg)(z,y) = (322 +
3y? — 3y, 6y —3x)T. Die kritischen Punkte (z,y) € Crit(g) folgen aus der definieren-
den Bedingung (0,0) = (Vg)¥(z,y). Die zweite Komponente liefert dann y = 1/2
oder z = 0. Die erste Komponente liefert dann falls x = 0, y*> = y, also y € {+1,0}
und im Falle y = 1/2, dass 322 — 3/4 = 0, d.h., z € {—1/2,1/2}. Insgesamt finden
wir also kritische Punkte

Crit(g) = {(0,0), (0,1), (1/2,1/2), (=1/2,1/2)}. (383)

Um die Menge der kritischen Punkte im Hinblick auf Sattelpunkts- bzw. Extrem-
werteigenschaften zu untersuchen, berechnen wir die Hesse-Matrix von ¢. Es gilt

[ 6x+6y—3 6y—3
tess(g) (o) = (¥ 00 ). (359
Wir unterscheiden nach kritischen Punkten:
e Fall 1 (x =0,y =0). In diesem Fall ist
tessto)en) = (25 ) ). (359

Die Eigenwerte der Hesse-Matrix berechnen sich zu —3/2++1/9+ 4 -9/2, bzw.
—3/2 — /9 +4-9/2. Infolge der Monotonie der Wurzelfunktion ist der erst-
genannte Eigenwert > 0, der zweitgenannte kleiner als 0. Also ist die Hesse-
Matrix in-definit und somit haben wir einen Sattelpunkt vorliegen.

o Fall 2 (x =0,y =1). In diesem Fall ist
Hess(o) () = (5 ¢ )- (356)
30
In diesem Fall finden wir die Eigenwerte zu 3/2 + /9 +4-9/2 bzw. —3/2 +
V9 + 4 -9/2. Infolge der Monotonie der Wurzelfunktion sind beide Eigenwerte>
0, laut dem notwendigen und hinreichenden Kriterium fiir die Existenz von lo-

kalen Minima ist also bei (0, 1) ein lokales Minima zu finden.
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o Full 3 (x =1/2,y =1/2). In diesem Fall ist

tess(o)e.) = (5 ) (387

Da die Hesse-Matrix bereits in Diagonalform ist, finden wir, dass 3 ein doppel-
ter Eigenwert fiir die Hesse-Matrix ist. Dieser ist ferner strikt positiv, sodass
wir nach dem notwendigen und hinreichenden Kriterium fiir die Existenz von
Minima auch bei (z = 1/2,y = 1/2) ein lokales Minimum vorliegen haben.

e Fall 4 (x = —1/2,y = 1/2). Hier finden wir fiir die Hesse-Matrix wiederum
eine Diagonalmatrix:

tessto)e = () (359

Da nunmehr beide Eigenwerte kleiner als Null sind, finden wir nach dem not-
wendigen und hinreichenden Kriterium fiir lokale Maxima, dass (z = —1/2, 2z =
1/2) ein lokales Maximum der Funktion ist.

Nun wenden wir uns dem System von Differentialgleichungen erster Ordnung zu,
das gegeben ist durch

¥ = —6xy + 3z &y’ = 32% + 3y* — 3y. (389)

Wir erkennen zunéchst, dass diese Differentialgleichung fiir (¢,z,y) € R? definiert
ist, wobei die rechten Seiten der beiden einzelnen Differentialgleichung jeweils stetig
differenzierbar sind, also zusammen die Komponenten eines C!-Vektorfeldes auf R?
definieren. Da das System von Differentialgleichungen zusétzlich unabhéngig von
der Zeitvariablen t ist, handelt es sich um ein autonomes System und die Betrach-
tung kann auf den Phasenraum R? fiir, nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz
existierenden Losungen, t — (x(t),y(t)) eingeschrénkt werden. Wir stellen fest, dass
die Differentialgleichung iiber die Funktion g aus dem ersten Aufgabenteil auch als
v = —(0y9)(z,y) und y' = (0,9)(z,y) geschrieben werden kann. Insofern finden
wir, dass die Ruhelagen des Systems gerade die Nullstellen von (—0d,9,0,9) bzw.,
dquivalent, die Nullstellen von (Vg) sind. Dies sind gerade die kritischen Punkte
von g. Wir finden genauer, dass

=M
0 -1 92g(,y) dyg(z,y)
- zd\ T, Y - y.g z,y
= ; 390
(1 0 )(%g(%y)) ( 9rg(,y) > (390)
wobei die Matrix M der Relation M? = —F, geniigt. Die Unterscheidung nach

Stabilitat und Instabilitét erfolgt nun durch Verwendung der Linearitét der (totalen)
Ableitung. Es gilt infolge dieser

Jac((=8,9,0:9)")(x,y) = M - Hess(g). (391)

Wir stellen also fest, dass nun gilt:

106



e Fall 1 (x=0,y=0)

sacl-0g0.0wn = () (5 )= (5 5) e

Analog zu oben berechnen sich die Eigenwerte aus (z+3)(z—3) =0zu z; =3
und zu z5 = —3. Da R[z] = 3 > 0, handelt es sich also um eine instabile
Gleichgewichtslage nach dem Kriterium fiir linearisierte Stabilitét.

e Fall 2 (x=0,y=1)

sacl-og0.0wn = (1 ) (30)=(35) om

Da dies gerade (—1) multipliziert mit der Matrix von oben ist, finden wir die
Eigenwerte z; = —3 und 2o = 3. Das bereits im vorhergehenden Fall zitierte
Kriterium fiir die linearisierte Stabilitét liefert nun wegen R[z3] = 3 > 0 die
Instabilitét auch dieser Ruhelage.

e Fall 8 (x=1/2,y =1/2). Hier finden wir

sac-a.000@n = () (5 5)=(50) e

Die Eigenwerte sind nun die einfachen (komplexen) Nullstellen von z? + 9.
Diese sind +3¢ und haben jeweils verschwindenden Realteil. Das Kriterium
fiir linearisierte Stabilitdt erlaubt also keine Aussage iiber die Ruhelage.

e Fall 2 (x =—1/2,y = 1/2). Hier finden wir

sacl-ag0.00@n = (§ (3 5)=(5 3 ) 6w

Die Eigenwerte sind nun die einfachen (komplexen) Nullstellen von 22 + 9.
Diese sind 43¢ und haben jeweils verschwindenden Realteil. Das Kriterium
fiir linearisierte Stabilitdt trifft also keine Aussage iiber die Ruhelage.

Zusammenfassend stellen wir also fest, dass (0,0),(0,1) instabile Gleichgewichts-
lage ist. Wir stellen fest, dass die Funktion g aus Teil (a) Hamilton-Funktion des
zu untersuchenden Systems ist. Denn es gilt ((Vg)(z,y), F(x,y))gz = 0 fiir alle
r,y € R? Bis auf Re-Skalierung mit einer additiven Konstante ist V' := ag + ¢
mit a,¢c € R und a # 0 also insbesondere eine Lyapunov-Funktion, denn es gilt
erst recht (VV, F)r: = a((Vg)(z,y),F(z,y))rz = a-0 = 0 < 0. Indem wir fiir
den Fall (z = 1/2,y = 1/2) die Konstante ¢ als —g(1/2,1/2) ansetzen und a = 1
wéhlen, erfiillen wir V/((1/2,1/2)) = ¢((1/2,1/2)) —¢g((1/2,1/2)) = 0. Da (1/2,1/2)
lokales und isoliertes Minimum von g nach Teil (a) ist, ist (1/2,1/2) ebenfalls lo-
kales und isoliertes Minimum von V. Daher gibt es eine offene Umgebung U C R?
von (x = 1/2,y = 1/2), sodass V(z,y) > 0 fir alle (z,y) € U\ {(1/2,1/2)}.
Der Stabilitétssatz von Lyapunov liefert nun, dass (r = 1/2,y = 1/2) eine stabile
Ruhelage der Differentialgleichung ist. Analog verfahren wir fir (z = —1/2,1/2):
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Hierbei setzen wir « = —1,¢ = +g((—1/2,1/2)). Auf diese Weise wird die Eigen-
schaft von (—1/2,1/2) isoliertes lokales Maximum von ¢ zu sein, dorthingehend
modifiziert, dass (—1/2,1/2) nun zusétzlich isoliertes und lokales Minimum von
Wi(z,y) := g(—1/2,1/2) — g(x,y) ist. Die Wahl der Konstanten «, ¢ stellt sicher,
dass V((—1/2,1/2)) = 0. Analog zum Fall (1/2,1/2) erhalten wir nun die Stabilitét
von (—1/2,1/2). Damit handelt es sich bei (£1/2,1/2) jeweils um stabile Gleichge-
wichtslagen. O

Aufgabe 27 Gegeben sei das ebene autonome System z’ = y cos(z), ¥’ = sin(x).
Zu zeigen ist, dass fiir alle Anfangswerte (zg,y0) € R? eine eindeutig bestimm-
te Losung (z,y) : R — R% ¢t — (2(t),y(t)) existiert, wobei ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit (x(0),y(0)) = (zo,y0) als Anfangsbedingung spezifiziert wird.
Wir stellen zunéchst fest, dass die Funktionen f : R* — R, (z,y) + ycos(z) und
g :R? 5 R, (z,y) — sin(x) auf dem gesamten Definitionsbereich C!-regulir sind,
also auf R? einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigen. Ferner ist R? als offene und
zusammenhingende Teilmenge von R? Gebiet. Fiir die Funktionen f, g gilt ferner
die Abschétzung:

9|2, y) < 1, [ f(z,y)| <1y, (396)

fir alle (r,y) € R2 Mithin handelt es sich bei dem autonomen System z’' =
f(z,y), ¥ = g(x,y) um ein autonomes System mit linear beschrénkter Seite, denn
F@ )l gyl < £ 9] + lg@@,p)] < 1yl +1 < 1|z, )ll2 + 1. Nach dem
Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Differentialgleichungen mit linear be-
schriinkter rechter Seite folgt nun zu vorgegebenem Anfangswert (z,10) € R? die
Existenz einer eindeutigen maximalen Losung (z,y) : R — R2t — (2(t),y(t)) des
Anfangswertproblems 2’ = f(z,v),y = g(z,y) mit (z,y)(0) = (xo,y0). Wir be-
stimmen als néchsten Schritt die Ruhelagen des Systems. Sei (xg,ys) Ruhelage des
Systems. Nach Definition gilt f(xs,ys) = 0 und g(zs,ys) = 0. Das liefert die Bedin-
gungen ys cos(xs) = 0 und sin(xzs) = 0. Die Nullstellen des Sinus sind ganzzahlige
Vielfache von 7, sodass z, € nZ. Da cos(xzs) € {£1} in diesem Falle, liefert die
erste Bedingung nur y, = 0. Zusammenfassend stellen wir fest, dass fiir eine Ruhe-
lage (s, ys) des Differentialgleichungssystems gilt (z,,y,) € 7Z x {0} C R2. Zuletzt
untersuchen wir die Stabilitidt der Ruhelage. Hierzu verwenden wir das Kriterium
der linearisierten Stabilitéit. Fiir die Jacobi-Matrix des Vektorfeldes, definiert durch

F:R? = R (z,y) = (f(z,y),9(z,y)), gilt:

Jac(F)(z,y) = ( gzg gzg ) (2,7) = ( ‘gozi(n;f) CO%(‘”) ) . (397)

Sei nun (x,y) = (zs,ys) € 7Z x {0} Ruhelage des Differentialgleichungssystems.
Wir berechnen die Eigenwerte von Jac(F)(xzs,ys). Bezeichne x : C — C,z —
det(Jac(F)(xs,ys) — zEy) das charakteristische Polynom der Jacobi-Matrix von F
ausgewertet an der Stelle (x4, ys). Es gilt

x(2) = 2% + 2y, sin(x,) — cos(z,)?. (398)
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Da (z,,ys) € TZ x {0}, gilt y, = 0,sin(z,) = 0 sowie cos(x,) € {£1}, also cos(z)? =
1. Das charakteristische Polynom vereinfacht sich mithin zu

x(z) =2 —1. (399)

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms y gerade die Eigenwerte der Matrix Jac(F')(zs, ys) sind. Wir finden hier
unabhéngig von der Wahl der Ruhelage (z,ys) € 7Z x {0}, dass zy = 1,z = 1 die
beiden Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind. Da gilt R[zy] = +1 > 0,
liefert uns das Kriterium fiir linearisierte Stabilitdt, dass jede Ruhelage (z5,ys) €
7Z. x {0} instabile Ruhelage ist. O

Aufgabe 28 Gegeben sei das autonome zweidimensionale System

T = yexp (1—x2—y2)
yf:—xexp(l—xz—yQ).

Wir stellen zun#chst fest, dass die Funktionen f : R* — R, (z,y) — yexp(1—a?—y?)
und g @ R? — R, (z,y) — —zexp(l — 2? — y?) auf ganz R? Cl-reguliir sind.
Damit geniigt das Vektorfeld F' : R x R? — R? (t,z,y) — (f(x,9),9(z,y)) ei-
ne lokalen Lipschitz-Bedingung auf ganz R?. R? ist Gebiet, weil offen und zusam-
menhiingend. Ferner gilt ||F(t, z,y)||1 = |yexp(1—2?—y?)|+|—zexp(1—2?—y?)| <
e(|z] + |y|) = ell(z,y)|. Wir stellen also fest, dass (&,9) = F(t,z,y) einer linea-
ren Normschranke auf der rechte Seite geniigt. Folglich ist der Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz fiir linear beschrinkte Systeme anwendbar. Dieser liefert fiir alle
Startwerte (x(0),y(0)) = (zo,y0) € R?* die Existenz einer eindeutigen maximalen
Losung A : R — R% ¢ — (z(¢),y(t)) des Anfangswertproblems (z,79) = F(t,z,y)
mit (2(0),y(0)) = (xo,y0) € R% Definiere die Funktion H : R* — R, (z,y) —
0.5exp(l — 2% — y?). Es ist H € C*(R*> — R) und es gilt (VH, F)g: = 0 fiir
alle t € R,(z,y) € R? denn 0,H(z,y) = —zexp(l — 2% —y?) = g(z,y) so-
wie 0,H(z,y) = yexp(l — 2* — y*) = —f(x,y). Somit wissen wir, dass H eine
Hamilton-Funktion und somit eine Erhaltungsgrofle fiir das betrachtete System ist.
Sei nun Ay, die vorher erhaltene maximale Losung des Systems fiir den Start-
punkt (xo,y9) € R Dann gilt fiir alle t € R, H(zo,y0) = H(x(t),y(t)), denn die
Hamilton-Funktion ist entlang der Trajektorie einer Losungskurve konstant. Wir fin-
den also exp(1 — 22 — y2) = exp(1 — x(t)? — y(¢)?). Durch Logarithmieren finden wir
l—z2—y2 =1—x(t)?*—y(t)?, was zu 23 +y5 = z(t)*+y(t)* = r(t)? umgeformt werden
kann, wo r : R — R, ¢ — /x(t)2 + y(t)? den Radius der Lésungskurve in Polarko-
ordinaten beschreibt. Insbesondere stellen wir fest, dass x(t)? +y(t)? = 22 +y2 € Ry
konstant ist. Das bedeutet, dass die Orbits des Systems konzentrische Kreislinien
um den Ursprung (inkl. Radius 0 falls 22 + 2 = 0 < (29 = 0,y = 0)) sind, d.h.,
insbesondere jeweils in konzentrischen Kreislinien um den Ursprung enthalten sind.
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert nun mit der Definition r2 = z3+y2, das
System & = exp(1 — rd)y, ¥ = —exp(1 — r2)x. Dies ist nun ein System linearer Dif-
ferentialgleichungen. Wir kénnen dieses durch Matrix-Exponentiation wie gewohnt
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16sen:

P (t < —eXp(Ol —73) exp(lo_ v >)

400
B cos(exp(1 —r2)t)  sin(exp(1l — r3)t) (400)
—\ —sin(exp(l — r2)t) cos(exp(l —rd)t) -
Damit finden wir also zu vorgegebenem Anfangswert (xo, 7o) die Losung:
AR = R? e (2(t),y(1)), (401)
wobei fiir alle t € R gilt:
x(t) = zg cos(exp(1l — r3)t) + yosin(exp(l — r3)t), (402)
y(t) = yo cos(exp(l — r§)t) — xgsin(exp(1 — 73)t). (403)

Insbesondere sehen wir, dass gilt A(t) = (¢ + 2w exp(r2 — 1)), da die trigonometri-
schen Funktionen jeweils 27 exp(rZ — 1) periodisch sind in der hier auftauchenden
Form. Fiir den Fall, dass (z¢, yo) # 0, d.h., wir eine nicht-konstante Losung betrach-
ten, folgt, dass T' = 2w exp(rg — 1) die Periodenlinge ist. O

Aufgabe 29 Gegeben sei die skalare Differentialgleichung zweiter Ordnung & =
2¢ — 4a3. Durch die Definition y := 2’ kénnen wir die Differentialgleichung in das
dquivalenten system erster Ordnung iiberfiihren:

() (aer)

Wir bestimmen nun zunéchst die stationédren Losungen der Differentialgleichung:
Es gilt fiir eine solche stationire Losung y = 0 und 0 = 2z — 423 = 4x(1/2 —
r?). Hieraus finden wir, dass es die drei stationiren Losungen (z1,7;) = (0,0),
(x2,y2) = (\/571,0), (x3,y3) = (—\/571,0) gibt. Definiere nun die Funktion H :
R? = R, (z,y) — 1/2y* — (2® — 2%). Sie ist C?-reguliir auf dem gesamten Definitions-
bereich. Dann gilt —9,H = 2z — 4y* und d,H = y, was mit der zweiten bzw. ersten
Komponente der rechten Seite des Systems erster Ordnung {ibereinstimmt. Daher
ist H eine Hamiltonfunktion des Systems, wegen (VH (z,y), (y,2x — 42%)7)g2 = 0
fiir alle (x,y) € R? ist H insbesondere Erhaltungsgréfie. Fiir das betrachtete System
stellen wir fest, dass es insbesondere autonom ist und die rechte Seite durch ein
C!-Vektorfeld auf dem Gebiet R? gegeben ist. Der globale Existenz- und Eindeutig-
keitssatz stellt nun sicher, dass es zu jedem Anfangswert (z(7),y(7)) = (£,1) € R?
und 7 € R eine eindeutig bestimmte maximale Losung Ay ) @ Ir e — R% 7 —
(x(t),y(t)) fiir das Anfangswertproblem gibt. Wir zeigen nun, dass eine solche ma-
ximale Losung sogar auf ganz R definiert ist. Hierzu sei die Anfangsbedingung
(x(1),y(1)) = (§,n) fixiert. Dann gilt, da H als Erhaltungsgroe konstant entlang
der Trajektorie der maximalen Losung A = A ¢, ist, R 2 H(§,n) = H(x(t),y(t)).
Damit finden wir die implizite Gleichung

2y’ = (@* —a") = 1/2n° = (€ = &) (405)
y: @12 ot (€ 1/2)°
& 7 + B =7 + E : (406)
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Abbildung 2: Phasenportrit zu Aufgabe 29. Darstellung der ein-dimensionalen Kon-
turlinien der Hamilton-Funktion, {(z,y) € R*/H(x,y) + 0.25 = ¢ > 0} fiir verschie-
dene Werte von ¢ > 0.

Die Summanden auf beiden Seiten sind nicht-negativ, so dass in der (y, z*)-Ebene
zumindest eine Ellipse mit Mittelpunkt (0, 1/2) und grofer Halbachse der Liénge /2
und kleiner Halbachse der Lange 1 resultiert. Insbesondere ist fiir beliebiges 7, also
0 < Iyl < VP24 (@ —1/2)? und 0 < |a® — 1/2] < /?/2+ (€ — L/2)%. Aus
letzterem folgt insbesondere

max {0, 1/2 — /)2 + (€2 — 1/2)2} <22 <1242+ (€ —1)2)2, (407)

da 2% > 0 fiir alle reellen z. Damit finden wir nun

V12 VPR @ 172 <a <124 2T @ 12 (408)
Damit haben wir gezeigt, dass fiir alle ¢ € I, (¢, die Losung A beschrinkt bleibt. Da
die Differentialgleichung auf ganz R? definiert ist, liefert uns die Charakterisierung
maximaler Losungen iiber das Randverhalten, dass nur I ¢ ,) = R moglich ist, um
konsistent mit der Maximalitatseigenschaft von A ist. Ein Phasenportréat findet man
in der Abbildung 3. Hieraus folgern wir, dass die Ruhelagen (z3,y2), (23, y3) stabil
sind (isolierte lokale Minima von der geplotteten Funktion H + 0.25), die Ruhelage
(x1,71) hingegen instabil ist (isolierter Sattelpunkt von H + 0.25). Fiir ¢ # 0.25
erhélt man nicht konstante periodische Losungen. U

Aufgabe 30 (a) Das liefert uns eine instabile Quelle. (b) Wir bekommen einen
Sattel. (c¢) Wir bekommen eine instabile Linienquelle. O

Aufgabe 31 Im Folgenden sind alle holomorphen Funktionen f : C — C an-
zufithren, die bestimmte Eigenschaften besitzen und zu begriinden, dass es keine wei-
teren gibt, die ebenfalls diese Eigenschaften haben. In Teil (a) will man f(z) = zf(z)
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fiir alle z € C sowie f(0) = 1. Wir stellen zunéchst fest, dass die Funktion F': C —
C,z — exp(2%/2) holomorph auf C als Komposition holomorpher Funktionen ist
und die folgenden Eigenschaften besitzt: F'(0) = exp(0?/2) = exp(0) = 1 und ferner
gilt nach der Kettenregl fiir holomorphe Funktionen F’(z) = exp(2%/2)(2%/2) =
exp(2?/2)z = F(z2)z. Also ist F eine holomorphe Funktion mit den gewiinschten
Eigenschaften. Wir zeigen nun, dass F' auch die einzige holomorphe Funktion auf
C ist, die den Anforderungen in der Aufgabenstellung entspricht. Sei also f eine
beliebige holomorphe Funktion C — C mit den geforderten Eigenschaften. Da ho-
lomorphe Funktionen unendlich oft komplex differenzierbar sind, finden wir durch
nochmaliges Ableiten von f’(z) = zf(z) zundchst f”(z) = zf'(2)+ f(z). Nochmaliges
Ableiten liefert f”(2) = zf"(2)+2f'(z). Wir behaupten nun, dass fiir alle n € N gilt:
fM(2) = 2f™D(2) + (n — 1) f"2(2) und setzen fCV(z) =0, fO(z) = f(z). Die
Fille n = 1 und n = 2 wurden bereits oben nachgepriift. Wir nehmen an, die Aussage
stimmt fiir ein festes n € N und zeigen, dass dann auch die Aussage fiir n+1 stimmt.
In der Tat gilt f0D(2) = (F00(2)) = (27D + (n—1) 0= (2)) = (0D (z)) +
(n=1)f0=2(2)) = fV(2) + 2f P (2) + (n = 1) fD(2) = 2f W (2) +nfO D (2).
Damit ist nachgewiesen, dass die Behauptung fiir generisches n € N gilt. Insbe-
sondere sind am Punkt z = 0 nun alle Ableitungen von f bekannt: Es gilt mit
f(0) = fO0) = 1 sowie f'(0) = 0- f£(0) = 0, dass f@*~Y = 0 fiir alle ¥ € N und
f@R)(2) = 2k (k —1)! fiir alle k € N, wie man in beiden Fllen leicht durch Induktion
sieht. Insbesondere finden wir, dass F'(z) = £ (2) fiir alle z € Ny gilt. Zusammen
damit, dass C C C offen und zusammenhéngend ist, liefert uns der Identitétssatz
nun, dass f(z) = F(z) auf ganz C gelten muss. Zusammenfassend ist also die Funk-
tion F': C — C, z — exp(2%/2) die einzige holomorphe Funktion C — C, die die in
der Aufgabenstellung geforderten Bedingungen erfiillt. In Teil (b) will man haben,
dass f(f(z)) = z fiir alle z € C gilt und dass ferner f(0) =0 und f/(0) = 1 gilt. Wir
stellen zunéchst fest, dass die Funktionalgleichung f(f(z)) = z zeigt, dass f = f1,
also insbesondere, dass f eine bijektive Funktion. Als holomorphe Funktion, die bi-
jektiv ist, wissen wir bereits, dass auch f=! : C — C bijektiv ist. Insbesondere ist
f also eine konforme Abbildung C — C. Indem wir C U {oo} =: C setzen, kénnen
wir f bijektiv auf die Riemann’sche Zahlenkugel C erweitern, f C—>C,zm f (2).
Dabei ist f(z) = f(2) falls z € C und f(c0) = oo falls z = co. Aus der Vorlesung
ist bekannt, dass f dann eine Mobius-Transformation ist, und, da oo Fixpunkt von
f ist, sogar gilt f(z) = az+bmit C3 a #£0,be C. Also hat wegen f(z) = f(2) fiir
z € C die Funktion f die Form einer linear-affinen Transformation, f(z) = az + b
mit a € C*, b € C. Nun gilt f'(z) = a fir alle z € C. Indem wir die Bedingungen
f(0) =0 und f’(0) = 1 verwenden, sehen wir, dass f(z) = z, d.h., a =1 € C* und
b= 0 € C. Das heifit, f = id¢. In der Tat iiberpriifen wir, dass f die geforderten
Eigenschaften hat, denn id¢(idc(2)) = ide(z) = z fir alle z € C, id¢(0) = 0 und
id;-(0) = 1. Durch die Herleitung der Form von f sehen wir bereits, dass das f auch

eindeutig festgelegt ist, d.h., andere holomorphe Funktion C — C existieren nicht.
O

Aufgabe 32 Sei E = {z € C||z] < 1} und f : E — C eine holomorphe Funktion
mit der Eigenschaft, dass [f(0)] < 1 und |f(z)] < 1 fiir z € E. Zu zeigen ist, dass
dann bereits |f(z)| < 1. Sei f : E — C mit den beschriebenen Eigenschaften und
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nimm an, dass |f(2z)| < 1 nicht gilt fiir alle z € E. Dann gibt es ein w € E, sodass
|f(2)| = 1. Da nach Voraussetzung an f aber gilt |f| < 1 auf dem gesamten Defi-
nitionsbereich, handelt es sich bei w € E um ein, nicht notwendigerweise isoliertes,
Maximum von |f|. Da E als Gebiet offen ist, gibt es ein U C E, sodass z € U. Das
Maximumsprinzip fiir holomorphe Funktionen liefert dann, dass f auf dem Gebiet
E bereits die konstante Funktion ist, f(z) = ¢ € C, wobei wegen |f(w)| = 1 gilt
lc| = 1. Da aber auch 0 € E, gilt nun 1 > |f(0)| = |¢| = 1 nach Voraussetzung an
f. Das ist ein Widerspruch. Also war die Annahme falsch und es gibt kein z € E,
sodass |f(z)| < 1 verletzt ist. O

Aufgabe 33 Gesucht sind zunéchst alles ganze Funktion f : C — C, sodass gilt
|f(2) — 3| > 1. Wir fiithren eine Fallunterscheidung durch:

o Full 1: f ist micht-konstant. Sei f eine nicht-konstante Funktion und nimm
an, dass sie die beschriebenen Eigenschaften hat. Nach dem kleinen Satz von
Picard gilt fiir jede nicht-konstante ganze Funktion, dass f(C) entweder ganz C
ist oder C\ {z0}, wobei z; € C ein fester Punkt ist. Da sowohl w; = 3 als auch
wy = 4 die Ungleichung |w — 3| > 1 verletzen und {iberdies w; # wy haben wir
zwei verschiedene Punkte in C gefunden, die nicht von f angenommen werden
diirfen. Das ist aber ein Widerspruch zu den oben hergeleiteten Ergebnis fiir
das nicht-konstante f geméfl dem kleinen satz von Picard. Also kann es keine
nicht-konstante ganze Funktion geben, die den Anforderungen an f geniigt.

e Fall 2: f ist konstant. Dann gibt es ein ¢ € C, sodass f(z) = ¢ fiir alle z € C.
Die Forderung an f, |f(z) — 3| > 1 zu geniigen, iibersetzt sich dann in eine

Einschréankung fiir die zuldssigen Werte von ¢: |c—3| > 1, mit anderen Worten,
ceC \ Bl (3)

Da eine Funktion entweder konstant oder nicht-konstant ist, haben wir somit alle
ganzen Funktionen gefunden, die den Spezifikationen der Aufgabenstellung Rech-
nung tragen.

Wir entscheiden nun, ob es eine holomorphe Funktion f : U — C auf eine Umgebung
U von 0 € C gibt, sodass f(™ = n?" fiir alle n € N gilt. Wir nehmen an, f: U — C
wiére eine solche Funktion. Durch eventuellen Wechsel von der Umgebung U von 0
zu einem B.(0) C U, haben wir eine offene Umgebung von 0 gefunden, auf der die
Spezifikation der Ableitungen gilt. Da f holomorph ist, konnen wir € > 0 so wéhlen,
dass f in eine Taylor-Reihe um den Entwicklungspunkt zy = 0 entwickelt werden
kann, d.h., dass

X f(k)
fz)=> f—!zk, (409)

k=

[e=]

wobei f(® = f(0) € C und e der Konvergenzradius der Taylor-Reihe ist. Nach der
Formel von Cauchy-Hadamard finden wir fiir den Konvergenzradius € = 0, falls

lim
n—oo

‘ = o0, (410)



was einen Widerspruch zu e > 0 darstellt. In der Tat, finden wir

F(0) ‘

2n

n 2n

> 2| = |n"| =" >0, (411)
nn

n! nl | —

fiir alle n € N. Wegen der streng wachsenden Monotonie von /- : RS — Ry, finden
wir also

¢ ‘f(n)(o)‘ > /nn =n, (412)

n!

wodurch wir durch den Betrachtung des Grenzwerts n — oo das Vorliegen der
Voraussetzungen fiir die Anwendung der Formel von Cauchy-Hadamard im ein-
schldgigen Fall verifizieren. Wir finden also € = 0, d.h., die Taylor-Reihe konver-
giert nur in einem Punkt, im Widerspruch dazu, dass € > 0 infolge Holomorphie
von f. Damit war die Annahme, es gibe ein holomorphes f mit den beschriebenen
Eigenschaften falsch, und es gibt keine holomorphe Funktion mit den beschriebenen
Eigenschaften. U

Aufgabe 34 (a) Gesucht sind genau diejenigen = € R, zusammenzufassen in einer
Menge K C R, sodass die Reihe

[e.9]

(22 + 3)F
; — (413)

gegen eine reelle Zahl konvergiert. Wir arbeiten mittels Fallunterscheidung:

e Fall 1: x € (—2,—1). Dann gilt (2o +3) =: ¢ € (—1,1), also insbesondere
lg| < 1. Da vk > 1 fiir alle k € N gilt fiir alle k € N,

e
\/E

fir festes aber beliebiges x € (—2,—1). Das Majorantenkriterium liefert uns
nun zusammen mit der Konvergenz der geometrischen Reihe Y 77 || = (1 —
lq|*), dass die angegebene Reihe absolut konvergiert. Insbesondere konvergiert
sie dann auch und es gibt eine reelle Zahl r,, gegen den die Reihe konvergiert.
Also gilt (—2,—-1) C K.

< qf® (414)

e Fall 2: v € [—1,00). Dann gilt 2243 > 1 fiir alle x € [-1,00). Fiir alle k € N
finden wir nun

k
(22 4 3) ZLZ

vk Vk
Wiirde die angegebene Reihe also fiir x € [—1, 00) konvergieren, so bedeutete
dies, dass sie eine konvergente Majorante fiir die harmonische Reihe Y 7o | k™*
darstellen wiirde. Dies ist aber ein Widerspruch zur bekannten Aussage, dass
die harmonische Reihe divergiert. Also war die Annahme, die zu untersuchen-
de Reihe konvergierte fiir z € [—1,00) falsch, und sie divergiert stattdessen.
Folglich gilt x ¢ K fir alle z € [-1, 00) und somit K C (—oo, —1).

. (415)

| =

114



e Full 3: © € (—00,—2). Angenommen, die angegebene Reihe konvergiert. Fiir
z € (—o00,—2) und k € 2N gilt (22 + 3)*/vk > 0 und 22 + 3 > 1. Wir finden
nun, dass limy_,s0(22+3)*/vk = co. Damit haben wir aber einen Widerspruch
zur Konvergenz der Reihe, denn die einzelnen (2x 4 3)*/vk (k € N) bilden
keine Nullfolge, im Widerspruch zur Konvergenz der Reihe. Also divergiert die
Reihe fiir die Wahl 2 € (—oo0, —2) und es gilt K C [-2,—1).

o Fuall 4: x = —2. In diesem Fall gilt (2043) = —1. Wir definieren die reelle Folge
(a)ren durch aj, = (—1)¥/v/k und untersuchen die Konvergenz der Reihe

- (CDF
> NG —;ak. (416)

k=1

Da die Wurzelfunktion ,/: R* — R* streng monoton steigend ist, ist die Folge
(ak)ken streng monoton fallend, insbesondere also monton fallend. Ferner gilt
limy,_,oo Vk = 0, d.hh., (ax)ken, ist monoton fallende Nullfolge. Die Vorausset-
zungen des Leibniz-Kriteriums sind also erfiillt. Dieses liefert die Konvergenz
der zu untersuchenden Reihe in x = —2, sodass auch —2 € K.

Insgesamt haben wir also K = [—2, —1) gezeigt. O
(b) Sei @ € C mit |a| # 2. Sei 7, : [0,27] — C,t — a + 2exp(it). 7, ist eine
komplexe Paramterisierung von 0By(a). Falls a € By(0), so ist 0 € By(a). Falls
a € Kyno(0) = {2z € C|2 < |2| < o0}, so ist 0 € Bs(a). Im zweiten Fall gilt
insbesondere 0 ¢ By(a) und wir finden ein ¢ > 0, sodass 0 € By, (a), bspw. durch
e = 0.5 - dist(0, Ba(a)).

e Fuall 1: a € K3(0). Dann ist, mit der Wahl von € > 0 wie oben angegeben,
die Funktion f : By (a) — C,z +— (1 — 22%)/z% auf dem gesamten Definiti-
onsbereich holomorph. Dieser ist als offener Ball insbesondere einfach zusam-
menhéngendes Gebiet in C. Die Kurve 7, verlauft offenbar ganz in By (a), da
0By(a) C Bayc(a). Ferner definiert 7, is glatte Funktion mit kompaktem De-
finitions einen rektifizierbaren Weg und die Tatsache, dass 7,(0) = v,(27) =
a + 2, stellt sicher, dass der Weg auch geschlossen ist. Der Integralsatz von

Cauchy liefert nun, dass
1 — 222
/ = dz =0. (417)
Ya

23

e Fall 2: a € By(0). Wir definieren nun die Funktion i : C — C,z — 1 — 222
Diese ist holomorph auf dem ganzen Definitionsbereich. Es gilt ferner

1 — 222 < 1 / 0? f(z) >
dz = 2mi [ — dz) = 2mif"(0)  (418)
/% 23 2mi [, Ow?|,_o (2 —w)
nach dem Integralsatz von Cauchy. Es ist f”(z) = —4. Damit finden wir
1 — 222
/ = dz = —8ri (419)
Ya F

fir alle a € Bs(a).

Damit haben wir fiir alle in Frage kommenden a € C mit |a| # 2 den Wert des
gesuchten Integrals berechnet. 0
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Aufgabe 35 (a) Eine solche Funktion kann es nicht geben. Angenommen, es géibe
ein auf Ky5(0) = {2z € C|0 < |z| < 2} holomorphes f, sodass lim, ,o[v/|2[f(2)] = 1.
Als auf einem Kreisring mit innerem Radius 0 holomorphe Funktion besitzt f eine
Laurent-Entwicklung der Form

f(z) = Z apz®. (420)

Wir definieren nun die Funktion g : Ko(0) — C,z ~ [f(2)\/|z]|. Diese ist auf
Ko2(0) zumindest stetig. Da lim, o f(2)/z = 1 gilt ebenfalls lim, o |f(2)+/]2]] =
lim, .0 g(2z) = 1. Wir zeigen nun, dass ein endlicher Wert nur erreicht werden kann,
wenn der Hauptteil der laurent-Reihe verschwindet, d.h., a; = 0 fiir alle £ < 0.
Falls a; # 0 fiir unendlich viele £ < 0, hat f in z = 0 eine wesentliche Singularitét.
In diesem Fall nimmt f bereits in einer punktierten Umgebung von 0 jeden Wert
aus C an und bereits der Grenzwert lim,_,o|f(z)| existiert nicht im uneigentlichen
Sinne. Dann existiert aber auch der Grenzwert lim, o g(z) nicht, im Widerspruch
dazu, dass dieser sogar 1 sein soll. Damit gibt es ein NV € N, sodass sich die Laurent-
Entwicklung von f auf

flz) = Z anz" (421)

reduziert. Dies konnen wir schreiben als

f(z) = h;]i), h(z) = Z a2t (422)

und stellen fest, dass h holomorph auf ganz B(0) ist. Das reelle Maximumsprinzip
erlaubt uns nun 0 < m < M < oo zu finden, sodass m < |h(z)] < M zumin-
dest auf dem Kompaktum B;(0) € By(0). Damit finden wir m|z|~V+%5 < g(2) <
M|z|=N+05 auf By(0)\ {0}. Fiir beliebiges N gilt aber lim,_,o(m|z| "V *%%) = oo und
lim, ,o(M|z|7N*0%) = oo, d.h., nach dem Quetschlemma, auch lim, o g(z) = oo,
im Widerspruch zu lim, ,og(z) = 1 laut Voraussetzung. Also verschwindet der
Hauptteil der Laurent-Reihe und f hat eine Taylor-Reihe um den Entwicklungs-
punkt 0 und ist also insbesondere holomorph in z = 0. Zusammen mit der Stetig-
keit von z \/m folgt dann aber lim, .o g(z) = 0, im Widerspruch dazu, dass
lim, ,0g(z) = 1. Zusammengefasst erhalten wir also in jedem Fall einen Wider-
spruch, sodass eine Funktion mit der gewiinschten Eigenschaft nicht existieren kann.
O

(b) Wir definieren die Matrix A € M (2 x 2;R) durch

(o) s

und setzen F : R? — R?, y + Ay. Als lineare Abbildung ist diese Abbildung stetig
differenzierbar. Man sieht durch Einsetzen sofort, dass F'(0) = 0. Wir sehen ferner,
dass DF(0) = A und die Matrix A das charakteristische Polynom x4 : C — C, z —
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xa(A — 2E;) = 2? hat. Daher hat die Matrix A nur einen Eigenwert, nimlich
z; = 0 und dieser hat Real-Teil R[z;] = 0 < 0. Andererseits stellen wir fest, dass
Yy = F(y) = Ay ein lineares System mit konstanter Koeffizienten-Matrix A ist.
Letztere liegt per Wahl bereits in Jordan-Normalform vor und wir sehen, dass z; = 1
offenbar geometrische Vielfachheit p,(z1) = 1 hat, da es nur einen Jordan-Block
zum Eigenwert z; gibt. Also gilt p,(21) # pa(21). Daher ist der Eigenwert z; von
DF(0) = A nicht halb-einfach. Da das betrachtete autonome System linear mit
konstanter Koeffizientenmatrix ist, liefert uns die Stabilitatstheorie bereits, dass 0
keine stabile Ruhelage ist. U
(c) Wir definieren das Polynom P : R — R,y — 1 + y?. Wir behaupten, dass die
Differentialgleichung y' = P(y) fiir keinen Anfangswert (y(7) = ¢) mit 7,{ € R eine
globale Losung besitzt und nehmen dazu an, es gébe eine globale Losung. Offenbar
ist die Differentialgleichung autonom und hat eine auf ganz R stetig differenzierbare,
d.h.,. lokal Lipschitz-stetige, rechte Seite. Fiir (7,() ein Paar aus Anfangszeit und
Anfangswert garantiert nun der globale Existenz und Eindeutigkeitssatz die Existenz
einer eindeutigen maximalen, nicht aber notwendigerweise globalen Loésung. Wir
stellen fest, dass die Funktion

y:(—m/2+4 7 —arctan(¢), 7/2 + 7 — arctan(¢)) — R

t — tan((t — 7) + arctan(()) 2y
offenbar y(7) = tan(arctan(¢)) = ¢ erfiillt und dariiber hinaus gilt
1
dy(t) = cos((t — 7) 4 arctan(())?
_ sin(( — 7) + arctan(¢))* + cos((t — 7) + arctan())” (425)

cos((t — 7) — arctan(())?
=1+ tan((t — 7) + arctan(())

= P(y(t))

fiir beliebiges t € (—m/2+71—arctan((), 7 /2+7—arctan(()). Da fiir alle a € O(—m/2+
T — arctan((), /2 + 7 — arctan(()) = {—7/2 + 7 — arctan(({), 7/2 + 7 — arctan(() }
gilt

lim sup |y(t)| = oo, (426)

t—a

da der Tangens tan z Polstellenmenge 7/2+7Z hat, liefert uns die Charakterisierung
maximaler Losungen anhand ihres Randverhaltens, dass wir in der Tat die maximale
Losung A, ¢ : (—7/2 + 7 — arctan(, 7/2 + 7 — arctan(),t — tan(t — 7 + arctan ()
fiir jeden Anfangswert gefunden haben. Da eine globale Losung auf ganz R defi-
niert ist, schnitte ihr Graph mindestens zwei der Graphen der soeben als maximal
klassifizierten Losungen, weil die maximalen Losungen eine Zerlegung der (t,y)-
Ebene bilden. Dies ist ein Widerspruch zur soeben festgestellten Maximalitat der
Losungen. Also besitzt die Differentialgleichung ' = P(y) fiir die Wahl des Poly-
noms P : R — R,y + 1+ y? keine globale Losung. 0

117



Aufgabe 36 (a) Sei f : C — C eine ganze Funktion mit der Eigenschaft, dass
exp(f(z)) = c fiir alle z € C und ein ¢ € C*. Der Fall ¢ = 0 ist unbeachtlich, da die
komplexe Exponentialfunktion nach C* abbildet. Zu zeigen ist, dass f bereits dann
konstant ist. Wir stellen zunéchst fest, dass f als holomorphe Funktion insbeson-
dere stetig ist. Wir differenzieren nun exp(f(z)) = ¢ auf beiden Seiten und finden
f'(z) -exp(f(z)) = exp(f(2)) - ¢ = 0. Da ¢ # 0, folgt f'(z) = 0. Die Einschrankung
von f auf R sei mit g bezeichnet. Wir haben dann fiir g die gewohnliche Diffe-
rentialgleichung ¢'(z) = 0 fiir alle x € R. Diese hat nach dem globalen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz und der Charakterisierung maximaler Losungen durch ihr
Randverhalten die maximale Lésung A : R — C,¢ + ~ mit einem v € C. Die
Voraussetzungen der beiden Sétze sind vorliegend unproblematisch, sodass sie nicht
weiter diskutiert zu werden brauchen. Da jeder Punkt von R Héufungspunkt ist,
handelt es sich bei R um eine Teilmenge von C, die einen Haufungspunkt besitzt.
Der Identitétssatz angewendet auf f und die Funktion h : C — C, 2z — ~ liefert nun,
dass f konstant ist. 0
(b) Wir zeigen nun, dass falls g holomorph ist und R[g(z)] < M fiir ein M € R
fiir alle z € C gilt, g bereits konstant ist. Zu diesem Zwecke definieren wir die,
mit g, ebenfalls ganze Funktion h : C — C,z — exp(g(z)). Es gilt exp(g(z)) =
exp(R[g](2)) exp(iS[g](z)) fiir alle z € C. Insbesondere finden wir |h(2)| = exp(R[g](2))
fir alle z € C. Nun gilt laut Voraussetzung, dass 0 < |h(z)| < exp(M) fiir alle z € C.
Insbesondere ist also h eine beschrinkte und ganze Funktion. Der Satz von Liouville
liefert nun, dass ein ¢ € C* (da die Exponentialfunktion nur nach C* abbildet)
existiert, sodass exp(g(z)) = c¢. Wenden wir nun die Aufgabenteil (a) bewiesene
Aussage auf die Funktion g an, erhalten wir ein v € C, sodass g(z) = « fiir alle
z € C, d.h., dass g konstant ist. O

Aufgabe 37 (a) Gegeben sei der folgende Weg in C,

ei7r/2 + 621’(15777) te [0,71']

—1+i+2e" te(m 27 (427)

7:[0,27T]—>C,tr—>{

Eine Skizze des Weges findet sich in Fig. 3. Hierzu Erlauterungen: Fiir 0 <t < =«
handelt es sich um einen (Voll-)Kreisbogen mit Mittelpunkt exp(in/2) = i vom
Radius 1, der im mathematisch positiven Sinne einmal durchlaufen wird. Dabei fallen
Startpunkt und Endpunkt zusammen, d.h., v(0) =1+ i = (7). Fir 7 <t < 2«7
beschreibt der Weg einen (Voll-)Kreisbogen um den Mittelpunkt —1+¢ vom Radius
2. Da gilt limy_,+(t) = 1 4+ ¢ = limy_,,- y(t), handelt es sich insbesondere um
einen stetigen Weg. Der Vollkreisbogen um —1 + ¢ wird allerdings zweimal gegen
den Uhrzeigersinn durchlaufen. Zudem bemerken wir v(0) = 1+4¢ = v(27), d.h., der
Weg ist stetig, stiickweise glatt und geschlossen.

(b) Wir sollen nun das Kurvenintegral

B (z—(2—1))dz
I= L & (428)

+1)(22 — 3+ 41)
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Abbildung 3: Skizze des in A37(a) angegebenen Wegs in der Gauss’schen Zahlene-
bene.

N

berechnen, wobei v den in (a) angegebenen Weg bezeichnet. Dem Hinweis folgend
berechnen wir (2 —i)? =4 — 1 — 41 = 3 — 4i, sodass

B el k) Y B G2l

wobei wir bemerken, dass z +— 2z — (2 —1) fiir keine Nullstelle in B (i) und By(—1+1)
besitzt, denn es gilt ||(2 —i) — (=1 +1)||* = 9+ 4 > 4. Ferner beachten wir, dass

1 0.5¢ —0.52
= 430
1+ 22 z+i+z—i (430)
nach Partialbruchzerlegung. Offenbar gilt i € B1(0) und i € By(—1 + i), aber —i ¢
By(i) und —i € By(—1+14),denn | —i — (=1 +14)|| =4+ 1 > 4. Wir schreiben das
Integral I also um I = I + I, wobei

. 2_ 1 _ 2_ —1
I = E/ — (20" ———dz & I, = —/ : d dz. (431)
2 . zZ+1 zZ—1

Die Funktion f; : B g5(—1+41) — C,z — (2 — (2 — 1)) '(z + 1)7" ist offenbar
holomorph in einem Gebiet, dass die von 7|, ] und 7|(x 2. berandeten Bereiche und
deren Rénder umfasst, d.h., B g5(—1+41i) 2 Bi(i), Bo(—144). Nach dem Integralsatz
von Cauchy bedeutet das aber gerade, dass I; = 0. Um Iy zu berechnen definieren
wir die Funktion f, : B 5(—141) = C,z — —0.5i(z — (2 —4))~" und stellen fest,
dass diese ebenfalls auf dem gesamten (offenen) Definitionsbereich holomorph ist.
Dai € By(i), Bo(—=1+1) € B g5(—1+1i) und v i offenbar dreimal im mathematisch
positiven Sinne umléduft, gilt fir die Windungszahl n(v,i) = 3. Damit finden wir
laut Cauchy’scher Integralformel

f2( )
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Einsetzen liefert nun I, = 37/(—2+ 2i) = 37 (1 +4)/4. Damit finden wir zusammen
mit [; = 0 fiir das gesuchte Kurvenintegral

/ (z—=(2—1i)dz  3m(1+1) (433)
L (2 +1)(22 -3+ 44) 4
Damit ist das Integral berechnet. 0

Aufgabe 38 (a) Wir betrachten zunéchst die wie folgt definierte Funktion

o0 2
x
= —_. 434
0= s (134)
Wir zeigen zunéchst, dass die Reihe fiir alle x € R konvergiert. Hierzu arbeiten wir
mit Fallunterscheidung. Fiir z = 0 gilt auch 22 = 0 und die Reihe konvergiert gegen
den Grenzwert 0, da jeder Summand gerade 0 ist. Im Fall x # 0 gilt auf jeden Fall

2?2 > 0. Damit kénnen wir schreiben

P S (435)
n2x? +8  n2+ (8/x2) ~ n2’
fiir ein beliebiges n € N. Insgesamt finden wir somit die Majorante
=1 72
— = — < 00. 436

Definieren wir nun die Funktion f, : R — R,z — z%/(nz? + 8), so stellen wir fest,
dass fiir alle z € R und n € N gilt

0 < fu(z) < % (437)
und dass die Majorantenreihe (s. oben) (absolut) konvergiert. Ferner ist jedes der
fn eine stetige Funktion von x, also auch jede endliche Summe iiber die f,,’s. Nach
dem Konvergenzsatz von Weierstraf iiber die gleichméflige Konvergenz von Funk-
tionenreihen, konvergiert also die Reihe Y~ | f,,(2) gleichméflig gegen die Funktion
f:R—= R,z f(z). Da jede der (endlichen) Partialsummen eine stetige Funktion
ist, liefert die gleichméflige Konvergenz insbesondere, dass auch f eine stetige Funk-
tion ist. Lassen wir zu, dass x € C ist, so ist die grofite offene Teilmenge U C C, auf

der f(z) holomorph ist, gegeben durch

U=C)\ (U {—iV8/n,ivV/8/n} U {0}) : (438)

neN

denn die erste ausgeschlossene Menge ist gerade die Menge der (einfachen) Polstellen
der Funktionenreihe und 0 ist der (gemeinsame) Grenzwert der Polstellen, die in der
oberen bzw. unteren komplexen Halbebene angesidelt sind. Wire f als Funktion
einer komplexen variablen dort holomorph, so wére sie dort insbesondere stetig.
Wiéhlt man bspw. eine Folge, die “nahe” genug an den Polstellen in der oberen
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Halbebene liegt, stellt man fest, dass der dazugehorige Grenzwert der Folge definiert
durch die Funktionswerte an dieser Stelle nicht in C ist. Auf der anderen Seite gilt,
dass limgs, o f(z) = 0, im Widerspruch zur Stetigkeit.

(b) Seien ay,...,a, € C mit n > 1 und |a;| = 1 fiir alle 1 < j < n. Wir zeigen,
dass es einen Punkt z € C gibt, sodass das Produkt der Abstédnde zwischen den
a; und z mindestens 1 ist. Sei {aq,...,a,} € 0B1(0) C C beliebig aber fest. Wir
definieren die Funktion f : C — C, z + []'_,(z — @;). Diese ist als Polynomfunktion
vom Grad n eine ganze Funktion. Ferner ist f|p, (o) holomorph auf B;(0) und f|z,
ist ferner stetig auf B;(0). Nun ist |f(0)] = [[;_, |ai| = 1 nach Voraussetzung an
die a;’s fiir 1 < ¢ < n. Laut Maximumsprinzip fiir holomorphe Funktionen auf
beschrankten Gebieten, die eine stetige Fortsetzung auf den Abschluss des Gebiets
erlauben, nimmt | f| ein Maximum am Rand des Gebiets an. Das bedeutet in unserem
Fall, dass es ein z € 0B;(0), d.h., |z| = 1, gibt, sodass

n n

[Td(a,2)=]]lz—al>1 (439)

i=1 =1

Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Aufgabe 39 Sei D :={(z,y) € R’y > —2?}und f: D — R, (z,y) — 2*+y*+2y.
Fiir die Untersuchung definieren wir h : R> — R, (z,y) — 2% +y?+2y und beachten,
dass h(z,y) = z*> + (y + 1)* — 1 > —1. Wir bemerken, dass h stetig ist, und ferner
gilt h=1([~1,0]) = B1((0,—1)) gilt. Als abgeschlossene Kreisscheibe ist B ((0,—1))
abgeschlossen und wir stellen fest, dass h|g, -1y : Bi((0,—1)) — R nach dem
Minimumsprinzip fiir stetige Funktionen auf dem Kompaktum B;((0, —1)) C R? ein
globales Minimum annimmt. In der Relativtopologie ist auch B;((—1,0)) N D #
abgeschlossen, sodass f|z,(0,-1)np : Bi((0,-1))N D — R, (z,y) — f(x,y) auf
B ((0,—1))N D ein globales Minimum annimmt und dieses bereits mit dem globalen
Minimum von f iibereinstimmt. Wir sehen, dass das globale Minimum vom h bei
(0, —1) liegt. Da (0,—1) ¢ D und h keine anderen Extrema hat, kann das globale
Minimum nur Randpunkten angennommen werden, d.h., fiir geeignete (x,y) € 9D.
Wir wihlen die folgende C?-Paramterisierung ® : R — 9D, t — (¢, —t?) und finden
(fod)(t) =2 =22+t = t* — 12 = 2(1? — 1) = t*(t — 1)(t + 1). Ableiten
liefert nun d;(f o ®)(t) = 4¢3 — 2t, sodass wir die drei Nullstellen t, = 0,tL =
+/2 " finden. Nochmaliges Ableiten liefert d?f(®(t)) = 12t* — 2, sodass wir finden
2 f(®(ty)) = 4 > 0 und d?f(®(0)) = —2 < 0. Das hinreichende und notwendige
Kriterium fiir lokale Minima und Maxima liefert nun, dass ¢, jeweils zu einem lokalen
Minimum von (fo®) korrespondieren und ¢, zu einem lokalen Maximum. Infolge der
obenstehenden Uberlegungen handelt es sich sogar um globale Minima. Da f(t,) =
—1/4 = f(t_) und (L) = (—v2 ', —1/2) € aD,d(ty) = (V2 ,—-1/2) € ID
haben wir mit ®(¢_), ®(¢,) infolge des oben Gesagten sogar die Stellen der globalen
Minima von f bestimmt. 0
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4.3 Aufgaben zur Klausurvorbereitung

Aufgabe 1 (F14T2A2) Gegeben sei die matrixwertige Funktion A : (—=1,1) —
R2¥2 ¢ +— A(t), definiert durch

A:(Qot ! ) (440)

t2—1

Zu zeigen ist, dass das Anfangswertproblem z'(¢) = A(t)x(t) mit x(0) = (2, 1) eine
eindeutige maximale Losung hat, und diese ist explizit zu bestimmen. Es bezeich-
ne ||.|| eine beliebige Norm auf dem R? und es sei ||.||; die dazugehérige induzierte
Matrixnorm. Dann gilt ||2'(t)|| = [JA(t)z(t)| < ||A®)|l:||x(t)]] wegen Submultiplika-
tivitdt der Matrixnorm. Wir beachten, dass t — A(t) ferner eine auf ganz (—1,1)
stetige Funktion erkléart, sodass mit der Stetigkeit und Nicht-Negativitdat der Matrix-
Norm ||.||; auch o(t) = ||A(t)]|; eine stetige Funktion o : (—1,1) — Ry . erkliirt. Da-
mit finden wir ||2/(¢)|| < o(t)||x(¢)]]. Da offen und zusammenhéngend ist ferner der
Definitionsbereich der rechten Seite, (—1,1) x R?, ein Gebiet. Fiir einen beliebigen
Anfangswert z(0) = (£1,&) € R? liefert uns nun der Existenz- und Eindeutigekits-
satz fiir Systeme erster Ordnung mit linear beschrankter rechter Seite, dass es eine
eindeutig bestimmte maximale Losung Ao, ¢,) : (—1,1) — R? des Anfangswert-
problems 2/(t) = A(t)z(t) mit x(0) = (2,1) € R? gibt. Wir bestimmen diese nun.
Als lineares System hat die Differentialgleichung zum Anfangswert 2(0) = (0,0) die
Null-Funktion als Losung. Infolge der Zerlegungseigenschaft der Menge aller Tra-
jektorien, konnen wir z1(t) # 0 und z5(¢) # 0 fiir die Losungen des eigentlichen
Anfangswertproblems folgern. Damit finden wir fiir die zweite Komponente:

2t
21"

2(1), (441)

was wir durch Separation der Variables auflosen:

22(t) s Ydr(27)
/ s / 72 —1 (442)
22(0) 0
= In |zy(t)| = In|1 — 3. (443)

Da t +— x4(t) als Losung der Differentialgleichung mindestens einmal stetig differen-
zierbar, insbesondere also stetig, sein muss, ist mit 25(0) = 1 > 0 auch x5(t) > 0
fiir alle t € (—1,1). Wegen ¢t € (—1,1) haben wir ebenso |1 —t?| = 1 — > > 0.
Damit finden wir x5(¢) = 1 — 2. In der Tat, 25(t) = —2t = 2t/(t*> — 1)xo(t) fiir alle
t € (—1,1) und z2(0) = 1. Damit haben wir eine Losung der zweiten Komponen-
te des Differentialgleichungssystems gefunden. Einsetzen in die erste Komponente
liefert uns das Anfangswertproblem

2 (1) = 2tay (t) +t - wo(t) = 2tay (t) + (t — 17), (444)
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zusammen mit dem Anfangswert z1(0) = 2. Anwendung der Formel fiir Variation
der Konstanten liefert nun,

21() = exp (/Otdmf) 21(0) + /Otexp (/t dst) (r — 9)dr

= 2exp(t?) + exp(t?) /0 exp(—73) (1 — 7°)dr

= 2exp(t?) — 0.5 exp(tz)/ dr d,(exp(—7%)) +0.5 exp(t2)/ drd, (exp(—7%))7°

0 0

t
= 2exp(t?) + 0.5 exp(t?) — 0.5 + 0.5t* + exp(t?) / dr exp(—71%)(—7)
0

t
= 2exp(t?) + 0.5 exp(t?) — 0.5 + 0.5¢* + 0.5 exp(t?) / dr d, (exp(—7?))
0

= 2exp(t?) + (0.5 exp(t?) — 0.5exp(t?) — 0.5 + 0.5) + 0.5¢>
= 2exp(t?) + 0.5¢7,
(445)

wobei wir partielle Integration verwendet haben. Durch Einsetzen verifizieren wir,
dass dies in der Tat eine Losung von  (¢) = 2tz (t) + (t — ¢3) ist und die Anfangs-
bedingung x1(0) = 2 erfiillt. Damit stellen wir fest, dass

Aozt (—1,1) = R? ¢t (1 — 1, 2exp(t?) + 0.5¢7) (446)

die eindeutig bestimmte maximale Losung des Anfangswertproblems ist. 0

Aufgabe 2 (FO9T3A2) Gesucht ist die maximale Losung des Anfangswertpro-
blems

I=ux+3y (447)
j =i (448)

zusammen mit den Anfangswerten 2(0) = 5, #(0) = 0, y(0) = 1. Wir stellen zunéchst
fest, dass es sich um zwei gekoppelte Differentialgleichungen handelt, von denen
eine die Ordnung 2, die andere die Ordnung 1 hat. Die Koeffizienten sind jeweils
konstant. Wir definieren daher die Funktion w,v,w : R — R durch die Vorschrift
u(t) = z(t),v(t) = #(t),w(t) = y(t) und formen das obenstehende System in ein
System von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten um. In Matrix-
Notation erhalten wir:

d u(t) 010 u(t)
— | vt) |=(10 3 o(t) |. (449)
A\ (e 010 w(t)

Wir nennen die Matrix oben A und berechnen die Eigenwerte. Diese sind die Null-
stellen des charakteristischen Polynoms x4 : C — C, z — det(A — zE3),

xa(z) =det(A — 2E3) = —2° + 32+ 2 = 2(4 — 2°) = —2(2 +2)( — 2),  (450)

sodass wir die drei einfachen Eigenwerte z; = 0, 25 = 2, 23 = —2 finden. Wir
bestimmen nun noch eine Basis der jeweiligen, ein-dimensionalen Eigenrdume.
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e Figenwert z; = 0. Hierzu losen wir das lineare Gleichungssystem Av; = zov;
mittels Gauss-Jordan Algorithmus

(451)

— oo R~k O
—l = O =

0
3
0
0
3

OO‘OOO

Wir finden also, dass v; € ling{(—3,0,1)7}.

o Figenwert zo = 2. Hierzu losen wir das lineare Gleichungssystem Avy = 2509
mittels Gauss-Jordan Algorithmus

-2 1 010
1 =2 310
0 1 =210
-2 0 210
1 0 =110 (452)
0 1 =210
1 0 =110
0 1 =210
Wir sehen also, dass vs € ling{(1,2,1)7}.
e Figenwert z3 = —2. Hierzu 16sen wir das lineare Gleichungssystem Avy = 29v9
mittels Gauss-Jordan Algorithmus
21 010
12 310
01 210
2 0 =210
1 0 —-1]0 (453)
01 210
1 0 —-1]0
01 210

Wir sehen also, dass vg € ling{(1,—2,1)"}.

Insgesamt finden wir die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems fiir
u, v, w also zu:

u(t) -3 1 1
o) | =a | 0 | +e| 2 |exp)4+cs| —2 | exp(=2t).  (454)
w(t) 1 1 1

Indem wir die Ersetzungsregeln von oben verwenden, finden wir das Lineare Glei-
chungssystem

5 31 1 ¢
0]l=( 0 2 -2 e . (455)
1 1 1 1 cs



Durch Inspektion findet man die Losung (c1, ¢2, ¢3) = (=1, 1, 1), sodass wegen u(t) =
z(t) und w(t) = y(t)

x(t) = 3+ 2cosh(2t), y(t) = 2 cosh(2t). (456)

Das definiert die maximale Losung (z,y) : R — R? ¢t — (z(t), y(t)). O

Aufgabe 3 (H10T2A5) Gegeben ist die inhomogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung, x”+22'+42 = sin(t). Gesucht ist die allgemeine Losung. Als lineare
skalare Differetialgleichung mit konstanten Koeffizienten und stetiger Inhomogenitét
auf ganz R liefert uns der Existenz- und Eindeutigkeitssatz zu einem beliebigen
Anfangswert (z(0),2'(0)) = (z¢,7)) € R? eine eindeutige, auf ganz R definierte
Losung. Die allgemeine Losung liegt, da die Ordnung die Differentialgleichung 2
ist, in einem zwei-dimensional R-affinen Raum. Wir berechnen das charakteristische
Polynom der Differentialgleichung, indem wir Z.,(t) = exp(zt) in den homogenen
Teil einsetzen und z € C zulassen. Das liefert die Bedingung 2% + 2z +4 = 0 an
z € C. Losen der quadratischen Gleichung liefert z; = —1 +iv3und 2, = —1—1iv/3.
Da wir an einer reellwertigen Losung interessiert sind, verwenden wir anstelle der
komplexwertigen Losung apom(t) = ¢ exp(—t) exp(iv/3t) 4 ¢ exp(—t) exp(—iv/3t)
die aus der Vorlesung bekannte Tatsache, dass der Real- und Imaginérteil, die zu
einer komplexen Nullstelle eines Polynoms iiber den reellen Zahlen gehoren, jeweils
zwei iiber R unabhéngige Losungen der Differentialgleichung liefern. Somit finden
wir fiir den homogenen Teil die Lésung

Thom (t) = Cy exp(—t) sin(v/3t) + Cy exp(—t) cos(V/3t), (457)

wobei (1, Cy € R. Wir folgen dem Hinweis der Aufgabenstellung und setzen @pay =
acos(t) + bsin(t) mit a,b € R fiir die Bestimmung einer partikuldren Losung. Das
liefert uns

(—acos(t) + 2bcos(t) + 4acos(t)) + (—bsin(t) — 2asin(t) + 4bsin(t))

=0-cos(t) + 1 -sin(t). (458)

Koeffizientenvergleich fiithrt auf das 2 x 2 lineare Gleichungssystem

(% 5)()=(V) o

Da die Koeffizientenmatrix die Determinante +13 # 0 hat, gibt es laut Linearer
Algebra eine eindeutige Losung (a,b) € R? und wir finden

(3)-5(: ) (0)-(T) (0

Wir finden also die allgemeine Losung z : R — R, ¢ — z(¢) der zu untersuchenden
Differentialgleichung zu

x(t) = exp(—t) [Cl sin(V/3t) + Cy cos(\/gt)} + % sin(t) — %cos(t), (461)

wobei Cl, Cy; € R. O
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Aufgabe 4 (H12T3A1) Wir finden die allgemeine Losung zur Differentialglei-
chung 7" + 2v = 2cos(wpt) in den beiden Fillen wy € {1,v/2}. Dazu losen wir
zunéchst die zugehorige homogene Differentialgleichung. Diese lautet 2 + 2x = 0.
Das charakteristische Polynom, das aus dem Ansatz x(t) = exp(zt) mit z € C resul-
tiert, lautet 22 + 2 = 0. Wir sehen also, dass die komplexwertige allgemeine Losung
gegeben ist durch zpem(t) = ¢ exp(iv/2t) + ¢y exp(—iv/2t). Indem wir forden, dass
die allgemeine Lésung des homogenen Teils reellwertig sein soll, erhalten wir

Thom (t) = Oy sin(vV/2t) + Cs cos(V21), (462)

wobei C,Cy € R. Eine partikuldre Losung, die die inhomogene Gleichung 106st,
finden wir mit Fallunterscheidung.

e Fall 1: wy = 1. Da iwy = ¢ keine Losung der charakeristischen Gleichung des
homogenen Problems ist, machen wir den Ansatz z,(t) = acos(t) + bsin(¢)
und bestimmen de Koeffizienten a,b € R durch Einsetzen in die inhomogene
Gleichung. Das liefert

(acos(t)) + (bsin(t)) = 2 cos(t). (463)

Koeffizientenvergleich liefert, dass a = 2 und b = 0, sodass die partikulére
Losung durch den Ausdruck x,(t) = 2sin(t) gegeben ist. Die allgemeine Losung
des vollen, inhomogenen Problems ist also im Ergebnis

z(t) = Oy sin(V2t) + Cy cos(V2t) + 2 cos(t). (464)

o Full 2: wy = v/2. Da iwy = iv/2 eine Losung des charakteristischen Gleichung
2?2 + 2 = 0 des homogenen Problems ist, miissen wir den Ansatz z,(t) =
at cos(y/2t) + bt sin(v/2t) machen und die Koeffizienten a,b € R bestimmen
sich wiederum durch Einsetzen in die Differentialgleichung. Wir finden als
Vorarbeit

(tcos(V/2t))" = =2 cos(V2t)t — 2v/2sin(v/2t), (465)
(tsin(v/2t))" = —2sin(V/2t)t + 2v/2 cos(V2t). (466)

Damit kommen wir auf

(—2\/§a smwﬁt)) + (2\/517 cos(\/it)) — 0 sin(v/2t) + 2cos(V2t).  (467)

Hieraus sehen wir, dass a = 0, b = v/2/2. Die allgemeine Losung des Problems
ist also gegeben durch

z(t) = Cysin(v/2t) + Cy cos(V2t) + g sin(v/2t). (468)

Hierbei ist wiederum ¢q,Cy € R.

In beiden Fallen wird durch die entsprechenden Ausdriicke, wie fiir die auf ganz R
erklarte Differentialgleichung zu erwarten ist, die maximale Losung z : R — R, ¢ +—
x(t) definiert, in Abhéngigkeit von den Parametern Cy, Cs. O
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Aufgabe 5 (H13T2A4) Wir bestimmen zunéchst alle reellen Losungen der Dif-
ferentialgleichung

)
v = —u — U (469)

Wir beachten, dass es sich hierbei um eine lineare skalare Differentialgleichung
der Ordnung 2 mit konstanten Koeffizienten handelt, die dariiber hinaus homo-
gen ist. Eine Losung ist also nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir li-
neare Differentialgelcihungen auf ganz R definiert, u : R — R. Um die Losungen
der Differentialgleichung zu bestimmen, bestimmen wir zunéchst iiber den Ansatz
u(t) = exp(zt) mit z € C die charakteristische Gleichung zu der obenstehenden Dif-
ferentialgleichung. Das liefert uns 22+ 2 +5/2 = 0. Wir finden die beiden Nullstellen
2+ = —0.5+ 1.54. Die komplexwertigen Losungen der Differentialgleichung sind also
durch z(t) = C} exp(—0.5¢) exp(il.5t) + Cy exp(—0.5¢) exp(—il.5t) mit C;,Cy € C
gegeben. Da explizit nach allen reellen Losungen der Differentialgleichung gefragt ist,
reduziert sich die Losung auf z(t) = ¢y exp(—0.5¢t) sin(1.5¢) + ¢3 exp(—0.5t) cos(1.5¢)
mit ¢, co € R. Nun untersuchen wir die Differentialgleichung

14+ x 5

S @) + Zyle) =0 (170)

fiir z > 0. Nach Division durch z stellen wir fest, dass es sich um eine homogene linea-
re Differentialgleichung zweiter Ordnung mit stetigen Koeffizientenfunktionen auf
R handelt. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Differentialgleichungen
garantiert uns nun zu einem vorgegebenen Anfangswert (y(7),vy'(7)) = (£,7n) € R?
(1 > 0) die Existenz einer eindeutigen Losung y : RT — R,z — y(x) des obigen
Anfangswertproblems. Wir verwenden nun, dass t + t? ein C*°-Diffeomorphismus
R — R ist und fassen y(z) = y(¢*) = w(t) auf. Wir versuchen nun, durch trans-
formation auf die Variable ¢ eine leichter 16sbare Gleichung zu erhalten. Hierzu gilt

xy//(x) +

) _ ol i _ k) (! _do 1 un)
dx dt dx dt dt dt 2t’

dy(z) _ d (dw_(t)i) 1_1dw®) 1dw (472)
dxz? dt dt 2t) 2t 4?2 dt? 43 dt

Einsetzen in die Differentialgleichung und beachten von z = t?, \/x = t liefert, dass
1d*w(t) 1dw(t) 15
- - “Zw(t) = 0.
i@ ia Tapv=0
Division durch 1/4 liefert nun die symbolisch bereits wohlbekannte Gleichung w” (t)+
w'(t) + 5/2w(t) = 0, wobei t > 0. Wir konnen also eine Einschrankung der Losung

aus dem vorhergehenden Aufgabenteil fiir strikt positive Argumente verwenden und
finden die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir w zu

w:RY = R, ¢ ¢y exp(—0.5t) cos(1.5t) + ¢y exp(—0.5¢) sin(1.5¢), (474)

(473)

wobei ¢y, ¢3 € R. Riicktransformation w(y/z) = y(x) liefert nun
y:RY - R, 2+ ¢y exp(—0.5v/7) cos(1.5y/1) + co exp(—0.5v/7) sin(1.5y/). (475)

Letzteres ist gerade die allgemeine Losung der Differetialgleichung fiir y, wobei
c1, ¢ € R den zwei-dimensionalen reellen Losungsraum paramterisieren. ([l
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Aufgabe 6 (H11T3A1) Gegeben ist die Differentialgleichung 3" (z)+4x~y/(x) —
1027 2y(z) = 0. Gesucht sind alle reellwertigen Losungen y : (0,00) — R unter
Verwendung der Substitution y(z) = z(In(x)) und z : R — R. Wir stellen zunéchst
fest, dass

dy(r) dz(lnz) dz(In(z))

dx dr dln(x)
Py(x)  d’z(nz) d (dz(ln(a:)) 1) _ dz(In(z)) —1 N d*z(In(x)) 1

i (476)

dn(z) =

dIn(z) 2 din(z)? 22 (477)

dax? dz?2  dx

Multiplikation der Differentialgleichung mit z* (z > 0!) und Einsezen liefert nun mit
t = In(z)

d?z(t) + 3dz(t) — 102(t) = 0 (478)

Hierbei handelt es sich um eine lineare Differentialgleichung mit konstanetn Koeffizi-
enten, die wir leicht 16sen kénnen. Sie hat die folgenden charakteristische Gleichung

K2 +3k—10=0< (k+5)(k —2) = 0. (479)
Daher finden wir, dass die allgemeine Losung gegeben ist durch
2(t) = 1 exp(—bt) + co exp(2t), (480)

wobei ¢1,co € R Konstanten sind, die den zwei-dimensionalen Vektorraum der
Losungen parametrisieren und ¢ € R gegeben ist durch ¢ = In(z) mit z € (0,00).
Einsetzen liefert nun

y(x) = z(In(z)) = % + co2® (481)
als allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir y. O

Aufgabe 7 (H10T2A3) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

(4)-(2)

Gesucht ist eine nicht-konstante ErhaltungsgroBe £ : R? — R. Wir definieren
zunichst die Funktion f : R? — R, (21, 22) = 2o, g : R? — R, (21, 29) — 21.
Als Projektionsabbildungen sind diese C! auf dem ganzen Definitionsbereich. Wir
iiberpriifen nun, ob das Differentialgleichungssystem Hamilton’sch ist. Datz verwen-
den die Integrabilititsbedingung. Der Definitionsbereich R? des Systems ist dabei ein
einfach zusammenhéngendes Gebiet und es gilt 0, f (21, 2) + 0p, g(21, 2) = Oy, 2+
0,21 = 0+ 0 = 0. Daher ist das betrachtete Differentialgleichungssystem Hamil-
ton’sch. Das bedeutet es existiert eine Hamilton-Funktion H : R* — R, (2, 15) —
H(zy,x2), sodass 0., H(x1,29) = f(x1,22) und 0., H(x1,z2) = —g(x1, 22). Diese ist
laut Vorlesung insbesondere eine Erhaltungsgrofie. Bis auf eine additive Konstante
Hy € R sehen wir, dass H(xy,13) = 0.525 — 0.522 + H, eine Hamilton-Funktion
und damit eine ErhaltungsgroBe ist, denn 0,, H(z1,x2) = —x1 = —g(x1,22) und
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Op, H(21,19) = x9. Damit finden wir, dass ldngs einer Losungskurve (x1,z5) : R —
R% ¢t +— (21(t), z2(t)) (Es handelt sich um ein lineares autonomes System),

dH (21(t), 22(t)) _ Ldzy(t)*  1day(t)?

dt 2 dt 2 dt
= wa(t)a(t) — 21 (£) (1) (483)
= zo(t)z1(t) — 21 (t)22(2)
=0
fir alle t € R. -

Aufgabe 8 (HO5T1A2) Gegeben sei das folgenden System gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen

t=y & y=—x+2 (484)

Gesucht ist zunéchst ein erster Integral der Differentialgleichung. Wir definieren
hierzu die Funktionen f : R2 — R, (z,y) — y und g : R? — R, (z,y) — —z + 22,
die wir sofort als C'(R? — R) erkennen. Da R? sogar einfach zusammenhéngendes
Gebiet ist, konnen wir das Integrabilitdtskriterium verwenden, um festzustellen, ob
das System vom Hamilton’schen Typ ist. Es gilt 0, f(x, y)+0,9(z,y) = 04+0 = 0, weil
f und g Funktionen von nur y bzw. x sind. Das Integrabilitdtskriterium liefert nun,
dass das System hamilton’sch ist, d.h., dass eine Hamilton-Funktion existiert. Wir
behaupten, dass H : R? — R, (x,y) — (y* + 2?)/2 — 23/3 eine Hamilton-Funktion
ist. Dazu sehen wir, dass H sogar eine C*>-Funktion ist und iiberdies gilt 9, H(x,y) =
r—a2? = —(—x+2?) = —g(z,y) und 9,H(z,y) =y = f(z,y) fir alle (z,y) € R
Damit ist H tatsichlich eine Hamilton-Funktion. Da die Funktionen f, g jeweils
stetig differnzierbar auf dem ganzen Definitionsbereich sind, hat das System eine
lokal Laipschitz-stetige rechte Seite. Da R? als einfach zusammenhiingendes Gebiet
insbesondere Gebiet ist, gibt es zu jedem Anfangswert (z(7),y(7)) = (§,n) € R
mit 7 € R laut globalem Existenz- und Eindeutigkeitssatz eine eindeutig bestimmte
maximale Losung (A, p) : Le,, — R ¢ — (A(t), u(t)). Wir iiberpriifen zu Fufl noch
einmal, dass die Hamilton-Funktion wirklich eine Erhaltungsgrofle ist. Léngs einer
Losungskurve gilt ndmlich

dH(A(t), u(t)) — OH(z,y) dA(t) | OH(z,y) dp(t)
- + Y 485
dt 9z ey % lowuey e
= (A(t) = A@)*)p(t) + p(t) (=) + A(t)%) (486)
—0. (487)

Also ist H lidngs einer Trajektorie konstant und somit Erhaltungsgrofie. Wir be-
stimmen als zweiten Schritt die Ruhelagen (zg,yo) € R? des Systems. Nach De-
finition einer Ruhelage, yo = 0 und —z¢ + 23 = 0, was uns (0,0) und (1,0) als
Ruhelagen liefert. Wir untersuchen nun noch auf Instabilitét/Stabilitdat. Wir stel-
len zunéchst fest, dass H als Hamilton-Funktion automatisch Lyapunov-Funktion
des Systems ist. Zudem gilt H(0,0) = 0. Da 22 + y* > 0 in einer punktierten
Umgebung von (0,0) und fiir [z| < 1 auf jeden Fall gilt > > z* finden wir,
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dass H|p,(0,0)\{(0,0)}(2,y) > 0. Der Stabilitétssatz von Lyapunov liefert nun, dass
(0,0) eine stabile Ruhelage des Systems ist. Fiir die Ruhelage (1,0) versuchen wir,
mittels Linearisierung zum Ziel zu kommen. Die Jacobi-Matrix des Vektorfeldes

(f, )t R = R? (2,9) — (f(z,9), g(z,y))T ist:

T Ouf(x,y) Oyf(x,y) \ _ 0 1
Jac[(f,9)" [(z,y) = ( @cg(x,zy/) ayg(sz) ) = ( 4or 0 ) (488)

Bezeichnen wir die Jacobi-Matrix, ausgewertet an der Stelle (1,0), mit A, so erhalten

b A:<$é). (489)

Definiere das charakteristische Polynom der Matrix A = Jac[(f, g)"](1,0) durch
x4 : C = C,z — det(A — zE,). Dann gilt ya(z) = 22 —1 = (z — 1)(z + 1).
A hat also die beiden einfachen Eigenwerte +1 > 0 und —1 < 0. Das Kriterium
der Stabilitatstheorie durch Linearisierung liefert uns nun, dass die Ruhelage (1, 0)
instabil ist. U

Aufgabe 9 (FO6T1A4) Auf R?\ {(0,0)} sei das folgenden System von Differen-
tialgleichungen gegeben & = f,(z,y) und y = f,(z,y), wobei

(1— /224 y?)z ) (490)
1=va2+y2)y )

Zu zeigen ist, dass alle Losungen « : (a,00) — R?\ {(0,0)} das folgende Verhalten
aufweisen lim;_,, ||a(t)|| = 1. Wir definieren zunéchst die Radius-Funktion r(t) :=

Va(t)? +y(t)? Da (x(t),y(t)) # 0 fur alle t € R, kénnen wir die Radius-Funktion
nach der Kettenregel ableiten,

dr(t) _ #(t)it) + y(0)i()
d 0P + (1)
(1) + ()1~ /70 T 9 (0P) (491)

fZ(Q)RNHMM%RH%mH(?T

Wir beobachten zunéchst, dass es eine Ruhelage fiir generisches r(t) : (a,00) — RT
gibt, ndmlich ry = 1. Fiir r(a) < 1 ist dann, da die Trajektorien (x(t),y(t)) den
Phasenraum disjunkt zerlegen auch r(t) < 1 fir alle ¢ € (a,00) und analog fiir
r(a) > 1 ist auch r(¢t) > 1 fiir alle ¢ > a, fiir die die Losung der obenstehenden
skalaren Differentialgleichung fiir r existiert. Wir geben uns zunéchst r(a) = R als
Startwert vor und stellen fest, dass die Voraussetzungen des globalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes erfiillt sind. Ferner haben wir eine separable Differentialglei-
chung vorliegen, sodass wir die folgende Fall-Unterscheidung anwenden kénnen:

e Fuall 10 < R < 1. Wir l6sen die Integralgleichung

r(t) t r(t) r(t) -1
[ [ [ Uy
r s(1—29) “ r S R 1—s
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was uns liefert In(r(¢)/(1 —r(t))) = (t —a) + In(R/(1 — R)),denn 0 < R < 1
und 0 < r(t) < 1. Also

rit) R
=@ 1-R exp(t — a), (493)
was uns liefert
R R
r(t) (1 +t1o 7 exp(t — a)) =1 % exp(t — a) (494)
_R_

e exp(t — a)

1
1+ E-exp(t —a)

r(t) = (495)

Es ist leicht zu sehen, dass dies tatséchliche eine Losung der Differentialglei-
chung ist, die der Anfangsbedingung r(a) = R geniigt. Wir sehen also, das
im Limes ¢t — oo in diesem Fall tatséchlich r(¢) — 1 gilt fiir jede Wahl von
O<R<1.

Fall 21 < R < 0. In diesem Fall schreiben wir

rt) g ) g rt) g
/ s :/ i_/ S —i—q (496)
r s(1—y9) R S r S—1

und erhalten die Gleichung

In(r(t)/R) —In((r(t) = 1)/(R—1)) =t — a, (497)

rit) R
r(t)—1 R-1

exp(t — a) (498)

umformen. Losen nach r(t) liefert

—lel exp(t — a)
r(t) = = )
wrexp(t —a) —1

(499)

Es ist leicht zu sehen, dass es sich hierbei um eine Lésung der Differentialglei-
chung " = r(1 — r) handelt, die r(a) = R erfiillt. Uberdies sehen wir, dass im
Limes t — oo gilt r(t) — 1 fiir jede Wahl von R > 1.

Zusammen mit der Tatsache, dass 7o = 1 einen Ruhelage der Differentialgleichung
fiir r(¢) ist, haben wir die Behauptung bewiesen: Fiir jede Losung « : (a,00) —
R?\ {(0,0)} des angegebenen Systems gilt lim; o, ||a(t)|| = limy_ 7(t) = 1. O

Aufgabe 10 (F15T2A5) Gegeben sei das ebene autonome System

T=—€e" -2y+1&y =2z —y. (500)
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Wir bestimmen zunéchst alle Ruhelagen des Systems. Das Gleichungssystem zur
Bestimmung einer Ruhelage (¢, yo) lautet

0 = —exp(zo) — 2y0 + 1

501
0= 21’0 — Yo- ( )

Einsetzen von der zweiten in die erste Gleichung erlaubt uns, die Funktion h :
R — R,z — (1 — exp(x)) — 4z zu definieren. Die gesuchte(n) Ruhelage(n) haben
also eine z-Koordinate, die Nullstelle von h ist. Offenbar ist h(0) = 0. Ferner ist
h einmal stetig differenzierbar. Angenommen, z’ # 0 ist eine weitere Nullstelle von
h. Dann hat h|; # 0 auf [min{0, 2'}, max{0,2'}] = I nach dem Maximumsprinzip
ein Minimum und ein Maximum. Da A # 0 auf I, handelt es sich hierbei sogar um
Extrema, die in (min{0, '}, max{0, 2'}) liegen. Differentiation liefert aber A'(z) =
—exp(z) —4 < 0, so dass es kein ¢ € (min{0,2'}, max{0,2'}) gibt, dass bereits
Kandidat fiir ein Extremum wére. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass es ein
Extremum im Inneren des Intervalls I gibt. Also liegen Maxima und Minima von
h|r am Rande 0I = {0,2'}. Da aber h(x) = 0 fiir alle z € 91, ist 0 sowohl der Wert
der Funktion A am Maximum und der am Minimum. Das bedeutet, dass h|; = 0,
was im Widerspruch zu h|; # 0 steht. Damit war die Annahme, es gébe eine weitere
Nullstelle von A also falsch, und 0 ist die einzige Nullstelle von h. Damit haben wir
als einzige Ruhelage (0,0) gefunden. Wir untersuchen diese Ruhelage nun mittels
Linearisierung auf asymptotische Stabilitdt bzw. Instabilitdt. Dazu beachten wir,
dass

[ R* =R, (z,y) = —e* =2y + 1, (502)
g:R* 5 R, (2,y) = 27—y (503)

C'-Funktionen sind. Die Jacobi Matrix des Vektorfeldes (f,¢)? : R? — R?, (z,y)
(f, )% (z,y) ist also

st = (30050 B0 )= (7 2). o

Damit finden wir:
a=nel(rano0 - (5 7). (509

Wir berechnen nun die Eigenwerte von A. Sei dazu x4 : C — C, z — det(A — zE3)
das charakteristische Polynom von A. Es gilt xa(2) = (=1 —2)? +4 = 2% + 22 + 5.
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, d.h., die Eigenwerte von A, sind
nach Mitternachtsformel

sy =142 (506)
Fir die Eigenwerte gilt R[z,] = R[z_] = —1 < 0, sodass der Stabilitétssatz fur
linearierte Systeme uns liefert, dass die Ruhelage (0, 0) des Systems 2’ = f(z,y),y =
g(z,y) eine asymptotisch stabile Ruhelage ist. O
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Aufgabe 11 (F12T1A4) Sei f: R?* — R? definiert durch

(i) o

Gesucht sind alle Ruhelagen des ebenen autonomen Systems (2',y") = f(x,y). Wir
bestimmen die Ruhelagen aus dem Gleichungssystem

sin(m(z® + %) =0 & 4+ V3y = 0. (508)
Auflésen der zweiten Gleichung nach x und Einsetzen in die erste liefert dann
sin(r4y?) = 0. (509)

Damit finden wir 4% - 47 = k-7 mit k € Z. Da y?> > 0 fiir alle y € R, finden
wir |y| = /]k|/2, also y € {£Vk/2|k € Ny}. Entsprechend finden wir vermoge

r = —/3y, dass
(z,y) € {(FV3k/2, £Vk/2)|k € No} (510)

fiir Ruhelagen gilt. Wir fixieren nun die Ruhelage (v/3/2, —1/2). Die Jacobi-Matrix
von f berechnet sich zu

Oy (sin(m (22 +y?))) Oy sin(m(x? + y?))
saclfla, ) = ( ERGT VaRES

_ ( 2rx cos(m(z? + y?)) 2my cos(m(z? + y?)) ) . ot

1 V3

Ausgewertet an der Stelle (v/3/2, —1/2) finden wir die Matrix A:

L ( \/gwios(w) _mfog(ﬁ) ) _ ( —\{gw y ) 512)

Wir berechnen die Eigenwerte von A, indem wir die Nullstellen der charakteristi-
schen Polynoms x4 : C — C, z — det(A — zFE3) berechnen. Das charakteristische
Polynom der Matrix A lautet

xa(z) = (=2 = V3r) (=2 +V3) — 71 = 22 + (V3(r — 1))z — 4. (513)
Damit finden wir die Nullstellen laut Mitternachtsformel

. —\/§(;r —1) N V3(m — 21)2 + 167 (514)

Da 0 < \/_ (m—1) = /3(m—1)2 \/3 (m —1)2 4+ 167 wegen strenger Monotonie
der Wurzelfunktlon ist z;4 € R+ Damlt hat dle Matrix A einen Eigenwert, des-

sen Realteil positiv ist. Der Stabilitatssatz fiir linearisierte Systeme liefert nun die
Instabilitit der Ruhelage. U
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Aufgabe 12 (H11T2A5) Gegeben sei das mathematische Pendel mit Reibung
(e >0):

y"(t) + ey (t) +sin(y(t)) =0t > 0. (515)

Wir iiberfithren das System zunéchst in ein System erster Ordnung, indem wir w :
R, — R definieren durch u(t) = y(t) und v(t) = y/(t). Das zugehorige System erster

Ordnung ist
% ( 58 ) N ( —eu(t) Z(ts)in(u(t)) ) ' (516)

Das Vektorfeld f : R* — R? (u,v) — (fu(u,v) =y, fo(u,v) = —ev—sin(u)). Wir be-
stimmen nun die kritischen Punkte des Systems. Dies sind gerade die Ruhelagen des
Systems. Um diese zu bestimmen, 16sen wir das folgende System von Gleichungen:

fulu,v) =v=0& f,(u,v) = —ev — sin(u). (517)

Hieraus finden wir v = 0 und v € 7Z. (u,v) € R? ist also Ruhelage genau dann
wenn

(u,v) € 7Z x {0} (518)

Wir untersuchen die Ruhelagen auf Stabilitdt bzw. Instabilitdt. Zu diesem Zwecke
beachten wir, dass es sich bei f um ein C!'-Vektorfeld handelt und berechnen die
Jacobi-Matrix von f. Es gilt

Jac[f](u,v):( o 1 ) (519)

—cos(u) —e

Es gilt cos(km) = (—1)*, sodass wir fiir die Ruhelage (u = k7, 0) finden:

A= gacl im0 = (e L) (520

Wir berechnen nun das charakteristische Polynom xj : C — C, z +— det(Ay — zEs)
fiir die Matrix Ay in Abhéngigkeit vom Parameter k € Z. Es gilt

u(2) = 22 + ze + (—1)* (521)

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind die Eigenwerte. Sie lauten nach
der Mitternachtsformel hier:

—e€ €2 —4(—1)F
S A S
=T 2

Wir fiithren eine Fallunterscheidung durch

(522)

e k € 2Z + 1. Dann ist (—1)* = (—1) und die Diskriminante ist € +4 > €.
Also hat, unabhéngig vom Wert ¢ > 0, die Matrix A, fiir ungerade k stets
einen Eigenwert, der positiven Realteil hat. Folglich sind die Ruhelage aus

{((2k 4+ 1)7,0)|k € Z} stets instabil.
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e k € 2Z.Dannist (—1)* = 1 und die Diskriminante ist €2—4 < 2. Fiir 0 < € < 2
gilt dann in jedem Fall R[z] = —¢/2 < 0, weil € > 0 nach Voraussetzung.
Falls 2 < € < o0, ist €2 —4 > 0 aber echt kleiner als 2. In diesem Fall gilt
—o0 < z_ < zy < 0, die Eigenwerte liegen also auf der negativen reellen
Halbachse. In beiden Fillen stellen wir fest, dass stets R[z,], R[z_] < 0 gilt.
Der Satz iiber die Stabilitéit linearisierter Systeme besagt nun, dass Ruhelagen
aus {(2km,0)|k € Z} asymptotisch stabil sind fiir jeden Wert von € > 0.

Damit ist die Stabilitédtsanalyse beendet. O

Aufgabe 13 (H11T1A5) Gegeben sei die Differentialgleichung
b= -3v+y+2° &y=—4duz. (523)

Wir zeigen die asymptotische Stabilitdt der Ruhelage (x.,y.) = (0,0) unter Ver-
wendung von Linearisierung und der Lyapunov-Funktion V : R? — R, (z,y) —
4% — 2wy + y* + yt.

e Methode 1 — Linearisierung. Wir stellen fest, dass die Funktionen f : R? — R
und g : R? — R jeweils gegeben durch f(z,y) = —3z +y + 2y® und g(z,y) =
—4x auf dem gesamten Definitionsbereich C! sind. Bekannt ist ferner, dass
0 = f(xs,ys) = g(x4,ys), da (z4,y.) = (0,0) als Ruhelage vorausgesetzt ist.
Fiir die Untersuchung bestimmen wir die Jacobi-Matrix Jac|[(f, ¢)"](x,y):

Jacl(f,9)" (2, y) = ( oo 2;‘5 g )

=3 1462
“L-4 o0

Wir bezeichnen den Wert der Matrix bei (z.,y,) mit A und erhalten

A:(:i (1)) (524)

Wir berechnen nun fiir die Stabilitdtsanalyse mittels Linearisierung die Eigen-
werte von A. Sei dazu x4 : C — C,z — det(A — zE,) das charakteristische
Polynom von A. Wir finden:

xa(z) = (=3 —=2)(—2) —1-(-4) =2 + 3z + 4. (525)

Die Nullstellen von y 4 sind gerade die Eigenwerte von A. Anwendung der
Mitternachtsformel liefert

—3+9—-16 -3 iJ/T7
2L = =4

2 2 2

(526)
In jedem Fall finden wir [z ] = R[z>_] = —3/2 < 0. Der Satz iiber die
Stabilitatsuntersuchung durch Linearisierung liefert uns nun die asymptotische

Stabilitdt der Ruhelage.
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e Methode 2 — Lyapunov. Wir iiberpriifen zunéchst, dass es sich bei V' um ei-
ne Lyapunov-Funktion handelt. Offenbar ist V' € C'(R? — R). Ferner gilt
(VV)(z,y) = (8z — 2y, —2x + 2y + 4y*). Zusammen mit dem Standard-
Skalarprodukt (.,.)ge finden wir

(VV)(@,9), (f,9)" (2, y))r2

= (=3z +y + 2¢°)(8z — 2y) + (—4x)(—2x + 2y + 4y°)
= (=6 + 2y + 49°)(4z — y) — (4) (=22 + 2y + 4¢°)
(—da)(4z) — (—6z + 2y + 4°)(y)

—1622 4 6y — 2y — 4y*

= —162% + 4.52% — 2(1.52 — y)? — 4y*

= —10.52% — 2 - (1.5z — y)* — 4y*

<0,

als Summe von Quadraten mit negativen Vorfaktoren. Damit ist V" als tatséchlich
monoton fallend entlang einer Trajektorie der Differentialgleichung und somit
Lyapunov-Funktion. Wir bemerken, dass R? Gebiet ist, (z,y) — (f, )" (z,y)
C' und damit insbesondere lokal Lipschitz-stetig ist. Zudem stellen wir fest,
dass gilt V(z.,y.) = V(0,0) = 0. Wir miissen zeigen, dass V(z,y) > 0
fir alle (x,y) € R?\ {(0,0)} und {(VV)(z,v),(f,9)" (z,y))rz < 0 fiir alle
(z,y) € R*\ {(0,0)}. Wir zeigen zunichst, dass fiir beliebiges (z,y) # 0 gilt
V(z,y) > 0. Denn:

Vz,y) = 42* — 20y +y* + 4
=322 + (2* — 22y + %) +y
= 3"+ (x —y)* +y'
> 0.

4

Diese Summe von Quadraten wird 0 dann und nur dann, wenn jeder Summand
verschwindet. Es gilt dann aber 322 = 0, d.h., x = 0 und y* = 0, also y?> = 0
und damit y = 0, was mit (z — y)? = 0 = x = y konsistent ist. Andernfalls
ist die Summe strikt positiv, d.h., fiir alle (z,y) € R*\ {(0,0)} gilt in der
Tat V(x,y) > 0. Analog setzen wir (z,y) € R*\ {(0,0)} fiir die Verifikation
von ((VV)(z,y), (f,9)T (z,y))re < 0 voraus. Mit der Rechnung zum Nachweis
der Lyapunov-Eigenschaft finden wir wiederum, dass der Ausdruck = 0 wird
genau dann wenn z? = 0, (1.52 — y)? = 0 und y* = 0. Die erste und letzte
Bedingung liefern wiederum x = y = 0, was mit der zweiten Bedingung 1.5x =
y konsistent ist. Zusammen mit der bewiesenen Ungleichung haben wir also
die Behauptung (VV)(x,9), (f,9)T (z,y))re < 0 fiir (z,y) # (0,0) bewiesen.
Damit sind die Voraussetzungen des Stabilitdtssatzes von Lyapunov erfiillt
und wir haben eine asymptotisch stabile Ruhelage bei (z.,y.) = (0,0).

In jedem Fall liefert eine beliebige der beiden Methoden, dass es sich bei (0,0) um
eine asymptotisch stabile Ruhelage der Differentialgleichung handelt. 0
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Aufgabe 14 (FO7T2A5) Gegegeben ist die Matrix (a € R)

A(a):<o‘_+22 L ) (527)

a—1

Wir bestimmen zunichst ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung =z =
A(a)z. Sei x4 : C — C,z — det(A(a) — zE,) das charakteristische Polynom der
Matrix A = A(«) fiir ein beliebiges aber festes o € R. Es gilt

xa(z)=(a+2—2)(a—1—2)+2
=22 2a+Dz+ (a+2)(a—1)+2
=22 - 2a+1)z+ (a®+20—a—2+2)
=22 —(2a+ 1)+ a(a+1)
=(z—-a)(z=(a+1)).
Wir kénnen hieraus die Nullstellen des charakteristischen Polynoms und damit die
Eigenwerte von A(«) direkt ablesen. A(a) hat die beiden einfache Eigenwerte A\ =

A(a) = aund Ay = Ag(a) = a+1, die beide wegen v € R reell sind. Die Bestimmung
der Eigenvektoren erfolgt durch Losung von A(a)vg(a) = Ap(a)vg () fiir k € {1,2}.

e Full 1: k = 1. Hier ist A\; = a und wir finden mit dem Gauss-Algorithmus

(528)

sodass v1(a) € ling{(1, —2)T} fiir alle a € R.

e Full 2: k = 2. Hier ist A\ = a + 1 und wir finden mit dem Gauss-Algorithmus

(529)

Damit sehen wir, dass vs(a) € ling{(1, —1)7} fiir alle @ € R.

Da die Differentialgleichung linear mit konstanten Koeffizienten ist, erhalten wir das
gesuchte Fundamentalsystem durch

1 : R — R?, ¢ s exp(at) ( 4 ) , (530)

Dy : R — Rt exp((a+ 1)t) ( _11 ) (531)

Wir erbingen den Nachweis, dass es sich dabei tatsédchlich um ein Fundamentalsy-
stem handelt. Laut Vorlesung ist {®1, P} genau dann ein Fundamentalsystem der
Differentialgleichung, wenn die Wronski-Determinante W (¢) des Systems an einem
Punkt, z.B., t = 0, nicht verschwindet. Es gilt

W(t=0)=1-(-1)—(=2)-1=1%0. (532)

137



Also handelt es sich tatsédchlich um ein Fundamentalsystem. Wir bestimmen nun
die Menge aller a € R, sodass (0, 0) eine stabile bzw. asymptotisch stabile Ruhelage
des Differentialgleichungssystems ist. Dazu verwenden wir das Eigenwertkriterium
fiir lineare autonome Systeme. Falls a@ < —1, gilt A\j(a) < 0 und Az(a) < 0. Beide
Eigenwerte sind also nicht-positiv und, als einfache Eigenwerte, insbesondere halb-
einfach. Folglich ist (0,0) fiir die Wahl von « € (o, —1] eine stabile Ruhelage. Falls
a > —1,dann ist 0 < v + 1 = Ag(r) und das Eigenwertkriterium von oben liefert
die Instabilitit der Ruhelage. Also ist tatsichlich Mgy = (—o00, —1] die Menge
aller Parameterwerte fiir o, sodass (0, 0) eine stabile Ruhelage ist. Fiir die asympto-
tische Stabilitdt verwenden wir, dass jeder (hier: reelle) Eigenwert < 0 sein muss.
Genau in diesem Fall ist dann (0, 0) eine asymptotisch stabile Ruhelage. Dies liefert
uns die Menge M,s, = (—o00,—1) als zuléssigen Parameterbereich fiir o, um die
asymptotische Stabilitét von (0,0) fiir & = A(a)z zu gewéhrleisten. O

Aufgabe 15 (F13T2A5) (a) Die Abbildung 7' : A — X heifit Kontraktion,
wenn es ein ¢ € (0,1) gibt, sodass d(T(z),T(y)) < q - d(z,y) fiir alle z,y € A.
Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollsindig, wenn jede Cauchy-Folge aus X in X
konvergiert.

(b) Seien a,b € A Fixpunkte von 7" in A. Dann gilt T'(a) = a und T'(b) = b.
Ferner gilt, da T" Kontraktion, mit einem geeigneten g € (0, 1), dass d(T'(a),T'(b)) =
d(a,b) < q-d(a,b). Da ¢ < 1 kann die Gleichung nur fiir d(a,b) = 0 gelten. Nach
Definition einer Metrik folgt dann aber a = b.

(c) Sei D C RxR" offen und f : D — R™ und (¢y, z9) € D. Im Folgenden betrachten
wir das Anfangswertproblem 2’ = f(¢,z), z(tg) = x¢. Die Funktion f muss fiir
den lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz nach Picard-Lindel6ff stetig in ¢ und
lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument sein. Letzteres bedeutet, dass fiir alle
(t,x) € D eine Umgebung U C D von (t,x) existiert, sodass || f(t,z1) — f(t, z2)| <
L - ||z1 — x2|| mit einer Konstante L = L(t,x) € (0,00) fir alle (t,21), (t,z2) € U
gilt.

(d) Wir definieren den Operator

t
T:C(ja,B] = R) = C([a,b] — R™), g > 70 + / £(s,9(s))ds. (533)
to
Fiir eine Losung A : [a,b] — R™ des obigen Anfangswertproblems gilt

T(N)(t) = xg —i—/t f(s,A(s))ds

=x9+ /t N(s)ds (534)
= X9 + /\(t) — /\(to)
= A(t).

Die gesuchte Losung ist also Fixpunkt des Operators 7. Wir miissen priifen, ob
es sich bei T um eine Kontraktion handelt. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass
X = C([a,b] — R) zusammen mit der von der Supremumsnorm |||l induzierten
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Metrik do, : X X X — R ein Banachraum ist. Sei nun f wie in (c¢) beschrieben und
a < b so gewéhlt, dass [a,b] x D" C D ist, sodass || f(t,x) — f(t,y)|| < L - ||z — y|
fur alle (t,z), (t,y) € [a,b] x D'. Seien nun g, h € X beliebig. Dann gilt

IT(g) = T(h)[lsc = sup

tela,b]

< sup [ [|f(s,9(s)) = f(s,h(s))ds

/ (f(5,9(s)) — f(s, h(s)))ds

t€la,b] Jtg
<= tal sup |f(s.g(s) = £(t.o0)) (535)
<lt—to|-L- sup llg(s)— h(s)|

sE[to,t]

<L-(b=a)llg = hlle-

Indem wir a, b dergestalt verkleinern, dass b—a < L™, kénnen wir ¢ = L(b—a) < 1
erreichen. Damit finden wir

IT(g) =T ()]l < q-[lg = Pllo- (536)

Damit ist die Kontrakionseigenschaft von 7" nachgewiesen und die Banachraumei-
genschaft von (X, dw) liefert nun, dass die Fixpunkt-Gleichung 7'(A) = A eine (ein-
deutige nach (b)) Losung A € X hat. Diese ist dann die eindeutige )lokale) Losung
At [a,b] — R des Anfangswertproblems ' = f (¢, z) mit z(ty) = xo O

Aufgabe 16 (H17T3A2) Gegeben ist die Sinus-Cardinalis-Funktion f(z) =
sin(z)/z fir alle z € R\ {0}. Wir zeigen zuerst, dass f zu einer ganzen Funkti-
on fortgesetzt werden kann. Zunéchst stellen wir fest, dass lim, ,o f(z) = 1 nach
dem Satz von L’Hopital. Denn es gilt

. . ,
sinz Lu .. (sin(z . CcoSZx
lim =" lim M = lim

x—0 z—0 ,]j/ z—0 1

=1. (537)
Wir bezeichnen die Fortsetzung von f auf R mit f. Dann gilt flz) = f(a:) falls
r # 0und f(x) =1 falls x # 0. Die Funktion h : C — C, z ~ sin(z)/z hat eine
hebbare Singularitidt bei z = 0, denn es gilt

. o8} (_l)k 2k+1 0 k 2k
sinz  2okeo @RrIA
h(z) = = E , 538
(2) == 2 h02k+1' (538)

d.h., der Hauptteil der Laurententwicklung verschwindet. Die letztgenannte Potenz-
reihe konvergiert auf ganz C und es gilt h(0) = 1. Falls §[z] = 0, stellen wir fest,
dass h(x) = f(z) fiir alle z € R. Somit handelt es sich bei h um eine Fortsetzung von
fauf C. Da R\ {0} C C den Héufungspunkt 1 hat, liefert uns der Identitétssatz,
dass auch jede andere Fortsetzung von f auf C mit A iibereinstimmen muss. Ins-
gesamt haben wir damit die Fortsetzung h : C — C,z + sin(z)/z von f zu einer
ganzen Funktion gefunden. Wir zeigen nun, dass die auf R fortgesetzte Funktion
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f nicht absolut Riemann integrierbar ist. Angenommen, f wore absolut Riemann
integrierbar {iber R. Wir stellen zunéchst fest, dass

/°° sin(x) dw:2/°° sin x s
X i
- = [sin(z) [sin(a)] (539)
—9 / SN 4 4 20t S gy
0 x x

Da der Integranmd im ersten Integral stetig ist, existiert das Riemann-Integral iiber
dem Kompapktum [0, 7] C R. Wir definieren fiir £ € N die Funktionen

(2k42r1)7r Q(Z;kﬂ)X(kmmw/Q) x € (km, km+7/2)
2
. r=(2k+1)m/2
fi  R—=>R 2z~ , 2((“1);219;51)

Gt X2 @ € (km+ /2, (k+ 1))
0 sonst.
(540)

und finden, dass fi(x) < |sin(z)|/x fir alle x > 7 und k € N. Da die Trédger von fj
und f; bis auf eine diskrete Menge disjunkt sind, gilt also auch

i fi(z) < [sin(z)] (541)

X

fiir alle z > 7. Andererseits berechnen wir

/:O sir;xdx > /:O (i fk(a;)> dz

0 (k1)
= Z / fr(x)dx (542)

Die letzte Reihe divergiert aber, da Y ;- 4/(57%k) eine divergente Minorante ist.
Damit haben wir einen Widerspruch zur absoluten Integrierbarkeit von f. Wir zeigen
nun, dass f uneigentlich Riemann integrierbar ist.

e Methode 1. Wir bemerken, dass

o 1
/ etog — L (543)
0

8
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und ersetzen den stérenden Faktor 1/z im Integral:

/ smxdx _ 2/ Slnl’dx
/ / T sin(z)dtdx
—2/ / T sin(z)dxdt
= —2/ / (i xd:vdt—i—z/ / (=102 g0 dt
— dt - 544
/0 d i / — (544)
:/OO _i(i_,t_(,_i_t))dt
0 (=i —t)(i—1)

< dt
:2/ _dr
o 1412

= 2(lim arctan(t) — arctan(0))

t—o0
=2.-7/2

= T.

Insbesondere ist f uneigentlich Riemann integrierbar iiber R.

e Methode 2. Wir definieren die folgende Funktion fiir w > 0

I(w) = 2/ il (545)
0

T

Es gilt 1(0) = [°°_#22dz. Ableiten liefert

dl(w) _ 2/°° de sinmd
0

dw dw x

= —2/ Smxxe_‘”dx
0 x
= —2/ e~ ¥ sin(z)dz
0 (546)

:i/ e(i“)xdx—i/ e(ZiWT gy
0 0

i(—i—w— (i —w))

(i —w) (=i —w)

T

L 2
1+ w?
Damit stellen wir fest, dass
, *dl(w) * dw
(lim I(w) ~ 1(0)) = /0 9 gy = —2/0 S=en (D)
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nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Nun gilt

=2 |-

/ ey (548)

Sln

0<|I(w dz

| /\

| /\

_2
_w

Damit sehen wir, dass

0) =7 < / Y e = . (549)
e

Wiederum ist der Sinus Cardinalis uneigentlich Riemann integrierbar iiber
ganz R.

Methode 3. Definiere die folgende Hilfsfunktion

g :C—=C,z+— —. (550)

fiir ¢ > 0. Sie hat einen einfachen Pol bei z = —ie, d.h., in der unteren
komplexen Halbebene. Wir beachten, dass sinz = $exp(iz)] und definieren
die beiden neuen meromorphen Funktionen

H:C—C,zm eXpZ(”) (551)
G, C o C, 2y TP (552)
Z + 1€

Sei ' eine Parametrisierung des Halbkreisbogens vom Radius R in der oberen
komplexen Halbebene, der iiber das Intervall [—R, R] auf der reellen Achse
der komplexen Ebene geschlossen wird. I' ist eine einfach geschlossene Kurve
und die Funktion G, ist holomorph in dem von I' berandeten Gebiet. Mit dem
Cauchy’schen Integralsatz finden wir

/Ge(z) =0. (553)
r
Andererseits erhalten wir

(" expliz) "iRexp(iRexp(ig)) exp(i)
O_/R T+ i€ d$+/0 Rexp(ip) + ie

do. (554)

Das zweite Integral verschwindet mit einem exponentiellen Abfalls, falls R —
oo. Damit finden wir, unter Verwendung des Plemlj-Theorems im Limes € —

0+,
0= /OO expe) e p U_Oo eXp(m)dm} , (555)

oo T € s x
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wobei P den Cauchy’schen Hauptwert des Integrals bezeichnet. Umformen der
obenstehenden Gleichung und Imaginérteilbildung liefert dann,

PU Smxdm}:/ e = . (556)
feo T o X

Wiederum sehen wir, dass das uneigentliche Riemann-Integral existiert.

Damit haben wir gezeigt, dass der Sinus Cardinalis uneigentlich Riemann integrier-
bar ist. 0

Aufgabe 17 (H17T1A2) (a) Gesucht ist die Ordnung der Nullstelle der Funktion
f(2) =sin(z3) 4+ 623(2% — 2) bei 29 = 0. Wir zeigen, dass die Ordnung der Nullstelle
3 ist. Hierzu verwenden wir die Potenzreihen-Darstellung des Sinus, die auf ganz C
lokal gleichméflig konvergiert,

i (_1)kz2k+1 ( )
sinz = -_— 557
|
prd (2k + 1)!
Damit finden wir
fz)=2") " ayz***, (558)
k=0

wobei

D ke Ng k> 2

(2k+1)!
ax=9{ L -12 k=0 (559)
5 +6 k=1

Durch die Potenzreihe wird eine holomorphe Funktion g definiert, fiir die gilt ¢g(0) =
—11 # 0. Die Ordnung der Nullstelle zg = 0 von f ldsst sich nun anhand des
Vorfaktors ~ 22 in der obenstehenden Gleichung zu 3 ablesen, wie behauptet.

(b) Gesucht ist das folgende Integral

I= / e~ cos(bx)d, (560)
0

wobei b > 0. Wir definieren die Funktion h : C — C, z + exp(2?). Ferner definieren
wir den folgenden Rechtecksweg v = v, %7, %73 %7, als Konkatenation der folgenden
Wege in C

7 :[—R,R] — C,t —t, (561)
v2:(0,0) = C,t — R+ it, (562)
vs :[—R, R] = C,t — t + ib, (563)
74 :(0,0) = C,t — —R + it. (564)

143



In dem von ~ berandeten Rechtecksgebiet ist die Funktion h holomorph, sodass der
cauchy’sche Integralsatz liefert

0= /h(z)dz (565)

fiir alle R > 0. Wir schreiben das Integral aus:

R
0= —/Rexp(—m )dx
—i/ exp(—(R + it)2)dt
0 (566)

+1 /b exp(—(—R + it)?)dt

R
+/ exp(—(t + ib)?)dt.
-R
Wir sehen, dass im Limes R — oo das zweite und dritte Integral in der obigen
Gleichung gegen 0 laufen. Ferner sehen wir, dass wir die Gleichung dank der zweiten
Binomischen Formel im Exponenten des vierten Integranden umschreiben kénnen
zu
R R

lim exp(—2?)dz = exp(b*)

lim exp(—t?) exp(—2ibt)dt. (567)
R—o0 _R R—o0 _R

Verwendung des in der Angabe enthaltenen Integrals

/OO exp(—2?®)dr = /7 (568)

—00

und Realteilbildung liefert uns

VT = exp(b?) /00 exp(—x?) cos(2bx)dz. (569)
Der Integrand auf der rechten Seite ist offenbar eine symmetrische Funktion, sodass
gexp(—bg) = /000 exp(—z?) cos(2bx)dx. (570)
Das ist gerade der gesuchte Wert des Integrals. U

Aufgabe 18 (F10T2A3) Sei G = C\Z und definiere fiir alle n € N die folgende,
auf G' holomorphe Funktion

falz) = Zik (571)

k=—n

Zu zeigen ist, dass die durch f(z) = lim,,_, definierte Funktion holomorph ist. Zu
diesem Zwecke wollen wir den Weierstraf3’schen Konvergenzsatz fiir lokal gleichméafig
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konvergente Folgen holomorpher Funktionen (auf GG) einsetzen. Da G ein Gebiet im
endlich-dimensionalen C-Vektorraum C ist, reicht es bereits aus, die kompakte Kon-
vergenz der Funktionenfolge (f,,)nen zu zeigen. Fiir beliebiges aber festes n stellen
wir zunéchst fest, dass

n n

1 1 1 1 1 2z
f<z):Zz—k:;+z(z—k+z+k):;+;z2—k’2' (572)

k=—n k=1

Sei nun K C G ein beliebiges Kompaktum in G und sei N € N dergestalt, dass
|z| < N fir alle z € K. Dann gilt einerseits |2z| < 2N und andererseits nach der
umgekehrten Dreiecksungleichung |2% — k2| > ||z|* — |k|?| > k* — N? fiir alle k > N.
Dann kénnen wir abschétzen

- 2
> o

- 2N
<D EoNe (573)
k=N+1

k=N+1

Die letzt genannte Reihe konvergiert im Limes n — oo, wie aus der Analysis 1
bekannt ist. Die Beliebigkeit von K C C\ Z = G impliziert nun die kompakte
Konvergenz von (f,)nen auf G. Da C endlich-dimensionaler C-Vektorraum ist, und
G C C liefert die kompakte Konvergenz auch die lokal gleichméfiige Konvergenz von
(fn)nen. Zusammen mit der Gebieteigenschaft von G als komplement einer diskre-
ten Menge ohne Haufungspunkt in C kénnen wir nun den Weierstrafy’schen Kon-
vergenzsatz anwenden. Diese liefert uns, dass f(z) = lim,,_, f.(2) eine holomorphe
Funktion f: G — C, z — f(z) definiert. O

Aufgabe 19 (F14T2A4) Gegeben sei die Funktion f : C\ {-1,1} —» C,z —
22 /(2% — 1). Partialbruchzerlegung liefert die Darstellung

-1 22 1 22
_ -l 2 , 4
1&) =513 1 (574)

Wir sehen also, dass es zwei einfache Polstellen gibt, eine bei z; = +1 und eine bei

z_ = —1. Das Residuum berechnen wir wie folgt:
1
Res(f; 2 = z4) = lim (f(2)(z — 24)) = 5 (575)
Z—zZ4 2
-1
Res(f;z=2_)= lim (f(2)(z —2_)) = - (576)

Wir zeigen nun, dass die Einschrénkung f|x, () eine holomorphe Stammfunkti-
on besitzt. Sei 7 ein in K, o, verlaufender geschlossener Weg. Dann gilt mit dem
Ergebnis fiir die Residuen aus (a)

/f(z)dz = 2mi (n(7, 2+ )Res(f, z4) + n(y; z—)Res(f, 2_)) =0, (577)

da die Umlaufzahlen n(v, z;) = n(y, 2—) wegen Spur(y) C K5 (0) geniigen. Belie-
bigkeit von v mit den beschriebenen Eigenschaften impliziert, dass f auf Ky o eine
holomorphe Stammfunktion besitzt. O
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Aufgabe 20 (HO2T1A2) Zu berechnen ist das folgende Integral

I= / T cost) (578)

5 — 4 cos(2z)

T cos(z) [T exp(iz) + exp(—iz) .
/O 5 —4cos(2x) /0 10 — 4(exp(2iz) + eXp(—QiI))d

=% (/0: 10 — 4(exp(2i2f:)imf eXp(_Qm)))
=0 (/o —4 exp(4ij)ejpl<§zex>3p(2ix) - 4)

_ / —2iz%dz
N B (o) —428 +1022 —4 )

Wir finden zuniichst die Anzahl der Nullstellen in B;(0). Es gilt [422+4| <8 < 10 =
|1022| fiir alle z € B;(0). Da z +— 1022 zwei Nullstellen (gezihlt mit Vielfachheiten)
in B;(0) hat, hat auch das Polynom —4z% 4+ 10z — 4 zwei Nullstellen (gezéhlt mit
Vielfachheiten) in B;(0), laut dem Satz von Rouché. Da die Koeffizienten des Po-
lynoms reell sind, handelt es sich hierbei um zwei konjugiert komplexe Nullstellen,
die dann beide einfach sind oder um zwei reelle Nullstellen. Explizit finden wir

—~10+ /100 —64 —10+6
-8 -8

(579)

2 _
ZL =

(580)

Fiir uns kommen also nur diejenigen z in betracht, fiir die gilt 2? = 1/2. Damit finden
wir, dass z; = v/2/2 und 2z, = —+/2/2 die beiden Nullstellen des Nennerpolynoms
sind, die wir bei der Anwendung des Residuensatzes beriicksichtigen miissen. Da gilt

—42 1022 — 4 = —4(z —V2/2)(z + V2/2)(z — V2)(z + V2), (581)
finden wir mit n(vaz, o), £v2/2) = 1 und Residuensatz

-2 -2
I =4nR V2 V2 ]:0

3/2°  3(va) (582)

Aufgabe 21 (F12T1A1) Zu berechnen ist das Integral

= /oo cos(z)dr (583)

14 22

o0

Zunéchst gilt

> exp(ix)dx /°° cos(x)dx
N S/ —_— 4
3%</_m e ) Tt (584)
Wir betrachten nun die folgende Funktion h : C\{+i, —i} — C, 2z + exp(iz)/(1+2z?).
Sie ist auf dem gesamten Definitionsbereich holomorph und definiert eine auf C
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meromorphe Funktion mit einfachen Polen bei 2z, =i und z_ = —i. Wir definieren
den Weg v = 7, * 7, als Kontakenation von

m:[-R,R —Cjt—t (585)
v : [0, 7] = C,t — Rexp(it). (586)

Offenbar ist v ein geschlossener Weg, der das Gebiet Br(0) N {z € C|3[z] > 0}
berandet. In letzterem liegt der Pol z, und v umlauft diesen als einfach geschlossener
Weg auch nur einmal in mathematisch positiver Richtung, d.h., n(vy, z;) = +1. Fiir
das Residuum von h in z = 2z, finden wir

-1
Res(h,z = 2,) = %. (587)
Der Residuensatz liefert nun, dass
27i - n(7, z4)Res(h, z = z,) = mexp(—1) = /h(z)dz (588)
g

Andererseits ist auch

[P exp(ix) " iR exp(i¢) exp(iR exp(io))
/,Yf (2)dz = / LTzt /0 T+ Rexp(2io) 00 (589)

Das zweite Integral verschwindet fiir R — oo, den es gilt

" iR exp(ig) exp(iR exp(i¢)) ™ Rexp(—Rsin(¢)) Rr
/0 11 72 exp(2i0) d¢‘ = /0 T+ Rexp(2io) © S =1

(590)

wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung im Nenner. Der letztgenannte Aus-
druck geht gegen 0 fiir R — oo. Damit finden wir

: R exp(iz)dx
mexp(—1) = I%glgo (/R W) (591)
Damit finden wir durch Realteilbildung
R
T~ lim / cos(z)dz (592)
e R—o0 R 1 —|—£L’2

Symmetrie des Integranden unter x — —x impliziert, dass dann bereits das unei-
gentliche Riemann-Integral I existiert und insbesondere gilt

* cos(z)dr w
| Tt (593)

—00

Damit haben wir das gesuchte Integral berechnet. 0
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Aufgabe 22 (H11T1A2) Sei 2 # C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet,
a,b € Qmit a# bund f,g: Q — Q biholomorphe Abbildungen mit f(a) = g(a) und
f(b) = g(b). Wir behaupten, dass dann bereits f = ¢g. Laut Voraussetzung ist §) #
C einfach zusammenhéngend, so dass es laut dem Riemann’schen Abbildungssatz
eine biholomorphe Abbildung gibt, 2 — E, wo E die offene Einheitskreisscheibe
bezeichnet. Da f(Q2) = Q = g(2), gibt es ¢,d € Q mit ¢ # d (wegen Bijektivitat),
sodass f(a) = ¢ = g(a) und g(b) = d = f(b). Wir spezifizieren die biholomorphe
Abbildung, die €2 auf E abbildet in, laut Riemann’schem Abbildungssatz, eindeutiger
Weise, indem wir ¢ : Q@ — E durch ¢(c) = 0 fixieren. Wir spezifizieren ferner eine
zweite biholomorphe Abbildung ¢ : Q@ — E dadurch, dass wir ¢(a) = 0 fordern.
Nun definieren wir die, wegen Transitivitat der Biholomorphie-Eigenschaft, ebenfalls
biholomorphen Funktion h;, hy : E — E dadurch, dass hy = ¢ o fog~t und hy = 9o
gop~L. Nach Definition gilt dann h;(0) = 0 = hy(0). Zudem gilt hy(p(d)) = ha(o(d)),
denn f(b) = g(b) und es gilt wegen Bijektivitdt der involvierten Abbildungen auch
20 = é(b) # 0. Wir betrachten jetzt die Komposition h = hy o hy'. Diese bildet
wiederum [E biholomorph auf sich selbst ab, erfiillt A(0) = 0 und nun zusétzlich
h(zo) = zo. Insbesondere gilt also |h(zp)| = |2o| fiir ein zy € E \ {0}. Nach dem
Lemma von Schwarz gibt es dann ein A € R, sodass bereits h(z) = exp(i\)z gilt,
d.h., h eine Drehung der Einheitskreisscheibe um A um den Mittelpunkt ist. Da
wir haben h(zg) = zp, muss A € 27Z, sodass h(z) = z fiir alle z € E gilt. Mit
anderen Worten, es gilt bereits h = idg. Da h = hy o hl_l, finden wir hy = hy
durch Komposition von h mit A; von Innen und Verwendung der Bijektivitdt von
hi. Indem wir nun die Bijektivitdt von ¢,v :  — E ausnutzen, sehen wir, dass
f=v"tohyop=1"tohiop=g,dh., f=gaufQ gilt. Damit ist die Behauptung
bewiesen. U

Aufgabe 23 (H13T3A5) Sei G C C einfach zusammenhéngendes Gebiet und
2o € G. Wir behaupten, dass die Menge M = {f'(20)|f : G — G holomorph f(z) =
2o} im Falle G # C beschrinkt ist und im Falle G = C unbeschrénkt ist. Wir be-
handeln zunéchst den Fall G = C. In diesem Fall ist f : C — C ganz. Angenommen,
es wiare M beschrankt. Dann gibt es ein R > 0, sodass |f'(z)| < R. Anderer-
seits definieren wir die holomorphe Funktion f : C — C,z — zy + R(z — 2).
Dann ist f(z0) = 2o und es gilt f'(z9) = R, d.h., f'(z0) ¢ M im Widerspruch zur
Definition von M. Also war die Annahme, M wére beschrianklt falsch und M ist
unbeschrénkt. Sei nun G # C einfach zusammenhéngend. Dann ist G nach dem
Riemann’schen Abbildungssatz biholomorph dquivalent zu E, der offenen Einheits-
kreisscheibe. Genauer spezifizieren wir laut Riemann’schem Abbildungssatz ein biho-
lomorphes 1 : G — E eindeutig, indem wir ¢ (z5) = 0 fordern. Sei nun f : G — G
holomorph mit f(z9) = zp. Dann ist die Funktion h : E — E, z +— (¢ o fot)™1)(2) als
Komposition holomorpher Funktion ebenfalls holomorph und wegen 1 (z5) = 0 und
f(z0) = 2o gilt h(0) = 0. Nach dem Lemma von Schwarz gilt nun |h(z)| < |z| fiir
alle z € E und iiberdies |2'(0)| < 1. Laut Ketten- und Umkehrregel fiir holomorpher
Funktionen haben wir damit |f'(z0)| < [(¥'(20))/(¥'(20))] = 1, denn |¢'(20)| # 0
wegen Biholomorphie von 9. Insbesondere ist die Abschéitzung unabhéngig von f, G
und zy € G. Damit finden wir, dass M C B;(0) € By(0), d.h., dass M, wie behaup-
tet, beschréankt ist, falls G # C. O
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Aufgabe 24 (FO9T1A1) Sei f:C\{0} = C,z— (2+1)/(22). Sei ferner Z € JE.

Dann gilt Z # 0 und Z~! = Z. Damit finden wir f(Z) = 0.52Z+0.5Z = 0.5(1+ Z).

Damit finden wir f(0E) = 0By 5(0.5), d.h., die Einheitskreislinie wird wiederum auf
eine (echte) Kreislinie abgebildet. Wir bestimmen nun das Bild von E \ {0} unter f.
Es gilt 0.5 € E\ {0} und ferner f(0.5) = 0.5+ 1 = 1.5. Da f die Einschrankung der
Mébiustransformation auf C = C U {oo} ist, ist f insbesondere biholomorph. Unter
Verwendung des Satzes iiber die Kreistreue von Mébiustransformationen, sehen wir,
dass das von JE berandete Gebiet auf eines der von f(JE) berandeten Gebiete
abgebildet wird. Da 1.5 ¢ By5(0.5), bleibt wegen der Zusammenhangseigenschaft
von f(E\ {0}) lediglich, dass f(E\ {0}) = (By5(0.5)) = C\ By5(0.5). O

Aufgabe 25 (HO3T3A2) Sei P: C — C,z + 32° + 2z + i. Wir zeigen, dass

~1({0}) C E. Hierzu beachten wir, dass P(z) = f(z)+g(z) gilt, wobei f,g : C — C
definiert sind durch f(z) = 32%,g(z) = z + 4. Auf 9E gilt |g(z)| <2 < 3 = [32?| =
| f(2)|, wobei fiir die erste Ungleichung die Dreiecksungleichung bemiiht wurde. Nach
dem Satz von Rouché haben also f und P = f + g in dem von JE berandeten,
pra-kompakten Gebiet, d.h., in E, dieselbe Anzahl an Nullstellen, gezdhlt mit Viel-
fachheiten. Da f die dreifache Nullstelle z = 0 € E hat, hat auch P drei Nullstellen
in E. Da P als Polynom vom Grad 3 laut Fundamentalsatz der Algebra genau 3
Nullstellen hat, liegen also tatsichlich alle Nullstellen von P in E, P7'({0}) C E.
Wir berechnen nun das Integral

o0 exp(iz)dz
I = —. 594
/i_oo 328+ 241 (594)

Hierzu beachten wir, dass P(i) = —i # 0 und fiir alle z € Spur(y) mit v : R —
C,t — i+t gilt |z| > 1 und sogar strikt |z| falls z # i. Wir definieren nun I'y :
[-R,R] - C,t — i+tund I'y:[0,7] — C, t»—)l—i—Rexp(zt) fir R > 0. In dem von
[ = I'y * 'y berandeten Gebiet hat der Nenner P(z) = 32 + z + ¢ keine Nullstelle,
sodass die durch den Integrandenausdruck definierte Funktion holomorph auf dem
eingeschlossenen Gebiet ist. Damit finden wir nach dem Cauchy’schen Integralsatz

B exp(iz)dz
0= /FQ*F1 —P(Z) . (595)

Insbesondere gilt

exp(iz)dz [ exp(iz)dz
e e %)

Das Integral rechts konvergiert gegen 0 im Limes R — oo, denn fiir hinreichend
grofles R

0<

exp(iz)dz /7r exp(—Rsin¢)R
— | < do =: J. 297
r,323+ 2+~ Jo 3RP—(R+1) ¢ ’ (597)

unter Verwendung der umgekehrten Dreiecksungleichung im Nenner. Die rechte Seite
lasst sich fiir hinreichend groflies R > 0 weiter abschétzen,

R—oo
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Damit finden wir, dass

B exp(iz)dz _
[ /F ST = (599)

Zunéchst gilt P(0) = i und P(z) # 0 fiir alle z € E¢. Als holomorphe Funktion bildet
P(E) auf eine abgeschlossene Menge ab, die 0,7, —i enthilt. Ferner gilt P({z €
Rlz < 0}) ={i+y|R >y <0} C C. Damit ist P(D) einfach zusammenhéngend fiir
D =E"{z € R : 2 < 0}, denn das Komplement (P (D)) hat nur eine unbeschrinkte
Zusammenhangskomponente. Also existiert auf P(D) ein (holomorpher) Zweig des
Logarithmus, bezeichnet mit log : P(D) — C. Wir definieren nun die gesuchte
Funktion h(z) = log(P(z)) fiir alle z € D. Nach den vorherigen rlauterungen hat
h: D — C die gewiinschte Eigenschaft exp(h(z)) = P(z) fiir alle z € D. O

Aufgabe 26 (F18T2A1) (a) Seien Q; :={z =z +iy € Clz > 0,y > 0} und
Qy:={z =241y € Clz € R,0 < y < 1}. Wir stellen zunéchst fest, dass 0 ¢ €2; und
0 & 5. Damit sind €2q, 25 # C. Ferner sind €1y, €25 offen und als konvexe Mengen
zusammenhédngend, sogar einfach zusammenhéngend. Damit sind €24, {25 einfach zu-
sammenhéngende Gebiete. Laut Riemann’schen Abbildungssatz gibt es biholomor-
phe ¢ : Q1 — E und 5 : 23 — E. Da Biholomorphie eine transitive Funktionseigen-
schaft ist, finden wir durch f = 1); *otby : Q5 — Q; eine biholomorphe Abbildung. Die
Existenz einer biholomorphen Abbildung f : Q5 — €25 ist somit nachgewiesen. Expli-
zit setzen wir f(z) = exp(m/2z). Es gilt in der Tat R[f(z)] = exp(w/2x) cos(7/2y) >
0firz e R,0<y<1und J[f(2)] =exp(r/2z)sin(r/2y) >0 firz € R,0 <y <1,
also R[f(2)],3[f(2)] > 0 fiir z € Qy und somit f(z) € ; fir alle z € Qy. Die
angegebene Funktion ist zudem holomorph und, da 0 ¢ €2y und €2y einfach zusam-
menhimgend ist auch bijektiv. Damit ist f~! : Q; — € wohldefiniert und, laut
einem Resultat iiber die Holomorphie der Umkehrfunktion bijektiver holomorpher
Funktionen auf einfach zusammenhéngenden, von C verschiedenen Gebieten, eben-
falls holomorph. Also ist f, wie definiert, tatséchlich eine biholomorphe Funktion,
die die gewiinschten Eigenschaften erfiillt.

(b) Wir definieren die Polynomfunktion p : C — C,z > 257 + 362°7 + 71z +
23 — 2 + 1. Wir suchen die Anzahl der Nullstellen (mit Vielfachheiten) von p im
Kreisring K 5(0). Wir definieren die folgenden holomorphen Polynomfunktionen
fi,f2,91,92 : C — C durch fi(2) = 712%, gi(2) = 257 + 3627 + 23 — 2 + 1
und fo(z) = 287, go(2) = 36257 4+ T1z* + 23 — 2 + 1. Dann gilt auf 9B;(0), dass
lg1(2)] < 14+36+14+1+1=40 < 71 = |fi(2)|. Da f; die vierfache Nullstelle
z = 0 hat, liefert der Satz voun Rouché, dass f; +¢g— 1 = p ebenfalls vier Nullstellen
in B;1(0) hat und ferner keine der Nullstellen auf 0B;(0) liegt. Auf 0B2(0) finden
wir [ga(2)] = 36 - 257 + 7120 + 28 + 241 < 64-2° = 28 < 287 = [2%7|. Der
Satz voun Rouché liefert nun, dass p = fo + g2 in B2(0) dieselbe Anzahl an Null-
stellen mit Vielfachheiten wie f, hat. Letzteres hat die 87-fache Nullstelle z = 0.
Also hat p in B(0) mit Vielfachheiten gezdhlt 87 Nullstellen. Zusammen mit dem
vroherigen Eregbnis, dass von 87 Nullstellen genau 4 in B;(0) liegen, finden wir,
dass in K;5(0) = By(0) \ Bi(0) genau 87 — 4 = 83 Nullstellen von p liegen (mit
Vielfachheiten). O
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Aufgabe 27 (FOOT2A2) Sei v ein einfach geschlossener Weg, der positiv orien-
tiert ist und die Punkte 0 und 1 umschlieft. Wir berechnen das Integral

exp(z71) dz
1= [P (600)

Wir stellen zunéchst fest, dass die Funktion im Zihler, z — exp(z™!), eine wesent-
liche Singularitdt bei z = 0 hat und ansonsten holomorph auf ganz C \ {0} ist.
Ebenso hat die Funktion z + (1 — z)~! eine Polstelle erster Ordnung bei z = 1
und ist ansonsten auf ganz C\ {1} holomorph. Wir wenden den Residuensatz zur
Berechnung des Integrals an. Die beiden Singularitédten der meromorphen Funktion
im Integranden, f : C\ {0,1} — C,exp(z~')/(1 — 2), sind isoliert und es gilt fiir die
Residuen:

Res(f,0) =1 & Res(f,1) = —1, (601)

wie wir am Hauptteil der Laurent-Entwicklung der Integrandenfunktionen jeweils
ablesen konnen. Fiir die Umlaufzahl des Wegs v um die beiden Singularitdaten gilt
jeweils n(vy,0) = 1 = n(y,1). Somit liefert der Residuensatz

/dz f(z) = 2mi(n(y,0)Res(f,0) + n(v, 1)Res(f,1)) =2mi(1-14+1-(—1)) = 0.
’ (602)

Damit finden wir I = 0 als Ergebnis. U

Aufgabe 28 (FO7TT1A5) Sei f = p/q eine rationale Funktion, wobei p, g € C|x]
Polynome vom Grad degp + 2 = deg q. Wir behaupten, dass

> Res(f,a) = 0. (603)

aeC

Da C algebraisch abgeschlossen ist, besitzen p und ¢ mite Vielfachheiten gezéhlt
N := degp bzw. N + 2 = degq Nullstellen in C. Nach eventueller Re-Definition
der Polynome mittels Riemann’schem Hebbarkeitssatz konnen wir annehmen, dass
die fortgesetzte Funktion F' := P/@) eine rationale Funktion ist, wobei P, Q) € C[x]
Polynome sind, die keine gemeinsamen Nullstellen haben und setzen n = deg P < N.
Es gilt noch immer deg ) = deg P+2 = n+ 2. Wir bezeichnen die Nullstellenmenge
von @ in C mit N(Q) und bemerken, dass F' : C\ N(Q) — C holomorph ist. Da
deg @ < oo nach Voraussetzung an f und damit F, ist N(Q)) insbesondere endlich
und, als Nullstellenmenge, eines Polynoms von endlichem Grad beschrinkt. Genauer
finden wir ein R > 0, sodass |z| < R fiir alle z € N(Q). Aus der Vorlesung ist
bekannt, dass das Residuum auf dem Holomorphiegebiet von F' jeweils verschwindet,
d.h., Res(F,a) = Res(f,a) = 0 fiir alle a € C\ N(Q). Damit vereinfacht sich die
Summe iiber alle Residuen von f zu

> Res(f.a)= Y _ Res(F,a). (604)

aeC a€EN(Q)
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Da N(Q) C Bg(0) nach Wahl von R weiter oben, spezifizieren wir den Weg ~ :
[0,27] — C,t — Rexp(it), der mathematisch positiv ist und alle z € N(Q) einmal
umléduft, n(v,z) = 1 fiir alle z € N(Q). Nach dem Residuensatz konnen wir also
schreiben

/F(z) dz = 2mi Z n(vy,a)Res(F,a) = 2mi Z Res(F, a). (605)

v aEN(Q) aeN(Q)

Diese Darstellung bleibt auch erhalten, wenn wir R — oo lassen: Insbesondere
kénnen wir fiir z € 0Bg(0) abschétzen:

P(z) ‘Zk 0 k= ‘ |2["
606
‘Q(Z’)‘ |Zn+2bk k’ = Z| ‘ nto b +2+Zn+1b ont2— k)‘ ( )

Der zweite Summand im zweiten Faktor im Nenner konvergiert gegen 0 fiir hinrei-
chend groBes R. In Polarkoordinaten gilt dz/dt = iR exp(it) fir z € 0Bg(0) und wir
schétzen insgesamt ab, dass

P(z)dz‘ _ /2” P(Rexp(it))iRexp(it)dt‘
(2) 0 Q(Rexp(it))
™| P(Rexp(it))iR exp(it)dt 607
S/0 Q(Rexp(it)) ’dt 007

27TC R—o
< — 30
- R )

mit einer geeigneten Konstanten [> 7} jax|/|b,| < C < oo. Zusammen mit den
vorherigen Uberlegungen finden wir fir R — oo tatsichlich

271 Z ResFa)—OﬁO—ZResfa Z Res(F), a). (608)
a€EN(Q) acC aEN(Q)
Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Aufgabe 29 (FO8T2A4) (a) Wir berechnen das Integral

T 2 + cos(30)
I = ——=db.
/0 2 + cos(6) (609)

Indem wir 2 cos z = exp(iz) + exp(—iz) fiir alle z € C verwenden, erhalten wir

B /27r 4 4 exp(3i0) + exp(—3i6) o
0

4 + exp(if) + exp(—if)

1 /2” (4 4 exp(3i0) + exp(—3if))(i exp(if))
0 exp(2i0) + dexp(i6) + 1

)

1/ 44234273
== ——dz

2 0B1(0) Z2+4Z—|—1
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Die Nullstellen des Nenner-Polynoms sind 2z = —24++v4 — 1 = —2:I:\/§. Davon liegt
nur z, = —2 ++/3 € B1(0). Ferner ist die Funktion im Zahler mit einer dreifachen
Polstelle bei z = 0 versehen. Wir splitten also wie folgt auf

L[ @) oa) 1z
= /831(0) " /831 (611)

i z— 24 i o 23(z — 24)

Fiir das erste Integral ergibt sich mit der Cauchy’schen Integralformel

L[ (/-2
/831 (0)

7

=27 (4+Zi) .
2= 24 (24 —2-)

(612)

Fiir das zweite Integral berechnen wir die Residuen fiir f : C\{0, 2z} — C, 1/(23(2*+
4z +1)):

1
Res(f, Z+) = m (613)
1. & ,
Res(f,0) = o im —— (f(2)2°)

1 Y —(22+4)
T 2250 {(z2 + 4z + 1)2} (614)
14
21
= -2

Zusammen mit 7 : [0, 27] — C,t — exp(it) als Paramterisierung von 9B (0) erhalten
wirn(y,z = 0) = 1 = n(y, 24 ), sodass der Residuensatz fiir das zweite Integral liefert

oo S (mes ) (615)

Damit finden wir insgesamt
3 4 -3
I =21 (M _ 2) 7 (616)

wobel zy = —2 + /3.
(b) Wir berechnen das Integral

J:/m de_ (617)

oo L2t

Zum einen beachten wir, dass der Integrand f : R — R,z — (1 + 2%)7! eine ge-
rade, stetige Funktion ist, die iiber einen symmetrischen Bereich integriert wird.
Zum anderen konnen wir mit der Definition ¢ = exp(27i/8) und der Identitét
(x*—1)(2*+1) = 2® — 1 schliefen, dass die Nullstellen des Nennerpolynoms von der
Form ¢?*~! mit k € {1,2, 3,4} sind. Dies sind gerade diejenigen Elemente der zykli-
schen Gruppe der 8-ten Einheitswurzeln, die Ordnung 8 haben, d.h., —1 = 2* = 0
erfiillen. Inspektion liefert, dass lediglich ¢, (3 positiven Imaginirteil haben, ¢?, ("
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haben negativen Imaginérteil. Wir verwenden, dass der Integrand symmetrisch ist

und schreiben
*  dx *  dx
" 9 S 1
/_ool+a:4 /0 1+ a4 (618)

Wir definieren nun den Pizza-Viertel-Rand I' durch die Konkatenation von

7 : [0, R] — Cit — R, (619)
72 1 [0,7/2] = C,t — Rexp(it) (620)
73 : [0, R] = Cit — i(R —t). (621)

Der resultierende Weg ist einfach um die einfache Polstelle ( geschlossen, wobei
n(T,¢) = 1. Nun gilt fiir f: C\ {¢,¢3,¢%,¢"} = C, 2z — 1/(1 + 2), dass

dz , -1
frrs gy 22

Dekomposition von I' liefert ferner

dz B de
= 623
/71 1+ 24 /0 1+ a4 (623)
dz B d(R—-1)

SR B 624
A31+z4 1/0 1+ (R—t)? (624)
/ dz Z,/”/2 dt R exp(it) (625)

14zt o 1+ Rbexp(dit)’

Das letzte Integral konnen wir betragsméfig nach oben fiir hinreichend grofie R > 1
mit der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir den Nenner abschétzen,

Rf—1

/”/ 2 dt Rexp(it)
0

</“/2 dR 1™ R  pow
1+ Rtexp(4it)| — Jo 2

g 0. (626)

Ebenso finden wir, dass

dz dz L [T do . [ do
/711+z4+/731+z4_(1_l)/0 1+x4_\/§g/0 =t (627)

Damit finden wir

/oo dx B 4_7T _ic—lo
oo Lbat V2(C =)= 1)(C0 - 1)
47 —i/i
= 628
VAT=D(=1- (=i~ 1) 025
e
2
Damit haben wir auch das zweite geforderte Integral berechnet. 0
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Aufgabe 30 (FO9T3A5) Sei f: C — C holomorph und injektiv. Wir behaupten,
dass f dann bereits eine nicht-konstante affine Funktion ist, d.h., es gibt a € C\ {0}
und b € C, sodass f(z) = az + b. Hierzu beachten wir, dass f eine ganze Funktion
ist. Insbesondere ist f : C — f(C) sowohl injektiv als auch surjektiv, da jede
Funktion surjektiv auf ihr Bild ist. Weil f ganz und bijektiv ist, scheidet der Fall,
dass f konstant ist aus. Seien ndmlich z;, zo € C mit z; # 2, und sei f als konstant
angenommen. Dann gilt f(z1) = f(22), sodass die Injektivitdt z; = 2, liefert. Das
steht im Widerspruch zu z; # 23 nach Voraussetzung, sodass die Annahme, f wére
konstant, falsch war. Also ist f eine nicht-konstante ganze Funktion. Der kleine
Satz von Picard liefert nun zwei Moglichkeiten fiir f(C). Entweder es gilt bereits
f(C) = C oder es gilt f(C) = C\ {z} mit einem zy € C. Im letzteren Fall ist f :
C — C\ {20} holomorph und bijektiv, also biholomorph. Indem wir die holomorphe
Fortsetzung F von f auf die kompaktifizierte Riemann’schen Zahlensphire C =
C U {oo} betrachten und vereinbaren, dass F(co) = zp, kommen wir infolge der
Klassifikation biholomorpher Abbildungen C — C zu dem Ergebnis, dass F' eine
Mobiustransformation ist. Danach gibt es Konstanten «, 3,7, € C mit («,) #
(0,0), sodass
2 2eC\{~4/7}

yz+9
F(z) = = z =00 (629)
00 z=—0/y

Da a/y = zy € C, finden wir v # 0 und somit —d/v € C. Das bedeutet, dass es ein
2. = —0/v € C gibt, sodass F|c = f einen Pol der Ordnung 1 bei z = 2, hat. Dann
ist aber f bei z = z. nicht holomorph, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass f
sogar ganz ist. Also ist die Annahme f(C) = C\ {20} falsch gewesen, und wir haben
stattdessen f(C) = C. Damit ist f : C — C holomorph und bijektiv, also biholo-
morph. Die Fortsetzung F' auf die kompaktifizierte Riemann’sche Zahlensphére C
ist wiederum eine Mébius-Transformation und hat nun oo € C als Fixpunkt, d.h.,
F(00) = o0, da sonst ein Widerspruch zur Bijektivitat von F' resultierte. Damit
finden wir, dass fiir alle z € C gilt F'(2) = f(z) = az + b, wobei a,b € C mit a # 0,
weil f bereits als nicht-konstant nachgewiesen wurde. Damit finden wir, dass die
einzigen Funktionen, die der Voraussetzung der Aufgabenstellung Geniige tun, von
der Form nicht-konstanter affiner Funktionen sind. 0

5 Kurs im Sommersemester 19

5.1 Aufgaben Ernstfalltests

Aufgabe 40 Gegeben sei die Funktion u : R? = R, (z,y) — (z —y)(x + y + 1).
(a) Wir zeigen zuerst, dass u auf R? harmonisch ist. Zuerst stellen wir fest, dass u als
Produkte zweier bivariater Polynomfunktionen mindestens zweimal stetig partielle
differenzierbar in x und y ist. Nach Definition ist u genau dann harmonisch, wenn
Au(z,y) = (0240;)u(x,y) = 0 fiir alle (x,y) € R*. Wir berechnen daher die zweiten
partiellen Ableitungen,

QRu(z,y) =2 & Qou(x,y) = -2 (630)
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fiir beliebiges (x,y) € R*. Damit finden wir dju(z,y) 4+ dju(z,y) =2 -2 =0und u
ist in der Tat harmonisch.

(b) Gesucht ist nun eine harmonische Funktion v : R? — R mit der Eigenschaft,
dass f(z,y) := u(z,y) + iv(x,y) holomorph ist. Wir kldren zunéchst die Existenz.
Aus den Vorlesungen ist bekannt, dass R? einfach zusammenhingend ist. Damit
existiert zu einer harmonischen Funktion u eine holomorphe Funktion f : G — C,
sodass R[f] = u und S[f] = v, wobei v : G — R ebenfalls harmonisch ist. Zur
Bestimmung verwenden wir die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

Opu = 0yv & — Oyu = Ov. (631)
Die relevanten ersten partiellen Ableitungen von u lauten
Opu(z,y) =22+ 1 & Oyu(z,y) = —2y — 1. (632)

Wir finden also mithilfe der ersten der beiden Cauchy-Riemann’schen Differential-
gleichungen

v(z,y) — v(z, o) = / Ol )dy = (20 + 1)y — o). (633)

Yo

Ferner liefert uns die zweite der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

v(z, yo) — v(T0, %) = — /z(ayu(xlayo))dx = —(—2yo — 1)(z — z0). (634)

o

Addition der beiden Ergebnisse liefert

U(l’,y) - U(flfoayo) = (255 + 1)y +2— Yo — To — 2$0y0

=2z + Dy +x— ((2z0 + 1)yo + x0). (635)

Wir finden also, dass v(z,y) = (2 + 1)y + x + C, wobei C € R eine Konstante
ist. Zuletzt geben wir die gesuchte Funktion f in Abhéngigkeit von z = x + iy an.
f(z) =2(z+1+14) +iC (C € R) erfiillt

Rf(zy) =2 =y’ +o—y=(r—y)(z+y+1) =ulzy) (636)
Sfl(x,y) =22y +y+x=2r+ 1)y +x+C=v(x,y). (637)

fiir das jeweilige C', das in der konkreten Definition von v gewéhlt wurde. Wir stellen
fest, dass f nach Konstruktion von v Real- und Imaginérteil hat, die den Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen geniigen und iiberdies reell differenzierbar
ist, als C-Summe total differenzierbarer Funktionen. Mithin ist f holomorph. 0J

Aufgabe 41 Gegeben sei ein Gebiet 2 C C mit der Eigenschaft, dass 0 € Q.

(a) Zu prifen ist die Existenz einer holomorphen Funktion f : Q@ — C mit der
Eigenschaft f(n=21') = 0 fiir alle n € N, sodass n=2! € Q, aber f # 0. Wir
behaupten, dass dies nicht moglich ist. Angenommen, es gibe ein holomorphes f mit
den beschriebenen Eigenschaften. Dann ist f insbesondere stetig. Wir betrachten fiir
geeignete Indizes n € N die Folge (2,)nen € C, definiert durch z,, = n=2!. Offenbar
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gilt lim,, o0 2, = 0 € , sodass die Folge in €2 konvergiert, dort insbesondere einen
Héufungspunkt hat. Da f stetig in €2, also auch in z = 0 € Q ist, gilt 0 = lim,, ,,, 0 =
lim, oo f(2n) = f(limy—eo 2n) = f(0), d.h., f(0) = 0. Wir wissen nun, dass die
Nullfunktion 0 : @ — C,z — 0 auf M = {0} U {n"?""'|n € N} ebenfalls die
an f gestellten Forderungen erfiillt. Da M C () nicht-diskret ist, weil es in jeder
Umgebung von 0 in {2 mindestens ein z € M gibt, liefert uns der Identitétssatz,
f(z) = 0 fir alle z € Q, d.h., f = 0 auf Q. Dies steht aber im Widerspruch zur
Annahme, f # 0 auf €2. Also war die Annahme falsch und ein f mit den geforderten
Eigenschaften existiert nicht.

(b) Zu priifen ist die Existenz eines holomorphen g : Q — C, sodass g*)(0) = (k!)?
fiir alle £ € Ny. Wir behaupten, dass es kein derartiges holomorphes g geben kann.
Angenommen, es géibe ein g mit den beschriebenen Eigenschaften. Da g holomorph
ist, gibt es ein p > 0, sodass g eine auf B,(0) C Q gleichméfig konvergente Taylor-
Entwicklung besitzt. p bezeichnet hierbei den Konvergenzradius der Taylorreihe.
Explizit finden wir

= (k!)z" auf B,(0). (638)
k=1

Fiir den Konvergenzradius der Potenzreihe finden wir aber

1
= [ =0 ) 639
Jmn (n+1) G (639)

Das ist aber ein Widerspruch zur Konvergenz der Taylor-Reihe von ¢ in einer Um-
gebung des Ursprungs. Somit war die Annahme, es gébe ein den Anforderungen
entsprechendes, holomorphes ¢ falsch. Daher existiert kein g mit den geforderten
Eigenschaften.

(¢c) Zu priifen ist die Existenz eines holomorphen h : 2 — C, sodass h(1/(2n)) =
1/n = h(1/(2n—1)) fir alle n € N mit der Eigenschaft, dass 1/(2n),1/(2n—1) € Q.
Wir behaupten, dass es kein holomorphes h mit den gewiinschten Eigenschaften
gibt. Angenommen, es wére h : {0 — C holomorph mit den gewiinschten Eigen-
schaften. Da 0 € ) und h als holomorphe Funktion stetig auf ganz ) ist, gilt
h(0) = lim,, 00 h(zy,) fiir die Folge (2, )nen eingeschrénkt auf 2 und definiert durch
zn = 1/(2n). Denn, lim, .. 2z, = 0. Also ist A(0) = lim, .. 1/n = 0. Wir stel-
len fest, dass die Funktion j : © — C,z +— 2z auf 2 holomorph ist und ferner
j(0) = 0 = h(0) sowie j(z,) = 1/n = h(z,) fir alle n € N mit z, € Q erfillt.
Da M := {0} U{z,Jn € N: 2z, € Q} C Q nicht-diskret nach Konstruktion und
Gebiet ist, folgern wir mithilfe des Identitdssatzes aus h|y = j|y, dass sogar h = j
auf 2. Andererseits stellen wir fest, dass fiir N := max ({n € N: z, € Q} U {1}) gilt
1 =h(1/3) = j(1/3) = 2, was einen Widerspruch darstellt. Somit kann es ein i mit
den gewiinschten Eigenschaften nicht geben. 0

n!
(n+1)!

r = lim
n—oo

Aufgabe 42 (a) Diese Aussage ist richtig. Sei f : [0,1] — R stetig differenzierbar
und mit der Eigenschaft, dass f(0) = 0 und f(1) = 1. Wir kénnen nun den Mittel-
wertsatz der eindimensionalen Differentialrechnung anwenden. Dieser liefert uns die

Existenz eines t € (0, 1), sodass gilt f(1) — f(0) = f/(¢t)(1 = 0), d.h., 1 = f(¢).
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(b) Diese Aussage ist falsch. Nach Definition einer Topologie auf R? ist zumin-
dest @ = (R2)C offen, d.h., R? ist abgeschlossen. Wir betrachten nun die Funktion
f:R? = R, (2,y) = |[(z,y)]]2 :== /2 + y?. Dies ist die euklidische Norm auf R?.
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Normfunktion stetig auf R? ist. Anderer-
seits ist f nicht beschrankt. Denn fiir jede obere Schranke m > 0 von f hétten wir,
f((m+1,0)) = m+ 1 > m, im Widerspruch zur oberen Schrankeneigenschaft von
m. Da f nicht nach oben beschriankt ist, ist f auch nicht beschrankt.

(c) Diese Aussage ist falsch. Wie betrachten dazu die Funktion f : (—2m,47) —
R, x + sin(x). Diese Funktion ist auf dem ganzen Definitionsbereich stetig differen-
zierbar und (—2,4m) ist offen. Andererseits gilt —1 < sin(z) < 1 auf ganz R und
wir haben f(—7n/2) = —1 sowie f(7/2) = 1. Da f dariiber hinaus stetig ist, liefert
uns der Zwischenwertsatz, dass f((—2m,4m)) = [—1, 1]. Als abgeschlossenes Intervall
ist [—1, 1] abgeschlossen. Es bleibt zu zeigen, dass [—1, 1] nicht offen ist. Das ist aber
klar, denn jede offene e-Kugel um 1 ist ein offenes Intervall der Form (1 — €, 1 + ¢)
fiir e > 0 und enthélt insbesondere ein X > 1. Daher ist (1 —€,14¢) € [—1,1]. Also
kann [—1, 1] nicht offen sein.

(d) Diese Aussage ist richtig. Sei f : C — C holomorph und nicht-konstant. Dann ist
f eine nicht-konstante ganze Funktion. Sei U ferner offen. Nach etwaiger Zerlegung
in Zusammenhangskomponenten, konnen wir U auffassen als disjunkte Vereinigung
von abzéhlbar vielen Gebieten G, G, .... Da f nicht konstant auf C ist, sieht man
unter Verwendung des Identitétssatzes, dass f auch auf jeder Zusammenhangskom-
ponente G; nicht konstant ist. Andernfalls lieferte Identitéitssatz, dass f auf ganz C
konstant ist, was wir im Vorfeld ausgeschlossen hatten. Nach dem Satz von der Ge-
bietstreue ist dann f(G;) fiir jede Zusammenhangskomponente G; von U wiederum
ein Gebiet, also insbesondere offen. Damit ist auch nach de Axiomen einer Topologie
auf C die Vereinigung aller f(G;) wiederum offen, d.h., f(U) ist offen.

(e) Diese Aussage ist falsch. Angenommen, es gidbe ein bijektives holomorphes
f:C — E. Dann ist f insbesondere eine beschrinkte ganze Funktion. Der Satz von
Lioville liefert nun, dass f bereits konstant sein muss. Dann gilt aber f(0) = f(1),
im Widerspruch zur Bijektivitdt von f.

(f) Diese Aussage ist falsch. Angenommen, es gibe eine holomorphe Funktion f :
C\ {0} — C mit der Eigenschaft, dass f'(z) = 1/z. Dann hat die holomorphe
Funktion g : C\ {0} — C eine Stammfunktion. Andererseits gilt

d

i = / 2o, (640)
9E <

im Widerspruch zum Cauchy’schen Integralsatz fiir auf einem Gebiet definierte ho-

lomorphe Funktion mit Stammfunktion. 0

Aufgabe 43 Sein € N.

(a) Gesucht sind alle Nullstellen mit echt positivem Realteil fiir die Funktion f :
C— C,z+ 2" — 1. Sei ¢, := exp(27i/n) eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann
gilt (" = exp(2min/n) = exp(2mi) = 1, d.h., (, ist bereits eine Nullstelle von f. Die
Nullstellen z, von f sind weiterhin gegeben durch z;, = ¢* fiir k € {0,1,2,....,n— 1},
wie man durch Einsetzen leicht bestétigt. Da jeweils R[z;] > 0, also cos(27k/n) > 0
ist k € {l € Ng|0 <1 < n/4|} U{l € Ng[3n/4] <1 < n — 1}, denn cos(z) > 0
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fir x € (0,7/2) U (37/2,2m) fiir insgesamt zuléssiges x € (0,27). (b) Sei z fiir ein
n € N eine der Nullstellen von f(z) = 2" — 1 mit R[z] > 0. Zu zeigen ist, dass dann
w = z+2""! eine reelle Zahle echt grofer als 0 ist. Wir sehen zuniichst, dass 2"~ ! =
271, da z nach Voraussetzung Nullstelle von f(z) = 2™ — 1 ist und dieses Polynom
genau n Nullstellen auf dem Rand JE des Einheitskreises hat, also 27! € C existiert.
Damit finden wir zunéchst die Darstellung w = 2 + 2~!. Wir verwenden nun, dass
f(z) =0 =|z] =1 folgt, also z,2~! € JE. In dieser Situation gilt 2z = 1 = 227,
also 27! = z. Folglich kénnen wir w auch schreiben als w = z + z. Nach Definition
des komplex Konjugierten gilt also w = (R[z] + R[2]) + i(S[z] — S[z]) = 2R[2]. Da =
nach Voraussetzung dariiber hinaus eine Nullstelle von f mit der Zusatzeigenschaft
R[z] > 0 sein soll, finden wir w = 2R[z] > 0, also ein reelles und strikt positives w.
(c) Sei nun n = 5. Die einzigen Nullstellen von 2° — 1 mit positivem Realteil sind
nach Fall 4 aus (a) gegeben durch zy = 1,27 = exp(27i/5) und z4 = exp(87i/5).
Da zp = 29 = 1, kénnen wir den Fall, dass w = 2y + 2 ausschlieBen, denn laut
Voraussetzung ist w = 2 unbeachtlich. Es gilt also w = 2z; + zf = 21 + z4 bzw.
w = 24 + 2] = 24 + 21, denn z} = exp(167i/5) = exp(wi/5) = z;. w = 21 + 24 ist
also eindeutig bestimmt. Nun gilt w? = z% + ZZ + 22121 = 29+ 23 + 2, weil 2z = z3.
Damit finden wir w? +w = 21 + 25 + 23 + 24 + 2. Es ist bekannt, dass sich die Summe
der Nullstellen des Polynoms 2" — 1 zu 0 addieren, wie man leicht {iber die endliche
geometrische Reihe einsieht. Daher gilt 0 = 29 + 21 + 20 + 23 + 24. Da zp = 1 gilt

21 4 29 + 23 + 24 = —1 und wir finden w? +w — 2 = —1, also w? + w — 1 = 0, wie
behauptet. Fiir den gesuchten Winkel a € (0, 7) gilt a = 7/5, wie man direkt aus
den anfiénglichen Uberlegungen sieht. OJ

Aufgabe 44 (a) Gesucht ist die Ordnung der Nullstelle zg = 0 der offenbar ganzen
Funktion f(z) = 6sin(2?) 4+ 23(2% — 6). Wir sehen:

lim (M> = 61lim (M) + lim (M) =6-1+(—6)=0, (641)

z—0 23 z—0 23 z—0 23

wobei wir die Rechenregeln fiir Grenzwerte verwendet haben. Um nun die Ordnung
der Nullstelle zu bestimmen, fithren wir eine Taylor-Entwicklung von sin(z3) durch.
Es gilt

> k 6k+3 5 0
— 42
620 %H 62 + 2 (642)
_ 3 3 9 9 - (—1)k20k+3
_<6Z —62>—(Z —Z)+6ZW

k=2

(643)

> 6k

= Z (644)

k=0

Durch g : B{(0) — C,z — g(z) wird fiir ein beliebiges ¢ > 0 eine holomorphe
Funktion wie folgt erklart

Gk

1 oo
=5 ;.; (645)

159



Insbesondere gilt ¢g(0) = 1/20 # 0, d.h., g hat keine Nullstelle bei z = 0. Fiir
die urspriinglich zu untersuchende Funktion f finden wir die Produktdarstellung
f(z) = 2%g(2) fiir alle z € B.(0) fiir beliebiges ¢ > 0. Hieraus konnen wir die
Ordnung der Nullstelle von f bei z = 25 = 0 zu 15 ablesen.

(b) Sei b > 0. Zu zeigen ist

/000 exp(—x?) cos(2bx)dr = g exp(—b?). (646)

Wir stellen zunéchst fest, dass das uneigentliche Riemann-Integral dank des expo-
nentiellen Abfalls ~ exp(—z?) existiert. Ferner sehen wir, dass

[e.e] 1 oo
/ exp(—x?) cos(2bx)dr = 3 / exp(—2?) cos(2bx)dx, (647)
0 —00
dank der Symmetrie der Integrandenfunktion unter x — —z. Infolge der Existenz der
uneigentlichen Riemann-Integrals von oben, existiert auch das doppelt uneigentliche
Riemann-Integral und es gilt (Grenzwertunabhéngigkeit)

00 R
/ exp(—a?) cos(2bx)dr = lim exp(—x?) cos(2bx)dz. (648)

0o R—o0 _R

Wir definieren nun die Funktion f : C — C, z — exp(—2?). Sie ist holomorph. Wir
betrachten nun den Weg g : [0,4] — C gegeben durch

— R+ ibt 0<t<l1

) —R42RE-1)+ib 1<t<2
Ta(t) = R+ib(2—1t) 2<t<3 (649)

R — 2Rt 3<t<4

Dies ist Weg, der den Rand eines im Uhrzeigersinn durchlaufenen Rechtecks in der
komplexen Ebene mit Eckpunkten £R 4 0 -7 und £R + b stetig und fast iiberall
C'-regulér parametrisiert. Da f in einem das von Spur(7,) eingeschlossenen und ein-
fach zusammenhéngenden Gebiet beinhaltetenden und einfach zusammenhéngenden
Gebiet holomorph ist, liefert der Integralsatz von Cauchy

j{ f(z)dz =0. (650)

Wir expandieren das Kurvenintegral aus und formen durch Substitution um

R b b
/ exp(—t2)dt=/ exp(—(—R+it))dt+/ exp(—(R —i(b—t)))dt
R 0 0 (651)

R
+ e / exp(—(t* + 2ibt))dt.
-R

Im Limes R — oo tragen die ersten beiden Integrale auf der Rechten Seite nicht bei,
da sie wie exp(—R) gegen 0 gehen. Wir erhalten also
R R

lim [ exp(—t*)dt =€ lim [ exp(—(t>+ 2ibt))dt. (652)
R—oo J_p R—oo J_p
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Laut Hinweis evaluiert die linke Seite zu /7. AnschlieBendes Bilden des Realteils
auf beiden Seiten liefert

R
VT =€ lim exp(—t?) cos(2bt)dt. (653)
R—o0 _R
Umformen liefert nun
oo R
/ e cos(2bx)dx = Rlim exp(—z?) cos(2bx)dz = e /7 (654)
—00 — 00 _R

und mit den eingangs angestellten Symmetrieiiberlegungen erhalten wir
/ e~ cos(2bx)dx = g exp(—b?), (655)
0
wie behauptet. 0

Aufgabe 45 Sei D = {z € C||z| < 1}.

(a) Zu zeigen ist die Nicht-Existenz einer holomorphen Funktion f : D\ {0} — C
mit der Eigenschaft f(z)® = z. Angenommen, es gibt eine holomorphe Funktion f
mit den beschriebenen Eigenschaften. Dann ist f in einer punktierten Relativum-
gebung der 0 beschrinkt: Fiir z € By(0) \ {0} gilt ndmlich |f(2)3] = |f(2)]* = |z],
also |f(2)]* < 1 und damit |f(z)] < 1 wegen Bijektivitéit der reellen dritten Wur-
zelfunktion ¢/~ auf [0, 1]. Laut Riemann’schen Hebbrkeitssatz, angewendet auf das
auf D\ {0} holomorphe f, ist f holomorph auf D fortsetzbar. Wir bezeichnen diese
Fortsetung mit g. Insbesondere gilt g(0) = lim, o f(2) = 0, denn 0 = lim, o2z =
lim, 0 f(2)* = (lim,_0 f(2))3. Damit hat g bei z = 0 eine Nullstelle der natiirlichen
Ordnung n. Der Fall, n = oo, ist ausgeschlossen, da ansonsten der Identitétssatz auf
D fiir g lieferte, dass g = 0. Wegen ¢(2)® = z auf D fiihrte dies auf den Widerspruch
g(1/2)> = 0 = 1/2 € D. Also ist n endlich. Also hat g endliche Nullstellenord-
nung n. Wegen ¢g(z)> = z auf D ist dann 2z = 0 eine 3n > 3-fache Nullstelle von
h:D — C, z+— z. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass z = 0 einfache Nullstelle
von h ist, also insbesondere Ordnung < 3 hat. Damit war die Annahme, es géibe ein
f wie beschrieben, falsch. Ein holomorphes f mit den beschriebenen Eigenschaften
existiert also nicht.

(b) Zu kldren ist die Existenz einer holomorphen Funktion f : C — C mit den
Eigenschaften |f(z)| = 2 fiir z mit |2| = 1 und

1 2

2 | Jlexp(in)d=1. (656)

Angenommen, ein holomorphes f mit den beschriebenen Eigenschaften existiert.
Dann ist f auf einem D umschlieBenden Gebiet holomorph. Laut Cauchy’scher Inte-
gralformel gilt dann fiir den einfach positiv durchlaufenen Rand des Einheitskreises

1 f(z), 1 [*" flexp(it))iexp(it)dt 1 [*7
JO =559 === | oot o),

f(exp(it))dt.
(657)
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Zusammen mit der Voraussetzung, dass die rechte Seite 1 ist, gilt also f(0) = 1.
Andererseits liefert das Minimumsprinzip, dass

min |f(z)] = min [f(2)] = 2, (658)

was f(0) = 1 widerspricht. Eine holomorphe Funktion wie beschrieben existiert also
nicht. O

Aufgabe 46 Wir definieren die Funktion f : R\ {0} — R,z — sin(z)/x.
(a) Wir behaupten, dass f zu einer ganzen Funktion fortgesetzt werden kann. Hierzu
definieren wir

1)k 2k

2k + 1) (659)

g:C—C Z|—>Z

Der Potenzreihenausdruck hat nach dem Quotientenkriterium den Konvergenzradius

(=) '(2n+1)!
(=1)*(2n —1)!

r = lim
n—oo

= lim(4n”® 4 2n) = oo, (660)
n—0

sodass g eine ganze Funktion definiert. Wir sehen ferner, dass auf C \ {0} gilt

> k 2k 1 e (_1)kz2k+1 B sin(z)

z% 2k+1 Zk:o 2k+1)! =z

(661)

Schranken wir die rechte Seite weiter auf R\ {0} € C\ {0} ein, so erhalten wir g(z) =
sin(z)/x = f(x) fur alle x € R\ {0}. Mit anderen Worten ist g die (holomorphe)
Fortsetzung von f auf ganz C. Damit ist f zu einer ganzen Funktion fortsetzbar.
(b) Wir sollen nun zeigen, dass f uneigentlich Riemann’sch integrierbar ist iiber
ganz R. Hierzu beachten wir, dass fiir z € R\ {0}.

-3 {6—} . (662)

T

sin(x)

T

Die Funktion h : C\ {0} — C,z ~ exp(iz)/z hat bei z = 0 eine Polstelle erster
Ordnung, wie man anhand der Laurententwicklung, deren Hauptteil nach ~ 271
abbricht, leicht verifiziert. Wir definieren nun fiir beliebiges ¢ > 0 jeweils die neue
Hilfsfunktion A, : C\{—ie} — C, z — exp(iz)/(z+ie€). Diese ist in der ganzen oberen
komplexen Halbebene und auf der reellen Achse holomorph und hat insbesondere in
dem so definierten Abschluss der oberen komplexen Halbebene keine Singularitéten.
Der Integralsatz von Cauchy liefert nun

0= /he(z)dz, (663)

wobei 7 := 7, % 7, die Konkatenation von 7 : [-R, R] — C,t +— t und 75 : [0, 7] —
R,t — Rexp(it) ist. Wir finden damit

0= /R exp(z'?c)dx +i/7r exp(—Rsint) exp(-iR cos t)ReXp@t)dt. (664)
0 Rexp(it) + i€
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Das letztgenannte Integral verschwindet exponentiell fiir R — co. Fiir das erstge-
nannte Integral verwenden wir den Satz von Plemlj, der liefert

i [0 L p { /_ ! eXp—(m)] , (665)

e—=0t J_p & + 1€ R T

wo P den Cauchy’schen Hauptwert bezeichnet. Ubergang zum Limes R — oo er-
laubt, die beiden Ergebnisse zu kombinieren:

R . R .

exp(ix exp(iz

0= lim lim ol - )dac = —im + lim p(iz)
R—ooe—0t J_p T+ 1€ R—oo |_p z

dz, (666)

wobei verwendet wurde, dass der Beitrag vom Integral iiber Halbkreisbogen fiir
R — oo verschwindet. Damit erhalten wir durch Umstellen und Vergleich von Real-
und Imaginérteil schliefllich die Ergebnisse

0= /_ T oos@) g = /_ S sin@) (667)

i T

[e.9] o0

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie der Funktion f haben wir damit gezeigt,
dass f tatsichlich doppelt uneigentlich iiber R integrierbar ist, mit dem Wert 7 fiir
das Ergebnis der Integration.

(c) Wir zeigen nun noch, dass f iiber R nicht absolut integrabel ist, d.h., dass |f|
nicht im doppelt-uneigentlichen Sinne Riemann integrierbar ist. Dazu verwenden
wir, dass | f| eingeschréinkt auf das Intervall I, := [km, (k+1)7] jeweils konkav ist, fiir
eine beliebige Wahl von k € Z. Insbesondere ist auf eben diesen Iy: |sin(z)| > fi(z),
wobei fr : R — R definiert ist durch

1-— “*/k” fir z € [k, (k+1/2)7]
fulx) = = i o e ((k+ 1/2)7, (k+ D)) (668)
0 sonst

Wir nehmen nun an, dass f absolut integrabel im oben beschriebenen Sinne wiére.
Da suppfr = I, und die I} bis auf eine diskrete Nullmenge R disjunkt zerlegen,

oo>/yf )| da >Z 22 Jel@) 4o >22 dz, (669)

keZ
wegen Symmetrie. Im letzten Schritt haben wir den Beitrag iiber das Intervall I
unter Einfithrung eines >-Zeichens vernachléssigt. Zusétzlich kann man |1/x| >
|1/((k 4+ 1)m)| auf Ix>; abschétzen. Das liefert dann:

= [ fa(z) = 1 1 >
ftens> 23" [ EBarx 3t =3 gy 60

Die letzte Reihe ist aber eine als divergent bekannte harmonische Reihe. Das erzeugt
den Widerspruch zur Annahme, f wére absolut integrabel. Damit ist f nicht absolut
integrabel. 0
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Aufgabe 47 Seip: C — C ein Polynom und +,,, der positiv orientierte Rand der
Kreisscheibe mit Radius » > 0 und Mittelpunkt w. Wir behaupten, dass

/ p(2)dz = 2rir®p (w). (671)

Sein = deg p. Da p Polynom, ist n endlich. Dann gibt es komplexe Zahlen ag, a4, ..., a, €
C, sodass fiir alle z € C:

p(z) =Y ar(z — w)". (672)

Taylor-Entwicklung stellt dabei sicher, dass
(k)

i C)
k!

Damit rechnen wir das Konturintegral aus:

Vk=0,1,..n. (673)

(674)

Im Falle k # 1 ist £ — 1 # 0 und wir kénnen das verbleibende Integral wie gewohnt
berechnen

A

- —0. 675
k41 (675)

exp(—i(k — 1)¢)
—k+1

/0 " exp(—i(k — 1)¢)dg =

¢=0

Im Falle k& # 1 gibt es also keinen Beitrag. Im Falle & = 1 ist exp(—i(k — 1)¢) =
exp(—i(1 —1)¢) = 1 und damit

2 2
/ exp(—i(k — 1)¢)do =" / 1-d¢ = 2r. (676)
0 0

Mit diesen beiden Ergebnissen finden wir

k=0
M (677)
o p (w) 7;,’,,1—"-1 . 27T
1!
= 2mir?p/ (w).
Damit ist die behauptete Gleichung bewiesen. U
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Aufgabe 48 Zu zeigen sind die folgenden Aussagen.
(a) Die folgende Reihe hat den Konvergenzradius p = 1/2:

[e.e]

2

n=0

(2n)!
2n(n!)?

2" (678)

Wir definieren die Folge (ay,)nen durch

Ap =

(2n)!

2 (nl)? Vn € N.

(679)

Zur Berechnung des Konvergenz-Radius wenden wir das Quotientenkriterium an:

r = lim
n—oo

= lim

an

Ant1
(2n)127+ ((n + 1)1)?

n—oo

(2n + 2)127(n!)?
2-(n+1)?
(2n+2)(2n+1)

1 n+1

20+ 1/2’
11+2
21+ L

lim
n—oo

(680)

lim
n—oo

lim
n—oo

1
27

wie behauptet. 0]
(b) Sei E = {z € C||z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe und D C C eine
diskrete Teilmenge. Zuletzt sei eine holomorphe Funktion h : C\ D — E gegeben.
Wir zeigen, dass dann bereits h konstant ist. Sei dazu zy € D beliebig. Da D nach
Voraussetzung diskret ist, finden wir eine offene Umgebung U C C mit 2z, € U und
UND\{z} = 0. Damit ist h|(n .3 holomorph und beschrénkt, da h(U\ {z}) C E
und letzteres eine beschréinkte Menge in C ist. Der Riemann’sche Hebbarkeitssatz
liefert nun, dass 2, eine hebbare Singularitdt von h ist. Beliebigkeit von zy € D
impliziert, dass wir h : C\ D — C zu einer ganzen Funktion H : C — E fortsetzen
kénnen, sodass H|c\p = h. Die Funktion H hat die Eigenschaft, dass H(C) C E, ist
also insbesondere beschrinkt. Nach dem Satz von Liouville ist aber jede beschrankte
ganze Funktion bereits konstant. Also finden wir, dass auch H konstant ist, und
damit, wegen der Fortsetzungseigenschaft, auch h = H|c\p konstant ist. 0
(c) Sei nun Ky51(0) = {z € C|0.5 < |z] < 1}. Wir behaupten, dass f : K51(0) —
C,z + 27! nicht gleichméfiig durch Polynome (p,,)nen approximiert werden kann,
d.h., dass es keine Folge von Polynomen p, : Ky5:(0) — C,z — p,(z) gibt, die
die Eigenschaft lim, ,,, p, = f gleichméBig haben. Angenommen, es sei (py,)nen
eine Folge von Polynomen mit den soeben beschriebenen Eigenschaften. Nach dem
Satz von Lebesgue iiber die gleichméfige Konvergenz gilt fiir die Randkurve v von
0By.75(0) € Ko51(0) (einfach und im positiven Sinne durchlaufen),

21 = / / lim p,(z
n—oo

z)dz = lim
n—oo '7

pn(z)dz = lim [0]

n—oo

=0, (681)
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wobei im vorletzten Schritt verwendet wurde, dass p, als Polynomfunktion auf
B1(0) 2 Byz5(0) nach dem Identitéitssatz holomorph fortgesetzt werden kann und
das Kurvenintegral von der Fortsetzung von p,, entlang v nach dem Integralsatz von
Cauchy verschwindet. Da 27¢ # 0 haben wir den Widerspruch zur Annahme, es gébe
eine Folge an Polynomen mit den beschriebenen Eigenschaft. Die Annahme war al-
so falsch und f kann nicht auf Kj5;(0) gleichméfig durch Polynome approximiert
werden. OJ

Aufgabe 49 Gegeben sei die holomorphe Funktion f : C\ {—i,0,i} — C,z —
2/(z(z* +1)). Wir definieren ferner die Gebiet A; = Ky 1/2(0), Ay = Ko1(i) sowie
As = Ky 3(i). Wir bestimmen in jedem der drei Fille die Laurent-Entwicklung von

f.

e Fuall Ay: Hier ist der Entwicklungspunkt zy = 0 und wir kénnen wegen z €
A; & 0 < |z] < 0.5 die geometrische Reihenformel anwenden:

2
2t
(=)

2 o0
—— Z(_1>k22k
2 (682)
2 o0
=24 Z(_Dkz%—l
Z
k=1

o0

2
_ ¢ L)L 2K
. +k2;( )z

e Full Ay: Wir stellen fest, dass 22 +1 = (2 +4)(z — 7). Entsprechend schreiben
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wir f um:

! ) (683)

k=0 k=0
1 001_2k+1 ‘k:
=—2_Z.+Z(2i>—m<z—z> :
k=0

Hierbei haben wir wiederum die geometrische Summenformel verwendet, denn
fir z € Ay gilt 0 < |z —i| < 1.

e Full Az: Wir stellen fest, dass z € Ky 3(i) insbesondere 1/3 < |z —i| ™t < 1/2
impliziert. Entsprechend schreiben wir, die Rechnung aus Fall (2) modifizie-

rend,
2 11
f(z):z—i (z+i_;>
2 1 1
_z—i(%—(z’—z)_i—(i—z))
2 1 1
C—ipl1-2E 1 & (684)

2 — (@) &
T (i (Z (2= i) <z—z’>k>

k=0 k=0
= 228 — 1)
p (z —q)k+2

wobei wir 1/3 < |i/(z —i)] < 1/2 und 2/3 < |2i/(z —i)| < 1 fur z € Aj ver-
wendet haben, um die geometrische Summenformel wie dargestellt anwenden
zu koénnen.

Entsprechend wir fiir den Weg « : [0, 27] — C,t +— 0.5 exp(it), dass

7{ f(z)dz=2-1-2mi = 4mi, (685)
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da der relevante Koeffizient der Laurent-Entwicklung von f um zp = 0 a_; = 2
ist. Fiir das Wegintegral entlang 5 : [0,27] — C,t — 4exp(it) berechnen wir die
Residuen von f in By(0). Alle Singularitéten von f sind isoliert und liegen in B4(0)
als einfache Polstellen. Entsprechend finden wir Res(f,0) = 2, Res(f,i) = —1 und
Res(f, —i) = —1. Da g den Rand 0B4(0) einfach im positiven Sinne durchlauft,
liefert der Residuensatz

f{f(z)dz —omi 1 (24 (=1) 4+ (=1)) = 0. (686)
B
U

Aufgabe 50 Gegeben ist die Funktion f : C\{—2,—4,i} — C, 2z + 1/((24+2)?(2*+
1)). Sie ist auf dem gesamten Definitionsbereich holomorph und hat die dreifache
Polstelle zy = —2 sowie die beiden einfachen Polstellen z; =i und z_ = —1.

(a) Gesucht ist zunéchst die Laurent-Entwicklung von f um zy = —2. Hierzu beach-
ten wir, dass Partialbruchzerlegung liefert

1 1 11 11 (687)
14+22  (z—i)(z+1i) 2iz—1i 2iz+i

Ferner finden wir fiir die Laurent-Entwicklung von z + (z —4)™! und 2 + (2 +14)~!

um 2y = —2, dass

1 1 1 —2 — i = (24 90)* N
i 24il-22Z 5 2y Y (688)
—i k=0
1 1 1 24 i o= (2 —0)F
— = T > = (z +2)". (689)
2+z k=0

Hierbei ist die erste Gleichung giiltig fiir alle 2 € C mit |z + 2| < |2 — i| = v/5 und
die zweite fiir alle 2 € C mit |2| < |2 + 4| = v/5. Damit finden wir

00 ')k+1

(2 +0)k+? (2 —1 A
- 2
f(z o 2 - ;0: (2 +2) (690)
—4 —6/5 —4/25 (2 Q)R (2 — gk N
_ 2)*.
Gr2P (2122 2a2 +kZ:o T (z+2)
(691)

Fiir den Konvergenzradius fanden wir fiir die problematischen Terme ~ (z —4)~!, ~
(2 +1)~! aus der geometrischen Reihenformel 7 = 5, d.h., die Reihenausdriicke kon-
vergieren absolut und punktweise auf Bs(—2). Ausschluss der dreifachen Polstelle
bei zy = —2 liefert dann das Konvergenzgebiet Ky 5(—2) und der Konvergenzradius
der angegebenen Reihenentwicklung ist r = 5.

(b) Gesucht ist nun das geschlossene Konturintegral von f iiber 0By(—1). Wir stel-
len fest, dass |i — (—1)| = /2, | =i — (—1)| = V2 und | — 2 — (—1)| = 1. Damit gilt
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i, —i,—2 € By(—1). Wir berechnen das Integral durch Anwendung des Residuensat-
zes:

7{ )iz =2mi S n(@By(—1), 2)Res(f, 2)
6B2(-1) 2e{-2,—i,i}
(692)
= 2mi Z Res(f, z),

ze{—2,—14,i}

da der nach Aufgabenstellung gewéhlte Weg so orientiert ist, dass dBy(—1) einfach
positiv durchlaufen wird. Es verbleibt also die Residuen zu bestimmen. Wir finden
die Residuen an den einfachen Polstellen z4 = 44 zu

L B 1 (22— i)3
: —1 —(2+14)?
Fiir die Polstelle dritter Ordnung verwenden wir, das bekannte Resultat
Res(/. ) = lim [ 2-E(f()( — 20)")
es(f,z) = zgrzlo 51 4.2 2)(z — 2o
1 I d -2z
= - m ——————
2 z25-2dz (14 22)?
1 I —2(1+ 2%)% + 42%(1 + 2°)
= — lim
2 z-2 (14 22)* (695)
—5242-4-5
15
R
_ 3
125
Damit finden wir
(2= -2+ 3
dz = 27i -
7{932(_1) J(2)dz = 2mi ( 2500 2501 125
1— 12041 — 122 3
= 27 - (696)
" ( 2507 * 125)
_ —16m
125
O

Aufgabe 51 (a) Gegeben sei eine holomorphe Funktion h : C — C,z — h(z)
mit h(z)) # 0 fiir ein bestimmtes zy € C. Definiere die meromorphe Funktion
f:C\ {2} — C,z— h(2)/(z — 20)% Gesucht ist ein Ausdruck, um das Residuum
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von f bei z = 2y zu berechnen. Nach Definition des Residuums gilt

2miRes(f, z0) = lim f(z)dz
e—0t 9Bc(z0)
= lim hz) de
=0t Jop, (2 Z - ZQ

0)
= 27t lim {L% ]
e—0+ | 2 ABc(z0) (Z
o ) h(2) (697)
=2m i [% f a—gL ) (Tg) dZ]
=2mi lim —

1 h(z) ]
— dz
e—0t df £=20 [2 9B (z0) zZ — f

= 2mi lim h'(z)
e—0t

= 27Tih/(20),

sodass Res(f,z9) = h/(zp). Wir haben hierbei die Cauchy’sche Integralformel ver-
wendet.

(b) Fiir die Funktion f : C\ {-2i,2i} — C,z — 1/((4 + 2%)?) sind alle iso-
lierten Singularitdten in C samt Typ und ggf. Polstellenordnung anzugeben. We-
gen lim, ,9; |f(2)] = oo und lim,, o |f(2)] = oo haben wir bei z; = 2i bzw.
z_ = —2i jeweils eine nicht-hebbare Singularitéit vorliegen. Zu entscheiden ist, ob
es sich um eine wesentliche Singularitdt oder eine Polstelle handelt. Dazu stellen
wir fest, dass lim,,.. (1/f'(2)) = 0 jeweils fir z — z; bzw. z — z_. Anderer-
seits finden wir, dass lim,,,, [1/f"(z)| = lim,_,,, [2(4 4+ 2?) + 42%| = 16 # 0 und
lim, ., [1/f"(2)] = lim,, |2(4 + 2*) + 42%| = 16 # 0. Da das Zihlerpolynom von
f gleich 1 ist, hat das Nennerpolynom von f eine doppelte Nullstelle jeweils bei
2 =zy = 2i bzw 2z = z_ = —24. Damit haben wir jeweils eine Polstelle der Ordnung
2 bel z = z4 = £24.

(c) Gesucht ist nun der Wert des Integrals

/f d:x—/ (4f—12) (698)

Da der Grad des Nenner-Polynoms > 1 ist und das Nennerpolynom entlang der reel-
len Achse keine Nullstellen hat, liefert uns ein Resultat aus der Integrationstheorie,
dass das doppelte uneigentliche Riemann-Integral iiber f existiert. Insbesondere gilt

| e = gim [ Z f(@)da. (699)

Wir betrachten den geschlossenen Halbkreisbogen in der oberen komplexen Halb-
ebene, definiert als Konkatenation von v, : [-R,R] — C,t +— t und v, : [0,7] —
C,t — Rexp(it). Dann ist fiir R > 2 laut Residuensatz

a
dz

1 T

JEMz = LRl 2 =) = | Grap ~ 16

Y1*7Y2

(700)

170



Hierbei wurde verwendet, dass 7, % v, die Polstelle z = 2z, = 2i einfach im positiven
Sinne umschliefit. Andererseits konnen wir die Rechenregeln fiir Konkatenationen
von Wegen in der komplexen Ebene verwenden, um zu erhalten

R N iR exp(it)
dz = d . 1
[ see= [ g [ (701)
Wir schétzen das zweite Integral fiir hinreichend grofie R > 2 ab
T iR exp(it) /’T iR exp(it)dt R R—oo
< : 2
/0 TT Repin)| = ), |07 Rep@n)e| = a—me & (12

Im vorletzten Schritt haben wir im Nenner die umgekehrte Dreiecksungleichung
verwendet. Mit dem soeben erzielten Ergebnis finden wir das gesuchte Integral wie
folgt

00 R T
/oo f(z)de = Blgr;o 7Rf(x)dx =T (703)

O

Aufgabe 52 (a) Sei f : C\ {0} — C holomorph und erfiille die Abschéitzung
|f(2)] <1+ |22 fiir alle z € C\ {0}. Zu zeigen ist, dass f dann von der Form
f(z) =a+b/z+c/2? fiir z € C\ {0} mit geeigneten a, b, c € C ist. Da f holomorph
auf C\ {0} ist, hat f eine Laurententwicklung auf K, . (0) von der Gestalt

f(z) = _Z apz® + i apz®. (704)
k=0

k=—0oc0

Wir sehen, dass fiir |z| — oo der Hauptteil der Laurentreihe nicht zu limy.| . | f(2)]
beitrigt. Angenommen, es gébe ein N > 0, sodass ay # 0. Dann ist

lim \f(z)/zN\ > |an]. (705)

|z]—o0

Die Abschiitzung |f(z)| <1+ |z|7% auf C \ {0} liefert aber

lim [f(2)/2"] < lim (]| +[2]77%) =0,

im Widerspruch zu ay # 0. Daher ist ay = 0 fiir alle N > 0. Wir verbleiben also
mit einer Laurentreihe der Form

f(z) = i arz” + ag. (706)

k=—o00

Wir definieren nun w = 1/z und driicken f durch die neue Koordinate w aus

faw) = a_juw”. (707)
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Angenommen, es gibe ein a_y fiir k > 2, sodass a_j # 0, dann ist

lim f(z(w))/w® > |ax| > 0. (708)

|w|—o00

Andererseits liefert die Abschétzung |f(z(w))] <1+ |z(w)|™? =1 + |w|?, dass

Jim[F(()/ut] < Tim (o] + o] < 0, (709)
w|—r00 w|—r00

da k£ > 2. Damit ist gezeigt, dass alle a_; = 0 fiir £ > 2 und mittels Umbenennung
ag =a, a_; = b, a_s = ¢ finden wir, dass f also nur von der Form

b ¢
—atot+ S 1
f(2) at—+— (710)
sein kann. Die a,b,c € C sind dabei geeignet in dem Sinne, dass |f(z)] < 1+ |22
auf C\ {0}, waren aber nicht weiter zu spezifizieren.
(b) Seien f,g : C\ {0} — C holomorph und habe g einen Pol der Ordnung & bei

z = 0. Zudem gelte fiir alle n € N, dass

6)-()

Zu zeigen ist, dass f = g oder f hat eine wesentliche Singularitdt bei z = 0. Da g
einen Pol der Ordnung & bei z = 0 hat, gibt es eine holomorphe Funktion h, : C — C,
sodass hy(0) # 0 und g(z) = hy(z)/z* fiir alle z € C\ {0}. Wir definieren nun eine
holomorphe Funktion h; : C\ {0} — C, z + 2¥g(z). Dann gilt insbesondere

hi(1/n) = hy(1/n) (712)

fir alle n € N. Hétte nun hy eine Polstelle der endlichen Ordnung > 1, so wére
lim,, 0 |hf(1/n)| = co. Das steht aber im Widerspruch dazu, dass fiir alle € > 0
ein N € N existiert, sodass fir alle n > N die GroBe |hy(0) — hf(1/n)| < €, d.h.,
(hf(1/n))nen gegen hy(0) # 0 konvergiert. Daher kann hy keine Polstelle endli-
cher Ordnung haben. Also kann Ay nur entweder eine hebbare Singularitit besitzen
bei z = 0 oder eine wesentliche Singularitdt. Denn dann ist hy so gewidhlt, dass
h¢(1/n) = hy(1/n) fur alle n € N und h,(0) = lim,_,o h¢(1/n), was wegen der
Dichtheit des Bildes in C eines Umgebung der wesentlichen Singularitét unter /s
nach Casaroti-Weierstral moglich ist. Entsprechend hat mit hy auch f eine we-
sentliche Singulartdt bei z = 0. Wir bezeichnen die Fortsetzung von h; im Falle
einer hebbaren Singularitét wieder mit hy. Hat hy eine hebbare Singularitét, so gilt
h¢(0) = hy(0) nach Grenziibergang n — oo in der oben angegebenen Gleichung. Da
M = {n~tn € N} U {0} C C wegen lim, .o, 1/n = 0 € M einen Hiufungspunkt
besitzt, ist M nicht-diskret. Zusammen mit hy(z) = hy(2) fir alle z € M liefert der
Identitétssatz dann hy = hy auf C. Somit ist nach Division von hf|c\qoy = hglc\foy
durch 2* fiir z € C\ {0} dann auch f = g auf C\ {0}.
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Aufgabe 53 Gegeben sei die, offenbar ganze, Funktion f : C — C,z — (2% +
472) sin(2).

(a) Zu berechnen sind alle Nullstellen der Funktion. Es gilt f(z) = 0 genau dann
wenn 22 4+ 47% = 0 oder sin(z) = 0. Da 22 + 47% = 0 & z € {—27, 27} und, wie
aus der Vorlesung bekannt, sin(z) = 0 < z € 7Z, finden wir die Nullstellenmenge
N[f] ={m-klk € Z} U{2mi, —2mi}. Wir halten bereits fest, dass 7 - k fiir alle k € Z
eine einfache Nullstelle von f(z) ist, denn sonst wire die Ordnung der Nullstelle 7 -k
zumindest > 2. Dann wiire aber f'(7- k) = 0, was wegen f'(z) = 2zsin(z) + (22 +
472) cos(z) zu dem Widerspruch 0 = (—1)*(k* + 4)7? fiihrt. Also sind tatséchlich
alle Nullstellen von f aus 7 - Z einfach. Da 22 + 47?2 in teilerfremde Linearfaktoren
in C[z] zerfllt, sind ebenfalls die Nullstellen £27i einfach.

(b) Zu berechnen sind die Residuen von g : C\ N[f] — C,z — 1/f(2) fir z €
nZ. Wie in Teil (a) festgestellt, handelt es sich bei den Nullstellen von f jeweils
um einfache Nullstellen, sodass g jeweils Polstellen der Ordnung 1 bei z € N|[f],
insbesondere also bei z € nZ, hat. Laut Vorlesung kénnen wir dann fiir beliebiges
aber festes k € Z das gesuchte Residuum berechnen als

Res(1/f,z=k-m) = lim [ ek }

(22 + 47?)sin(z)

1 _
B L S N (T el (713)
2—km 22 + 472 z—kT Sll’l(Z)

B 1
GG

wobei wir den Grenzwert im zweiten Faktor durch Reduktion auf die komplexe
Ableitung berechnet haben:

lim z—km = lim @k
amkr \ sinz ) zokr \sin(z — k) cos(km) + cos(z — km) sin(k)

~ o (2 (5))

_ (_11)k (hino sin(z;)l = Bin(()))l

(c) Gesucht ist eine Skizze (hier also Beschreibung) der Menge M = {t —i cos(t)|t €
[—m, 7]} U{z € C|Q[z] > 1,|z — i|] = w}. Identifizieren wir C vermoge (x,y) =
(R[z], 3[z]) mit der Ebene, so entspricht M gerade (id, — cos)([—m, 7] )U(OB,((0,1))N
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{(x,y) € R?|y > 1}). Den gesuchten Weg T : [0, 27r] — C, dessen Spur M ist, geben
wir wie folgt an:

F(t):{ (2t —7) —icos(2t —7m) 0<t<m (714)

i+ exp(i(t —m)) T<t<2mw

Dieser Weg ist stiickweise C', also eine Kurve, und ferner geschlossen, denn I'(0) =
(—m,1) =I'(27m). Aus der Angabe ist direkt ersichtlich, dass Spur(I') = M.
(d) Zu berechnen ist nun das folgende Kurvenintegral

dz

=5y (715)
Wir kénnen den Wert des Integrals mittels Residuensatz berechnen. I' berandet ein
einfach zusammenhéingende Gebiet D C C, in dem die (Teil-)Menge Mp = {0} C
N{[f] der Polstellen von 1/f liegt. Per Inspektion der geschlossenen Kurve I' in
Teil (c) sehen wir, dass die einzige in D liegende Polstelle bei z = 0 einfach und
positiv umlaufen wird. Also gilt n(I',0) = 1 fiir die Umlaufzahl. Aus Teil (b) ist
insbesondere durch die Wahl von k£ = 0 das Residuum von 1/f bei z = 0 bekannt.
Es gilt Res(1/f, 2 =0) =0 = 1/(47?). Damit finden wir kaut Residuensatz

I =27in(T",0)Res(1/f,0) = —2mi. (716)

O

Aufgabe 54 Gegeben ist die Funktion f: C\ {-1,1} — C,2?/(z*> — 1).

(a) Fiir alle Singularitdten von f ist der jeweilige Typ der Singularitét zu bestimmen
und das Residuum dort zu bestimmen. Mithilfe der Faktorisierung (22 — 1) = (2 +
1)(z — 1) sehen wir, dass f jeweils Polstellen der Ordnung 1 bei z4 = £1 hat, denn
esist hy : Ba(zy) — C, 2+ 2%/(2+1) holomorph und f(z) = hy(z)/(z — 1) fiir alle
2 € By(zy) \ {2+ = 1}. Analog ist h_ : By(2_) — C,z + 2%/(z — 1) holomorph und
es gilt f(z) = h_(2)/(z+ 1) fir alle z € By(2_) \ {z— = —1}. Die Residuen finden
wir wie folgt:

Res(f,z_) = Zligli(f(z)(z —z )= 2152 h_(z) = —0.5, (717)
Res(f,24) = I (7(2)(= — 2)) = Iim h () =05 (718)

(b) Zu zeigen ist, dass f|y auf U = K; »(0) eine holomorphe Stammfunktion besitzt.
U ist offen und zusammenhéngend, folglich ein Gebiet. f|y ist auf U holomorph. Die
Existenz einer holomorphen Stammfunktion von f auf U ist daher dquivalent zu der
Aussage, dass fiir jeden geschlossenen Weg I', der ganz in U verlauft,

0= éf(z)dz. (719)

Da {-1,1} C U C umliuft jeder geschlossene Weg T', der ganz in U verliuft —1
und 1 gleichartig in dem Sinne, dass n(I', —1) = n(I",1) € Z. Mittels Residuensatz
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kénnen wir also das obenstehende Konturintegral berechnen:

éf(z)dz — 9mi(n(T, DRes(f, 1) + n(T, —1)Res(f, —1))

= mi(n(l', 1) — n(l, —1))
— 0,

(720)

insbesondere also unabhéngig von der Wahl von I' mit den beschriebenen Eigenschaf-
ten. Damit verschwindet also das Kurvenintegral von f iiber besagte I', sodass das
eingangs zitierte Vorlesungsresultat die Existenz einer holomorphen Stammfunktion
von f auf U gewéhrleistet. ([l

Aufgabe 55 Sei f,, : C\ Z — C definiert durch

n

ful)= 3 (721)

k=—n

fir alle n € N. Zu zeigen ist, dass f : C\Z — C mit f(z) = lim,_,o fn(z) holomorph
ist. Hierzu beachten wir, dass fiir jedes endliche n

k=n
1 2z
(2) =~ = 22
=+ Y o (7122)

Die f,’s sind fiir alle n € N auf dem Gebiet C \ Z holomorph. Um den Weier-
strafi’schen Konvergenzssatz anwenden zu kénnen, miissen wir zeigen, dass (fy,)nen
auf C \ Z lokal gleichméBig gegen f konvergiert, das gegeben ist durch

J N
OEEEDY 2222. (723)
k=1

Hierzu reicht es aus, zu zeigen, dass (f,,), kompakt konvergiert. Sei dazu K C C\ Z
ein Kompaktum. Dann gibt es 0 < r < R, sodass fiir alle z € K gilt 0 < r < |2| < R.
Nun gilt

1 & 2 n9 .
f”(z)_;+222_k2+zz2_k2' (724)
=1 k=[R]
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Die erste Summe bleibt fiir festes K auch fiir n — oo eine endliche Summe. Fiir die
zweite Summe sehen wir hingegen, dass

2z - 2z
P T D I e
k=[R] k=[R]
Z”: 2R
= S 1A =12
- 2R
< -
- k;ﬂ k2 — R? (725)
2R - 1
—(R"2_R2+2R Z 2_R2
k=[R]+1
2R =1
SRR +2Rzl—2
=
< 0.

Entsprechend sehen wir auf dem vorgegebenen K, dass fiir alle n > N zu einem
N eN|f—fu <2RY [, (n+1)7? — 0 falls N — oco. Damit konvergiert (f,,)n
kompakt gegen f, also lokal gleichméfig. Der Weierstra3’sche Konvergenzsatz fiir
lokal gleichméBig konvergente Folgen liefert nun, dass f,, — f wenn n — oo. Da die
einzelnen Folgenglieder f, jeweils holomorphe Funktionen auf C\ Z sind, gilt dies
laut dem Weierstra’schen Konvergenzsatz auch fiir die Grenzfunktion f. Damit ist
die Holomorphie von f auf C\ Z bewiesen. O

Aufgabe 56 (a) Sei E = {z € C||z| < 1} und f : E — C analytisch mit f(0) = 0.
Damit hat f bei z = 0 eine Nullstelle der Ordnung s > 1. Damit ist g : E — C,
definiert als die holomorphe Fortsetzung von f(z)/z®, ebenfalls holomorph. Da E
ein Gebiet in C ist, und es ist f(z) = 2°g(z). Wir definieren nun

Fuz) = (R = 302 Fg(=h) (726)

Das sind fiir alle n € N auf E holomorphe Funktionen. Wir zeigen, dass diese absolut
und lokal gleichméBig gegen F' : [E — C konvergieren, wobei F' = lim,,_,, F},. Dazu
verwenden wir, dass auf C lokal gleichméflige und kompakte Konvergenz dquivalent
sind. Auf einem Kompaktum K C E existiert fiir ¢ nach dem Maximumsprinzip ein
Maximum My = max,cx{g(z)}. Dann gilt

[F(M)] < M- |2 < My - (0)", (727)

wobei 0 < ¢ < 1 wegen K C E. Da

o o0 M s
DIERI< Y Mi(a)F =5 f‘; < o0 (728)
k=1 k=1
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mit der Formel fiir die geometrische Reihe auf E liefert das Weierstrafi’sche Ma-
jorantenkriterium die gleichméfige Konvergenz auf K. Damit finden wir die ab-
solute und kompakte Konvergenz von F,, — F fiir n — oo auf ganz E, die, wie
einfithrend erwahnt, dquivalent dazu ist, dass F,, — F wenn n — oo absolut
und lokal gleichméfig. Damit konvergiert die Funktionenreihe F' absolut und lo-
kal gleichméBig auf E.

(b) In Ergénzung zu (a) fordern wir nun, dass f sogar auf einer Umgebung U von
E analytisch sei. Wir zeigen: Konvergiert

= Zf(z”) < 0 (729)

auf E absolut, so ist f = 0. Aus der Forderung, dass G auf E absolut konvergiert,
erhalten wir

DOIFENI= D19l (730)
k=1 k=1

Nach Wahl von s geméf (a) gilt g(0) = as, wobei a; der erste nicht-verschwindende
Koeffizient der Taylorreihe von f um z = 0 ist. Da g : U — C analytisch ist, ist g
dort holomorph. Setze z = exp(2mip/q), wobei p € Z und ¢ € N. Dann gilt nach
Riemann’schen Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen

> gz

g(exp(2mkp/q))|

o

= ZZ glexp(2mi(l + k/q)))| (731)

(Z Ig(eXp(ka/qm) '

Der eingeklammerte Ausdruck ist eine unendliche Reihe mit konstanten Summan-
den. Er kann ausschliefSlich dann konvergieren wenn einer der, und damit alle, Sum-
manden verschwindet. Wir haben also g(exp(2mik/q)) = 0 fiir festes ¢ € N und alle
ke {1,..,q}. Auf diese Weise, da ¢ € N beliebig war, gilt die vorangehende Aussage
fir alle z = p/qg € M = Q. Da auch {exp(2miz)|xr € Q} eine nicht-diskrete Teil-
menge von JE ist (z.B. Haufungspunkt 0), erhalten wir mit dem Identitéssatz, dass
¢ = 0 auf jedem E beinhaltenden und in U enthaltendem Gebiet G ist. Damit finden
wir aber, dass f(z) = g(z)z® = 0 auf jedem in U als Teilmenge enthaltenen Gebiet
G mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass E C . Damit ist die Aussage bewiesen
(Offenbar wird der Begriff der Umgebung bereits als ein Gebiet aufgefasst, das E
beinhaltet). O

< ||M8

[}

k=1

Aufgabe 57 Sei G C C ein beschrianktes Gebiet und f : G — C eine Funktion
mit der Eigenschaft, dass fiir alle Folgen (z,)nen € G mit lim, o 2, = z € 0G gilt
lim, o0 | f(2n)| = 00. Zu zeigen ist, dass f nicht holomorph ist. Wir nehmen dazu
an, dass f holomorph ist.
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e Fuall 1: Angenommen, f hat keine Nullstelle in G. Dann ist die Funktion g =
1/f holomorph auf G und es gilt fiir die oben beschriebenen Folgen (z,),,
dass lim, o |9(2,)| = 0. Indem wir die Fortsetzung g : G — C von g durch
g(z) = 0 auf OG erkldren, erhalten wir eine auf G holomorphe Funktion, die
zusétzlich auf G U 0G stetig ist. Laut dem Maximumsprinzip fiir holomorphe
Funktionen auf beschrénkten Gebieten nimmt || dann sein Maximum auf 0G
an. Damit gilt 0 < [g§(z)| = |g(z)| < 0 fiir alle z € G. Damit ist aber g = 0 auf
G, im Widerspruch zur Funktionsgeigenschaft von f.

e Full 2: Angenommen, f hat unendlich viele Nullstellen in G. Wir bezeichnen
die Nullstellenmenge von f in G als M(C G). Da M C G in einem Kompaktum
liegt, konnen wir eine Folge aus Nullstellen aus M mit paarweise verschiedenen
Folgengliedern wéhlen. Sei (Zy)ken eine solche Folge. Dann hat (Z)ren bereits
in einem Kompaktum K C G nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine
gegen den Grenzwert Z konvergente Teilfolge (Zy,)ien: Denn andernfalls wére
lim; o Zx, = Z € OG und wir hitten den Widerspruch zur Voraussetzung
lim,, o f(2,) = oo fiir jeden Folge (z,)ney € G mit lim,, o 2, = 2z € 0G.
Also ist Z € G und da f dort holomorph, insbesondere also stetig, ist, gilt
f(Z) = limjo0 f(Zk,) = 0, dh., Z € M. Damit haben wir mit {Z|l €
N} U{Z} C M C G eine in G nichtdiskrete Teilmenge gefunden, sodass dort
f(z) = 0. Da G ein Gebiet und f laut Annahme holomorph ist, liefert der
Identitétssatz f = 0 auf G. Damit gilt aber fiir jeden Folge (z,)nen, dass
|f(zn)| = 0. Die Bedingung, dass lim,,_,, f(z,) = oo fiir jeden Folge (2, )nen €
G mit lim, ,o 2z, = 2z € 0G, kann somit nicht erfiillt werden. Das ist ein
Widerspruch zur Voraussetzung an f.

e Full 3: Wir nehmen nun, dass f lediglich endlich viele Nullstellen in G hat.
Ausschlielen konnen wir den Fall, dass f eine Nullstelle der Ordnung unendlich
hat. Dann wére f alut Identitédtssatz ndmlich identisch 0 auf G, was wiederum
der Voraussetzung entspricht, dass lim,_, |f(2,)| = 0 fiir alle Folgen (z,,)nen
mit lim,,_, 2, = z € 0G. Wir konnen uns also auf die Situation beschrinken,
dass f lediglich endlich viele Nullstellen hat, die jeweils endliche Ordnung
haben. Sei N die Anzahl der paarweise verschiedenen Nullstellen und p, € N
fiir 1 <k < N deren Ordnung. Wir definieren

N
p(z) = [ (z =z, (732)
k=1
wobei {zx|]1 < k < N} die Nullstellenmenge von f bezeichnet. Dann ist
h : G — C definiert als die holomorphe Fortsetzung von f/p(z) auf G nach
Definition nullstellenfrei auf G und dort holomorph. Ferner ist 0 < |p(z)| < oo,
da alle Nullstellen von f und damit von p in G liegen. Der Fall 1 liefert uns
nun, dass es kein h geben kann, dass die Voraussetzung (z,)ney € G mit
lim,, 00 2, = 2 € OG gilt lim, o |R(2,)| = oo erfiillt. Damit ist es dann auch
unmoglich, dass f diese Bedingung erfiillt.

Insgesamt haben wir gesehen, dass es kein holomorphes f mit den gewiinschten
Eigenschaften geben kann. O
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Aufgabe 58 (a) Wir betrachten die Funktion f : C — C, 2z — z und den Weg 7,
der sogleich definiert werden wird. f ist eine holomorphe Funktion. v ist definiert als
derjenige Bogen der Ellipse um den Ursprung mit grofler Halbachse 2 in Richtung
der reellen Achse und kleiner Halbachse von 1 in Richtung der imaginédren Achse,
der in der oberen komplexen Halbebene liegt und vom Punkt z; = 2 bis zum Punkt
2y = —2 verlduft. Zu berechnen ist das Kurvenintegral

[:/f(z)dz. (733)

Da f holomorph auf ganz C ist, besitzt f auf C eine komplexe Stammfunktion,
bspw. F(z) = 2%2/2, denn das so definierte ' : C — C ist holomorph und es gilt
F'(z) = f(2) fiir alle z € C. Also finden wir

/f(Z)dZ:/F/(Z)dZ:F(Zf)—F(ZZ') =2-2=0, (734)

nach dem Hauptsatz der Analysis im Falle von komplex differenzierbaren Funktio-
nen, der in den Vorlesungen bewiesen wurde. Das gesuchte Integral hat mithin den
Wert I = 0.

(b) Wé&hlt man als Integrationsweg 7' nun denjenigen Bogen der in (a) spezifizierten
Ellipse, der in der unteren komplexen Halbebene verldauft, kann man das Konturin-
tegral von f langs +' bspw. aus dem Cauchy’schen Integralsatz bestimmen. Dazu
sieht man, dass C einfach zusammenhéngendes Gebiet ist und v~ % 7/, d.h., die
Konkatenation von 4" und dem mit umgekehrter Orientierung durchlaufenen -, eine
(einfach) geschlossene Kurve ist. Der Cauchy’sche Integralsatz liefert nun

0= . f(2)dz = —Lf(z)dz + L/ f(2)dz = /7, f(2)dz. (735)

Damit verschwindet auch das Konturintegral von f lings ~'. U

Aufgabe 59 Mithilfe des Residuensatzes soll das Integral
T cos(z)
I = ———d 6
/0 5 — 4 cos(2x) v (736)

berechnet werden. Da die Integrandenfunktion stetig in x ist und [0, 27] kompakt
in R, existiert das angegebene Integral im Riemann’schen Sinne als eigentliches
Integral. Wir verwenden die Darstellung der Kosinusfunktion iiber die komplexe
Exponentialfunktion, cos(z) = 1/2(exp(iz) 4+ exp(—iz)) fiir alle z € C und schreiben
das Integral um

[T (exp(ix) + exp(—ix))
L= /0 10 — 4(exp(2iz) + exp(—2iz))

B /27r (exp(2iz) + 1) exp(ix) J
Jo  —dexp(4iz) + 10exp(2iz) — 4 g

o exp(ir)? + 1 . '
/0 exp(ix)* —5/2exp(ir)? + 1 (i exp(ix))dx

/ 2241 J
<,
9B1(0) 24— 5/222 +1
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indem wir die Transformation z = exp(ixz) angewendet haben, um das Integral in
ein Kurvenintegral umzuwandeln. Die Integrandenfunktion f: C\ (1/f)7'({0}) —
C,z+ (22 +1)/(2* —5/22% + 1) ist eine rationale Funktion iiber C. Diese hat Pol-
stellen an den Nullstellen des Nennerpolynoms. Definiere zunsichst w = 22 und fasse
das Nennerpolynom als Polynom vom Grad 2 in w auf. Dann sind die Nullstellen
gegeben durch

we {2,1/2}. (738)

Davon brauchen wir nur den Fall w = 1/2 zu betrachten, denn 0B;(0) wird unter
2+ 22 = w invariant gelassen, sodass w = 2 zu Nullstellen 2/, 2" mit Betrag > 1
korrespondiert. Diese liegen nicht in dem von 0B;(0) berandeten, einfach zusam-
menhéngenden Gebiet B;(0), sind also nicht einschlégig fiir unsere Rechnung. Die
beiden Nullstellen vom Nennerpolynom von f, die wir beriicksichtigen miissen, sind
also gegeben durch z_ = —v/2/2 und z, = v/2/2. BEs gilt |2,| = v/2/2 = |2_|, also
z4 € B1(0). Nun wenden wir den Residuensatz an, um das Konturintegral von f
zu berechnen. Dabei wird dB;(0) einfach und im positiven Sinne durchlaufen, wie
aus der Wahl der Transformation z = exp(iz) und x € [0, 27] ersichtlich. Dann ist
n(0B1(0),z4) =1 =n(0B1(0),2_) und der Residuensatz liefert

2mi - i 22 +1 2 +1
I = + + - = 0. 739
4 <(zi—2)(z++\/§/2) (23—2)(,2—\/5/2)) (739)
Das gesuchte Integral verschwindet also. 0

Aufgabe 60 Gesucht ist das folgende Integral
> cos(x)
I= : 4
/_ Tra2 dx (740)

Das doppelt uneigentliche Riemann-Integral existiert nach einem Vorlesungsresultat,
denn der Grad des (reinen) Zahlerpolynoms p,(z) = 1ist 0 und damit um mindestens
1 groBer als der Grad des Nennerpolynoms p,(x) = 1+ 2%, das den Grad 2 hat. Wir
stellen fest, dass cos(z) = R[exp(ixz)] nach der Euler’schen Formel, sodass

=% [ /_ Z eXp(ix)daz} — R { lim eXp(i‘”)} . (741)

1+ZE2 R—o0 ]_+.T2

Das Umschreiben des doppelt uneigentlichen Riemannintegrals kann dabei wegen
des Existenz vollzogen werden. Wir definieren nun die holomorphe Funktion f :
C\ {—4,i} — C,exp(iz)/(1 + 2%). Sie hat jeweils eine einfache Polstelle bei z = +i
und bei z = —i. Bezeichnet I' die Konkatenation der beiden Kurven v, : [-R, R] —
C,t +— tund 7, : [0,7] — C,t — Rexp(it), so ist I'g fiir alle R > 0 eine einfach
geschlossene Kurve, die ein einfach zusammenhéngendes Gebiet berandet, namlich
denjenigen Teil eines Kreises um den Ursprung, der in der oberen komplexen Halb-
ebene liegt. In diesem liegt die Polstelle z = +i von f, die von 'y einfach im
positiven Sinne umlaufen wird, n(I'g,7) = 1, falls hinreichend grof, genauer R > 1,
ist. Der Residuensatz liefert uns also fiir R > 1

1 s
dz =271 — = — 742
) )z =omi 1= (742)
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Andererseits konnen wir nutzen, dass die Spuren von 7; und ~, lediglich eine diskrete
Schnittmenge, ndmlich {—R, R} haben, und so das Konturintegral auseinanderzie-

hen:
4 f(z)dz:/ f(z)dz+/ f(z)dz. (743)

Das zweite Integral schiatzen wir fiir R > 1 ab,

™| Rexp(it) exp(—Rsin(t) + iR cos(t))

dz| < dt
/ fz)dz)| < 1 + R? exp(2it) ’

i . (744)

"™ Rexp(—Rsin(t))
< dt.
0 R?2—1
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein 7 € (0, ), sodass
mRexp(—Rsin(7))
dz| < . 4
z) z‘ < 1 (745)

Da dann 0 < sin(7) < 1, sehen wir, dass im Grenzfall R — oo der Beitrag des Inte-
grals iiber den Halbkreisbogen, d.h., das Konturintegral von f langs +s verschwindet.
Das liefert

=0

A

™~

limf f(z)dz = hm / f(z)dz+ hm f() (746)

R—o0

und nach Einsetzen der Parametrisierung vy,

T_ /Oo exp(ia) . (747)

e o 1+ 22

Realteilbildung liefert nun das gewiinschte Integral,

/ " oos(@) g (748)

oo L+ 22

Imaginérteilbildung zeigt, dass das Integral mit der Sinusfunktion anstelle der Ko-
sinusfunktion den Wert 0 annimmt. 0

Aufgabe 61 Gegeben sei die Funktion f : [0,00) — R,z + x/(1 + 23).
(a) Zu zeigen ist, dass das uneigentliche Riemann-Integral

/0 Tt (749)

1+ a3

existiert. Wir betrachten dazu ohne Einschriankung fiir ein beliebiges R > 1 > 0 das

Integral
By Vg R
I = dr = d dz.
(R) /01”396 /01+x2x+/1 s (750)
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Die Funktion f ist stetig auf dem gesamten Definitionsbereich, deswegen existiert das
(eigentliche) Riemann-Integral iiber [0,1] und [0, R] (fiir endliches R) jeweils. Wir
bemerken ferner, dass auf [1, R] sogar gilt f(x) > 0 fir alle € [1, R]. Daher kénnen
wir die Existenz des zweiten Integrals im Grenzfall R — oo beweisen, indem wir
zeigen, dass der Grenzwert fiir eine (leichtere) Majorante existiert. Hierzu betrachten
wir die Funktion % : [1,00) — R, definiert durch h(z) = 1/22. Da 1+2? > 22 fiir alle
z € R und z > 0 auf dem kompletten Intervall [1,00), finden wir 0 < f(z) < h(z)
fir alle € (1, 00). Wegen der (positiven) Monotonie des Integraloperators gilt dann
auch fiir alle R > 1,

By R
0< dr < | —dr=1-R" (751)
. 1423 . 2?

Damit ist im Grenzfall R — oo,

0 g/l lfxsdw <1 (752)

Wiéhlen wir nun eine beliebige Folge (R;,)nen € (1,00) mit R, — oo fiir n — oo, so
finden wir fiir alle € > 0, dass

R, R
/ v da:—/ v dx
. 1+ a8 . 1423

wenn wir n,m > N’ fordern, wobei R,, R,, > N wegen der uneigentlichen Kon-
vergenz der Folge (R, )nen. Damit ist gezeigt, dass die Folge an Integralwerten eine
Cauchy-Folge ist. Da [0,1] C R abgeschlossen bzgl. der Standardnormtopologie ist
und ferner R vollsténdig ist, ist auch [0, 1] vollstandig. Damit konvergiert die Folge
der Integrale gegen einen Grenzwert. Fiir je zwei Folgen (R,,),, (R],), ist dieser auch
eindeutig, denn wenn dem nicht so wére, ist durch alternierendes Durchlaufe den
beiden Folge eine Folge von oberen Integralgrenzen konstruiert, die uneigentlich ge-
gen +oo konvergiert, aber zwei Grenzwerte fiir das Integral (s.o.) herbeifiihrt. Das
stiinde im Widerspruch zur Cauchy-Eigenschaft, die die Eindeutigkeit des Grenz-
werts der wie beschrieben konstruierten Folge impliziert. Da nun

T / T g (754)
1m xr = ——al
Rooo J; 1413 . 1423

<|R;'— R} <1/N <&, (753)

existiert, liefern die Rechenregeln fiir Grenzwerte unmittelbar die Existenz des ge-

suchten Integrals
/Oo T g /1 v d+/oo * (755)
r = x :
o 1+ a3 o 1+ a3 . 1+a8

Damit ist der geforderte Nachweis erbracht.

(b) Das Integral berechnen wir nun konkret, indem wir beachten, dass g : C \
{G6,C2, =1} = C, 2z z/(1 + 2%) mit (s = exp(7i/3) holomorph ist. Die Polstellen
sind gerade die Nullstellen des Polynoms mit reellen Koeffizienten im Nenner der
rationalen Funktion, und einfach, wie man leicht nachrechnet. Wir wahlen nun fiir
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R > 1 den Kreissektor K (R), der durch die Punkte 0, R, R exp(27i/3) definiert wird.
In diesem liegt nur die Polstelle (s = exp(mi/3) und K (R) ist fiir alle R > 1 einfach
zusammenhéngend. Auf 0K (R) liegt fiir alle R > 1 ferner keine Nullstelle von g.
Wir definieren nun noch eine Parametrisierung von 0K (R) durch v = ~3 * 5 * 71,
wobei

7 :[0,R] - Ct—t
72 1 10,27/3] = C,t — Rexp(it) (756)
v3: [0, R] = Rt — (R —t)exp(27i/3).

Es ist leicht anhand der Definition zu sehen, dass so tatséichlich eine Parametrisie-
rung von 0K (R) erzielt wurde und 0K (R) einfach im positiven Sinne, bei 0 startend
und endend, durchlaufen wird. Daher ist bereits n(vy, (s) = +1. Nun wenden wir fir
~v und g den Residuensatz an,

Y{g(z)dz = 2mi - 1 - Res(g, exp(mi/3))

exp(ri/3) (757)

(exp(mi/3) — exp(3mi/3))(exp(mi/3) — exp(57i/3))’

wobei wir aus Res(g, exp(7i/3)) = lim,_exp(ri/3)[9(2) (2 — exp(7i/3))] das Residuum
berechnet hatten. Das Kurven-Integral kénnen wir auch aufsplitten

?{Yg(z)dz _ [ﬂg(z)dz—i— [mg(z)dz—i— A o(2)dz

:/R x dx—i—/%/g iRzexp(%t).
0 0

= 2m

1+ a3 1+ R3exp(3it)
(R
— 4i/3 — .t 758
exoldrif3) | (758)
_ /R x drt /2”/3 iR? pr(%t).
o 14z o 1+ R3exp(3it)
By
— exp(47m/3)/0 mdiﬁ,
wobei wir auf z = (R — t) transformiert haben und dann die Orientierung des

Integrationsintervalls vertauscht haben (dritter Beitrag). Damit sehen wir

R 27/3 i R2 exp(2i
]f g(2)dz = (1 — exp(2ri[3)) /0 @)z + /0 Rooxp(2i) = 7o,

1 + R3exp(3it)

Wir zeigen, dass das zweite Integral in der letzten Gleichung fiir R — oo verschwin-
det und schétzen fiir hinreichend grofles R > 1 ab,

R
</
0

/3 R? exp(2it)

1 + R3exp(3it)

R? R? 2r
dt < il
R exp(3il) + 1' Sg_i3 0 (760
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sowie R — co. Damit finden wir durch Gleichsetzen der beiden Ergebnisse fiir das
komplexe Konturintegral von ¢ lings v und Grenziibergang,

2miexp(mi/3)
(exp(mi/3) — exp(3mi/3))(exp(mi/3) — exp(bmi/3))

o (761)
=(1- exp(27ri/3))/ f(z)dz.
0
Das koénnen wir zundchst durch Division vereinfachen,
> 2
dr —
/0 J(@)dz exp(mi/3) — exp(bmi/3)

B 271

exp(mi/3) — exp(—mi/3) (762)

2m
2iexp(mi/3)]

e

Damit finden wir

/OOO T g V3 (763)

1423 3

Aufgabe 62 Sein € N beliebig. Zu zeigen ist, dass

/Oo de_ _ _ . (764)

oo L2 nsin(%)

Da der Grad des Nennerpolynoms 2n, der Grad des Zéahlerpolynoms 0 ist, liefert
uns ein Vorlesungsresultat zur Existenz uneigentlicher Riemann-Integrale rationa-
ler Funktionen die Existenz des Integrals links. Rechnerisch zeigen wir die Gleich-
heit. Wir stellen fest, dass " = —1 die komplexen Losungen z; = exp(7wi/(2n) +
2mik/(2n)) mit k € {0,1,2,...,2n — 1} hat. Fir k£ € {0,1,2,...,n — 1} liegen diese
in der oberen komplexen Halbebene, und fiir alle zuléssigen k£ auf OE. Auf der re-
ellen Achse liegt keine der Losungen von 22" = —1. Sei R > 1. Wir definieren nun

Y = 3 % Y2 * Y1, wobei
7 :[0,R] = Cit—t
Y2 : [0,27/(2n)] — C,t — Rexp(it) (765)
73 : [0, R] = C,t — (R —t)exp(mi/n).
Das ist die Randkurve eines Kreissektors, der durch die Punkte 0, R, Rexp(7mi/n)

mit dem Ursprung 0 als Mittelpunkt fixiert wird. Die Funktion f: C\ {zx]0 < k <
2n—1} = C,z — (1+2**)~! ist holomorph und hat einfache Polstellen bei z = z.
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Keine Polstelle liegt auf Spur(y) und ~ berandet ein einfach zusammenhéngendes
Gebiet. Mit dem Residuensatz finden wir

]{ dz B 271 (766)
S )

denn z( ist die einzige Nullstelle des Nennerpolynoms in dem von = berandeten
Kreissektor. Das Residuum haben wir dabei mit der aus den Vorlesungen bekannten
Formel Res((1 + 22")7, z0) = lim, ., [(1 + 2*") 7! (2 — z¢)] berechnet und dabei den
Nenner nach dem Fundamentalsatz der Algebra faktorisiert. Wir zerlegen nun die

Kontur v,
7{ dz / dz . / dz . / dz
’y]__|_22n 711_}_22n ’yzl_i_ZZn 731+22n

B /R dt_ /’T/n iRexp(it) .
Jo 14+ o 14 R2rexp(2int)
R
. dt
— exp(m/n) A m

/R dx (mi/ )/R dx
= —exp(7i/n
0 1+$2n P 0 1"‘1‘2”

/”/" iR exp(it)
0

1 + R?"exp(2nit)

(767)

+

dx n
14 x2n

= (1 — exp(mi/n) / 1(R).

Wir schétzen nun I(R) fiir R > 1 ab,

/”/” iR exp(it) dt‘
0

1 + R?" exp(2nit)

1(R)| =
< /“/" iR exp(it) ‘
~ Jo 1 + R?" exp(2nit)
/W/n R " (768)
o R™—1
T R
CnR™ 1

R—xo

— 0,

<

denn n > 1. Mit den zwei Darstellung fiir das komplexe Konturintegral finden wir
nach Grenziibergang R — oo, dass

274 _ *© dx
g = o) [
274 _ _ . *  dx
& T = 2 e 0n) sinG () /0 s (769)

211
exp(mi(2n — 1)/ (2n) TI" (1 — exp(mik/n))
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Damit finden wir

2i sm(7r/(2n))/0 1+am 2" 1(1 — exp(mik/n))
271
9 Hz;i(l — .exp(—m'k;/n))(l — exp(mik/n)) (770)
- Z;i(Q — 2cos(mk/n))
= / o T T nj (771)
L+z*  2sin(n/(2n)) [[,Z; (2 — 2 cos(nk/n))

Dies ist eine Darstellung fiir das Integral — Wir wenden nun eine andere Strategie
an, um die Aussaqe zu beweisen. Dazu beachten wir, dass z3" = -1 < 1+ 22" =0

1 2ny\—1 — 1 <~ Zo
ReS(( +z ) 7«730) zig:lo |:(1 + Zgn) — (1 +x%n)

() = (a2
(=)
d(1+ 2%")
dz
1
2nz2n—1

(772)

Z=x0

z=xgo

1
2nexp((2n — 1)7/(2n))

Verwenden wir diese Darstellung des Residuums, dann finden wir

dx 271

(1 —exp(rifm) [ _

1+a?»  2nexp((2n—1)7/(2n))

dx i

& —2isin(7/(2n)) /000 N + o —nexp(—w/(Qn)) (773)

™

‘:’/ 1+x2" 2ns1n(7r/(2n))

Indem wir verwenden, dass der Integrand symmetrisch ist, erhalten wir

< dr < dx T
_ 9 _ , 774
/_OO 1+ a2 /0 1+ 22" nsin(n/(2n)) (774)

Zudem erhalten wir anhand der beiden Darstellung des Integrals die interessante
Identitat, dass jede natiirliche Zahl n dargestellt werden kann als

n:ﬁ <2—2(:os (%’“)) (775)

k=1

Letzteres war nicht in der Aufgabenstellung gefordert. 0
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Aufgabe 63 Gesucht ist das Integral

* 22 -2x+5
1= ————dx.
/_OO B A (776)

Wegen (22 + 4)(z* + 1) = (2* 4 522 + 4) ist das Nennerpolynom nullstellenfrei auf
der reellen Achse. Da der Grad des Zahlerpolynoms um zwei geringer ist als der des
Nennerpolynoms existiert nach einem Vorlesungsresultat der reellen Analysis das
doppelt uneigentliche Riemann-Integral. Wir berechnen dieses indem wir den Weg
v = 75 * 1 definieren als Konkatenation von

mi[-R,R —Cit—t

77
72 1 [0, 1] = C,t — Rexp(it), (777)

und den Residuensatz auf die holomorphe Funktion f : C\ {#i, +2i}, z — (22 —2z+
5)/(z* +52% +4) anwenden. Spur(y) berandet M = D%(0c) N{z € C|S[z] > 0} und
~ durchlauft OM einfach und im positiven Sinne. Dabei sind lediglich die Polstellen
i und 2i in dem von vy berandeten Elementargebiet enthalten und auf Spur(y) liegen
keine Singularitdten von f. Insbesondere ist n(v,i) = 1 = n(v,2i). Definiere p :
C\ {#i,42i} — C,z — 2 + 522 + 4. Wir berechnen die beiden Residuen durch

Res(, ) lirn [(22 — 224 5)(2 — z')]

2—i p(Z) —p(i)

= (4 — 2i) (EE% (@))

_ 42

20 e

B 4 —2

T —4i+ 10

1224

36

B 1 2.

= —g - gza

) — i [ 224 5)(z = 20)
Res(,20) = iy [ 25T

= (- (1 (M52 )

) - (779)
p'(2i)

11— 41

T 320+ 20i

B 1 1.

=3 + "

Damit finden wir laut Residuensatz fiir R > 2
1 1 1 2 7T
dz=2mi (1| =4+ —1 1-(—=— =1 = —. 780
j{f(z) z m( <3 + 122) + ( 3 32)) 5 (780)
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Die Kontur v kénnen wir in Beitrdge von 7, v, zerlegen,

jéf )dz = %f dz—l—/f

R
x°—2x +5
'—/Rﬁizﬁ:zd (781)

/ iRexp(it)(R? exp(2it) — 2Rexp(it) + 5)

0 (R?exp(2it) + 1)(R? exp(2it) + 4)

Das zweite Integral konnen wir abschéitzen

/7r iR exp(it)(R* exp(2it) — 2R exp(it) + 5)
0 (R? exp(2it) + 1)(R? exp(2it) + 4)

dt.

.

iR exp(it)(R? exp(2it) — 2R exp(it) + 5)

= /o (R? exp(2it) + 1)(R? exp(2it) + 4) ‘ dt (782)
TR(R*+ 2R +5)

S - -1

2%,

Hierbei haben wir im ersten Schritt die Dreiecksungleichung fiir Integrale bemiiht.
Im zweiten Schritt haben wir die gewthnliche Dreiecksungleichung in C verwendet,
um die t-Dependenzen des Zéahlers im Absolutbetrag zu vereinfachen. Den Nenner
haben wir fiir R > 2 unter Verwendung der umgekehrten Dreiecksungleichung in
C abgeschitzt. Fiir die Grenzwertbildung haben wir bemerkt, dass das Polynom in
R im Nenner einen um eins gréfferen Grad hat als das Zahlerpolynom in R. Da
das doppelt uneigentliche Riemann-Integral existiert, ist der Grenzwert eindeutig.
Indem wir also die Grenzwertbildung R — oo im Spezialfall der symmetrischen
Integrationsgrenzen vollziehen, resultiert

* 22 —2x+5 ) Bog?2 2245
—————dxr = lim ———dx
oo TH 52244 R—oo | J_p at 4+ bx? 44
: B2 — 2245
= lim ————dx
R—oo | J_pa* 4 522 44

/’T iRexp(it)(R* exp(2it) — 2R exp(it) + )dt (783)
0 (R? exp(2it) + 1)(R? exp(2it) + 4)

[
= lim |—
R—oo | 6
T
=5
Somit haben wir fiir den Wert I des gesuchten Integrals [ = 77/6 gefunden. U

Aufgabe 64 (F12T1A3) Sei U = By /2(0). Zu zeigen ist, dass einen holomorphen
Logarithmus h : U — C von f: U — C,z — 219+ 25 + 1 gibt. Gesucht ist also ein
wie beschrieben geartetes h, sodass fiir alle z € U gilt

exp(h(z)) = 2" + 2° + 1. (784)
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Da exp : C — C\ {0} holomorph und nullstellenfrei ist, iiberpriifen wir zunéchst,
dass auch f(z) zumindest auf U nullstellenfrei ist. Dazu setzen wir w = 2z° und
16sen w? + w + 1 = 0 nach w auf. Das liefert nach quadratischer Ergénzung wy =
0.5+ 0.5y/1 —4 = —0.5 4 0.5v/3i. Wegen |ws| = 1 ist auch |z| = 3/Jw] = 1 bzgl.
der reellen Wurzelfunktion. Damit gilt fiir eine beliebige Nullstelle z von f(z), dass
z € OE, sodass insbesondere f(z) in U keine Nullstellen besitzt. Um nun die Existenz
von h nachzuweisen, differenzieren wir die definierende Gleichung fiir h nach z. Da
h per Anforderung holomorph auf U sein soll, erhalten wir die Differentialgleichung

1022 4+ 524

W(z) = — 2%
S

(785)
Die rechte Seite ist als rationale Funktion mit auf U nullstellenfreiem Nennerpo-
lynom auf U holomorph. Da U als Ball in der komplexen Ebene ferner ein Ele-
mentargebiet ist, also einfach zusammenhéngendes Gebiet, existiert zu dem nach
dem ebene Gesagten holomorphen 2/(z) eine holomorphe Stammfunktion h(z). Per
Konstruktion erfiillt diese die Eigenschaften eines holomorphen Logarithmus von f,
sodass wir die Existenz eines fiir die Aufgabe tauglichen h verifiziert haben. ([l

Aufgabe 65 (F19T1A5) (a) Die Reihenentwicklung von f hat den Konvergenz-
radius v/2. Nach Voraussetzung ist f auf C\ {0} holomorph, sodass die Laurentreihe
von f um den Entwicklungspunkt zo = 1 4 ¢ nur einen Nebenteil hat, d.h., effektiv
eine Taylor-Reihe ist. Diese hat dann mindestens den Konvergenzradius v/2. Wir
miissen nun den Fall ausschliefen, dass f bei z = 0 eine hebbare Singularitdt hat.
Dann wire der Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung von f nédmlich oo.
Wir nehmen an, dass z = 0 eine hebbare Singularitdt von f ist. Dann ist nach dem
Riemann’schen Hebbarkeitssatz |f|(z) fiir alle z in einer Umgebung U von z = 0
beschrankt, d.h., es gibt ein M > 0, sodass |f(z)] < M fiir alle z € U. Sei also
n € N so groB, dass By/,(0) C U. Da aus N 3 m > n bereits By /,(0) € Bi/,(0)
folgt, stellen wir fest, dass |f(1/m)| = m > n fiir alle m > n gilt. Wir setzen nun
n = [M] und finden, dass f(m) =m >n > M fir alle n > m gilt, im Widerspruch
dazu, dass f auf U durch M (absolut) beschriankt ist. Damit war die Annahme,
z = 0 wére hebbare Singularitdt von f falsch, und z = 0 ist eine isolierte Singula-
ritdt, die entweder eine Polstelle ist oder eine wesentliche Singularitéit. In jedem Fall
kann die Potenzreihenentwicklung von f um 2y, = 1+ nun keinen Konvergenzradius
von > /2 haben, denn in dem Fall lieferte der Identitiitssatz, angewendet auf ein
Gebiet G 2 B 5(1+1), also 0 € G, dass f und die auf G holomorphe Potenzreihen
identisch wéren. Insbesondere wire dann f in z = 0 holomorph fortsetzbar, was
wir aber soeben durch die Untersuchung des Singularitdtentyps von f bei z = 0
ausgeschlossen haben. Also ist der gesuchte Konvergenzradius tatsichlich v/2.

(b) Sei G # C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und seien a,b € G mit
a # b. Zu zeigen ist die Existenz einer biholomorphen Abbildung f : G — G mit
f(a) = b. Hierzu bemiihen wir den Riemann’schen Abbildungssatz, der uns die (ein-
deutige) Existenz einer bijektiven biholomorphen Abbildung ¢; : G — E gilt, die die
zusitzliche Eigenschaft ¢(a) = 0 hat. Entsprechend liefert der Riemann’sche Ab-
bildungssatz, die Existenz einer bijektiven biholomorphen Abbildung ¥y : G — E
mit 1)5(b) = 0. Da 1), bijektiv und biholomorph ist, existiert ¢, ' und ist iiberdies
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selbst bijektiv und biholomorph. Indem wir nun f = 15, ! 04, setzen, haben wir eine
bijektive biholomorphe Abbildung f : G — G gefunden, die die Bedingung f(a) = b
erfiillt.

(c) Zu zeigen ist, dass es keine holomorphe Funktion f : C — C mit f(0E) = JE
und f(z) # 0 auf C gibt. Nach dem Maximusprinzip auf beschrinkten Gebieten
gilt |flg(2)] < 1 fiir alle 2 € E. Nach dem Satz von der Gebietstreue wissen wir,
dass fy : E — E die Einheitskreisscheibe E auf ein Gebiet abbildet. Somit gibt
es auch fiir f|lz : E — E mindestens ein z, € E, sodass |f|(z) < 1. Nach dem
reellen Maximums- & Minimumsprinzip wissen wir, dass es in E ein ¢ gibt, sodass
|f](c) = min,cz{|f|(2)}. Wegen der obenstehenden Ausfithrungen auf Basis des Sat-
zes von der Gebietstreue gilt sogar ¢ € E. Nach dem komplexen Minimumsprinzip
gilt dann entweder f(c) = 0 oder aber f ist konstant. Im letzteren Fall wire aber
f auch auf OE konstant, was der Gleichheit f(OE) = JE widerspricht. Also kann
der zweite Fall, den das komplexe Minimumsprinzip prinzipiell zulédsst, unter den
hier betrachteten Voraussetzungen nicht auftreten. Damit wissen wir bereits, dass
es ein ¢ € E gibt, sodass f(z) = 0. Damit haben wir gezeigt, dass jede holomorphe
Funktion mit den geforderten Eigenschaften bereits eine Nullstelle in E C C hat,
bzw., dass es keine nullstellenfreie ganze Funktion f mit f(0E) = JE gibt. O

Aufgabe 66 (F19T2A2) Sei f: C — C definiert durch f(z) = 4z + 2% + €. (a)
Wir sollen zuerst nachweisen, dass f genau eine einfache Nullstelle in E hat. Hierzu
definieren wir die beiden auf C D E holomorphen Funktionen p,q : C — C durch
p(2) = 42 und ¢(z) = 2% + exp(z). Offenbar gilt auf IF |p(z)| =4 > e+ 1 > |q(2)],
sodass f laut dem Satz von Rouché erstens auf JE keine Nullstelle hat und zweitens
die mit Vielfachheiten gezéhlte Nullstellenzahl von f und p auf E iibereinstimmen.
Da p genau eine einfache Nullstelle (als Polynom vom Grad 1), ndmlich z = 0,
hat, hat auch f genau eine Nullstelle, die dann nur Vielfachheit 1 haben kann. Wir
bezeichnen diese Nullstelle mit zg.

(b) Wir sollen nun zeigen, dass es keinen komplexen Logarithmus [ von f auf E gibt.
Angenommen, [ wire ein komplexer Logarithmus von f auf E. Dann gilt exp(l(2)) =
f(z) fur alle z € E. Da aber f(zy) = 0, miisste exp(l(zo)) = 0, was unmdglich ist,
da exp : C — C\ {0}, wie aus den Vorlesungen zur Funktionentheorie bekannt
ist. Damit war die Annahme, es gidbe einen holomorphen Logarithmus von f auf E
falsch. Somit gibt es keinen holomorphen Logarithmus von f auf E.

(¢) Wir sollen nun zeigen, dass es keine holomorphen Zweig w der dritten Wurzel von
f auf E gibt. Angenommen, es ist w ein holomorpher Zweig der dritten Wurzel von
f auf E. Dann gilt (w(z))® = f(2) fiir alle 2 € E. Nun gilt 3(w(2))*w'(2) = f'(2),
was wir zu 3w'(z)/w(z) = f(z)/f(z) umformen kénnen, wenn wir z = 2, aufer
Acht lassen, uns also auf E \ {29} beschrinken. Wére die linke Seite nun auch fiir
2z = zy holomorph, so hitten wir auch einen holomorphen Logarithmus [ von f
gefunden auf E, denn dessen komplexe Ableitung erfiillt I'(z) = f'(2)/f(z) auf E.
Das widerspricht aber dem Ergebnis aus Teil (b), in dem wir festgestellt haben, dass
f keine holomorphen Logarithmus auf E erlaubt. Somit war die Annahme, es gébe
einen holomorphen Zweig der dritten Wurzel von f auf E, falsch. Eine holomorpher
Zweig der dritten Wurzel von f auf E existiert demnach nicht. O
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Aufgabe 67 (F19T1A1) (a) Sei P(z) = 20192201 + S22 4, 2k wobei |ax| < 1
fir alle k € {0,1,2,...,2018}. Wir bestimmen alle Nullstellen von P in der offenen
Einheitskreisscheibe E. Zunéchst sehen wir, dass fiir alle z € JE, d.h., fiir alle z € C
mit |z| = 1 infolge der Dreiecksungleichung fiir den komplexen Absolutbetrag gilt,

1201922 | = 2019]2|**"? = 2019, (786)
2018 2018
D ar?®| <Y lar] <2019 -1 =2019 (787)
k=0 k=0

Da P und p(z) = 2019-2219 als Polynome auf dem Gebiet C holomorphe Funktionen
sind und gilt |p(2)| > |P(2) — p(2)| auf OE liefert der Satz von Rouché, dass erstens
P und p auf OE keine Nullstellen haben und dass zweitens P und p in der offenen
Kreisscheibe genau gleich viele, mit Vielfachheiten gezédhlte Nullstellen haben. Da
p(z) die 2019-fache Nullstelle z = 0 hat, hat auch P insgesamt 2019 Nullstellen in
E>0.

(b) Sei f : U — C eine auf einem Gebiet holomorphe Funktion, P eine auf U
meromorphe und nicht-konstante Funktion, die hochstens Polstellen als isolierte
Singularitdten hat, und D C U ein Gebiet, sodass P auf der Spur Spur(y) eines
ganz in U verlaufenden, nullhomologen Wegs weder Null- noch Polstellen hat. Wir
bezeichnen das von ~, ohne Einschrankung im positiven Sinne, berandete einfach
zusammenhéangende Gebiet mit K C U. Dann gilt

1055 = S abae(P ) (75%)

2mi
aEN[PINK

wobei w(P,a) die Ordnung der Nullstellen (> 0) bzw. der Polstelle (< 0) angibt.
Fiir den Spezialfall, dass P ein Polynom N Nullstellen in K hat, dass f = 1, und
den Rand 0K einfach durchlduft finden wir

! Pl(z)dz = Z w(f,a) = N. (789)

2mi P(z) acN[PINK

o

Es werden die Nullstellen von P bzw. dessen Polstellen im allgemeinen Fall jeweils
mit Vielfachheiten gezéhlt.
(c¢) Wir zeigen nun, dass fiir das P aus (a) gilt

exp (% /a ] ];(f)) dz) ~ 1. (790)

Nach dem Argumentpinzip, angewendet auf das Polynom P aus (a) und das Gebiet
E finden wir

1 P'(2)

270 Jor P(2)

dz = 2019, (791)

denn wir haben bereits in Teil (a) festgestellt, dass P genau 2019 mit Vielfachheiten
gezihlte Nullstellen in E hat. Da 2019 = 3 - 673 finden wir

1 P'(2)
673 or P(2)

dz = 3 - 2mi, (792)
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und somit

exp (6—;3 /6 ] ];((;) dz> = exp(3 - 2mi) = 1. (793)

Damit ist Behauptung bewiesen. 0

Aufgabe 68 (F18T2A1) (a) Wir definieren die beiden Gebiete

0, = {z € CIR[2] > 0, S[2] > 0} (794)
Oy = {2 € CR[z] € R, Sz] € (0, 1)}. (795)

Zu zeigen ist, dass eine biholomorphe Abbildung f : £ — ) existiert. Seien dazu
a € 2, und b € Q) beliebig. Offenbar sind {21, {25 nicht nur Gebiete, sondern sogar
einfach zusammenhéingende Gebiete. Ferner gilt €21 # C und €y # C. Nach dem
Riemann’schen Abbildungssatz existiert daher jeweils eine biholomorphe Abbildung
fi:Q = Eund f5:Qy — E. Da mit f; auch fy ! biholomorph ist, und ebenso fiir
fi,ist f= fito fy: Qy — Q eine Abbildung und ferner selbst biholomorph. Legt
man fest, dass fi(a) = 0 = f(b), so ist f eindeutig festgelegt. Wir geben eine solche
Abbildung nun konkret an.

f(z) = exp(m/2z)
= exp(m/2R][z]) exp(in/23[z]) (796)
= exp(7/2R][z]) cos(m/23(z]) + i exp(m/2R[z]) sin(7/23]z]),

erfilllt R[f(z)] > 0 und J[f(z)] > 0 wegen der Positivitat der Exponentialfunkti-
on auf der reellen Achsen und der Positivitdt der Sinus- und Cosinusfunktion auf
(0,7/2). Zudem ist sie als Einschrankung einer Verkniipfung als linearer Funktion
und Exponentialfunktion auf €25 holomorph. Um zu zeigen, dass f biholomorph ist,
reicht es nun laut Vorlesung aus, zu zeigen, dass f bijektiv ist. In der Tat ist €2y ein
einfach zusammenhéngendes Gebiet und es gilt 0 ¢ €2;. Damit sind die Vorausset-
zungen fiir die Existenz eines holomorphen Zweiges des Logarithmus erfiillt und wir
bezeichnen mit log den Hauptzweig des Logarithmus. Es gilt nun

2
g: 2 = Qoyw— - log(w), (797)

und man sieht leicht, dass diese Abbildung wohldefiniert ist, d.h., nach 25 abbildet.
Da (fog)(z) = idg,(2) fiir alle z € Q; und (g o f)(2) = idq,(z) fiir alle z € Qy, ist
g also tatsédchlich die Umkehrfunktion fiir f. Aus dem oben Gesagten bzw. aus der
Holomorphie des Zweiges des Logarithmus folgt nun, dass g ebenfalls holomorph ist.
Damit ist bewiesen, dass f biholomorph ist.

(b) Gegeben sei das Polynom P : C — C, z = 287 +362°"+ 7121423 — 2+ 1. P ist als
Polynomfunktion auf ganz C holomorph. Wir wollen die mit Vielfachheiten gezéhlte
Anzahl der Nullstellen von P auf dem Kreisring K;5(0) = {z € C|1 < |2] < 2}
bestimmen. Wir definieren hierzu die folgenden Polynome

p:C—oCz2=T12 & ¢ :C—C, 2 28T +362° 4+ 23 — 2+ 1, (798)
Py C—C,2 25 & qu:C—C,z2 362" + 7124 + 25 — 2 + 1. (799)
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Es gilt fiir alle z € C mit |z| = 1, dass z € 0K, 5(0) und

Ip1(2)] = 712" =71, (800)
lg1(2)] = |28 +362°" + 2° — 2 + 1

801
< |2)¥ +36)2)°7 + |2* + |2| + 1 =40 < 71, (801)

also |p1(2)| > |q¢1(2)|. Hierbei haben wir die Dreiecksungleichung fiir den komplexen
Absolutbetrag bemiiht. Analog stellen wir fest, dass fiir alle z € C, sodass |z| = 2,
erstens z € 0K 5(0) gilt und zweitens

pa(2)| = 2% (802)
lga(2)] <3627 +2% + 241 < 4.20.2°7 =205 < 257 (803)

da die allgemeine Exponentialfunktion auf R mit Basis echt gréfler als 1 streng mo-
noton steigend ist. Wiederum haben wir die Dreiecksungleichung fiir den komplexen
Absolutbetrag fiir die Abschitzung nach oben eingesetzt. Wir schliefen nun aus den
obigen Ergebnissen fiir den Fall |z| = 2, dass |pa(z)| > |g2(2)| fur alle z € C mit
der Eigenschaft, dass |z| = 2. Da C sogar ein einfach zusammenhingendes Gebiet
ist, liefert uns die Anwendung des Satzes von Rouché auf die 9B;(0) bzw. 0B5(0)
einfach und positiv durchlaufenden Kurven v, 7, die folgenden Ergebnisse. Erstens
haben p; und p auf 9B;(0) keine und in B;(0) genau gleich viele Nullstellen. Da
p1 die 4-fache Nullstelle z = 0 in B;(0) hat, besitzt auch p in B;(0) genau 4, mit
Vielfachheiten gezdhlte Nullstellen. Zweitens haben p, und p auf 9B3(0) keine Null-
stellen, sie haben aber in By(0) genau gleich viele Nullstellen. po(z) hat die 87-fache
Nullstelle z = 0 in B2(0). Damit hat auch p in B2(0) genau 87 Nullstellen, die jeweils
mit Vielfachheiten gezédhlt worden sind. Da wir bereits wissen, dass p keine Nullstelle
auf 9B;(0) besitzt, konnen wir sogar folgern, dass p auf B;(0) genau 4 Nullstellen
besitzt. Da B;(0) C By(0), liegen diese 4 Nullstellen auch allesamt in B(0). Wegen
K15(0) = By(0) \ B1(0) hat p damit in K;5(0) genau 87 — 4 = 83 Nullstellen, die
mit Vielfachhheiten gezdhlt worden sind. 0

Aufgabe 69 (F19T3A3) (a) Gegeben sei die Menge H = {(z,y) € R?|zy =
1} C R?. Hierbei handelt es sich um die beiden Zweige der Einheitshyperbel, d.h.,
den Graphen den Funktion f: R\ {0} = R\ {0}, 2z — y =1/z.

(b) Nun sei (v,w) € R? mit der Eigenschaft, dass w > 0. Gesucht sind alle lokalen
Extremstellen der linearen Funktion f : R? — R? (z,y) > vx +wy in Abhingigkeit
von v und w, wobei (x,y) der Nebenbedingung (z,y) € H geniigen soll. Aus Teil (a)
sehen wir, dass dann x # 0 und y # 0 gelten muss. Indem wir xy = 1 fiir z,y # 0 zu
x = ly umformen, eliminieren wir die Nebenbedingung und erhalten die Funktion
g : R\ {0} = R,y — f(z(y),y) = v/y + wy. Diese ist auf ganz R\ {0} stetig
differenzierbar, sodass wir die lokalen Extrema bestimmen kénnen. Fiir ein lokales
Extremum y € R\ {0} muss gelten f’(y) = 0. Damit finden wir —v/y? +w = 0, was
wir zu y? = v/w umformen koénnen. Da w > 0 miissen wir drei Félle unterscheiden.
Erstens v = 0. In diesem Falle ist 3> = 0, was wegen y # 0 nicht erfiillt werden
kann. In diesem Fall hat ¢ und damit f|g also kein Extremum, denn andernfalls
resultierte ein Widerspruch zum notwendigen Kriterium fiir die Existenz lokaler
Extrema. Im Fall v < 0 gilt 4> = v/w < 0. Diese quadratische Gleichung hat keine
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reelle Losung, sodass auch im Falle v < 0 keine Extrema fiir ¢ und damit fiir f|g
existieren. Zuletzt ist im Fall v > 0 die Gleichung y* = v/w 1sbar und sie hat die
beiden Losungen y; = y/v/w > 0 sowie y = —y/v/w < 0. Um zu beweisen, dass es
sich hierbei wirklich um Extrema handelt, beachten wir, dass g sogar zweimal stetig
differenzierbar auf R\ {0} ist. Die zweite Ableitung von g ist gegeben durch ¢"(y) =
2v/y3. Einsetzen liefert sign(¢”)(y,) = +1 und sign(¢”)(y_) = —1. Das notwendige
und hinreichende Kriterium zeigt also, dass g nur bei y = y, ein Minimum, und
damit insbesondere eine Extremum, und bei y = y_ ein Maximum, also ebenfalls ein
Extremum, aufweist. Da g und f|g bereits auf einer maximalen offenen Teilmenge
definiert sind, haben wir alle Extrema gefunden Nur im Falle v > 0 hat f|g also
Extrema und diese liegen bei (\/w/v,\/v/w), (—y/w/v,—y/v/w) € (R\ {0}) x

(R\ {0}). In allen anderen Fallen fiir v € R und w > 0 hat f auf H keme lokalen
Extrema. Das Maximum und Minimum sind jeweils lokal, nicht aber global. U

Aufgabe 70 (F19T1A2) (a) Sei (fy)nen eine Funktionenfolge, bestehend aus
Funktionen f, : R — R fiir alle n € N. Falls es eine Folge von reellen Zahlen
(M,,)nen gibt, sodass |f,(z)| < M, fir alle z € R fir jedes beliebige n € N und
zusitzlich Y7 M, konvergiert, dann konvergiert auch die Reihe

> falz) = fl) (804)

absolut gleichméfig auf R.

(b) Sei f :[0,1] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Zu zeigen ist, dass f
global Lipschitz-stetig ist. Da f stetig differenzierbar ist, existiert f’ : [0,1] — R
und ist dort stetig. Nach dem Maximumsprinzip fiir stetige Funktionen auf kompak-
ten Intervallen, gibt es ein ¢ € [0, 1], sodass f({) = L = max,ejo,1){|f'(x)|}, denn
sowohl |.| : R — R{ als auch f’ sind stetige Funktionen, also auch die Komposition
|f'], und [0, 1] ist bereits laut Angabe kompakt in R. Andererseits ist zu beliebigem
z,y € [0, 1] laut Mittelwertsatz der Differentialrechnung f(x) — f(y) = f'(&)(x — y)
fir ein £ € (0,1), das im Allgemeinen von z,y abhéingt. Multiplikativitéit der 1-
Norm liefert |f(x) — f(y)| = |f' ()] - | — y|- Da (0,1) € [0,1] gilt auf jeden Fall
|f'(€)] £ L = maxgep{|f (z)}. Zusammen mit der Nichtnegativitit der 1-Norm
finden wir die Ungleichung |f(z) — f(y)| < L|z — y|. Insbesondere ist die Konstan-
te L unabhéngig von x und y. Das bedeutet aber gerade, dass f auf [0, 1] global
Lipschitz-stetig ist.

(c) Sei f:]0,1] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Wir weisen die gleichméBige
Konvergenz von

5[ (t0) o]

nach. Wir beachten zunéchst, dass stets gilt 0 < 1/(n* + 2?) < 1 fiir alle n € N
und z € [0, 1]. Aus dem Aufgabenteil (b) wissen wir bereits, dass f : [0,1] — R eine
Lipschitz-stetige Funktion ist. Wir bezeichnen die dazugehorige Lipschitz-Konstante
mit L(> 0). Betrachten wir zunéchst die einzelnen Summanden nach Komposition
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mit der 1-Norm auf R,

‘f (n2+x2) _f(o)‘ =t

Nun definieren wir die Folge (M,,)nen von reellen Zahlen durch M, = L/n? fiir alle
n € N. Aus den Analysis-Vorlesungen ist bekannt, dass die Reihe

i ni < 0o (807)

erfiillt, also konvergiert. Somit konvergiert auch die Reihe

n? + a2 n? 4+ 22 — n?

’— L L (806)

> M, <. (808)
n=1

Das Majorantenkriterium von Weierstrafl liefert nun, dass die oben angegebene
Funktionenreihe absolut gleichmiifiig konvergiert, solange 0 < 1/(n? + z?) < 1 ist.
Da die mittlere Seite der Ungleichung ein globales Maximum bei x = 0 hat, und an-
sonsten fiir alle n € N und reelle = strikt positiv ist, konvergiert also die angegebene
Funktionenreihe fiir alle reellen x absolut und gleichméfig. Fiir die gleichméfig kon-
vergente Funktionenreihe der Aufgabe ist nach einem Vorlesungresultat die Grenz-
funktion F': R — R, definiert durch

F() = fj () - 0] (509)

auf ganz R stetig. O O

Aufgabe 71 (F19T3A5) (a) Gegeben sei die Differentialgleichung y® +y2) = 0.
Dies ist fiir die Funktion y : R — R eine lineare Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten. Der dazugehorige Existenz- und Eindeutigkeitssatz garantiert die Exi-
stenz der Losung y, wie beschrieben, und zudem die Eindeutigkeit, falls Anfangsbe-
dingungen (y(0),y'(0),4"(0),y®(0),y™®(0)) € R* spezifiziert werden. Die allgemeine
Losung hingegen héngt von vier reellen Parametern ab, die aus den Anfangsbedin-
gungen bestimmt werden kénnen und ansonsten bildet die Gesamtheit der allgemei-
nen Losungen eine vierdimensionalen reellen Vektorraum. Wir sehen zunéchst, dass
Funktionen der Form x + ax + b eine zwei-Parameter Familie von Losungen der
obenstehenden Differentialgleichung definieren. Zudem stellen wir fest, dass auch
x — csin(z) + dcos(x) eine zwei-parametrige Familie von Losungen der obenste-
henden Differentialgleichung bilden. Durch Berechnung der Wronski-Determinante
am Punkt z = 0 stellt man fest, dass {1, z,sin(x),cos(z)} in der Tat linear un-
abhéngig sind, denn die Wronski-Determinante nimmt hier den Wert 1 # 0 an. Aus
der Theorie linearer gewohnlicher Differentialgleichungen ergibt sich somit, dass das
genannte Funktionensystem auf ganz R iiber den reellen Zahlen linear unabhéingig
ist. Somit ist dim span{1, x,sin(z), cos(x)} = 4. Die allgemeine reell-wertige Losung
ist insgesamt also gegeben durch

y(z;a,b,¢,d) = a+ bx + csin(z) + d cos(z). (810)
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(b) In einem zweiten Schritt bestimmen wir die allgemeine, reellwertige Losung
der inhomogenen Differentialgleichung y® + 3 = 12z 4 20 exp(2z). Infolge der
Linearitat des involviert Differentialoperators auf der linken Seite, ldsst sich die all-
gemeine Losung als die Summe der allgemeinen Losung des homogenen Teils der
Differentialgleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung auffassen. Da die Inhomogenitét auf der rechten Seite der zu untersuchenden
Differentialgleichung eine Summe von zwei Inhomogenitéten ist, reicht es wieder-
um aufgrund der Linearitdt der zu untersuchenden Differentialgleichung aus, fiir
jede Inhomogenitit getrennt eine spezielle Losung der Differentialgleichung zu fin-
den. Wir bestimmen also eine spezielle Losung fiir y§4) + y§2) = 12x und eine fiir
y§4) + yéQ) = 20exp(2z). Die fiir das Ausgangsproblem relevante spezielle Losung
ist dann die Summe der beiden erhaltenen speziellen Losungen fiir die reduzierten
Probleme. Wir stellen fest, dass 7, : R — R,z — 223 sogar eine glatte Funktion
ist und zudem gilt y§4)(x) = 0 und y®(x) = 12z. Somit ist das angegebene y,
eine spezielle Losung des ersten reduzierten Problems. Wiederum durch Inspekti-
on stellen wir fest, dass yo : R — R,z +— exp(2x) eine glatte Funktion ist und
yW(r) = 2texp(27) = 16exp(2z) sowie y@(z) = 2%exp(2z) = 4exp(2z) erfiillt.
Somit gilt y§4) (x)+ y§2) (x) = (16 +4) exp(2z) = 20 exp(2x). Folglich ist y, eine spe-
zielle Losung des zweiten reduzierten Problems. Addition der beiden partikuldren
Losungen fiir die jeweils reduzierten Probleme und Beachtung der anfianglichen
Ausfithrung zur Losung des mit der Differentialgleichung assoziierten homogenen
Problems liefert die allgemeine Losung

y(x;a,b,c,d) = a+ br + csin(z) 4 d cos(x) + 22° + exp(2z) (811)
mit Konstanten a,b, c,d € R. O

Aufgabe 72 (F19T3A2) (a) Seien (ax)reny und (by)ren Folgen reelle Zahlen, die
die Eigenschaft

iai<oo& ibi<oo (812)

k=1 k=1

Wir zeigen, dass >~ axby absolut konvergiert. Sei N € N und betrachte die Vek-
toren a = (|ay|, ..., |an|) sowie b = (|b1], ..., |bx|). Dann ist

a-b < a2 [|b] (813)

nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung im R . Es gilt explizit

N N N N N
D arbi < D lanlPy | D10kl = [ a2 bi.- (814)
k=1 k=1 k=1 K k=1

=1

Die linke Seite ist nach der Dreiecksungleichung gréfler oder gleich dem Absolutbe-
trag der zu untersuchenden Reihe, sodass

N N N

N
<[ Do lanlPy [ DIl = | D ady | Dbk (815)
k=1

k=1 k=1 k=1
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Da die linke Seite der vorletzten Gleichung stets durch 0 nach unten beschrinkt,
und die rechte Seite auch im Limes N — oo endlich bleibt, folgt

D larbel < (| a2 | D b (816)
k=1 k=1 k=1

Mit anderen Worten konvergiert die zu untersuchende Reihe absolut nach dem Ma-
jorantenkriterium. Grenziibergang N — oo in der Dreiecksungleichung

N N
k=1 k=1
liefert nun die schwéchere Abschéitzung
S apb] < (| a | w2, (818)
k=1 k=1 k=1

die neben der absoluten Konvergenz bewiesen werden sollte.
(b) Wir beweisen als néchstes die Ungleichung

1 - 1
Yoo <1y —— (819)

(820)

denn sie entsteht aus der ersten Ungleichung durch Subtraktion von 1 auf beiden
Seiten und Umbenennung der Indizes auf der linken Seite, sodass die Summe wieder
bei k = 1 startet. Nun stellen wir in der zweiten Ungleichung fest, dass jeder der
Summanden links und rechts jeweils positiv ist, und der n-te Summand links echt
kleiner ist als der n-te Summand rechts, denn 1/(n+1)? < 1/(n(n+1)) & n(n+1) <
(n+1)? & 0 < n+1, was fir n € N war ist. Somit haben wir die Giiltigkeit
der zweiten Ungleichung von oben bewiesen, sodass infolge der zuvor bewiesenen
Aquivalenz auch die erste Ungleichung gilt. Wir zeigen nun fiir alle n > 2

n—1

1 1
1+t 1 21
+;k(/§+l) n (821)

Fiir n = 2 ergibt sich auf der linken Seite 1+ 1/(1- (1 + 1)) = 3/2. Rechts finden
wir 2 — 1/2 = 3/2. Linke und rechte Seite stimmen also iiberein und die Giiltigkeit
der Gleichung ist fiir n = 2 bewiesen. Wir setzen nun voraus, dass die angegebene
Gleichung fiir ein beliebiges aber festes n > 2 gilt und zeigen, dass sie dann auch
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fiir n 4+ 1 gilt. Wir finden

n + n(n+1) (822)

womit der Induktionsschritt abgeschlossen ist. Nach dem Induktionsprinzip gilt die
angegebene Gleichung also fiir beliebige n > 2. (¢) Sei nun (¢ )gen eine Folge reeller
Zahlen, sodass Y-, k*c; < co. Wir sollen zeigen, dass Y -, ¢ absolut konvergiert.
Wir definieren zunéchst die beiden Hilfsfolgen (A )reny und (Byg)gen in R durch A, =
ke und By = 1/k fiir alle & € N. Offenbar gilt Az By = ¢ und nach Voraussetzung
an (cg)ren konvergiert auch Y 72 | A7 < co. Indem wir die Abschétzung aus Teil (b)
bemiihen sehen wir, dass auch Y r- | Bf < 2 < co. Somit liefert uns der Beweisgang
aus Teil (a), dass

STIABY =D lerl <\ |D A2 D B2<V2 | > k2 (823)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Damit ist bewiesen, dass die angegebene Reihe absolut konvergiert. Die ferner zu
beweisende Abschétzung fiir den Absolutbetrag des Werts der Reihe erhalten wir,
indem wir die Definitionen von (Ay)keny und (Bg)gen in die in Teil (a) zu zeigende
Ungleichung substituieren und dabei, wie gerade eben, 0 < Y77 B? < 2 durch
Grenzwertiibergang n — oo der in Teil (b) bewiesenen Ungleichung verwenden.
Damit ist auch die in der Aufgabe spezifizierte Ungleichung nachgewiesen. U

5.2 Aufgaben Ubungen

Aufgabe 29 Gegeben sei die Funktion v : R? — R, (z,y) — 23y — xy3, Ge-
sucht ist diejenige holomorphe Funktion f : C — C, deren Realteil u ist, und
die f(0) = 2i erfiillt. Wie verifizieren zunédchst, dass u eine harmonische Funktion
ist. Dazu miissen wir zeigen, dass Au(z,y) = (97 + 92)u(x,y) = 0. Als bivaria-
te Polynomfunktion ist © mindestens zweimal stetig partiell differnzierbar und wir
finden fiir die beiden relevanten partiellen Ableitungen der Ordnung 2 fiir belie-
biges (z,y) € R? 0 u(x,y) = 6xy sowie 8§u(x,y) = —6xy. Damit ergibt sich
D2u(z,y) + Oju(x,y) = 6xy — 6zy = 0, d.h., u ist harmonisch. Da R? einfach zusam-
menhédngendes Gebiet ist, konnen wir eine holomorphe Funktion f : C — C finden,
so dass der Realteil von f durch u gegeben ist. Bezeichne den Imaginérteil von f,
ausgedriickt durch x = R[2], y = S[z], mit v. Es muss dann v : R? — R harmo-
nisch sein und zusammen mit v den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen
geniigen, d.h., d,u(z,y) = v(x,y) und dv(z,y) = —d,u(x,y) auf R%. Ausgedriickt
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durch z,y wie oben definiert, ist dann f = u + tv. Wir finden aus der ersten der
Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

) Yy
v(z,y) —v(z,0) =/ Oou(z,y)dy' :/ 32y — y°)dy' = 3/22%y* — y' /4. (824)
0 0

Aus der zweiten der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen, eingeschrénkt
auf y = 0, ergibt sich

v(z,0) —v(0,0) = —/ dyu(a’,0)dz" = —/ ?dr’ = —xt/4. (825)
0 0
Addition der beiden Ergebnisse und Umformen liefert nun
v(w,y) = v(0,0) = (y*/4 +a*/4 = 3/22°y?). (826)
Damit erhalten wir zunéchst

f(x,y) = u(z,y) +iv(x, y)

827
= 2%y —ay® —i(y* /4 + 2t /4 — 3/22%y%) + iv(0,0). (827)

Die Bedingung f(0,0) = 2¢ fixiert nun v(0,0) = 2, sodass zunéchst die gesuchte
Funktion v gegebn ist durch

v(z,y) =2 — (y*/4+ 2% /4 — 3/22°y*) V(x,y) € R% (828)

Wir wollen nun f in Abhéngigkeit von z = x + iy ausdriicken. Wir behaupten,
dass f(z) = —i/42* + 2i die gewiinschte Eigenschaft hat. In der Tat liefert uns der
binomische Lehrsatz,

flz =2 +iy) = —i/4(x +iy)* +2i
= 4/4(2%y — xy’) +i(—a*/4 — y' A+ 6 /427y + 2)
= (a%y —y’z) +i(—at 4 — y' /A + 3/20%y° + 2)
= u(z,y) + iv(x,y).

(829)

Als Polynomfunktion ist f offenbar holomorph und v daher harmonisch als Ima-
ginérteil einer holomorphen Funktion. U

Aufgabe 30 (a) Zu priifen ist die Existenz einer holomorphen Funktion f :
By(0) — C, sodass f(1/2) = 2und |f(2)| = 1 fiir z € By(0) mit |z| = 1. Wir behaup-
ten, dass es eine solche Funktion nicht geben kann. Angenommen, es gébe ein f mit
den gewiinschten Eigenschaften. Da f in By(0) holomorph ist, ist f insbesondere auf
B1(0) holomorph und ferner auf B;(0) stetig. Da B;(0) offen und zusammenhiingend
ist, ist es ein Gebiet und {z € C||z| = 1} = 0B1(0) C By(0). Das Maximumsprin-
zip fiir holomorphe Funktionen besagt nun, dass |f(z)| < supgyp, )|/ (€|} fiir alle
z € B1(0). Da supecop, o) t1f(€)} = supeeop, {1} = 1, finden wir die Absolut-
schranke 0 < |f(2)| < 1. Andererseits ist 1/2 € B;(0) und wegen f(1/2) = 2 gibt
es ein z € B1(0) mit |f(z)] > 2 > 1, im Widerspruch zu dem vorher hergeleiteten
Ergebnis unter Anwendung des Maximumsprinzips. Daher war die Annahme, ein f
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wie beschrieben existierte, falsch und es kann kein f mit geforderten Eigenschaften
geben.

(b) Zu priifen ist die Existenz einer holomorphen Funktion g : C — C mit der Ei-
genschaft, dass S[g](x,y) = 2* — y? fiir alle z,y € R. Wir stellen fest, dass falls wir
eine holomorphe Funktion h : C — C,z — f(z) mit R[f](x,y) = 2* — 3 fiir alle
x,y € R finden koénnen, die durch ¢ = ¢ - f definierte Funktion den gewiinschten
Imaginéarteil hat und als Vielfaches einer holomorphen Funktion selbst holomorph
ist. Wir definieren die Hilfsfunktion u : R? — R, (z,y) — x? — y?. Diese ist minde-
stens C2-partiell differenzierbar als bivariate Polynomfunktion. Ferner ist u auf dem
gesamten Definitionsbereich harmonisch, denn es gilt fiir beliebiges (z,y) € R?, dass
D2u(z,y) = 2 und Qju(x,y) = —2, also Au(z,y) = dru(x,y) +dju(r,y) =2—2=0.
Da R? laut Vorlesung ein einfach zusammenhingendes Gebiet ist, existiert eine ho-
lomorphe Funktion h : C — C, sodass R[h|(z,y) = u(x,y) fiir alle (z,y) € R
Infolge des eingangs Gesagten ist dann g = ¢ - h existent und holomorph mit
Slgl(x,y) = u(z,y) = 2% — y? fiir alle (z,y) € R

(c) Zu priifen ist die Existenz einer offenen Umgebung U C C von 0 und eine holo-
morphe Funktion  : U — C, sodass h(™(0) = (2n)! fiir alle n € Ny. Wir behaupten,
dass es eine entsprechende Funktion nicht gibt. Angenommen, es gibe eine offene
Umgebung U C C von 0 und eine holomorphe Funktion i : U — C, deren Ableitun-
gen an der Stelle 0 durch die obenstehenden Ausdriicke gegeben sind. Dann gibt es
infolge der Holomorphie von h ein r > 0, sodass h auf der offenen Kugel B,(0) C U
eine Taylor-Reihe um die 0 besitzt. Die Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0 ist
gegeben durch den Ausdruck

> k)
h(z) = Z h k:'(())Zk = Z (2;)!,21‘7. (830)
e~k !

00
k=1

Wir fithren dies zum Widerspruch, indem wir zeigen, dass der Konvergenzradius p
der Potenzreihe gerade 0 ist. Wegen r < p muss dann auch p = 0 im Widerspruch
zu r > 0. Zu diesem Zwecke verwenden wir das Quotientenkriterium und rechnen

kE+1 1
= i =1l = lim |———| =0. (831
P B gt | heovoo ‘ k (2k + 1)(2k +2) ‘ P ‘ 2k (2% + 1)‘ (831)
Damit haben wir den gewiinschten Widerspruch. U

Aufgabe 31 Sei () # G C C ein nicht-leeres Gebiet und f.G — C holomorph mit
f'(z) = f(2)g(2), wobei g : G — C eine holomorphe Funktion ist. Zu zeigen ist: Hat
f in G eine Nullstelle, so ist f bereits die Nullfunktion. Sei z; € G die Nullstelle von
f in G gemiB Voraussetzung. Wir zeigen zuerst, dass f(™(z) = 0 fiir alle n € N.
Fiir n = 0 ist das gerade die Aussage, dass zy Nullstelle von f ist. Fiir n = 1 stellen
wir fest, dass f'(z0) = g(20) f(20) = 0. Wir nehmen nun an, dass wir bereits fiir alle
0 < k < n gezeigt haben f®(z) = 0. Wir zeigen, dass dann f"*V(z,) folgt. Per
Induktion zeigt man leicht

n

Fo ) =) ( " ) PO (20)9" ™ (z0). (832)

k=0
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In dieser endlichen Summe ist jeder Summand endlich und fiir den mittleren Faktor
in jedem Summanden gilt f*)(z) = 0 nach Induktionsvoraussetzung, da 0 < k < n.
Damit evaluiert jeder Summand zu 0 und wir erhalten f"+1) () = 0. Wir beweisen
per Induktion iiber n € Ny noch die verwendete Identitat. Der Fall n = 0 ist klar,
denn dann f'(2) = f(2)g(z), was bereits ganz zu Beginn festgelegt worden war. Wir
setzen nun voraus, dass wir die Gleichung bereits fiir n = N bewiesen haben und
zeigen, dass sie dann auch im Fall n = N + 1 gilt. Denn

FE*D (z0) = (FHD(2)) o=z

- f) ( x ) (FED ()N (2) + F P ()90 ()
= (o) ()
S (e
o))

= g™ (20)f(20) + ) ( N/j 1 ) FP(20)g"™ 0 (20) + FNTD (20)g(20)

1

z2=20

z2=20

N+1
_ Z < N];‘r 1 > f(k)(zo)g(NJrlfk)(ZO)_
k=0

Im zweiten Schritten haben wir die Induktionsvoraussetzung verwendet, im drit-
ten Schritt wurde die Lineatitdt der komplexen Differentiation zusammen mit der
Produktregel verwendet. Im vierten Schritten haben wir Grundtatsachen iiber end-
liche Reihen bemiiht, um geeignet umzuordnen. Im fiinften Schritt haben wir das
wohlbekannte Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten verwendet. Der sechste
Schritt diente lediglich der Zusammenfassung der im vorangegangenen Schritt er-
zielten Ergebnisse. Damit haben wir den Beweis, dass f(™(z) = 0 fiir alle n € Ny,
beendet. Nun bemerken wir, dass die Nullfunktion 0 : G — C, z — 0 die Eigenschaft
0™ (zy) = 0 fiir alle n € Ny hat. Mit anderen Worten, gilt 00 (z) = f™(z,) fiir
alle n € Ny in einem Punkt zy im Gebiet G. Damit konnen wir den Identitédtssatz
anwenden, welcher uns liefert, dass sogar f = 0 auf ganz G gilt. Damit haben wir
die Behauptung, f(z) = 0 fiir alle z € G, bestéitigt. O

Aufgabe 32 (a) Sei f : C — C holomorph mit f™(0) = n fiir alle n > 0 und
R > 0. Gesucht ist der Wert des komplexen Konturintegrals

/ f(z)d= (833)
{

2€Ci|z—1|=R} < — 1
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Wir leiten aus den Angaben zunéchst eine Potenzreihendarstellung von f um den
Entwicklungspunkt 0 her. Es gilt

> (k) 20 Zk
f(z)zzf kﬂ )Zkzz(k—l)!' (834)

(o)
k=0 k=1

Aus dem Quotientenkriterium finden wir zunéchst den Konvergenzradius

_1
(k—1)!
1
k!

r = lim
k—oo

= lim |k| = o0, (835)
k—o00

sodass die obige Potenzreihendarstellung in der gesamten komplexen Zahlenebene
konvergiert und dort eine analytische, und damit holomorphe Funktion anhand ihrer
Ableitungen in eindeutiger Weise (Identitétssatz) definiert. Wir finden zudem

f(z)==z= Z % = zexp(z), (836)

wo exp : C — C die komplexe Exponentialfunktion bezeichnet. Mit diesem Aus-
druck konnen wir das angegebene Kurvenintegral evaluaieren, wobei wir in jenem
die Cauchy’sche Integralformel erkennen:

(2mi)- 17" f(1) = /{ I fz(z_) Cf. (837)

Damit finden wir unter Verwendung der oben hergeleiteten Darstellung der holo-

morphen Funktion f,
d
/ [z o e (838)
{

z€C|lz—1|=R} *

(b) Wir behaupten, dass es keine ganze Funktion f : C — C mit f(1/n) =n/(2n—1)
gibt. Wir schreiben zunéchst um:

n 1

m—1 2—1/n (839)

Angenommen, es gibe eine ganze Funktion f mit den beschriebenen Eigenschaf-
ten. Dann ist f insbesondere in z = 0 stetig und es gilt mit der Folge (1/n),en
lim, o f(1/n) = 1/2 = f(0) = f(lim,—o 1/n). Wir betrachten nun die punktierte
komplexe Zahlenebene G := C\ {0}. Die Einschrankung von f auf G ist dort eben-
falls holomorph, genauso wie die Funktion g : G — C, z — 1/(2 — 2). Ferner gilt fiir
allen € N, dass f(1/n) =n/(2n—1) = g(1/n) und f(0) = 1/2 = ¢(0) und die Men-
ge M :={0}U{1/n|n € N} C G ist per Konstruktion eine nicht-diskrete Menge mit
Héufungspunkt 0. Der Identitdtssatz liefert uns nun, dass f|g = 1/(z —2). Anderer-
seits hat diese Funktion eine Polstelle erster Ordnung bei z = 2, d.h., insbesondere
eine nicht-hebbare Singularitdt. Damit gibt es keine holomorphe Fortsetzung von f|q
auf C, im Widerspruch zur Annahme, es gébe eine ganze Funktion mit den beschrie-
benen FEigenschaften. Die Annahme war also falsch, und es gibt kein holomorphes
f:C— Cmit f(1/n) =n/(2n —1) fiir alle n € N! O
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Aufgabe 33 (a) Nach Definition des Konvergenzradius handelt es sich um das
maximale r > 0, sodass die Potenzreihenentwicklung von f um zy = 1 4 ¢ gegen f
konvergiert. Wir stellen anhand der gegebenen Werte fest, dass f bei z = 0 keine ho-
lomorphe Fortsetzung erlaubt, denn lim,, . f(1/n) = co. Also hat f an dieser Stelle
eine nicht-hebbare Singularitéit. Da die Konvergenzkreisscheibe B,.(0) C C\ {0} sein
muss, ist maximal r = v/2 = ||(1 4 4) — 0|l moglich. Da f im Ubrigen auf C \ {0}
holomorph ist, ist der Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung tatséchlich
r=+2.

(b) Sei G # C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und a,b € G mit a # b.
Zu zeigen ist, dass es eine biholomorphe Abbildung f : G — G gibt, sodass
f(a) = b. Da G ein einfach zusammenhingendes Gebiet und verschieden von C
ist, spezifiziert der Riemann’sche Abbildungssatz, dass es eine biholomorphe Abbil-
dung ®, .o : G — E gibt, wobei E die offene Einheitskreisscheibe ist und ®, .
die Eigenschaft ®,,0(a) = 0 hat. Analog erhalten wir die Existenz einer biho-
lomorphen Abbildung @,y : G — E mit &, ,¢(b) = 0. Da ®,_,, insbesondere
bijektiv ist, erfiillt die Funktion ®,_,, = @,;10 o ®, o die gewiinschten Eigenschaf-
ten, da die Komposition bijektiver Abbildungen selbst bijektiv ist und ebenso die
Komposition holomorpher Abbildungen selbst wieder holomorph ist. Uberdies gilt
Do) = D) (@00(a)) = 5 0) = b

(c) Sei D := {z € C||z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe. Wir behaupten, dass es
keine holomorphe Funktion f : C — C gibt, sodass f(0D) = 0D und f(z) # 0 fiir
alle z € C. Angenommen, es gibe eine Funktion f mit den geforderten Eigenschaf-
ten. Dann ist insbesondere f(z) # 0 auf D. Ferner gilt |f(z)| =1 fir z € 0D und f
eingeschrinkt auf I ist stetig und f|p ist holomorph auf . Nach dem Maximum-
sprinzip fiir holomorphe Funktionen zusammen mit f(z) # 0 fiir alle z € D gilt,
dass 1/|f(z)| am Rande von D maximiert wird, d.h., fiir alle z € D gilt |f(z)| > 1.
Analog liefert das Maximumsprinzip, dass |f(z)| < 1 ist. Zusammen finden wir also
|f(2)| = 1 auf D. Hiermit haben wir aber einen Widerspruch zum Satz der Gebiet-
streue: Denn es ist D ein Gebiet in C und f|p ist dort holomorph. Der Satz von der
Gebietstreue sagt nun, dass f(ID) C C ebenfalls ein Gebiet sein muss. Andererseits
haben wir aber bereits vorher festgestellt, dass |f(z)| = 1 fir alle z € D, d.h., dass
f(D) C 0D ist. Der Widerspruch entsteht nun dadurch, dass 0D bekanntermafien
nicht offen in C, also erst recht kein Gebiet ist. Damit war die Annahme, es géibe
ein f wie beschrieben, falsch und es gibt keine nullstellenfreie ganze Funktion, die
f(OD) = oD erfiillt. O

Aufgabe 34 Sei f eine in einer Umgebung von D, := {z € C||z| < 2} definierte,
holomorphe Funktion mit [f(2)| < 1 in Dy. Zu zeigen ist, dass fiir alle z € D, gilt
|f"(2)] < 4. Sei z € Dy beliebig. Nach der Cauchy’schen Integralformel gilt fiir den

in Dy liegenden Kreis 0Bs(z), dass

_ 1 f(w)dw
(z) = 270 /332(0) w—2z (840)

so 0B5(0) einfach im positiven Sinne durchlaufen wird. Entsprechend finden wir
durch zweimalige Differentiation nach z und Anwendung des Satzes iiber die Ver-
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tauschbarkeit von Differentiation nach einem Parameter und Integralzeichen,

2
F(2) = — f(“’—)d“;. (841)
21 Jopy0) (W — 2)
Wir schétzen das Integral nun ab:
0<[f"(2)] (842)
1
<1 / W) g, (843)
T JoBy(0) (w - 2)
1 1
< —/ ——|dw (844)
T JoB,(0) (w - 2)
1
<! / dw (845)
T JoBy(0)
1
< —-27-2 (846)
T
<A4. (847)

Hierbei haben wir fiir das zweite Ungleichungszeichen die Dreiecksungleichung in
Integralformulierung verwendet, im dritten Ungleichungszeichen ist die Vorausset-
zung |f(2)| < 1 auf D, eingegangen und im vierten Ungleichungszeichen haben wir
verwendet, dass |w — z| > 1 ist, falls w € 9Dy und z € Dy, infolge der umgekehrten
Dreiecksungleichung. Zuletzt haben wir verwendet, dass der Umfang eines Kreises
mit Radius 2 durch 27 - 2 = 47 gegeben ist. 0

Aufgabe 35 Seien die beiden holomorphen Funktionen f,g : C — C gegeben,
sodass |f(z)] < |g(z)| fiir alle z € C gilt. Zu zeigen ist, dass es eine konstante
A € E:={z € C||z| <1} gibt, sodass f(z) = X g(2). Dies sehen wir wie folgt ein:
Falls g ein nicht-diskrete Menge an Nullstellen hat, so liefert uns der Identitatssatz,
dass ¢ = 0 auf ganz C. Dann ist wegen der Ungleichung, der f und g laut Vor-
aussetzung geniigen miissen, f = 0 und wir konnen beispielsweise die Konstante
A = 1 wihlen. Wir betrachten den Fall, dass g lediglich eine diskrete, aber nicht-
leere Nullstellenmenge hat. In diesem Fall ist g von der Nullfunktion verschieden
und auch nicht-konstant. Die Ungleichung 0 < |f(z)| < |g(z)| liefert nun, dass fiir
jede Nullstelle zy von g auch f(zg) = 0 gilt. Ebenso stellen wir durch Abspalten
und Kiirzen eines (z — zg) auf beiden Seiten der Ungleichung fest, dass, falls z, eine
Nullstelle hoherer Ordnung von g ist, zy ebenfalls eine Nullstelle hoherer Ordnung
von f ist. Da der Fall, dass g die Nullfunktion ist, ausgeschlossen ist, ist die Ord-
nung der Nullstelle zy von g, notiert als ord(zg;g) < oo, fiir f hingegen gilt nur
ord(zo; f) € NU {oo} und die Schranke ord(zy; f) > ord(zo; g). Wir definieren nur
die Funktion i : C — C als die holomorphe Fortsetzung von f/g : C\ ¢ '({0}) — C,
iiber den Hebbarkeitssatz. Diese Funktion ist wohldefiniert nach den obenstehenden
Uberlegungen zu den Nullstellenordnungen. Insbesondere gilt nun |h(2)| < 1 auf
ganz C. Da h eine ganze beschriankte Funktion ist, liefert der Satz von Liouville die
Existenz einer Konstanten A € C, deren Absolutbetrag wegen |h| < 1 ebenfalls < 1
sein muss, sodass h(z) = A. Hieraus folgt durch Einschrinkung auf C\ ¢~'({0}),

204



dass f(z) = Ag(z). Auf der Nullstellenmenge von g, g~'({0}), ist die Gleichung tri-
vial erfiillt, sodass in der Tat f(z) = Ag(z) auf ganz C gilt. Im Falle, dass ¢ keine
Nullstellen hat, fithrt die gleiche Argumentation iiber den Satz von Liouville zum
Ziel, allerdings gleich auf ganz C: Dann ist ndmlich f/g : C — C bereits holomorph
und es gilt |f(z)/g(z)| < 1, sodass nach dem Satz von Lioville und der Ungleichung
von gerade eben ein \ € [ existiert, sodass f(2)/g(z) = A\. Umformen liefert dann
wiederum die Gleichung f(z) = \g(2) fiir alle z € C und fiir ein A\ € E. Damit sind
alle Félle betrachtet und wir haben die Behauptung bewiesen. 0

Aufgabe 36 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet in C, f : G — C und flg
holomorph. Zu zeigen ist, dass dann 0f(G) C f(0G). Da f auf G holomorph ist und

G ein Gebiet ist, liefert der Satz von der Gebietstreue holomorpher Funktionen, dass

f(G) ebenfalls ein Gebiet in C ist. Nach Definition gilt 0f(G) = f(G)\ f(G), d.h., fiir
jedes z € Of(G) gilt z € f(G). Andererseits gibt es nach Definition des topologischen
Abschlusses, eine Folge (2,,)nen, sodass 2z, € f(G) und lim, o 2, = 2. Zu jedem n
finden wir ein w,, € G, sodass f(w,) = z,. Die Folge der (w,)n,en C G konvergiert
zumindest in G. Denn G ist nach Definition abgeschlossen und nach Voraussetzung
beschrénkt. Daher konnen wir, ggf. nach Wechsel zu einer Teilfolge, nach dem Satz
von Bolzano-Weierstrass annehmen, dass die Folge (w,, )neny im Kompaktum G gegen
w konvergiert. Entsprechend wechseln wir zur korrespondierenden Teilfolge der (z,),,
in m Wir zeigen nun, dass der Grenzwert w ¢ G. Angenommen, es wire w €
G. Dann liegt f(w) € f(G) nach Definition der Bildmenge. Gerade das hatten
wir aber zu Beginn des Beweises bereits ausschliefen konnen. Daher ist nur w €
0G = G\ G moglich und es gilt entsprechend f(w) € f(0G). Da f stetig ist,
gilt z = lim, f(w,) = f(lim, w,) = f(w), sodass wir gezeigt haben z € f(9G).
Beliebigkeit von w € Jf(G) impliziert nun df(G) C f(0G), wie behauptet. Wir
suchen nun ein Beispiel, sodass die Inklusion strikt gilt. Hierzu wéahlen wir G =
{z€Clz—1 <2} und f : G = C,z 22 Diese Wahl von f ist holomorph
fortsetzbar auf ganz C, geniigt also in jedem Fall den Regularitdtsanforderungen,
die wir weiter oben gestellt haben. Offenbar gilt —1 € 0G und f(—1) =1 € f(9G).
Andererseits ist 1 = f(1), da 1 € G, also 1 € Jf(G). Damit gilt 0f(G) € f(9G).
Wir modifizieren nun die Regularitiatseigenschaften von f dorthingehend, dass f
nur noch beliebig ofr reell differenzierbar sei. Wir zeigen, dass dann f(0G) € 0f(G)
im Allgemeinen. Dazu betrachten wir wiederum G = {z € C||z — 1] < 2} und
definieren die Funktion g : G — C,z + ||z]|3. Diese Funktion ist unendlich oft
reell differenzierbar, nicht aber holomorph. Angenommen, 0f(G) C f(9G). Es ist
f(G) = (0,3), also f(G) = {0,3}. Andererseits ist 0 ¢ OG, sodass 0 ¢ f(9G).
Damit war die Annahme falsch und es gilt in der Tat 0f(G) € f(0G) im Allgemeinen
fiir lediglich reell differenzierbare f mit den beschriebenen Eigenschaften. O

Aufgabe 37 (a) Sei h: C — C holomorph und n € N, sodass lim, |, |h(2)27" 7| =

0. Zu zeigen ist, dass h dann eine Polynomfunktion vom Grad < n ist. Angenom-
men, h ware keine Polynomfunktion vom Grad < n. Da h holomorph ist, besitzt h
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eine Taylor-Entwicklung der Form
h(z) = ap. (848)
k=0

Zudem gibt es mindestens ein k > n, sodass a; # 0. Wir bezeichnen das so definierte,
minimale k£ mit N 4+ n -+ 1. Dann gilt fiir die meromorphe Funktion f : C\ {0} — C,
definiert durch f(z) = 27""'h(z), die Laurentreihendarstellung

71 00
f(z) = Z ak+n+1zk + Z an+1+kzk- (849)
k=N

k=—n—1

Nach Voraussetzung existiert der Limes und ist endlich. Dies ist mit Koeffizienten-
vergleich nur moglich, falls a, = 0 fiir alle £ > N + 1. Dann hat f eine Laurentrei-
hendarstellung mit konstantem Nebenteil,

-1

f(Z) = Z ak+n+1zk + Ap41- (850)

k=—n—1

Um nun den richtigen Wert fiir lim|_, | f(2)| = 0 zu erhalten, muss aber, wiederum
nach Koeffizientenvergleich fiir limj,_,o, f(2) = 0 auch a,41 = 0 sein. Das ist ein
Widerspruch zur oben gemachten Annahme, dass f gerade keine Polynomfunktion
vom Grad < n ist! Denn, f hat verschwindenden Nebenteil und die Funktion A ist
somit eine Polynomfunktion vom Grad < n.

(b) Sei h : C — C holomorph und sei R[h] : C — R beschrankt. Zu zeigen
ist, dass h bereits dann konstant ist. Wir definieren die Hilfsfunktion f : C —
C,z — exp(h(z)). Als Komposition ganzer Funktionen ist f ganz. Ferner ist f
auch beschrinkt, denn es gibt wegen der Beschrianktheit von R[h] ein M > 0, so-
dass |Re[h]| < M. Damit finden wir 0 < |f(2)| = |exp(R[h](2)) exp(iS[h](2))| =
|exp(Relz])| < exp(M), weil die Exponentialfunktion fiir reelle Argumente streng
monoton wachsend ist. Somit ist f eine beschrankte und ganze Funktion, nach dem
Satz von Lioville also konstant. Das heifit, es gibt ein A € C mit 0 < || < exp(M),
sodass f(z) = A. Wir behaupten, dass nun auch h konstant ist. Bezeichne G C C
das Bild von C unter h. Wir nehmen an, dass h nicht konstant sei. Dann ist
nach dem Satz von der Gebietstreue G ebenfalls ein Gebiet in C und es wére
exp : G — {A},z — exp(z) = A. Da die Exponentiafunktion aber nicht konstant
auf einem Gebiet in C ist, haben wir den Widerspruch, dass {\} ein Gebiet ist. Da
{A\} als ein-elementige Menge bereits nicht offen ist, ist es erst recht kein Gebiet.
Somit war die Annahme, h wére nicht konstant, falsch und es gibt ein x € C, sodass

h(z) = k fiir alle z € C. O

Aufgabe 38 (a) Diese Aussage ist falsch. Man betrachte die Funktion f : C\{0} —
C,z — 1/z. Sie ist holomorph. Andererseits hat f keine Stammfunktion auf dem
gesamten Definitionsbereich, denn es gilt

d
2m‘:/ —Z:/ F(2)dz. (851)
dB1(0) # 9B1(0)
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Beséfle f eine komplexe Stammfunktion, so miisste laut dem Cauchy’schen Integral-
satz das obenstehende Kurvenintegral den Wert 0 haben.

(b) Die Laurentreihe konvergiert nirgends. Wir betrachten dazu die beiden Hilfsrei-
hen

oo -1 oo
Z 2F, Z 2F =21 Z 2 F (852)
k=0 k=—oc0 k=0

also Neben- und Hauptteil. Die erste Reihe konvergiert auf B0 als geometrische
Reihe, die zweite Reihe konvergiert auf K .(0) = {z € C|1 < |z| < oo} als geo-
metrische Reihe in 1/z. Das Konvergenzgebiet der angegebenen Reihe ist gleich der
Schnittmenge der Konvergenzgebiete von Haupt- und Nebenteil, hier also B;(0) N
K1 (0) = 0.

(c) Diese Aussage ist richtig. Angenommen, es gibe einen Wert a € C, sodass es kein
z € C gibt, mit sin(z) = a. Da sin(z) = (exp(iz) —exp(—iz))/(2¢) und sin(0) = 0 ist
a € C\ {0}. Einsetzen der Darstellung der Sinus- iiber die Exponentialfunktion lie-
fert exp(iz) —exp(—iz) = 2ia. Daexp : C — C\ {0}, formen wir in eine quadratische
Gleichung um exp(iz)? —2ia exp(iz) —1 = 0 = w? — 2iaw — 1. Da der konstante Term
ungleich 0 ist, hat diese Gleichung, im Falle der Existenz, Losungen in C\ {0}. Ge-
nauer existieren nach dem Fundamentalsatz der Algebra sogar genau zwei Losungen
wy, wo fiir w in C\ {0}. Damit ist durch die Wahl eines z € exp ' ({w;, w.}) ein
geeignetes z gefunden, im Widerspruch zur Annahme. Also war die Annahme falsch
und die komplexe Sinus-Funktion nimmt in der Tat jeden Wert aus C an. U

Aufgabe 39 Sei f: C — C holomoorph und definiert durch die Potenzreihe

o0

f(z)= Z apz®. (853)

k=0
(a) Wir zeigen die Abschitzung |ay| < 7" max{|f(z)| : |z| = r}. Offenbar gilt fiir
alle kK > 0:

ap = %d’j f(z=0). (854)

Wir driicken die Ableitung auf der rechten Seite {iber die Cauchy’sche Integralformel
aus (r > 0):

271

ey KD f(2)dz
dF (2 = 0) = /a o (855)

Einsetzen in die obige Formel fiir a; liefert die Darstellung

1 f(z)dz
= — — 856
@ 211 Jop, ZFH (856)

Da f holomorph auf einer Umgebung von B, (0) ist, existiert max,, B.0)1f(2)[} nach
dem reellen Maximumprinzip. Ferner gilt max,cp o){]f(2)[} > max.cq.j=ry{|f(2)|},
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sodass die rechte Seite ebenfalls existiert und endlich ist. Damit konnen wir abschatzen:

0 < |axl (857)
- % /8 . ﬁ Ig s (859)
. max{ f(z)uz; C:lz] =71} » ‘ZT;H (860)
_ max{|f(z)|\z2: C:lz|=r} f}g (861)
— r*max{|f(z)||z € C: |z] = r}. (862)

Damit haben wir die angegebene Ungleichung bewiesen. Im zweiten Ungleichungs-
zeichen haben wir die Dreiecksungleichung fiir Integrale benutzt und anschlieflend
den Zéahler der Integrandenfunktion nach oben abgeschétzt. Im vorletzten Schritt
haben wir verwendet, dass entlang des Integrationsweges |z| = r fix eine Konstante
ist und die bekannte Formel fiir die Lange einer geschlossenen Kreislinie.

(b) Falls nun limsupy, _,, [2[7"[f(2)| < o0, so ist f(2) ein Polynom vom Grad < n.
Angenommen, f wére kein Polynom vom Grad < n, dann liefle sich die Potenzrei-
hendarstellung von f in einen, gegebenenfalls verschwindenden polynomialen Teil
mit Grad < n zerlegen, und einen Teil, der Form z"*1g(z), wobei g # 0 ein nicht-
verschwindender Potenzreihenausdruck ist. Fiir alle r > 0 finden wir dann

limsup 7| f(2)[ > lim (]r| H§X{|g(2)| — lanl). (863)

|z|=r—o00 =

Da g(z) # 0, verschwindet das Maximum nicht und im Limes » — oo finden wir, dass
limsup,,|_,« [2|7"[f(2)| = oo, im Widerspruch zur Endlichkeit des Limes superior.
Kontraposition liefert nun die Behauptung.

(c) Falls nun liminf, |, [2|7"f(2)] > 0, so ist f ein Polynom vom Grad > n.
Wiederum beweisen wir iiber Kontraposition. Sei also f(z) ein Polynom vom Grad
< n. Dann ist

2" £ ()] < |2l an—] (864)
fiir hinreichend grofies |z|. Damit folgt fiir den Limes Inferior

0 < liminf [2|™"|f(2)| € lim |z| a,_1| =0, (865)
|z]—o0 |z]—o0

sodass lim inf|.|_, [2|7"| f(2)| = 0. Da der Limes Inferior einer nicht-negativen Grofie
ebenfalls nicht-negativ ist, liefert uns Kontraposition die Giiltigkeit der zu untersu-
chenden Behauptung. d

Aufgabe 40 Gegeben sei die Funktion f: C\{1,2} - C,z— 1/((z —1)(2—2)).
Wir bestimmen in drei verschiedenen Gebieten die Laurent-Entwicklung von f.
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e Gebiet By(1): Fiir z € B1(0) gilt |z| < 1. Wir schreiben mittels Partialbruch-
zerlegung um:

1 1 1 1 1 1

& ==~ 7-1 3-: 1-: 31-¢ (866)

Auf die beiden Summanden koénnen wir die geometrische Reihe anwenden,
denn sowohl |z| < 1 als auch |z/2] < 1:

o

Pl 2 -1
k=0 k=0 k=0

[e.e]

Der letztere Ausdruck ist die Laurent-Entwicklung von f auf B;(0).

o Gebiet K12(0): Wir bestimmen hier die Laurent-Entwicklung um den Ent-
wicklungspunkt z = 0, und beachten im Vorfeld, dass z € K 5(0) insbesondere
2 > |z| > 1 bedingt:

1 1 1 1 1 1

&) =g~ 31— (868)

Wir kénnen nun auf beide Summanden die geometrische Reihenformel an-
wenden, fiir den ersten Summanden entwicklen wir in 1/z, was im betrachte-
ten Gebiet stets 1/2 < |1/z] < 1 geniigt, und den zweiten Summanden ent-
wickeln wir in z/2, was im betrachteten Gebiet absolut beschrénkt ist getreu
1/2 < |z/2| < 1. Wir finden also die Laurentreihenentwicklung

1 1
:;kz_k_izzk Zz—ZQkH (869)

k=—00

o Gebiet Ky (0): Fiir z € Ky (0) wissen wir 2 < |z| < co. Wir bemerken
ferner, dass [1/z] < 1/2 < 1 und |2/z| < 1 fiir alle z € K5 +(0). Damit

1 111 11
Cz—1 2—2z 21—2z1 z1-—2z1

(870)

Wenden wir hierauf wiederum die geometrische Summenformel und, wie oben,
die bekannten Rechenregeln fiir Laurententwicklungen, so finden wir

lem1 128 X2k 41
=D F I G = (871)
k=0 k=0 k=0

Infolge der obenstehenden Herleitung hat diese Reihe in der Tat das Konver-
genzgebiet K5 o (0).

Wir geben uns nun zwei beliebige reelle Zahlen a,b € R dergestalt vor, dass 1 <
a,b < 2 sowie a # b, und betrachten den Weg ~ : [0, 27] — C, ¢ — acos(t) +ibsin(t).
Diese durchléauft den Rand einer Ellipse mit Halbachsen a,b. Da a,b < 2 liegt
Spur(7y) C By(0). Da ferner 1 < a,b umschliet v ein Gebiet 2, sodass B;(0) .
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Somit folgern wir, dass lediglich die Polstelle bei z = 1 im von ~ umschlossenen
Gebiet 2 liegt. Das Integral

I= ]{f(z)dz (872)

konnen wir also mithilfe des Residuensatzes berechnen. Fiir das Residuum von f bei
z =1 finden wir

Res(f, 2 = 1) = lm[f(:)(z = 1] = L (373)
Dann gilt
I =2min(v,z=1)Res(f,z=1) =2mi-1-1 = 2mi, (874)

insbesondere ist der Wert des Integral also unabhingig von a,b im angegebenen
Parameterbereich. d

Aufgabe 41 Gegeben sei eine holomorphe Funktion f auf einer Umgebung von
20, sodass zy eine p-fache Nullstelle der Funktion f ist. f liege in der Potenzreihen-
entwicklung auf besagter Umgebung von zy vor

o

F(2) =) ar(z — 2" (875)

k=p

(a) Gesucht sind nun die Koeffizienten der Laurent-Entwicklung der Funktion 1/ f
mit Entwicklungspunkt z;. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir er-
reichen, dass die Umgebung aus der Angabe so gewéhlt ist, dass f lediglich die
p-fache Nullstelle dort besitzt. Andernfalls zeigt man leicht mittels Identitatssatz,
dass f = 0 auf jedem Gebiet, dass zy beinhaltet und in der genannten Umgebung
von zq liegt, d.h., in der Umgebung selbst f = 0 im Widerspruch dazu, dass z, eine
p < oo-fache Nullstelle von f ist. Da nun 2y in der geeignet gewéhlten Umgebung
von zy die einzige Nullstelle von f ist, ist z — 1/f(z) dort eine meromorphe Funk-
tion, die eine isolierte Singularitdt in der Form einer p-fachen Polstelle bei z = z
hat. In der Folge kénnen wir als Laurent-Entwicklung ansetzen

L _ > bz — z0). (876)

Da 1 = f(2)/(f(2)) fir alle z in der Umgebung von z, exklusive z = 2y, finden
wir durch Koeefizienten-Vergleich in Potenzen von (z — zj), dass fiir alle N €
{-p,—p+1,—p+2,..,0,1,2, ...} fir den Koeffizienten ¢y, der Taylorentwicklung
der konstanten (und damit auf der betrachteten Umgebung komplex-analytischen)
Funktion z — 1,

bp-a,=1=co (877)

N
Z bkaN+p—k = ON+p0; (878)

k=—p
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wobei letztere Gleichung fiir N = —p die erste reproduziert und ¢,; das Kronecker’sche
0-Symbol bezeichnet. In die Gleichung ging das Cauchy’sche Produkt von Reihen
ein, das laut Vorlesung auf der betrachteten Umgebung von zy gebildet werden
kann. Da a, # 0 wegen der Anforderung, dass z, Nullstelle der Ordnung p von f
ist, konnen wir mittels des angegebenen Gleichungssystem rekursiv die Koeffizienten
der Laurent-Entwicklung von f bzgl. des Entwicklungspunkts zo bestimmen.

(b) Gesucht ist nun die Laurent-Reihe der Funktion z ~— sin(z) fiir die Entwick-
lungspunkte zp = 0 und z; = 7. Wir stellen zunéchst fest, dass f : C\ 7Z — C
holomorph ist. Da sin(7Z) = {0} aber sin’(7Z) = cos(7Z) = {—1,1} # 0, finden
wir, dass die Sinus-Funktion jeweils einfache Nullstellen bei z € 7Z hat. Entspre-
chend hat die Funktion f jeweils Pole der Ordnung 1 bei nZ. Auf B,;(0) kénnen wir
daher die Ergebnisse auf Teilaufgabe (a) anwenden. Die Sinus-Funktion besitzt auf
ganz C, also erst recht auf B, (0) die Taylor-Entwicklung;:

k 2k+1

Z . (879)
— 2k: +1
Ebenso finden wir wegen sin®® () = 0 und sin®**9 (1) = (=1)* cos(r) = (—1)***
fiir alle k£ € Ny die Taylor-Entwicklung
o0 (_1)k+1

f(z) = 2 m(z — )2kt (880)

Hiermit kénnen wir rekursiv die Koeffizienten der Laurent-Entwicklungen um die
Entwicklungspunkte zy = 0 bzw. z; = 7 bestimmen. Wir bezeichnen diese mit b;o)

bzw. ™ und k € {—1} U Ny respektive.

0 _ - b (ZD)
+
=1
(m _ () M b (DM
B = —1&bl) =0&blp,, =y 2T 882
2k 2k+1 — lz_:l (2]{; o 21 + 1)' ( )
Die entsprechenden Laurententwicklungen sind dann gegeben durch
Z bg%)ﬂ 2k+1&f Z béﬁl 2k+1' (883)

k=—-1 k=-1

(c) Gesucht ist das Konturintegral

7{ dz (884)
0B3(3/2) sin(z)

Wir stellen fest, dass f(z) auf 0By(3/2) selbst keine Polstellen hat, denn alle Null-
stellen der Sinusfunktion sind irrational oder 0 und 0B»(3/2) schneidet die reelle
Achse nur an den von Null verschiedenen Punkten 2z, = —1/2 und z, = 7/2, d.h.,
an zwei rationalen Stellen. In Bs(3/2) liegen also nur die Polstellen z € 7Z, die
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—0.5 < z < 3.5 erfiillen. Dies sind die beiden Zahlen zy = 0 und z; = 7. Bezeichnen
wir den 0B5(3/2) durchlaufenden Weg wie in der Aufgabenstellung mit I', finden
wir unter Anwendung des Residuensatzes

dz )
jé G = 2min(T. ORes(1.0) + (T 7)Res(f.m) .

= 2mi(Res(f,0) + Res(f, 7)),

denn I' umlauft laut Aufgabenstellung die beiden Polstellen jeweils einfach und
positiv. Die Residuen sind nach der Vorlesung gegeben durch Res(f,0) = b(_oi =1

und Res(f, ) = b7 = —1. Damit finden wir also

]{Sﬁi% — 2mi(1+ (—1)) = 0. (356)

Der Wert des gesuchten Integrals ist also 0! 0

Aufgabe 42 Gegeben sei die Funktion f : C\ {—i,i} — C, z — exp(iz)/(z* +1)%
(a) Gesucht sind Typ der Singularititen bei zy = 44 und der Wert des Residuums
von f an beiden Stellen. Hierzu beachten wir, dass z +— exp(z) von C — C\ {0}
abbildet, und ebenso z — exp(iz). Insbesondere ist die letztgenannte Funktion ganz
und nullstellenfrei auf C. Das Nennerpolynom z + (z2+1)? hat die beiden doppelten
Nullstellen 24, d.h., (2241)? = (2 — 2z, )?(2 — 2_)?. Beide Nullstellen sind einfach. Da
in beiden Fillen jeweils gilt lim, .., |(z — 2+)? f(2)| = oo im uneigentlichen Sinne fiir
7 € {0,1} und lim, 4 |(z — 24)%f(2)| = | exp(iz+)/(2+ — 25)*| # 0 im eigentlichen
Sinne, handelt es sich bei zi jeweils um Polstellen von f mit Polstellenordnung 1.
Der Wert des Residuums lésst sich leicht anhand es im Nachfolgenden angewendeten
Vorlesungsresultats bestimmen

Res(f,z, =14) = lim 0.[f(2)(z — 24 )]

(2 — 2% = 22y — 2 ) explizg) /(5 — 2"
= —iexp(—1)/2,
Res(f,z- = —i) = lim 0,[f(2)(z — z_)?] (887)

Z—rz—

= (2= = 2)% = 2(2- — z4)) exp(iz-)/(2- — 24 )

(—4 — (—4))iexp(1)/(16)
0.

(b) Wir sollen nun das doppelt uneigentliche Riemann-Integral

[ cos(x) .
- /_ el (358)

berechnen. Wir stellen zunéchst fest, dass die beiden doppelt uneigentlichen Riemann-

Integrale
* cos(x) < sin(x)
= ——dr, J = ———d 889
e e (559
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existieren, denn der Grad des Nenner-Polynoms ist > 1. Im Falle von J liefert
die Antisymmetrie des Integrandenfunktion direkt J = 0. Wegen der Euler’schen
Identitét exp(iz) = cos(z) + i¢sin(x) sogar auf C existiert also das Integral

< exp(iz) :

Die Existenz des doppelt uneigentlichen Riemann-Integrals impliziert, dass insbe-
sondere

oo . R .
/ exp(ir) i exp(iz) (891)
oo (14 22)2 Roo |_p (14 22)2

Nunmehr verwenden wir, dass f|g = exp(iz)/(1 + 2%)? und betrachten die Konka-
tenation 7 * yo der beiden Kurven v; : [-R, R| — C,t +— t und 5 : [0,7] — C,t —
Rexp(it). Es ist Spur(y; * v2) = 9(Bg(0) N H), wobei H = {z € C|S[z] > 0} die
obere komplexe Halbebene angibt. Wir stellen fest, dass fiir R > 1

" -1
f(2)dz = 2mi Z n(y1 * 2, z)Res(f,z) = 2mi - 1 - —iexp(=1) = E, (892)
Y1*Y2 ze{i} 2 €
wobei wir verwendet haben, dass v, % 75 die Polstelle z = 2z, = i einfach und

im positiven Sinne durchlduft und lediglich z, in dem vom 7 * 75 umschlossenen
Gebiet liegt. Andererseits konnen wir uns die Additivitdt des Integrals beziiglich
Konkatenation zunutze machen

T /R exp(iz) J /” iR exp(it) exp(—Rsint + iR cost)
e J_p(1+a22)2 0 (14 R?exp(2it))?

dt. (893)

Wir schétzen das zweite Integral fiir den Limes R — oo ab,

/’T iR exp(it) exp(—Rsint + iR cos t)dt < /“
0 (1 + R?exp(2it))? )
<),
0

=T

iR exp(it) exp(—Rsint + iR cost)

(1 + RZexp(2i))? dt

R
(R? —1)
R

(72— 1)?
R—0

— 0,

dt

(894)

wobei wir im ersten Schritt die Dreiecksungleichung fiir Integrale verwendet ha-
ben. Im zweiten Schritt haben wir erstens die exp-Funktion nach oben durch 1
abgeschétzt haben, da |exp(—Rsint +iRcost)| < exp(—Rsint) < 1, denn sint > 0
fiir 0 <t <mund R > 1 > 0, und zweitens die Umgekehrte Dreiecksungleichung auf
den Nenner angewendet, denn |1 + R? exp(2it)| > ||1| — |R* exp(2it)|| > R* — 1 fiir
R >1und 0 <t < 7. Das resultierende Integral einer konstante Funktion iiber ein
beschrinktes Intervall haben wir zuletzt wie gewohnt berechnet und den Grenzwert
wie spezifiziert berechnet. Wir sehen also, dass der Beitrag der Integration iiber
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den Halbkreisbogen im Limes R — oo verschwindet. Indem wir nun die Zerlegung
des geschlossenen Konturintegrals im Limes R — oo betrachten, erhalten wir nach
Grenziibergang in den Integrationsgrenzen und Zerlegung der Integrandenfunktion
in Real- und Imaginéarteil

T < cos(x) . [%° sin(x)
— 0= ——=d ——=dz. 895
e /_w(1+x2)2x+2/_m(1+x2)2x (895)

Mithin schlieflen wir

/_wﬂdx:g&/wﬂdx:o, (896)

o (1 4+ 22)2 oo (14 22)2

was insbesondere die zu Beginn der Teilaufgabe angestellten Symmetrieiiberlegungen
fiir das zweite Integral bestétigt und den Wert des gesuchten Integrals festlegt. [

Aufgabe 43 Sei f: C\ {0} — C holomorph mit der Eigenschaft, dass f(n™') =
(=1)"n~! und n € N.

(a) Zu zeigen ist, dass f bei z = 0 weder eine hebbare Singularitidt noch eine Pol-
stelle hat. Angenommen, f hat bei z; = 0 eine hebbare Singularitit. Dann lasst
sich f zu einer holomorphen Funktion g : C — C fortsetzen, sodass g|c\(oy = f
und ¢(0) = lim, e f(1/n) = 0. Wir betrachten nun die Teilfolge (ag,)nen zu
(an)neny mit a, := (—=1)"/n fir alle n € N. Es gilt lim,_,o, az, = 0. Ferner ist
hy : C — C,z — z eine holomorphe Funktion mit der Eigenschaft, dass hi(as,) =
hi(1/(2n)) = (=1)*"/(2n). Da {az,|n € N} U {0} nicht-diskrete Teilmenge vom
Gebiet C (Gebietseigenschaft ist aus der Vorlesung bekannt) ist, liefert die Iden-
titdtssatz, dass f = h; auf ganz C. Andererseits konnen wir auch die Teilfolge
(@2n—1)nen von (ay,)nen betrachten. Hier gilt ag, 1 = —1/(2n—1) fiir alle n € N und
lim,, .o @2,—1 = 0. Wir definieren nun die auf dem Gebiet C holomorphe Funktion
hy : C — C durch he(z) = —z. Da hy(z) = g(2) fur alle z € {ag,—1|n € N} U {0}
und letzteres eine nicht-diskrete Teilmenge von C ist, folgern wir mithilfe des Iden-
titdtssatzes, dass bereits f = hy auf ganz C. Damit ist aber hy(z) = ho(z) fiir alle
komplexen Zahlen z, was den Widerspruch h;(1) = 1 = —1 = hy(1) liefert. Da-
mit haben wir gezeigt, dass es kein g wie oben beschrieben gibt. Das heif3t, es gibt
keine holomorphe Fortsetzung von f an z = 0, sodass f bei z = 0 keine hebbare
Singularitdt hat. Wir schlieen nun noch aus, dass f eine Polstelle bei z = 0 hat.
Angenommen, z = 0 wire ein Pol der Ordnung N € N von f. Dann gilt fiir alle
1 < k < N, dass lim, o |2*f(2)| = oo und lim, |2 f(2)| # 0 im eigentlichen
Sinne. Sei nun N fix und betrachte die Folge (a,)n,eny mit Folgengliedern a,, wie
oben angegeben. Dann gilt lim,, .., a, = 0 und die Eindeutigkeit der Grenzwerte
im Falle der Existenz liefert 0 # lim,, o a’ f(a,). Andererseits ist nach Einsetzen
lim,, o0 @ f(an) = lim,_oo[(—1)"(1/n)¥ 1] = 0. Das liefert den Widerspruch 0 # 0.
Da N € N beliebig war, finden wir, dass z = 0 keine Polstelle sein kann. Diese haben
definitionsgeméf stets endliche Ordnung. Insgesamt haben wir ausgeschlossen, dass
f eine Polstelle bzw. eine hebbare Singularitéit bei z = 0 aufweist.

(b) Wir sollen nun eine auf C \ {0} holomorphe Funktion mit den in der Auf-
gabenstellung beschriebenen Eigenschaften angeben. Wir stellen fest, dass z +—
sin(m/2 4+ m/z) holomorph auf C\ {0} ist und eine isolierte Singularitét bei z = 0
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besitzt. Diese ist, wie man durch Laurent-Entwicklung um z = 0 leicht sieht, von
nicht-verschwindendem Hauptteil, also eine wesentliche Singularitét. Insbesondere
ist z = 0 keine Polstelle der Funktion und auch keine hebbare Singularitdt. Ferner
gilt sin(w/2+7/a,) = (—1)"1, wobei a,, = 1/n fiir alle n € N wie im vorangegange-
nen Aufgabenteil. Da z = 0 wesentliche Singularitit von z — sin(r/2+7/z), dndert
sich durch Betrachtung der Produktfunktion h : C\{0} — C, z — —zsin(n/2+7/2)
nichts an dem Typ der Singularitdt bei z = 0 — die Singularitét ist weiterhin we-
sentlich. Uberdies liefert die Holomorphie der Faktoren von h auf C \ {0} die Holo-
morphie von h selbst auf C \ {0}. Fiir a,, zu n € N beliebig aber fest gewihlt ergibt
sich h(a,) = h(1/n) = (=1) - n7tsin(x/2 + n7) = (=1)(=1)""n"! = (=1)"/n.
Damit erfiillt die Funktion A, die wir soeben definiert haben, die Anforderungen der
Aufgabenstellung. O

Aufgabe 44 Seien f, g : C\{i} — C holomorph. Zudem habe f bei i eine Polstelle.
Wir bezeichnen deren Ordnung mit N € N. Fiir alle n € N gelte ferner

f+n ) =gli+n"). (897)

Zu zeigen ist, dass entweder f = g oder es eine Folge (z,,)nen gibt, sodass lim,, o 2, =
i = lim, 00 g(2,). Da f eine Polstelle der Ordnung N bei z = i hat, besitzt
C\ {i} —» C,z — (2 — i)V f(2) eine hebbare Singularitiit bei z = i, mit der Ei-
genschaft, dass lim, ;[(z — )" f(2)] # 0. Wir multiplizieren die angegebene Idenitét
auf beiden Seiten mit (i +n~ — )Y = 1/n" fiir alle n € N. Das liefert

(/)N fli+n"1) =1/nNgli +n7h). (898)

Nach den Ausfithrungen zur Hebbarkeit der Singularitdt bei z = i von z — (2 —
i)V f(2) konnen wir zumindest die linke Seite der Gleichung auch im Grenzwert
n — oo betrachten. Hierbei gibt es dann zwei Félle.

e Full 1: Es gilt auch 0 # lim,,_,[(1/n)Y f(i+n™1)] = lim, o [(1/n)Vg(i+n~1)].
Es gibt zwei Moglichkeiten, die Gleichheit zu gewéhrleisten. Entweder hat die
Funktion z — (2 — i)V g(2) ebenfalls eine hebbare Singularitéit bei z = i oder
die Singularitdt von g ist wesentlich. Denn im letztgenannten Fall garantiert
der Satz von Casaroti-Weierstrass, dass fiir alle € > 0, g(B.(7) \ {i}) dicht in
C ist und g ist so beschaffen, dass die Folge (i +n~1),cy in (z — i)V g(z) nach
Limes-Bildung den Grenzwert lim,, ,,[(1/n)" f(i + n~1)] reproduziert.

o Fall 2: Es gilt 0 # lim, ,oo[(1/n)N f(i + n7Y)] # lim,_oo[(1/n)Vg(i + n™1)]
und wir erlauben rechts auch uneigentliche Grenzwerte. Dieser Fall kann nicht
auftreten, denn dann gébe es ein M € N, sodass es unendlich viele £ > M
gibt mit (1/k)NVf(i + k71) # (1/k)Vg(i + k™). Kiirzen von 1/kV liefert den
Widerspruch, dass f(i + k') # g(i + k'), aber, nach Voraussetzung auch,
faG+E Y =gl +k).

Somit gibt es zwei Moglichkeiten: Erstens, die holomorphen Fortsetzungen von (z —

i)N f(2) und (z—1i)Vg(z) auf der nicht-diskreten Teilmenge {i+n~!|n € N}U{i} des
Gebiets C iibereinstimmen, somit also (z — 7)Y f(2) = (2 — i)V g(z) auf C \ {i} gilt.
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Damit ist dann f(2) = g(z) auf C\ {i}. Zweitens, hat (2 — i)V g(2) eine wesentliche
Singularitidt bei z = 4, damit dann auch g(z). Da g(z) eine wesentliche Singularitét
bei z = i hat, liefert der Satz von Casaroti-Weierstrass, dass das Bild von B(7) \ {7}
fiir jedes € > 0 dicht in C ist. Wegen der Dichtheit des Bildes wie gerade beschrieben,
konnen wir eine Folge (z,)nen finden, sodass lim,cy und lim,ey g(2,) = 2, wobei z €
C beliebig gewahlt ist. Insbesondere gibt es eine Folge (2, )neny mit den Eigenschaften,
dass lim, 00 2, = @ = lim,_, g(2,). Insbesondere sind die beiden Maglichkeit fiir
g verschieden, sodass tatsdchlich das exklusive “oder” aus der Aufgabenstellung
resultiert. U

Aufgabe 45 Wir definieren die Funktion f : C\ {—i,0,i} — C durch f(z) =
1/2 + exp((z —)/(2*> + 1)). Einleitend stellen wir fest, dass f auf dem gesamten
Definitionsbereich holomorph ist.

(a) Zu bestimmen ist jeweils der Typ der Singularitédt von f bei z € {0,—i,i}.
Wir behandeln zuerst den Fall z = 0. Wir stellen fest, dass lim, o |f(2)] = oo und
lim, o |f(2)z] = 1 # 0. Damit ist z = 0 eine Polstelle von f, genauer eine einfache
Polstelle von f. Wir behandeln nun den Fall, z = i. Zuerst stellen wir fest, dass fiir

alle z € C\ {—4,0,i} gilt
f(z) = é +exp((z +1i)71), (899)

denn 22+ 1 = (2 —4)(z + ). Sei nun B(i) \ {i} € C\ {—4,0,:} eine punktierte
Umgebung von ¢ fiir 0 < € < 1 beliebig. Dann gilt

[f(2)] < [1/2] + Jexp((z = i)/ (* + 1) < 1/(1 =€) +exp(1/(1 =€),  (900)

weil die reelle Exponentialfunktion exp : R — R konvex ist. Ferner haben wir
die umgekehrte Dreiecksungleichung im Nenner bemiiht. In der Konsequenz ist f in
einer hinreichend kleinen Umgebung von 2z = 7 beschrénkt. Nach dem Riemann’schen
Hebbarkeitssatz ist z = ¢ damit eine hebbare Singularitdt von f. Zuletzt betrachten
wir den Fall der Singularitét bei z = —i. Fiir alle z € B.(—i) (0 < € < 1), gilt die
Reihenentwicklung von f um z = —i,

1 1 ~— 4 1 1
f(z):ereXp(zjti):Z;Zk(z+z)k+;ﬂ(z+i)k' (901)

Aus dieser Entwicklung sehen wir bereits, dass der Hauptteil der Laurent-Entwicklung
von f um —i nicht abbricht, d.h., keine endliche Reihe in Potenzen von (z+4)~! ist.
Laut Vorlesung ist das dquivalent dazu, dass es sich bei z = —¢ um eine wesentliche
Singularitdt von f handelt. Zusammenfassend stellen wir fest, dass die drei isolierten
Singularitdten von f die folgenden Typen haben: z; = ¢ ist ein hebbare Singularitét,
29 = 0 ist eine Polstelle der Polstellenordnung 2 und z3 = —i ist eine wesentliche
Singularitét. Wir sollen in einem zweiten Schritt die Residuen Res(f,z = z;) fur
i € {1,2,3} berechnen. Fiir hebbare Singularitdten holomorpher Funktionen ist be-
reits aus der Vorlesung bekannt, dass das Residuum an dieser Stelle verschwindet.
Fiir die zu untersuchende Funktion f bedeutet das, dass Res(f,z = z;) = 0. Fir
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die Polstelle erster Ordnung lassen wir v, : [0,27] — C\ {—¢,0,:},t — eexp(it) mit
0 < e < 1. Nach Definition gilt

Res(f,0) = hm—}{f

e—0t 271
.1 i€ exp(it) .1 ]{ z—1
= lim — —dt lim — — ) d
50+ 270 /0 coplit) T am P \ZT) P (902)
o
= lim cme + lim 0
=0t 2Mie =0t
=1,

denn die Integrandenfunktion des zweiten Integrals in Zeile 2 ist holomorph in dem
von 7, eingeschlossenen Gebiet. Somit finden wir Res(f,0) = 1. Zuletzt berechnen
wir Res(f, —i). Wir arbeiten wiederum direkt mit der Definition: Sei fiir 0 < e < 1
der Weg I, : [0,27] — C\ {—4,0,i},t — —i + eexp(it) definiert. Er durchlauft,
analog zur Situation bei 7., 0B.(z = —i) einfach im positiven Sinne. Nun gilt

Res(f, —i) = lim —7{ f(z

e—0+ 277
1 d 1
zlim—,j{—z—l—hmdzexp( >
e—0+ 271 Fe Z et z+1

1 dz
— li + lim
=0 Jurret Z omi j{ k:‘ (z (z 4+ i) 7) e—>0+ i fiﬂ z41 (903)

k=0,k#£1
1 Iy 14
04 fim / ieexp(it) .,
e—0+ 2mi J,  eexp(it)
. 2mie
= lim ——
e—0+ 27ie

=1.

Hierbei haben wir verwendet, dass 1/z holomorph in B.(—i) ist, das Zirkulations-
integral iiber I'; also fiir alle 0 < € < 1 identisch verschwindet. Zudem wurde die
insbesondere auf ganz B.(—i) \ {—¢} gleichmé&Big konvergente Laurent-Entwicklung
von exp((z + i)™!) verwendet. Die gleichmiifiige Konvergenz erlaubte hierbei das
Vertauschen des Summations- und Integralzeichens. Eine bekannte Identitat liefert,
dass alle Beitriige von 1/(z+1)* fiir k € Np\ {1} identisch verschwinden, unabhéngig
von der Wahl von 0 < e < 1. Damit verschwindet auch die Summe iiber eben diese
Beitrige unabhingig von € mit 0 < € < 1, also erst recht der Limes ¢ — 0%. Den
Beitrag von (z +7)~! zum Residuum haben wir schlieBlich von Hand ausgerechnet.
Insgesamt stellen wir also fest, dass Res(f,0) =1 = Res(f, —i) und Res(f,7) = 0.
(b) Gegeben ist nun der, offenbar geschlossenen und C'-Weg ~ : [0,27] — C \
{—14,0,1},t — exp(—2it). Wir sehen, dass v das 0By(0) zweifach im negativen Sinne
durchlduft. Folglich ist n(y, z) = —2 fur alle z € By(0) D {—4,0,¢}. Wir kénnen nun
den Residuensatz anwenden, um

I= ]{f(z)dz (904)
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zu berechnen. Dieser liefert

I =2mi(n(v,0)Res(f,0) + n(v,i)Res(f,i) + n(vy, —i)Res(f, —i))

=2mi((=2)- 1+ (-2)-0+(—2)-1) (905)
= —8mi.
Der gesuchte Wert ist also [ = —8i. 0]

Aufgabe 46 (a) Definiere A = {(z,y) € R?*0 < 2|y| < x < 6}. Gesucht ist der
Wert des Integrals

I= /A (x— y)?d(z,y). (906)

Dieses ist wohldefiniert, da A C [0,6] x [—3,3], d.h., Teilmenge eines kompakten
Quaders ist, und die Integrandenfunktion R* — R, (z,y) — (z—1y)? stetig, insbeson-
dere also in L'(A) ist. Wir sehen, dass A ein Dreieck beschreibt, welches dquivalent
als A = Conv({(0,0), (—3,6),(3,6)} aufgefasst werden kann. Insbesondere ist das
Dreieck achsensymmetrisch bzgl. der = Achse, d.h., (z,y) — (z, —y) bildet A auf
sich selbst ab. Wir bezeichnen ANR x Rt =0 A, und ANR x R~ =: A_. Bis
auf Vernachlissigung der Nullmenge [0, 6] x {0} bzgl. des Lebesgue-Borel Mafles auf
dem R? gilt nach dem Satz von Fubini

J@—vrien = [ o))+ INCEREY)

— /06 /Ox/Q(x—y)Qdy d:v—l—/OG (/_iﬂ(as—y)Qdy) dx
L ([ )]

6 [ /2 6
:/ / (x —y)*dy d:c—i—/
o \Jo 0

(907)

Hierbei haben wir im ersten Schritt die o.g. Zerlegung von A in A, A_ bis auf ei-
ne Nullmenge verwendet. Im zweiten Schritt fand der Satz von Fubini Anwendung.
Im dritten Schritt haben wir den Transformationssatz fiir Integrale angewendet:
Hierbei wurde A_ — A, vermoge der Spieglung an der xz-Achse, d.h., durch den
C!-Diffeomorphismus (x,y) — (z, —y). Dabei wurde ausgenutzt, dass sich die Trans-
formationsformel auf den eindimensionalen Fall reduziert, denn die x-Koordinate
bleibt von der o.g. Transformation unberiihrt. Im vierten Schritt haben wir die
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Orientierung des Integrationsintervalls im inneren Integral umgekehrt, was den Vor-
zeichenwechsel herbeifiihrte. Im fiinften Schritt wurde die Linearitéit des Integrals
bemiiht, um die Summe nunmehr {iber dem Gleichen Bereich auszufithrenden Inte-
grale in ein Integral umzuschreiben. Im sechsten Schritt wurde der Integrand mittels
erster und dritter Binomi’scher Formel expandiert und vereinfacht sowie zuletzt die
sich ergebende Konstante 2 vor das Integral gezogen. Wir finden fiir das innere
Integral

z/2 2 12 1323
2 2
dy = — + - = ) 908
| @t =5 55 =5 (908)
Dieses Ergebnis verwendend, berechnen wir das duflere Integral und damit I,

6 1343 1324° 13.6% 13-3% 351

1:/ Ydr= 22 = - = (909)
0 24 9% |, 16 2 2

(b) Gegeben sei nun die Funktion f : K +(0) = C, z — (14 2%)~!. Wir sollen fiir
v [=m 7] = C, t — 2exp(it) den Wert des Integrals

J:/f(z)dz (910)

berechnen und sodann entscheiden, ob f eine komplexe Stammfunktion auf K «(0)
besitzt. Wir beachten zunéchst, dass f nur an den Stellen 4 jeweils eine isolierte
Singularitét in der Form einer Polstelle der Ordnung 1 besitzt. Da i ¢ K; «(0) ist
f auf K; »(0) holomorph. Fiir die entsprechenden Residuen gilt

Res(f,i) = 1/(2i) & Res(f, —i) = —1/(2i). (911)

Da « den Kreisrand 0B5(0) C K »(0) einfach und im positiven Sinne durchlauft,
liefert uns der Residuensatz

/f(z)dz = 2mi(n(v,1)Res(f,7) + n(y, —i)Res(f, —i)) = 0. (912)

Wir zeigen nun, dass f eine komplexe Stammfunktion auf dem Gebiet K o (0)
hat. Sei dazu I' ein ganz in K (0) verlaufender geschlossener Weg. Da =+i in
derselben Zusammenhangskomponente von Kj .(0) = C\ K. (0) liegen, gilt
n(I',7) = n(I', —i). Zusammen mit dem Residuensatz finden wir wiederum

/Ff(z)dz = 2mi (n(I',9)Res(f, 1) + n(I', —i)Res(f, —1))

=7(n(l,7) —n(T", —7))
=0.

(913)

Damit ist gezeigt, dass das komplexe Linienintegral von f {iber jede geschlossene und
in K (0) verlaufenden Kurve den Wert Null liefert. Laut Vorlesung ist dies auf
dem Gebiet K «(0) dquivalent dazu, dass das konkrete, auf K o(0) holomorphe f
eine komplexe Stammfunktion besitzt. Damit hat f also auf K «(0) eine komplexe
Stammfunktion. O
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Aufgabe 47 Seien r, R > 0 mit r < R vorgegeben und seien a,b € C\ K, g(0).
Wir definieren die Funktion f : K, g(0) — C,z — (z —a)/(z — b). Sie ist nach
Voraussetzung an a,b holomorph. Zu zeigen ist, dass es genau dann einen ho-
lomorphen Logarithmus von f gibt, wenn a,b in derselben Zusammenhangskom-
ponente von C \ K, p(0) liegen. Definitionsgeméf ist die Existenz eines holomor-
phen Logarithmus von f gleichbedeutend damit, dass es eine holomorphe Funktion
A K, g(0) — C gibt, sodass exp(A(z)) = f(z) fiir alle z € K, g(0). Ableiten liefert
N(z)exp(A(2)) = f'(z) baw. N(z) = f'(2)/f(2), da f nullstellenfrei auf K, r(0)
ist. Der holomorphe Logarithmus A existiert also als Stammfunktion von f'(2)/f(z)
auf K, r(0) genau dann, wenn fiir jeden geschlossenen Weg I', der ganz in K, z(0)

verlauft, gilt
',
7{ s = (914)

Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass I' den Ursprung einfach und positiv
umléduft. Da f holomorph auf K, p(0) und letzteres offen ist, existiert f’ dort und
es gilt

, 1 z—a
= 15
6= - =i (915)
Damit finden wir fiir z € K, (0), dass
f'(2) 1 1
= — . 916
f(z) z—a z-—0 (916)
Das Kurvenintegral von f’/f entlang I' ist also
% ‘.];l./((,z))dz :% dz _% de
z z—a z—
r r r (917)

= 2mi (n(T,a)Res((z — a) ", a) — n(T,b)Res((z — b) ", b))
=2mi(n(T, a) — n(T,b)).

Da Spur(I') € K, z(0), ist der Wert des Kurvenintegrals aus {27} falls a,b in
verschiedenen Zusammenhangskomponenten von C\ K, z(0) und der Wert des Kur-
venintegrals ist gleich 0 falls a,b in derselben Zusammenhangskomponente von C '\
K, r(0) liegen. Denn im ersten Fall ist n(I',a) = 1, n(I',b) = 0, falls |a| < r und
|b| > R oder n(I',a) = 0, n(I',b) = 1, falls |a| > R und |b] < r. Insbesondere ist
bei beiden Moglichkeiten n(I', a) —n(I",b) # 0, sodass das Kurvenintegral nicht ver-
schwindet. Das ist dann dquivalent zur Nichtexistenz des holomorphen Logarithmus.
Im zweiten Fall ist n(I',a) = 1 = n(T',b) falls |al,|b| < r und n(T';a) = 0 = n(T',d)
falls |al,|b] > R. Dann gilt in jedem Fall n(I",a) — n(I",b) = 0 und das Konturinte-
gral verschwindet. Letzterer Sachverhalt ist aber gerade dquivalent zur Existenz des
holomorphen Logarithmus A, wie oben ausgefiihrt. 0

Aufgabe 48 Wir berechnen das Integral

dz

1:7{ = 918
B, (i) ©XP(32) — 1 (918)
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wobei 0Bj3(i) einfach und im positiven Sinne durchlaufen wird. Wir stellen fest, dass
die Funktion

f:C\M —=C,z+— (exp(32) —1)7" (919)

fir die Wahl M = {27ni/3|n € Z} holomorph ist. M ist offensichtlich eine nicht-
diskrete Teilmenge von C, denn fiir alle k € Z ist M N By 50(2mwik/3) = {2mik/3}. f
ist also eine meromorphe Funktion, die an den Stellen z € M jeweils eine wesentliche
Singularitéit aufweist. Offenbar gilt M N 9Bs(i) = 0 und M N Bs(i) = {0,27i/3},
denn 3 < 7 < 4 impliziert, dass —2i < 2mwik/3 < 4 lediglich fiir k£ € {0,1} gilt.
Das gesuchte Inetgral lisst sich einfach mithilfe des Residuensatzes berechnen. Die
benotigten Residuen errechnen sich laut einem Vorlesungsresultat im Falle wesent-
licher Singularitidten zu

. z : 1 1
e e R B

z—2mi/3 1 1
R =2mi/3) = i — | = i = —. 921
es(f, 2 =2mi/3) zalzrﬁ/?) pr(Sz) - J ZJQIE/S {3 exp(z)} 3 (921)
Dabei haben wir die Regel von L’Hopital fiir holomorphe Funktionen im jeweils
zweiten Schritt verwendet. Zuletzt stellen wir fest, dass B3(0) als offene Kreisscheibe
ein einfach zusammenhéngendes Gebiet in C ist. Der Residuensatz liefert nun

47y

1 = 2mi (n(9B3(3), 0)Res(£. 0) + n(0Ba(i), 2mi/3)Res(f, 2mi/3)) = ==, (922)

wobei wir verwendet haben, dass n(0Bs(i),0) = 1 = n(0Bs(i),2mi/3) nach der
Spezifikation in der Aufgabenstellung. O

Aufgabe 49 Gegeben sei die auf C meromorphe Funktion f(z) = exp(z)/(2*—1).
(a) Wir bestimmen alle Pole von f und die dazugehorigen Residuen. Da exp(z) eine
ganze Funktion ist, bleiben lediglich die Nullstellen des Nennerpolynoms als Polstel-
len {ibrig. Damit sind z € {+1, —1} die einzigen Polstellen von f. Als Polynom vom
Grad 2 zerfillt f iiber C in Linearfaktoren. Da die beiden Nullstellen verschieden
sind, handelt es sich jeweils um einfache Polstellen. Wir finden fiir die Residuen
Res(f,1) = exp(1)/2 und Res(f, —1) = —exp(—1)/2.

(b) Sei v : [0,27] — C,t — 2exp(it) gegeben. Dies ist ein einfach geschlossener,
glatter Weg, der das einfach zusammenhéngende Gebiet By(0) C C berandet. Es ist
{—=1,1} C By(0), sodass f|spur(y,) frei von Singularitéten ist. Zudem werden die bei-
den Pole einfach im positiven Sinne von y; umschlossen. Wir berechnen also mithilfe
des Residuensatzes

j{ f(2)dz = 2mi (n(y1, 1)Res(f, 1) + n(y1, —1)Res(f, —1)) (923)
= 2isinh(1), (924)

wobei wir n(v;,1) =1 = n(v, —1).
(c) Sei vy : [—m,37] — C der Weg definiert durch

1 + exp(it) te[—m, ]

7(t) = { 1t expli(m — 1)) t€ [r,3] (925)
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Wir stellen fest, dass 7o = I'; % 'y, wobei I'y : [—7, 7] — C,t — 1+ exp(it) and
[y [m, 37| = C,t — —1+ exp(—i(t — m)). Wir sehen, dass deswegen

]{f(z)dz: 4 f(z)dz + 4 f(z)dz. (926)

Da T'; das einfach zusammenhéingende Gebiet B;(1) und T's das einfach zusam-
menhéngende Gebiet Bi(—1) jeweils einfach umschlieBen, konnen wir die beiden
Integrale jeweils separat mit dem Residuensatz ausrechnen. Hierbei beachten wir,
dass n(I';,1) = 1 und n(I'y, —1) = 0 sowie n(I'y,—1) = —1 und n(I'y, 1) = 0. Dies
Residuen hatten wir bereits in Teilaufgabe (a) berechnet. Der Residuensatz liefert
also

4 f(2)dz = 2mi (n(Ty, 1)Res(f, 1) + n(I'y, —1)Res(f, —1)) = miexp(1) (927)
4 f(z)dz = 2mi (n(T'e, 1)Res(f, 1) + n(T'a, —1)Res(f, —1)) = miexp(—1). (928)
Damit finden wir fiir das gesuchte Integral schlussendlich
]{ f(2)dz = 2micosh(1). (929)
2
Dabei haben wir cosh(z) = 0.5(exp(z) + exp(—=z)) fiir z € C verwendet. O
AufgaQbe 50 Definiere die holomorphe Funktion f : C\ {—v/2,0,v2} — C,z
4/(z(2* — 2)).

(a) Wir berechnen zuerst auf Ky;(0) = {2z € C|0 < |2|1} die Laurent-Entwicklung
von f.

. 9 XX /2 k o 2kl

2(22-2) =z 1—§ z = o

Dabei haben wir verwendet, dass z € K1(0) = 2> < 1 = 2?/2 < 1/2 < 1 und
konnten somit die Formel zur Berechnung der geometrischen Reihe anwenden. Wir
berechnen als néichstes die Laurentreihe von f auf K5 4(0) = {z € C|2 < |z| < 4}.

4 4 1 4 &2\ & okt
_ _ 4 _ 2\ = 931
f(Z) Z(ZQ—Z) 231—% 23;0(22) Zz2k+3’ ( )

k=0

wobei wir ausgenutzt haben, dass z € K54(0) =2 <2<4=4<22<16=1/8<
2/2% < 1/2 < 1. Das erlaubte uns, die geometrische Reihenformel anzuwenden.
(b) Wir berechnen zunédchst das Integral

L = ngl(O) f(z)dz. (932)

Wir stellen fest, dass f auf C meromorph ist. In dem von 0B, (0) berandeten Elemen-
targebiet B;(0) liegt lediglich eine Singularitdt von f, ndmlich die einfache Polstelle
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bei z = 0. Auf 0B;(0) liegen keine Singularitdten von f. f hat bei z = 0 das Resi-
duum Res(f,0) = lim,,o [2f(2)] = —2. Wir durchlaufen 0B;(0) in der natiirlichen
Parametrisierung, d.h., spezifizieren eine Parametrisierung, die z = 0 einfach und
im positiven Sinne umschlieBt. Damit ist n(0B;(0),0) = 1. Der Residuensatz liefert
nun

?{ f(2)dz = 2min(0By(0), 0)Res(f, 0) = —Ari. (933)
8B, (0)
Als letzten Schritt berechnen wir die Differenz
D= f(2)dz — 7{ f(2)dz. (934)
9B2(0) dBo.s

Analog zu gerade eben stellen wir fest, dass 0By(0) und 0By ;5(0) jeweils die Ele-
mentargebiete By(0) und By;(0) beranden. Ferner hat f keine Singularititen, die
in 0By 5(0) U 0By(0) liegen. In By5(0) liegt lediglich die Polstelle bei z = 0, By(0)
hingegen enthilt die volle Polstellenmenge {—+/2, 0, v/2}. Wir spezifizieren eine Pa-
rametrisierung von je 0By 5(0) und 0By(0), sodass das eingeschlossene Elementar-
gebiet einfach und im positiven Sinne durchlaufen wird. Der Residuensatz liefert
nun

D = 2mi (n(@BQ(O), V2)Res(f, V2) + n(0By(0), 0)Res(f,0)
+1(dB5(0), —v2)Res(f, —\/§)> — 27in(9By5(0), 0)Res(f, 0) (935)
=2mi (Res(f, V2) + Res(f, —\/§)> .

Die beiden gesuchten Residuen berechnen wir, indem wir das bekannte Vorlesungre-
sultat zur Berechnung von Residuen einer meromorphen Funktion im Falle einfacher
Polstellen anwenden. Das liefert

Res(f,V2) = lim [(z —2) f<z)} ~1, (936)

22
Res(f, —v2) = lim [(z +/2) f(z)] ~1. (937)
z——V2
Somit finden wir D = 4. O

Aufgabe 51 (HO7T1A1) Seia > 1. Zu zeigen ist, dass die Gleichung z exp(a —
z) = 1 im Einheitskreis E genau eine Losung hat, und diese reell ist, mit z € (0, 1).
Wir zeigen zunéchst die Existenz genau einer Losung der obenstehenden Gleichung
in E. Zu diesem Zwecke formen wir sie in z — exp(z — a) = 0 um und definieren die
auf dem Gebiet C holomorphe Funktion f : C — C,z — 2z — exp(z — a). Zudem
fithren wir die beiden Hilfsfunktionen p,q : C — C ein, die jeweils durch p(z) = z
und ¢(z) = —exp(z — a) definiert sind. Offenbar gilt fiur alle z € C D E U JE,
dass f(z) = p(z) + q(z). Fiir alle z € OE gilt zudem |p(2)| = |z| = 1 und |q(z)| =
lexp(z —a)| < |exp(l —a)| < 1, da a > 1 und die (reelle) Exponentialfunktion
streng monoton wachsend ist. Folglich gilt fiir alle z € JE, dass |p(z)| > |q(2)].
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Der Satz von Rouché garantiert nun, dass p + ¢ und p erstens beide nullstellenfrei
auf JE sind und zweitens, dass p und ¢ in E dieselbe Anzahl an Nullstellen haben,
gezdhlt jeweils mit der Vielfachheit der zugehorigen Nullstelle. Da p nur die einfache
Nullstelle z = 0 hat, hat auch p+ ¢ = f nur eine, einfache Nullstelle in E. Damit ist
nachgewiesen, dass z exp(a — z) = 1 tatséchlich genau eine Losung in E besitzt. Wir
zeigen nun, dass diese reell ist. Angenommen, (2] # 0, wo z, die soeben gefundene,
einzige Losung der Gleichung auf E bezeichnet. Mit 2z, € E ist auch z, € E, da die
komplexe Konjugation eine isometrische Abbildung ist. Nun gilt

1=1=2pexpla — z) = zoexp(a — 29) = exp(a — zg) = exp(a — %), (938)

wobei wir verwendet haben, dass die Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung
von exp allesamt reell sind und a > 1 insbesondere eine reelle Zahl ist. Die Morphis-
meneigenschaften der komplexen Konjugation sind ebenfalls in die Rechnung einge-
gangen. In jedem Fall ist nun Zj eine weitere Losung der Gleichung 1 = z exp(a — 2),
die wegen (z]o # 0 von 2 echt verschieden ist. Da aber zy, Zp € E haben wir den
Widerspruch zu der oben nachgewiesenen Eindeutigkeit der Losung der zu untersu-
chenden Gleichung. Also war die Annahme, $[zg] # 0 falsch, und es gilt stattdessen
S[z0] = 0. Letzteres ist dquivalent zu zy € (—1,1) @i - 0, also zy reell zusétzlich.
Es bleibt zu zeigen, dass zy positiv ist. Dazu formen wie die Gleichung in die Dar-
stellung z = exp(a — z) um. Die rechte Seite ist fiir alle reellen z echt grofer als 0,
sodass wegen der Gleichheit gilt z > 0. Mit den obenstehenden Resultaten finden
wir also zg € (0,1) @i -0, wie behauptet. O

Aufgabe 52 (F04T1A3) Sei a € [—1,1]. Zu zeigen ist, dass fiir jedes a das
Polynom p,(2) = 28 +iaz+1 genau 3 Nullstellen, geziihlt mit Vielfachheiten, in der
oberen komplexen Halbebene H" = {z € C|S[z] > 0} hat. Als Polynomfunktion
ist p, fiir jede Wahl von a € [—1,1] eine auf ganz C holomorphe Funktion. Wir
definieren nun den Weg ~ durch Konkatenation v = 7, * v, wobei

m:[=2,2] > Cit—t (939)
Y2 1 [0, 7] = C,t — 2exp(it). (940)

Offenbar ist v ein einfach geschlossener Weg, der in C verlduft. Da C einfach zu-
sammenhédngend ist, ist v nullhomolog. Definiere zusétzlich die beiden auf C holo-
morphen Funktion f,g: C — C durch f(z) = 2% + 1 und g(z) = iaz fiir eine belie-
bige, aber feste Wahl von a € [—1,1]. Wir behaupten, dass |f(z)| > |g(2)]| fiir alle
z € Spur(y). Fiir den Fall, dass z € Spur(y;), gilt nimlich |f(2)| = [t°+1] = |¢|°+1,
dat € [-2,2] = t* € [0,4], und |g(z)| = |iat| < [¢|. Ohne Einschrinkung kénnen
wir uns also auf die Untersuchung von z =t € [0, 2] beschréinken, denn |f(z)| und
|g(2)| sind auf der reellen Achse symmetrisch. Andererseits gilt fiir z = ¢t = 0 mit
den Darstellung von soeben, dass |f(z)] = 1 > |g(z)| = 0, fiir z = ¢ € (0,1), dass
lf(2)] >1>|g(2)], fir z =t =1, dass |f(z)] =2 > 1> |g(2)], fur ¢t € (1,2), dass
lf(2)] > 2 > |g(2)| und fiir z =t = 2, dass |f(2)] = 63 > 2 > |g(z)|. Wegen der
oben genannten Symmetrie haben wir also |f(z)| > |g(z)]| fur alle z € Spur(~;). Wir
zeigen, dass |f(z)| > |g(2)| auch fiir alle z € Spur(ys) gilt. Sei z € Spur(v,). Dann
gibt es t € [0, 7], sodass z = 2exp(it). Wir schitzen ab, |f(2)| = |64 - exp(6it) + 1| >
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||64] — |1]| = 63 nach der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir die Standardnorm
auf C. Zudem ist |g(z)| < |2exp(it)| = 2. Da 63 > 2, ist |f(2)| > |g(2)] fiir be-
liebiges, und damit fiir alle, z € Spur(ys). Insgesamt ist somit |f(z)| > |g(z)| fur
alle z € Spur(y;) U Spur(y2) = Spur(y). Nach dem Satz von Rouché haben also
f+ 9 =ps und f auf By(0) NHT genau gleich viele Nullstellen, jeweils gez&hlt mit
Vielfachheiten. Die Nullstellen von f(z) = 2%+ 1 in C sind schnell gefunden: Diese
sind fiir £ € {0,1,2,3,4,5}

s o (U, -

woraus wir ablesen, dass lediglich zg, 21, 20 € H' N By(0) gilt. Also hat f und, nach
dem Argument auf Basis des Satzes von Rouché, auch p, genau 3 Nullstellen in
H*™NB3(0). Indem wir das obige Argument fiir den Weg 7/ = (—72)*~; wiederholen,
stellen wir fest, dass p, und f auch in Bo(0)NH™, wo H™ = {2z € C|J[z] < 0} genau
gleich viele Nullstellen haben. Da die Nullstellen von f in H™ N By(0) gerade z3, 24, 25
mit obigem zj, sind, haben wir also in By(0) \ ((—2,2) @ 1i0) genau 6 Nullstellen von
f und p, gefunden. Der Fundamentalsatz der Algebra liefert nun, dass p, und f als
Polynom vom Grad 6 keine weiteren Nullstellen haben kénnen. Insbesondere sind
somit fiir beliebiges a € [—1,1] alle Nullstellen von p, in By(0), und genau drei
davon in By(0) NHT C H*. Somit haben wir gezeigt, dass p, tatsichlich genau drei
Nullstellen in H* fiir eine beliebige Wahl von « € [—1, 1] hat. O

Aufgabe 53 (FO7TT3A3) Sei G = C)\ (iR,) die geschlitzte Ebene. Zu zeigen
ist, dass es eine konforme Abbildung ® : G — E gibt. Bekanntermaflen ist die
geschlitzte Ebene G einfach zusammenhéngend und wegen 0 ¢ G wissen wir bereits,
dass G # C. Somit gibt es laut dem Riemann’schen Abbildungssatz (mindestens)
eine biholomorphe, also konforme, Abbildung ® : G — E. Wir geben eine solche
explizit an. Zuerst bilden wir G — iG = C\ R_ durch die Vorschrift z — iz ab.
Das ist eine Rotation um den Winkel 7/2 im positiven Sinne, also eine konforme
Abbildung. Da C\RR_ ebenfalls ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ist, existiert
eine holomorpher Zweig des Logarithmus dort, und damit ein holomorpher Zweig der
dritten Wurzel, ¢ : C\R_ — {z € C|0 < |2] < oo, Arg(2) € [0,27/3)} =: Sp2q/3
(Punktierter Sektor der Ebene, der durch die Halbstrahlen bei ¢ = 0 und ¢ = 27/3
berandet wird.) gibt. Diese Abbildung ist konform, nicht aber biholomorph. Nun
rotieren wir die letztgenannte Menge um exp(im/6) im Gegenuhrzeigersinn, und
erhalten exp(im/6)Sp 2x/3. Das ist eine Teilmenge der oberen komplexen Halbebene
H* = {z € C|S[z] > 0}. Die Menge H" ist ebenfalls einfach zusammenhéingend
und wir kénnen sie vermoge der Cayley-Transformation z — (i — 2)/(i + z) auf
E biholomorph, insbesondere also konform, abbilden. Zusammenfassend finden wir,
dass (eine) gewiinschte konforme Abbildung ® : G — E gegeben ist durch

i exp(im/6)V/3iz
2z = i+ exp(im/6)V/iz

Wir bemerken, dass ein holomorpher Zweig der zweiten Wurzel nicht verwendet
werden kann, wenn man die Cyley-Abbildung anwenden mochte. Dann wiirden wir

(942)
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ndmlich auch auf einen Teil von OE abbilden. Das ®, das wir gefunden haben ga-
rantiert, ®(z) € E fiir alle z € G, und ist nach Konstruktion konform. Allerdings ist
die Abbildung wegen der echten Inklusion S g5./6 < HT nicht bijektiv, also erst
recht nicht biholomorph. 0

Aufgabe 54 (H13T3A5) Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und
sei 29 € G. Wir definieren die Menge

M = {f(20)|f € Hol(G — G), f(z0) = 20} . (943)

Falls G = C, behaupten wir, ist M unbeschréankt. Dazu beachten wir, dass fiir alle
neN, f,: C— C,z~ n(z—2z)+2o holomorph ist und ist zudem f(zy) = 2 erfiillt.
Andererseits gilt f'(z9) = n. Wére nun M beschréinkt, so gébe es ein M > 0, sodass
|f(20)] < M fiir alle f € Hol(C — C) mit f(z9) = zo. Setzen wir aber N = [M ] +1,
so sehen wir, dass fy(z0) = N > M. Da fy(z0) € M resultiert der Widerspruch
zur Annahme der Beschranktheit von M. Im Falle G # C beachten wir zunéchst,
dass der Riemann’sche Abbildungssatz uns nun die Existenz eines biholomorphen
® : G — E in eindeutigerweise gewihrleistet, falls wir ®(z9) = 0 fordern. Da so-
wohl @ als auch die Umkehrfunktion ®~! insbesondere in z = z, holomorph sind,
gilt (®'(2))~' = (®71)(®(29)) nach der Umkehrregel fiir holomorphe Funktionen.
Insbesondere sind sowohl ®'(zp) und (®71)'(0) von 0 verschieden und endlich. Wir
betrachten nun eine beliebige holomorphe Abbildung f : G — G mit der Eigen-
schaft, dass f(z9) = 2o und definiere dazu die Funktion g = ®o fo®1 : E — E, die
dann die Eigenschaft ¢(0) = 0 erfiillt. Zudem gilt ¢’(0) = f'(zy) nach der Ketten-
und Umkehrregel fiir holomorphe Funktionen, unter Verwendung der Eigenschaft,
dass zy Fixpunkt unter f ist. Nach dem Lemma von Schwarz gilt aber fiir die Ab-
bildung g, als Abbildung der offenen Einheitskreisscheibe in sich selbst, die zudem
den Ursprung 0 fixiert, dass |¢’(0)| < 1. Infolge der obigen Rechnung gilt also auch
|f'(20)] < 1. Beliebigkeit des f, sodass f'(z9) € M gewéhrleistet wird, impliziert
nun, dass fiir alle ¢ € M gilt |¢| < 1. Daher ist M C E und somit bereits absolut
durch 1 beschrinkt. Zusammenfassend ist die Menge M also im Falle G = C unbe-
schrankt, und im Falle G # C bereits durch 1 absolut beschrénkt, insbesondere also
beschrénkt. U

Aufgabe 55 (H11T1A2) Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet.
Sei nun a,b € G mit a # b und f(a) = g(a) sowie f(b) = g(b) fir f,g : G —- G
biholomorph. Zu zeigen ist, dass dann bereits f = g. Da G # C und G einfach
zusammenhéngendes Gebiet ist, existiert nach dem Riemann’schen Abbildungssatz
eine biholomorphe Abbildung ® : G — E, die eindeutig festgelegt ist, wenn wir
®(a) = 0 fordern. Da @ biholomorph ist, ist auch ®~' : E — G biholomorph.
Zusétzlich definieren wir eine biholomorphe Abbildung ¥ : G — E auf Basis des
Riemann’schen Abbildungssatzes, indem wir W(f(a)) = 0 fordern. Wir definieren
nm F=Wofod!und G = Togod ! Als Komposition biholomorpher Ab-
bildungen, sind auch F,G : E — E biholomorph. Wegen f(a) = g(a) ist auch
F(0) = 0 = G(0). Wir wenden nun das Lemma von Schwarz zweimal an: Einmal
auf die holomorphen Funktion F, G : E — [E und einmal auf die holomorphen Funk-
tionen F~!,G7' : E — E. Damit stellen wir fest, dass |F’(0)] < 1 und |G'(0)] <1
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einerseits und andererseits |(£71)'(0)] <1 und |[(G~')'(0)| < 1. Wegen der Umkehr-
regel konnen wir die beiden zuletzt genannten Gleichungen auch als 1 < |F’(0)| und
1 < |G'(0)] schreiben. Zusammen mit den beiden zuerst gefunden Abschétzungen
fir |F'(0)] und |G'(0)| erhalten wir also |F'(0)] = 1 = |G'(0)|. Nach dem zweiten
Teil des Lemmas von Schwarz gilt also F'(2) = exp(iAr)z und G(z) = exp(ilg)z
mit Konstanten Ap, A\¢ € R. Sei nun E 5 ¢ = ®(b). Da f(b) = g(b) gilt auch
F(c¢) = G(c) und wir folgern daraus A\p = Agmod(27). In jedem Fall gilt dann
F(z) = G(z) fiir alle z € E. Riickabwicklung der Kompositionen mit ®~! bzw. ¥
liefert nun die Gleichung f(z) = g(2) fiir alle z € G, d.h., f = g, wie behauptet. [

Aufgabe 56 (F19T2A4) Wir betrachten das Anfangswertproblem

N 1) =¢ (944)

T+

wobei & > —1. Zu zeigen ist, dass das so definierte Anfangswertproblem dann eine
eindeutig bestimmte maximale Losung A¢ : Iz — R hat. Wir definieren zunéchst die
Funktion

f:D—=R (t,z)—

1, (945)

r+t
wobei D = {(¢,z) € R?|t +2 > 0}. Dann gilt, dass f fiir alle (¢, z) € D stetig ist und
in z stetig partiell differenzierbar. Ferner ist D offen und zusammenhéangend, also ein
Gebiet. Der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz liefert nun, dass wegen (1,¢) €
D,da{+1> 0« { > —1, eine eindeutig bestimmte, maximale Losung A¢ : Iz — R
fiir das oben genannte Anfangswertproblem fiir alle £ > —1 existiert. Wir setzen nun
u = x4+t und finden, dass die Differentialgleichung dann tibergeht in v'—1 = 1/u—1,
bzw., dquivalent dazu v’ = 1/u. Es gilt zudem D = {(¢,u) € R?*|u > 0}. Wir stellen
also fest nach Separation der Variablen, dass u? — (£ +1)? = 2t — 2. Auflésen liefert
lokal 0 < u(t) = /(£ +1)2+2(t — 1), was fiir t > 1 — (£ 4+ 1)?/2 eine C'-Funktion
definiert, wie gefordert. Da limsup;_,;_(¢y1y2/2 [t/ (¢)] = 00 in Ubereinstimmung mit
dem Charakterisierungssatz maximaler Losung anhand des Randverhaltens, haben
wir somit auch einen Kandidaten fiir die maximale Losung gefunden: In der Tat gilt
w(l) = \/(E+1)2 = |€+1] = £+1, wegen € > —1 laut Voraussetzung. Differentiation
liefert sofort u'(t) = 2/24/(£+1)2 —2(t — 1)_1 = 1/u(t) fiir alle t > 1 — (£ +
1)2/2. Riicktransformation liefert nun z(t) = /(£ +1)2 +2(t — 1) — ¢, wobei die
Riickstransformation gemifl u = x +t < x = v — ¢t das maximale Existenzintervall
I = (1 — (£ 4 1)*/2,00) unberiihrt ldsst. Wir zeigen nun noch, dass fiir £ = 0
eine asymptotisch stabile Losung entsteht. Da die vorgegebene Differentialgleichung
skalar ist und f : D — R in t stetig und in x lokal Lipschitz-stetig ist, reicht es
nachzuweisen, dass ¢ attraktiv ist. Sei dazu 7 > 1/2 und £ € (—1/2,1/2). Dann
existiert die maximale Losung A¢ : Ie = Rt — A¢(t) fiir 2’ = f(¢,z) mit z(1) = ¢
fiir alle t > 7 und es gilt limy_o sup [Mo(t) — Ae(t)| = 0 wie ~ ¢! fiir ¢ — oo. Also
ist A\g attraktiv und damit bereits stabil. Also ist Ay asymptotisch stabil. 0J

Aufgabe 57 (F19T2A3) Sei A € M(2 x 2;R) gegeben durch
-2 -1
(7)) i



Wir berechnen das Matrixexponential exp(tA). Dazu berechnen wir die Eigenwerte
von A. Diese sind gegeben durch die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
Xa:C—=C, 2z det(A— 2Ey) = 22+ 22+ 1 = (2 + 1)% Damit sehen wir, dass es
nur den Eigenwert z = —1 mit der algebraischen Vielfachhheit p,(—1) = 2 gibt. Aus
(A—(—=1))v = Og2 sehen wir, dass Eig; (4, 2 = —1) = ling{(1, —1)7}. Wir bestimmen
also einen verallgemeinerten Eigenvektor der Stufe 2, indem wir (A—(—1)FE5)?vy = 0
16sen. Das liefert uns wegen

(A= (=1)B,)* = ( _11 _11 )2 = ( 8 8 ) : (947)

dass Eig,(A, —1) = ling{é;, é2}. Zudem ist é; & Eig; (A, —1). Wir setzen also vy = &
und v; = (A — (=1)Ey)vy = (—1,1)7. Zusammen mit der Tranformationsmatrix
T = (v1,v2) konnen wir das Matrixexponential berechnen. Es gilt zunéchst det 7" =
—1 # 0. Somit ist 7" invertierbar und es gilt

T‘1:<? 1) (948)

Wir finden also
Jya=T'AT = ( _01 _11 ) : (949)

und damit fiir das gesuchte Matrixexponential

exp(tA) = Texp(tJa)T™

-(7 1>( =)(1)
(7o) (A .
:< e t+tet>.

Ein Fundamentalsystem der gewohnlichen Differentialgleichung 2’ = Az ist nach
der Vorlesung zu gewohnlichen Differentialgleichungen gegeben durch die Spalten-
vektoren des soeben berechneten Matrixexponentials
d R =Rt (et —tet te™)T, (951)
Py : R = R? t s (—te et +te)T. (952)
Als néchstes sollen wir eine Losung des Differentialgleichungssystems 2/ = Ax + g

bestimmen, wobei g : R — R? gegeben ist durch g(t) = (—t,¢)7 und wir den
Anfangswert z(1) = (0,1)T spezifiziert haben. Nach Duhamel gilt

z(t) =exp((t — 1)A)z(1) + / dr exp((t — 1)A)g(T)
! (953)

= exp((t — 1)A)z(1) + exp(tA) /1 dr exp(—7A)g(T)
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Wir finden zunéchst

(t — 1)e-0-D
et~ DA = (S e ) (954)

< _TTee ) . (955)
/lt drrexp(r) = te! — e — /j dret = (t— 1)e". (956)

et —je*t et_te;t —(t_— 123(5
E t?t—l)z—t(il) ) () o ) (957)
( l—t(tt—>1) F -1t +1)
“\t-1 )

Somit finden wir schliefllich fir =

_ —(t = 1)(1 —exp(=(t = 1)))
x(t) = < exp(—( ) : (958)

exp(—7A)g(7)

In einer Nebenrechnung berechnen wir

Damit finden wir

exp(tA) / dr exp(—rA)g(r)

t—1))+(t—1)(1+exp(—(t—1)))

Da es sich bei ' = Az + ¢ um ein inhomogenes lineares System handelt, dessen Koef-
fizientenmatrix konstant ist, folgt die asymptotische Stabilitéit der gefunden Losung
bereits aus der asymptotischen Stabilitdt der Nulllosung des assoziierten homoge-
nen Systems. Die Nulllosung ist hierbei bereits als asymptotisch stabil bekannt,
denn der einzige Eigenwerte der Koeffizientenmatrix A ist echt negativ, sodass die
asymptotisch Stabilitdt der Nulllosung von 2/ = Ax aus einem Vorlesungsresultat
zur Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen folgt. U

Aufgabe 58 (F19T1A3) (a) Sei 2’ = 1 + cos(z) gegeben und zy € (—m,)
beliebig. Betrachte das Anfangswertproblem x(0) = xy. Zu zeigen ist, dass die ma-
ximale Losung A : I, — R des Anfangswertproblems erstens [, = R und zwei-
tens A(t) € (—m,m) fir alle ¢t € R erfiillt. Hierzu beachten wir zunéchst, dass die
rechte Seite des autonomen Systems eine stetig differenzierbare Funktion, ndmlich
f:R = R,z — 1+ cos(z) definiert. Sie ist bzgl. des Differentiationsparameters
t konstant, also in diesem stetig. Als in = stetig (partiell) differenzierbare Funk-
tion geniigt f also eine lokalen Lipschitzbedingung in x. Demnach existiert fiir
alle ¢ € R eine eindeutig bestimmte, maximale Losung des Anfangswertproblems
¥’ =14 cos(x) mit z(0) = £. Konkret wissen wir, dass fir £, = 7 und £ = —7
gilt f(&4) =0 und f(£_) =0, sodass die Anfangwertprobleme 2’ = f(x), z(0) = &+
die maximalen Losungen AL : R — Rt — =47 besitzen. Fiir den Anfangswert
z(0) = ¢ € (—m, ), sieht man durch Einsetzen leicht, dass keine konstante Losung
resultiert, sondern (0,z9) € I'(\;,) in dem Streifen R x (—m,7) liegt. Da sich die
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Graphen verschiedener maximaler Losungen der Differentialgleichung 2’ = f(x), laut
Vorlesung nicht schneiden diirfen, haben ist bereits fiir alle t € Iy —7 < x(t) < 7.
Infolge der Charakterisierung des Randverhaltens maximaler, eindeutiger Losungen
folgt dann bereits I, = R. Andernfalls wére die besagte maximale Losung an min-
destens einem Punkt im maximalen Existenzintervall unstetig, im Widerspruch zum
globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz, der C!-Regularitit garantiert.

(b) Sei f : R — R lokal Lipschitz-stetig. Dann ist jede nicht-konstante Losung der
autonomen Differentialgleichung 2’ = f(x) streng monoton. Da f lokal-Lipschitz
stetig, und als konstante Funktion im Differentiationsparameter ¢ in diesem auch
stetig ist, konnen wir nach Wahl von Anfangswerten den globalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz anwenden. Wir spezifizieren die Anfangswerte (0,¢) € R? und
betrachten das Anfangswertproblem z(0) = £. Der globale Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatz garantiert dann die Existenz einer eindeutig bestimmten maximalen
Losung ¢ : I — R fiir das Anfangswertproblem. Dann gilt entweder f(§) = 0
oder f(&) # 0. Wir betrachten die Menge N[f] = {{ € R|f(¢) = 0}. Dann ist
Ae 1 R — R, t — ¢ die eindeutig bestimmte maximale Losung des Anfangswertpro-
blems. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Graphen {I'(\¢)|¢ € R} eine disjunkte
Zerlegung in der x — t-Ebene, also im, nicht notwendigerweise des R?, bilden. Lassen
wir auch allgemeine Anfangswerte (7,€) € R? zu und identifizieren (7,&) ~ (7/,¢)
genau dann wenn I'(A\;¢) = I'(Age), wo A, @ I, — R das Anfangswertproblem
o' = f(x) mit z(k) = p fiir (k, u) € R? 16st, so erhalten wegen der aus der Vorlesung
bekannten Aquivalenzrelationseigenschaft von ~, dass

R= i TOee): (959)
[(T.§)]€R?/~

Insbesondere konnen also die Gaphen der konstanten Losungen der Differentialglei-
chungen, die konstant einen Wert in der Nullstellenmenge von N|[f] belegen, nicht
von den Graphen anderer, inklusive anderer konstanter, Losungen geschnitten wer-
den. Falls nun f keine Nullstelle hat, dann gilt f > 0 oder f < 0 und entsprechend
x' > 0 oder 2’ < 0 auf dem maximalen Existenzintervall. Damit ist = streng monton.
Falls f eine Nullstelle hat, zo, dann ist f(z) > 0 oder f(x) < 0 fiir alle z € (—o0, )
und ebenso fiir © € (zg,00). Allgemein gilt fiir alle x € R\ N[f], dass f(z) > 0
oder f(z) < 0. Gébe es nun eine, nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeit-
satz ohne Einschrankung als maximal angenommene, nicht-konstante Losung A und
eine konstante Losung p zu einem geeigneten Anfangswertproblem, sodass \(t) = p
fir ein ¢t € Iyax(N), so hétten wir einen Widerspruch zur Zerlegungseigenschaft
der Graphen der Losungen des Anfangswertproblems, die oben ausgefiihrt wurde.
Folglich ist lings jeder nicht-konstanten Losung A : I.c(A) — R von 2/ = f(x)
{£1} > sign(f) = sign(X\), und X deswegen als C'-Funktion streng monoton. O

Aufgabe 59 (F19T1A4) Gegeben sei das System 2/ = y und ¢y = exp(2z) auf
RxR > (z,y). Es ist leicht zu sehen, dass die partiellen Ableitungen der rechten Seite
jeweils auf R? existieren und stetig sind. Ferner ist die rechte Seite jeweils konstant
bzgl. Variable ¢, nach der zu differenzieren ist, 2’ = d,x und y = d,x. Ferner ist R? ein
Gebiet. Damit wissen wir nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz, dass
zu einem vorgegebenem Anfangswert (£,7) = (x(7),y(7)) fir 7 € Rund £, € R ge-
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nau eine maximale Losung (A, ) : Inax — R? existiert, die das zugehorige Anfangs-
wertproblem 16st. Wir zeigen nun die Existenz eines ersten Integrals. Zunéchst stellen
wir fest, dass H : R? = R, (z,y) — y?/2 — 1/2 - exp(2z) eine Hamiltonfunktion des
oben angegebenen, autonomen Systems ist. Denn H € C'(R? — R) als Verkniipfung
glatter Funktionen, und zudem —0,H (z,y) = exp(2z) sowie 0,H (z,y) = y. Somit
ist das autonome System sogar Hamilton’sch, mit Hamilton-Funktion H. Aus der
Vorlesung zu gewohnlichen Differentialgleichungen ist bekannt, dass diese Hamilton-
Funktion dann eine Erhaltungsgrofie ist, d.h., H(\(t), u(t)) = const. entlang der
Losung des zum betrachteten autonomen System assoziierten Anfangswertproblem.
Spezifizieren wir nun die Anfangswerte 2(0) = 0 und y(0) = 1, so finden wir
lings der Losung (7,y) : Imax — R? des dazugehoérigen Anfangswertproblems, dass
H(x(t),y(t)) = y(t)?/2 — exp(2z(t))/2 = 12/2 — exp(2 - 0)/2 = 0. Umformen liefert
nun y(t)? = exp(2x(t)). Da laut y' = exp(2x) > 0 lieferte y(t) = — exp(z(t)) bei
t = 0 den Widerspruch y(0) = —1 # 1. Also kann nur y(t) = exp(x(t)) gelten,
wie behauptet. Wir betrachten nunmehr das Anfangswertproblem z” = exp(2x)
mit z(0) = 0 und 2/(0) = 1. Vermoge der Substitution z’ = y erhalten wir das
dquivalente System erster Ordnung 2’ = y und ¥’ = exp(2x) mit den Anfangswer-
ten 2(0) = 0 und y(0) = 1. Fiir diesen haben wir gesehen, dass y(t) = exp(z(t))
gilt, entlang der Losung (z,y) : Inax — R? des Anfangswertproblems. Einset-
zen der Darstellung fiir y in die erste der beiden das System konstituierenden
Gleichungen liefert 2’ = exp(z). Damit ist bewiesen, dass die maximale, und da-
mit jede, Losung des Anfangswertproblems z” = exp(2z), z(0) = 0, 2/(0) = 1
auch das Anfangswertproblem z’ = exp(z), (0) = 0 16st. Wir sehen nunmehr
durch Separation der Variablen, dass 2/(t) = exp(z(t)) mit 2(0) = 0 eine forma-
le Losung erlaubt, die der Gleichung — exp(—x(t)) + 1 = t geniigt. Auflésen liefert
z(t) = —In(1 — ¢), denn wir miissen sicherstellen, dass das maximale Existenzin-
tervall I,.« © 0. Die Form der gefundenen Losung liefert nun infolge der Charak-
terisierung maximaler Losungen durch ihr Randverhalten, dass [.x = (—o00,1).
Indem wir y(t) = exp(x(t)) = 1/(1 — t) bemiihen, stellen wir fest, dass nicht nur
z(0) = 0, sondern auch y(0) = 0. Zuletzt priifen wir, dass die so gefundene Funk-
tion (z,9) : Imax — R% ¢t — (=In(1 — ), (1 — ¢)7!) tatséichlich eine Losung des
Differentialgleichungssystems ist. Es gilt ¢/ = (1 — ¢)™2 = exp(—2 - In(1 — ¢)) und
2'(t) = 1/(1 —t) fur alle t € .. Damit haben wir die maximale Losung des o.g.
Anfangswertproblems gefunden. O

6 Kurs im Wintersemester 2019/2020

6.1 Aufgaben Ubungen

Aufgabe 60 (H13T2A4) Gegeben ist die Differentialgleichung y' = t2\/1 + 2y.

(a) Wir sollen eine Losung des Anfangswertproblems y(0) = 0 finden. Wir bemerken
zunéchst, dass D = R x (—0.5,00) ein Gebiet ist, denn es ist als kartesisches Produkt
zweier offener Intervalle selbst offen und zusammenhéngend, also ein Gebiet. Ferner
ist (0,0) € D. Zudem ist die Funktion f : D — R, (¢,y) — t*y/1 + 2y auf ganz D ste-
tig und in y sogar stetig differenzierbar. Mithin erfiillt f auf D eine lokale Lipschitz-
Stetigkeitsbedingung im zweiten Argument. Der globale Existenz- und Eindeutig-
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keitssatz liefert uns somit, dass das Anfangswertproblem y' = /1 + 2y, y(0) = 0
eine auf D eindeutig bestimmte maximale Losung besitzt. Diese finden wir durch
Trennung der Variablen. Formal kénnen wir die Differential- in die Integralgleichung

/ T4z / gEy (960)
= | 7°dr
0 \/1—|—22 0

konvertieren. Diese ldsst sich zu /1 + 2y — 1 = ¢3/3 vereinfachen. Zusammen mit
der Bedingung, dass y > —0.5 erhalten wir also y(t) = 0.5(1 + t3/3)? — 0.5, wo-
bei t > —+/3 sicherstellt, dass der Graph von y in D enthalten ist. Da ¢y =
(1+t3/3)t* > 0 fiir t > 0 ist y fiir alle ¢ > 0 streng monoton steigend. Anhand
der Charakterisierung maximaler Losungen durch ihr Randverhalten schlieflen wir,
dass y : (—v/3,00) — R, t + 0.5(1 + 3/3)? — 0.5 die, nach Picard-Lindel6ff ein-
deutig bestimmte, maximale Losung des Anfangswertproblems ist. Insbesondere ist
die Einschrankung von dem soeben gefundenen y auf das halboffene Intervall [0, 0o)
eindeutig.

(b) Wir stellen fest, dass die Funktion yo : R — R,y — —0.5 das Anfangswert-
problem y' = t*\/1+ 2y, y(0) = —1/2 l6st, denn y, erfiillt trivialerweise die An-
fangsbedingung und ist als konstante Funktion stetig differenzierbar. Durch In-
spektion findet man sofort, dass y, auch die Differentialgleichung fiir alle ¢ 16st.
Andererseits kénnen wir auch ein (7,£) € D, mit D wie in (a) definiert, suchen,
sodass limy o+ y(t) = —0.5 oder lim, - y(t) = —0.5. Die zum Anfangswertproblem
y =31+ 2y, y(7) = € assoziierte Integralgleichung lautet

/y = /t 24 (961)
= [ 7°dr,

&V 1422 0

und wir konnen dieses umformen in /1+2y = ¢3/3 — 73/3 + /1+2¢, bzw.,,
y = 0.5(1+¢3/3—73/3)2—0.5, wobei wir einen Parameter durch die Wahl £ = 0 elimi-
nieren. Indem wir nun 7 = —+/3 < 0 setzen, erreichen wir, dass lim,_,o- y(t) = —0.5,
denn dann ist y(t) = ¢5/6 —1/2 > —0.5 fiir t < 0. Es ist leicht durch Einsetzen veri-
fizierbar, dass das so gefundene y fiir ¢ < 0 eine Losung der Differentialgleichung mit
Anfangsbedingung y(—f/ﬁ) = 0 darstellt. Somit erhalten wir eine weitere Losung
y : R — R des in Teil (b) betrachteten Anfangswertproblems durch

y(t):{ t6/60—0.5 i;g (962)

Diese ist offenbar von der vorher gefundenen Losung g, verschieden. Im Ergebnis
haben wir also die zwei geforderten verschiedenen Losungen des in Teil (b) zu un-
tersuchenden Anfangswertproblems gefunden O

Aufgabe 61 (F14T2A1) Wir betrachten das Anfangswertproblem

, xt
r=—— x(0)=1. 963
. 2(0) (963)

(a) Wir zeigen zunédchst, dass dieses eine eindeutig bestimmte maximale Losung
A : I — R hat. Dazu beobachten wir, dass die Funktion f : R? — R, (t,z)

232



xt/v/x? + 1 stetig und in x auch stetig differenzierbar ist. Daher erfiillt f auf ganz
R? eine lokale Lipschitz-Bedingung. Der R? ist ein Gebiet und enthilt (0,1) als
Element. Mit dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz erhalten wir nun die
Existenz einer eindeutigen maximalen Losung A : I — R.

(b) Wir zeigen nun, dass I = R. Hierzu verwenden wir, dass |zt/v/ 1+ 22| < |¢] fiir
alle z € R. Damit ist |2'| < |¢| fiir alle £ € R. Die rechte Seite der Differentialglei-
chung ist also linear beschrénkt, und damit gilt laut Vorlesung bereits I = R, weil
das zugrundeliegende Existenzgebiet (s. Teil (a)) ganz R? ist.

(c¢) Wir betrachten nun die Losung aus (a) fur ¢t > 0. Es gilt nach Integration

(964)

B LoXNT)T
At) =1 —|—/0 —\/mdr

Bilden des Absolutbetrags und Anwendung der Dreiecksungleichung und der Drei-
ecksungleichung fiir Integrale liefert dann

0§|A(t>|§1+/0 ;i—(ATzT)Q

t
§1—|—/7‘d7
0

=1+1%/2,

wobei wir ¢ > 0 und somit 7 > 0 verwendet haben und die bereits in (b) gefundene
Abschétzung bemiiht haben. Da A\g : R — R, ¢ — 0 die Losung der Differential-
gleichung zum Anfangswert Ao(0) = 0 ist, A(0) = 1 > 0 und die Graphen zweier
Losungen einer Differentialgleichung sich wegen des Existenz- und Eindeutigkeits-
satzes und des Zwischenwertsatzes nicht schneiden kénnen, gilt A\(¢) > 0 fiir alle
t € R und somit ¢ > 0. Da fiir ¢ > 0 dann zusétzlich X' (¢) > 0 gilt, folgt

L< () <A@ <1+82)2. (965)

Damit ist A(¢) € [1,1 + ¢?/2] fiir alle ¢ > 0, wie behauptet. O

Aufgabe 62 (HO0T1A2) Seien &, n € R. Wir betrachten das zweidimensionale
Anfangswertproblem

v = fz) &y = g(r)y (966)

mit z(0) = £ und y(0) = n. f sei hierbei auf R als lokal Lipschitz-stetig, g auf
R als stetig vorausgesetzt. Wir zeigen zunéchst, dass das vorliegende Problem eine
eindeutige Losung hat. Zunéchst stellen wir fest, dass die Gleichungen entkoppeln,
d.h., wir konnen zunéchst das Anfangswertproblem 2’ = f(z) mit z(0) = £ im
Eindimensionalen behandeln. Da R x R offen und zusammenhéngend, also ein Ge-
biet, ist, f auch auf ganz R Lipschitz-stetig ist, liefert uns der globale Existenz-
und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6ff die Existenz einer eindeutigen und ma-
ximalen Losung A : I — R des zuletzt angefithrten Anfangswertproblems. Es gilt
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insbesondere, dass das (offene) Intervall I > 0. Damit konnen wir nun die zwei-
te Randwertaufgabe 16sen, denn Einsetzen der Losung der ersten Differentialglei-
chung in die rechte Seite der zweiten ergibt v = g(\(t))y = F(t,y), wobei wir
F:IxR = R, (ty) — g(\(t))y definiert haben. Die Funktion F' ist, wegen der
Intervalleigenschaft von I, auf einem Gebiet definiert und dort zumindest stetig,
denn sowohl die Produktabbildung als auch die einzelnen Faktoren sind stetige
Funktionen von ihren jeweiligen Argumenten. Zudem ist F' linear in y, insbeson-
dere also geniigt F' eine lokalen Lipschitz-Stetigkeitsbedingung im zweiten Argu-
ment. Da (0,1) € I x R, ist der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz wiederum
anwendbar: Dieser liefert uns die Existenz einer eindeutig bestimmten, maxima-
len Losung @ J € I — R fiir die zweite Differentialgleichung des urspriiglichen
Anfangswertproblems. Die (eindeutig bestimmte und maximale) Losung des Diffe-
rentialgleichungssystems von oben finden wir nun durch (A|;, ) : J — R?. Diese
Losung erfiillt nach Konstruktion auch die Anfangsbedingung (|, 1)(0) = (&, 7).
Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass das Differentialgleichungssystem eindeutig
l16sbar ist. Jedoch ist der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz initial nicht auf
das komplette System anwendbar, denn die Funktion g ist lediglich als stetig voraus-
gesetzt. Zumindest liefert der Existenzsatz von Peano die Existenz von Losungen,
trifft jedoch keine Aussage iiber die Eindeutigkeit. Zur Untermauerung der Aussage,
dass der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz nicht direkt anwendbar ist setzen
wir f(z) = x und g(z) = \/z. Dann ist G : R? = R? (x,y) — (z,+/zy) auf {0} x R
nicht lokal-Lipschitz-stetig, denn es gilt

Glay) = GOl _ VTP _ [ 7

||($ay)_($a0)||2 \/P Z
d.h., der Quotient ist in einer Umgebung von (0,y) fiir beliebiges aber festes y €
R\ {0} unbeschrénkt. Damit kann keine Lipschitzkonstante € R existieren. Damit
konnen wir den globalen Existenz und Eindeutigkeitssatz nicht fiir den Fall £ = 0
anwenden. Das weiter oben beschriebene Verfahren schafft hier Abhilfe. 0

y2 x—0

— +oo, (967)

Aufgabe 63 (F12T1A5) Fiir £ € R betrachten wir das folgende Anfangswert-
problem: 2’ = arctan(z) mit der Anfangsbedingung x(0) = £. Hierbei handelt es
sich um eine autonome Differentialgleichung

(a) Wir zeigen zunéchst, dass das obenstehend definierte Problem fiir alle £ € R eine
eindeutig bestimmte, maximale Losung A : I — R hat. Die Funktion f : R — R
ist auf ganz R einmal stetig differenzierbar, geniigt also eine lokalen Lipschitz-
Bedingung auf dem gesamten Definitionsbereich. Mittels des globalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes fiir das oben skizzierte Anfangswertproblem fiir ein autonomes
System erhalten wir die Existenz einer korrespondierenden eindeutigen maximalen
Losung A¢ : I — R.

(b) Wir zeigen nun, dass A\¢ genau dann eine Nullstelle hat, wenn ¢ = 0. Fiir “=”
beachten wir, dass das Anfangswertproblem 2’ = arctan(z), (0) = 0 von der Null-
funktion A\g : R = Iy — R,t — 0 gelost wird. Damit sehen wir, dass das Anfangs-
wertproblem fiir & = 0 offenbar eine Nullstelle hat (z.B. bereits bei ¢ = 0). Fiir
“«<” beachten wir, dass die Trajektorien der (nach (a) eindeutigen und maximalen)
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Losungen den Differentialgleichung zu verschiedenen Anfangsbedingungen eine Zer-
legung des R x R bilden. Insofern kann die Gleichung Ao(t) = 0 = A¢(¢) fiir kein ¢
fiir kein & # 0 eine Losung besitzen. Andernfalls resultiert ein Widerspruch zur Ein-
deutigkeit der Losung A\g = 0 zum Anfangswert £ = 0. Hat nun )¢ fiir ein £ # 0 eine
Nullstelle, so haben wir den gesuchten Widerspruch. Damit ist auch “«<” bewiesen.
(c) Wir zeigen nun, dass £ —m/2|t] < A\¢(t) < E+m/2[t] fiir alle £ und ¢, jeweils aus R,
gilt. Hierzu integrieren wir die Differentialgleichung nach Fixierung eines beliebigen
§ € R. Dann ist A\¢ durch die Integralgleichung

Ae(t) — €= /0 arctan(Ag(t)) dt (968)

gegeben. Da —7/2 < f(z) < w/2 fiir alle z € R gilt, konnen wir die Monotonie des
Integraloperators bemiihen und erhalten

/0 t arctan()\g(t))dt‘

/Otdt‘ < Ne(t) — €< 7/2 /Otdt‘
—m /20t < Ae(t) — € < m/2[t],

/0 arctan()\g(t))dt‘ <e(t) — €<

—7/2

woraus wir durch Aquivalenzumformung unmittelbar die zu beweisende Unglei-
chungskette erhalten,

€ —m/20t] < Ne(t) < €+ 7/2]t]. (969)

(d) Wir zeigen nun, dass Iz = R fiir alle £ € R. Angenommen, [ C R, dann
gédbe es ein a € R, sodass a > t oder a < ¢ fiir alle ¢ € I, gilt. Da das autonome
System auf dem randfreien Gebiet R? definiert ist, kann ¢ lediglich dann maximal
sein, wenn lim supy,, |A¢(t)| = oo (im ersten Fall fiir a) bzw. limsup,, [A¢(t)| = oo.
Das widerspricht aber dem Ergebnis von (c), welches liefert, dass bereits |\ (f)| <
€|+ 7m/2|a] fiir alle ¢ € I gilt, d.h., auch im Limes ¢ 1 a bzw. ¢ | a. Damit verbleibt
nur die Moglichkeit, dass I = R, d.h., beidseitig unbeschrankt, ist. 0

Aufgabe 64 (H16T1A3) Gegeben ist das Anfangswertproblem y' = — tan(y)e?

mit y(0) = —1.
(a) Zu zeigen ist, dass dieses eine eindeutige Losung auf R, = [0,00) besitzt.
Zunichst beachten wir, dass es sich bei der Differentialgleichung iy’ = — tan(y)e¥

um eine autonome Differentialgleichung handelt. Die Funktion f : D — R,y —
—tan(y)eY, wobei D = (—7/2,7/2) ist stetig differenzierbar, mithin also lokal
Lipschitz-stetig in y. Zudem gilt y(0) = —1 € D. Da D ein offenes Intervall ist, ist
auch Rx D =: GG offen und zusammenhéngend, also ein Gebiet. Wegen der Lipschitz-
Stetigkeit von f, ist die auf G stetige Funktion F': G — R, (¢,y) — —tan(y)e¥ =
f(y) bzgl. y lokal Lipschitz-stetig. Zudem ist (0,—1) € G. Damit konnen wir den
globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz auf das in Rede stehende Anfangswert-
problem anwenden, und erhalten, dass eine eindeutig bestimmte, maximale Lésung
Al — (—m/2,7/2) fiir das Anfangswertproblem existiert. Das (maximale) Existen-
zintervall [ ist laut Satz offen und es gilt 0 € I. Wir schreiben I = (a,b) mit a < 0
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und b > 0, wobei a,b € RU{Zoo}. Um nun zu zeigen, dass eine Losung des Anfangs-
wertproblems auf R, existiert, miissen wir zeigen, dass b = 4o00. Hierzu beachten
wir, dass p: R — (—7/2,7/2),t — 0 das Anfangswertproblem y’ = — tan(y)e¥ mit
y(0) = 0 lost. Ferner ist u bereits maximal. Die Eindeutigkeit der Losung fiir die-
ses Problem ist wiederum durch den globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz mit
einem Argument wie oben sichergestellt. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass sich
die Graphen I'(A\) C G und I'(1) € G nicht schneiden, da A(0) = —1 # 0 = p(0).
Da A als Losung der Differentialgleichung erster Ordnung insbesondere stetig auf
ganz I sein muss, muss A(t) < 0 fiir alle t € I. Andernfalls lieferte uns der Zwi-
schenwertsatz, dass es ein 7 € [ gibe, sodass A(7) = 0, was zu dem Widerspruch
fiihrte, dass 0 = T'(A\) N T'(x) D {(7,0)}. Somit ist A(t) < 0 < 7/2 fiir alle t € I.
Da X als maximal vorausgesetzt war, liefert uns der Satz {iber die Charakterisierung
maximaler Losungen durch ihr Randverhalten, dass lim sup;, A(t) < 0 < oo fiir alle
t <b. Fiir b >t > 0 haben wir ferner

Alt) =—-1+ /Ot(—tan(/\(t))) exp(A(t)) dt, (970)

und die vorherige Feststellung, dass A(t) < 0 fiir alle ¢ € I, insbesondere 0 < ¢t < b
liefert uns, dass A\(¢) > —1. Somit X (t) = —tan(A(¢)) exp(A(t)) > 0 und deswegen
ist A auf (0, b) streng monoton steigend, aber durch 0 nach oben beschrénkt. Somit
ist limyy, [A(2) — 7/2| > /2 und limgy, [A(¢) — (—7/2)] > 7/2 -1 > 0 (b > 0!).
Damit liefert uns der Satz iiber die Charakterisierung maximaler Losungen anhand
ihres Randverhaltens, dass b = oo die einzige verbleibende Moglichkeit ist. Damit
ist I = (a,00) mit a < 0. Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems auf R,
ergibt sich wegen Maximalitdt der eindeutigen Losung A des Anfangswertproblems
durch Einschrinkung derselben auf [0, 0o).

(b) Wir bestimmen nun ¢ := lim; . A(t). Aus (a) wissen wir bereits, dass ¢ €
(—m/2,0]. Angenommen ¢ < 0. Dann gilt in jedem Fall fiir die nach (a) maximale
Losung A(t) < c. N(t) = —tan(A(t))exp(A(t)) > tan(|c|) exp(—]|c|) > 0. Damit

finden wir aber, dass A(t) — oo wenn ¢ — oo, denn
t
At) =—1 —i—/ (—tan(\(2))) exp(A(t))dt > —1 + tan(|c|) exp(—|c|)t 2% 0, (971)
0

im Widerspruch dazu, dass nach Teil (a) A bereits durch 0 nach oben beschrinkt
ist. O

Aufgabe 65 (F15T1A1) Gesucht ist eine reelle Losung y : I — R zum Anfangs-
wertproblem

y(2)y'(z) +y(z)* +22+5=0 (972)

mit y(—4) = —2. Wir stellen fest, dass die Differentialgleichung von der Form
p(x,y)y + q(z,y) = 0 ist, wobei p(z,y) = y und q(z,y) = y* + 22 + 5. Wir unter-
suchen zunéchst, ob die Differentialgleichung exakt ist, indem wir beachten, dass p
und ¢ auf dem einfach zusammenhéingenden Gebiet R? definiert und dort C*-regulir
sind. Es gilt 0,p(z,y) = 0 aber dyq(z,y) = 2y, sodass (0,p)(x,1) # (0yq)(z, 1) fir
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alle z € R. Wir suchen nun eine integrierenden Faktor m : R — (0, 00), sodass
m(z)p(x,y)y" + m(z)q(x,y) = 0 exakt ist. Indem wir fordern, dass die Integrabi-
litdtsbedingung (s.o.) erfiillt ist, erhalten wir die Gleichung y(z)m’(z) = 2y(z)m/(z).
Es ist leicht zu sehen, dass diese Gleichung von m(x) = exp(2z) gelost wird. Zudem
ist m(z) > 0 fiir alle x € R, sodass die urspriingliche Differentialgleichung dquivalent
ist zu,

ye*y' + e* (y(x)* + 22 + 5) = 0. (973)

Wir suchen nun eine Stammfunktion ' : R? — R, d.h., eine C?>-Funktion, sodass
O, F(z,y) = yexp(2z) und 0, F (z,y) = exp(2z)(y* + 2z + 5). Aus der ersten Glei-
chung finden wir, dass F(x,y) — F(z,0) = y?/2exp(2x). Indem wir in der zweiten
Gleichung y = 0 setzen und integrieren, finden wir mit partieller Integration

F(z,0) — F(0,0) = / " exp(22)(22 + 5)d>

%z exp(2r) - / exp(22)dz +5/2(exp(2r) = 1) (974)

= xexp(2z) — 1/2(exp(2x) — 1) + 5/2(exp(2z) — 1)
= xexp(2z) + 2(exp(2z) — 1).

Damit konnen wir bis auf eine additive Konstante die Stammfunktion so schreiben,
dass F(z,y) = y*/2 exp(2z) +z exp(2x) +2(exp(2z) —1). Da F(z,y) = F(-2,—4) =
8exp(—4) — 2, da die Stammfunktion F' lings der Losung der Differentialgleichung
konstant ist, finden wir y(z)? = 2(8 exp(—4) —x exp(2z) — 2 exp(2z))/(exp(2x)). Wir
kénnen nach y durch Radizieren und Beachtung des Vorzeichens fiir die Erfiillung
der Anfangsbedingung auflésen. Das liefert

() = _\/5\/8 exp(—4) — a:e)e(f();i;:) — 2exp(2:c)‘ (975)

Hierbei miissen wir sicherstellen, dass = so gewéhlt ist, dass © € I = (—o0, x), wobei
—2 < x < 0 die kleinste Nullstelle groler als —2 der Funktion g : R — R, definiert
durch g(z) = 8exp(—4) — xexp(2x) — 2exp(2z), ist. O

Aufgabe 66 (FO8T1A1) Wir betrachten die Differentialgleichung =’ = 1 +
?sin(t — x).

(a) Indem wir u = ¢t — = definieren, kénnen wir die Differentialgleichung fiir z in
eine fiir u umschreiben: ' = —(u + t)%sin(u). Sei nun k& € Z. Fiir die Anfangs-
bedingungen x(km) = 0 erhalten wir die Anfangsbedingung u;(0) = km. Da die
Sinusfunktion bei u; = k7 eine Nullstelle hat, erhalten wir eine globale Losung des
Anfangswertproblems durch u; : R — R,¢ — kn. Resubstitution der Definition
von u in Abhéngigkeit von ¢ und z liefert nun zy(t) = t — ux(t) = t — kmw, was die
gesuchten Losungen xp : R — R fiir & € Z definiert.

(b) Wir definieren die Menge

T, ={(t,r) e R¥kr <t —x < (k+ )7} (976)
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Seinun z : I — R eine beliebige Losung der Differentialgleichung. Gilt T'(x)NT}, # 0,
so ist bereits T'(x) C Tj. Die Funktion f : R* — R, (t,2) — 1 + 2%sin(t — ) ist
stetig auf R? und stetig partiell nach « differenzierbar in jedem Punkt von R2. Laut
eines Vorlesungsresultats ist f also im zweiten Argument lokal Lipschitz-stetig. Als
Anfangswert withlen wir einen Punkt (7,&) € I'(z) NTj # 0, was laut Voraussetzung
zumindest fiir ein k nichtleer ist. Dann liefert uns der globale Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz, dass das Anfangswertproblem 2/ = 1 + x?sin(t — x) mit z(7) = ¢
eine maximale, eindeutig-bestimmte Losung A : I — R hat, sodass 7 € I, und
letzteres insbesondere offen ist. Indem wir das vorherige Argument auf die Anfangs-
bedingungen z(k7) = 0 und z((k + 1)7) = 0 anwenden, finden wir, dass die in (a)
gefundenen Losungen zj und z(,4) die eindeutig bestimmten, und nach der Cha-
rakterisierung maximaler Losungen durch ihr Randverhalten, auch die maximalen
Losungen der jeweiligen Anfangswertprobleme sind. Die Eindeutigkeits der betrach-
teten Losungen liefert uns nun, dass A(t) & {t — km,t — (k + 1)x} fiir alle t € I, ¢.
Die Losung A ist als Losung der Differentialgleichung insbesondere stetig, sodass es
kein ¢ty € I gibt, mit der Eigenschaft, dass km > to — A(tg) oder (kK + 1)m < A(tp).
Andernfalls lieferte der Zwischenwertsatz, dass ein ¢’ in dem offenen Intervall mit
Endpunkten 7 und ¢, existiert, sodass A(t') = t' — kw oder A(t') =t — (k+1)w. Das
widerspriache aber der Eindeutigkeit der zuvor gefundenen Losungen xp bzw. xp,q,
denn fiir die Anfangsbedingung (') = ' — k7 oder z(t') = t' — (k + 1)7 konnen wir
nun keine eindeutige Losung mehr angeben. Also muss fiir alle ¢t € I, ¢ gelten, dass
(t,\(t)) € Tk, d.h., T'(A) C 1.

(c¢) Wir kénnen uns auf den Fall beschrianken, dass die Anfangswerte (7,§) € T}, fiir
ein bestimmtes k£ € Z. Das Maximalitdt der Losungen z; haben wir bereits in Teil
(a) & (b) iiberpriift. In der betrachteten Situation gilt nach Teil (b), dass die maxi-
male Losung des Anfangswertproblems zu z(7) = £ der Abschitzung km < t—\(t) <
(k + 1)m geniigt. Sei nun I, ¢ = (a,b) mit a,b € RU{zxoo}. Angenommen, b < oco.
Falls limyy, (t—A(t)) € {k7, (k+1)7}, dann haben wir einen Widerspruch zur Eindeu-
tigkeit der maximalen Losungen xy bzw. zj1. Aus Stetigkeitsgriinden scheidet auch
die Moglichkeit, dass lim supy, [A(t)] = oo aus. Damit haben wir alle Méglichkeiten
verneint, die es fiir die obere Grenze des Existenzintervalls der maximalen Losung
A laut Charakterisierungssatz maximaler Losungen anhand ihres Randverhaltens
gibt. Somit war die Annahme, b < oo falsch und es gilt b = +00. Analog erhélt man
a = —oo. Zusammen mit der Maximalitdt der Losungen x; : R — R ist fiir beliebige
(1,€) € R? das maximale Existenzintervall gegeben durch I, = R. 0

Aufgabe 67 (F11T3A2) Sei R? D D = {(t,z) € R*t*> + 2% < 1}. Wir untersu-
chen das Anfangswertproblem z’ = f(¢,x), wobei f: D — R, (t,2) — V1 — > — 22
und z(0) = 0. D ist als offene Einheitskreisscheibe in der (¢, z)-Ebene eine Gebiet.
Zudem ist die Funktion f auf ganz D stetig und stetig differenzierbar, insbeson-
dere also auch in z stetig partiell differenzierbar. Damit geniigt f einer lokalen
Lipschitz-Bedingung in z. Da (0,0) € D garantiert uns der globale Existenz- und
Eindeutigkeitssatz die Existenz einer eindeutigen maximalen Losung ¢ : I — R des
Anfangswertproblems, wobei das maximale Existenzintervall I der Losung offen ist
und gilt 0 € 1. Wir schreiben I = (a,b) mit a,b € R U {£oo}. Da bereits fiir alle
(t,x) € D gilt f(t,x) < /1 —¢2, finden wir, dass —co < —1<a<0<b<1< 0.
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(b) Wir zeigen nun, dass ¢(b) = limyy, ¢(t) € R. Fiir die Trajektorie der maximalen
Losung ¢ aus (a) gilt (¢, ¢(t)) € D fiir alle t € I. Damit folgt, dass (b, (b)) € D, dem
Abschluss von D (bzw. hier auch der Vervollstindigung von D), liegt. Da bereits
dann gilt, dass —1 < ¢(b) < 1, gilt automatisch ¢(b) € R. Analog sehen wir, dass
(a,é(a)) € D, damit —1 < ¢(a) < 1, also ¢(a) € R.

(c) Wir zeigen nun, dass —a = b, mit anderen Worten, ist das maximale Existen-
zintervall symmetrisch bzgl. 0, I = (—b,b). Angenommen, [ ist nicht symmetrisch
um 0. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass b > |a|. Mit ¢ : (a,b) — R ist auch
Y i (=b,—a) — R, definiert durch 1(t) = —¢(—t) eine Losung des Anfangswert-
problems, denn es gilt ¥(0) = —¢(—0) = 0 und ¢'(t) = —(—dop(—t)/d(—t)) =
dp(—t)/d(—t) = /1 —(=t)2 —¢(—1)2 = /1 —1t2—(t)2. Da aber fiir b # |a]
wegen unterschiedlicher Definitionsbereiche gilt v # ¢ haben wir zwei verschie-
dene Losungen des Anfangswertproblems gefunden, wobei sich ¢ nicht durch Ein-
schrinkung von ¢ ergibt. Letzteres widerspricht der Maximalitdt von ¢. Also war
die Annahme falsch und es gilt b < |a|. Analog zu eben schlieft man den Fall, dass
b < |a| aus. Damit kann nur noch b = —a gelten, und das maximale Existenzintervall
ist symmetrisch bzgl. 0. Wir zeigen nun, dass b>+¢(b)? = 1. Da (b, ¢(b)) € D, miissen
wir nur den Fall b* + ¢(b)? < 1 ausschlieBen. Angenommen, b* + ¢(b)? =: ¢ < 1 mit
¢ € [0,1), dann haben wir einen Widerspruch zur Maximalitéit der Losung ¢. Denn
diese ist bereits beschrankt und auch deren Existenzintervall I ist beschriankt (in
R). Der Satz iiber die Charakterisierung maximaler Losungen anhand ihres Rand-
verhaltens liefert nun, dass die Maximalitdt von ¢ limgy, dist((¢, ¢(¢)), 0D) = 0 er-
fordert, d.h., dass b* + ¢(b)> = 1. Zuletzt zeigen wir, dass V2l < b < 1. Die
obere Abschitzung haben wir bereits in Teil (a) gefunden, sodass nur der Nachweis
von \/571 < b aussteht. Hierzu bemerken wir, dass 2’ = v1 — 2 — 22 < 1 fiir alle
(t,z) € D\{(0,0)}. Damit ist z(¢) < t fiir alle I 5 ¢ > 0. Damit haben wir fiir t > 0
die Abschitzung ¢(t) < t fiir die maximale Losung des zu untersuchenden Anfangs-
wertproblems. Zusammen mit der vorher bewiesenen Gleichung, dass b + ¢(b)* = 1
finden wir, dass auch im Limes ¢|b gilt 1 = b* + ¢(b)? < 202, also b > V2 Wegen
x # 0 ist de Ungleichung strikt. O

Aufgabe 68 (F12T3A5) Wir sollen ein Fundamentalsystem von Losungen fiir
das lineare System 2’ = Az bestimmen, wobei Mat(3 x 3,R) 3 A gegeben ist durch

1 -1 1
A=|1 -1 0 |. (977)
1 0 -1

Laut Vorlesung definieren die Spaltenvektoren der Fundamentalmatrix des linearen
Systems ein Fundamentalsystem. Die Fundamentalmatrix ist laut einem Vorlesungs-
resultat gegeben durch ®(¢,0) = exp(tA), wo t € R. Wir bestimmen zunéchst das
charakteristische Polynom x4 : C — C, z — det(A—zFE3) von A, um zu iiberpriifen,
ob A iiber R diagonalisierbar oder zumindest dhnlich zu einer Matrix in Jordan-
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Normalform ist.

xa(z) = det(A — zE3)
1—=2 -1 1
= det 1 —1—z 0
1 0 —-1—z
=(1-2)1+2°+1+2)—(1+2)
=(1-2)(1+2)

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms,
und die Vielfachheiten der Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind die je-
weiligen algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte. Explizit hat A also den Ei-
genwerte z; = 1 mit der algebraischen Vielfachheit p,(z4) = 1 und den Eigenwert
z_ = —1 mit der algebraischen Vielfachheit p,(z_) = 2. Wir bestimmen die geome-
trische Vielfachheit vom Eigenwert z_, p,(2_) = dimker(A — z_E3).

o [igenvektoren zu z = z_.

2 1|0
1 0 00 (978)
1 0

Aus dem linearen Gleichungssystem folgt, dass ker(A — z_FE3) =R - (0,1,1)7,
sodass der Losungsraum insbesondere eindimensional ist. Somit ist p,(z-) =
2> 1= py(z—) und A mithin nicht diagonalisierbar. Wir berechnen nun die
Eigenvektoren zweiter Stufe, indem wir ker((A — 2_)?) bestimmen. Das ent-
sprechende lineare Gleichungssystem 16sen wir wiederum mit dem Gausschen
Eliminationsverfahren

2 -1 1 2 -1 1 4 -2 2
(A—z_E)?*=|1 0 0 1 0 0]=|2 —-111]. (979
1 0 0 1 0 0 2 -1 1
Somit 1osen wir
4 -2 210
2 —1 110
s _1 1l0- (980)
2 —1 1]0

Damit finden wir v15 = (1,0, —2)7 und vy = (0,1,1)7 als zwei lineare un-
abhéngige Vektoren, die den verallgemeinerten Eigenraum der Stufe 2 zu z_
aufspannen. Um nun einen Basis des Eigenraums von z_ zu bestimmen, miissen
wir den zu v; o gehorigen Hauptvektor der ersten Stufe finden, denn nur v, =
v12 € Eigy(A, z_) \ Eig; (A, z_). Dieses v; ist gegeben durch (A —z_Es)vy = vy
und wir finden

2 -1 1 1 0
n=|[1 0 0 o |=(1]. (981)
1 0 0 —2 1

Damit ist vy, vo die benotigte Jordankette.
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e Figenvektoren zu z = z, . Wir berechnen ker(A—z, F3) mittels Gauss-Eliminationsverfahren

0 -1 110
1 -2 0|0, (982)
1 0 —2/0

T

woraus wir erkennen, dass vs = (1,2,2)" # 0 den Losungsraum aufspannt,

ker(A — 2, E3) =R - (1,2,2)T.

Damit konnen wir die Transformationsmatrix T aufstellen, die ben6tigt wird, um A
in Jordan’sche Normalform zu iiberfithren. Es gilt

0 1 1 -1 1 0
T=11 2 | &Ju=| 0 -1 0 |. (983)
1 -2 2 0 0 1

Wir bestimmen die Inverse T!:

0 1 2 1 0 0
1 0 2 0 1 0
1 -2 1 0 0 1
1 0 2 0 1 0
0 1 2 1 0 0
0 2 -1 0 -1 1
1 0 2 0 1 0
0 1 2 1 0 0 (984)
0 0 =5 =2 —1 1
1 0 2 0 1 0
0 1 2 1 0 0
0o o 1|25 1/5 -=1/5
1 0 0 |-4/5 3/5 2/5
0o 1 0|15 =2/5 2/5
0o 0 1|25 1/5 -1/5
Die gesuchte inverse Matrix ist also
1 -4 3 2
T'=-| 1 —2 2 |]. (985)
S\ 2 1 1
Nun gilt
exp(tA) = Texp(tJ )T (986)
1 0 1 1 et tet 0 -4 3 2
=—-|1 0 2 0 et 0 1 =2 2 . (987)
S\ -2 2 0 0 e 2 1 -1
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Somit ist das gesuchten Fundamentalsystem gegeben durch

1 0 1 1 et tet 0 —4
d:R >Rt H L 0 et 0 1 (988)
1 -2 2 0 0 ¢
1 0 1 1 et temt 0 3
dy:R =Rt =102 0 et 0 —2 (989)
1 -2 2 0 0 € 1
1 0 1 1 et te7t 0 2
Ps: R — R3¢ — = 1 0 2 0 et 0 2 . (990)
1 -2 2 0 0 € ~1

Aufgabe 69 (H19T1A4) (a) Sei § € R. Gesucht ist ein Fundamentalsystem
von Losungen der Differentialgleichung 3 — 28y’ + 8%y = 0. Bei der vorliegenden
Differentialgleichung handelt es sich um eine skalare lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Beschrénken wir uns auf reellwertige
Losungen, so erwarten wir einen zwei-dimensionalen R-Vektorraum £ von Losungen.
Um ein Fundamentalsystem, d.h., einen Basis von £ zu finden, bestimmen wir die
Nullstellen der charakteristischen Gleichung 2% + 23z + 5% = 0, die durch Einsetzen
von y = Cexp(zx) mit z € C in die Differentialgleichung y”+23y'+ 5%y = 0 entsteht.
Wir sehen, dass z = —f eine zweifache Nullstelle des assoziierten charakteristischen
Polynoms ist. Aus der Vorlesung ist nun bekannt, dass durch &; : R - R, 2 —
exp(—fz) und @5 : R — R, z — x exp(—pFx) zwei linear unabhéngige Losungen der
Differentialgleichung gegeben sind. Denn édquivalent dazu ist das Nicht-Verschwinden
der Wronski-Determinante w bei x = 0, was wir fiir das vorliegende System leicht
bestétigen: w(x = 0) = $1(0)P5(0) — P} (0)Py(0) =1-1—-1-0 =1 # 0. Somit ist
B = {®;,P5} ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung.

(b) Gesucht sind nun alle Werte von 5 € R, sodass lim, ,, y(z) =0, woy : R - R
eine Losung der Differentialgleichung aus (a) ist. Da y € £ gibt es ¢;, ¢y € R, sodass
y(x) = c1P1(x) + c2Pa(x) = (1 + caz) exp(—pz). Es soll also gelten

c1 + e
11m
z—oo exp(fx)

Wir sehen bereits, dass 5 # 0, denn ansonsten wére der Nenner konstant 1 und fiir
die Losung definiert durch y(x) = x ldsst sich die Anforderung an das Verschwinden
des Grenzwerts fiir x — oo nicht realisieren.

= 0. (991)

e Full 1: co # 0. Dann wenden wir die Regel von L’Hopital an und erhalten
lim & + G2k I Co

im ———— = lim ————.

z—oo exp(fx)  z—oo fexp(fz)

Der rechte Ausdruck ist 0 genau dann, wenn 3 > 0.

(992)

o Full 2: co = 0,c; # 0. In diesem Fall existiert der Grenzwert genau dann, wenn
£ < 0.

o Fuall 3: co = 0 = ¢;. In diesem Fall kénnen wir § € R beliebig wihlen, da
y=0.
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Insgesamt sehen wir, dass 5 > 0 erforderlich ist, um das asymptotische Verhalten
fiir alle y € £ gemifl Anforderung zu gewéhrleisten. Mithin 5 € Rt

(¢) Wir sollen nun fiir beliebiges 5 € R die allgemeine Losung der inhomogenen
Differentialgleichung y” + 28y + %y = exp(—2z) bestimmen. Wir unterscheiden
hierbei danach, ob 8 = 2 oder nicht. In jedem Fall ist die allgemeine Losung y €
Yp + L, wo y, € C*(R — R) eine partikulidre Losung der Differentialgleichung ist.

e Fall 1: p # 2. Wir bestimmen die partikuldre Losung in der Form y,(z) =
C,exp(—2z). Das liefert uns nach Einsetzen, dass C, = 1/(4 — 48 + (7).
Damit ist die allgemeine Losung gegeben durch

exp(—2x)
(6 —2)
wobei ¢1,c0 € Rund f € R\ {2}.

+ ¢1 exp(—pfz) + cot exp(—px), (993)

y(z) =

o Fall 2: B = 2. In diesem Fall setzen wir y,(z) = asx® + a1 + ag) exp(—2z)
an und bestimmen ag, a;,as € R durch Koeffizientenvergleich. Da &, ®, ein
Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Differentialgleichung bilden,
vereinfacht sich die Bestimmungsgleichung zu:

(020 exp(~22))" — 4(aa? exp(~22))' + daza® exp(—20)
= exp(—27)

&day exp(—21) — 8ayw exp(—2z) + axz? exp(—21)
+ 8agx? exp(—2x) — 8agx exp(—2x) + 4ayr® exp(—27)
= exp(—27)

<dag exp(—2z) = exp(—2z),

sodass a = 1/4. Wenn wir a; = 0 = ag setzen, erhalten wir also eine partikuldre
Losung durch

_ x*exp(—2x)
pla) = OP2) (994)

In diesem Fall ist die allgemeine Losung also gegeben durch

2% exp(—2x
y(x) = ¢ exp(—2x) + cyexp(—2z) + %, (995)
wobei ¢, ¢y € R.
In beiden Féllen sehen wir, dass y : R — R, wie gefordert. 0

Aufgabe 70 (HO7T2A5) Gegeben sei die Matrix A = A(«) fiir alle a € R durch

A(a):<o‘_+22 L ) (996)

a—1

Zudem betrachten wir das lineare ebene Systeme 2’ = A(«)z.
(a) Gesucht ist fiir alle & € R ein Fundamentalsystem des eben genannten ebenen
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linearen Systems. Wir bestimmen dazu die Eigenwerte von A(«) als die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms x () : C = C, 2z = det(A(a) — 2E,). Es gilt

Xa(z)=(z—a—=2)(z—a+1)+2
=z—a)z—a+1)—-2((z—a+1)—1) (997)
=(z—a)(z— (a+1)).

Fiir jeden Wahl von o € R hat x 4(o) damit zwei einfache und verschiedene Nullstel-
len, ndmlich z. = a und 2~ = a + 1. Insbesondere ist A(a) diagonalisierbar. Wir
bestimmen noch die Eigenvektoren, um das Fundamentalsystem angeben zu kénnen

e Fuall 1. z = z.: Wir benétigen eine Basis von ker(A(a) — z< E»), die wir mittels
Gauss-Eliminationsverfahren bestimmen.

2 10

2 —1]0° (998)

woraus wir unmittelbar sehen, dass dim ker(A(a) — z-E2) = 1 und ein Basis-

vektor durch v. = \/5_1(1, —2)T € R? als Losung des linearen Gleichungssy-
stems gegeben ist.

e Fuall 2. z = z-: Wir benétigen eine Basis von ker(A(a) — 2z Es), die wir mittels
Gauss-Eliminationsverfahren bestimmen.

1 110

9 _92l0° (999)

woraus wir erkennen, dass dim ker(A(«)—z2~ Fy) = 1 und ein Basisvektor durch
Vs = \/571(1, —1)T € R? als Losung des linearen Gleichungssystems gegeben
ist.

Laut Vorlesung ist ein Fundamentalsystem nun gegeben durch B = {®, ®5}, wobei
P, : R — Rt exp(zt)ve und $y : R — R% £ — exp(2st)vs.

(b) Wir suchen die Menge aller o € R, sodass (0,0)7 stabile bzw. asymptotisch
stabile Ruhelage des Systems ist. Wir bezeichnen die gesuchte Menge als M; fiir den
Fall, dass (0,0)7 stabile Ruhelage ist, und als M, fiir den Fall, dass (0,0)” sogar
asymptotisch stabile Ruhelage ist. Da 2’ = A(a)x fiir festes a ein lineares System
mit konstanten Koeffizienten ist, kénnen wir das Eigenwertkriterium zu Rate ziehen.
Diese zufolge ist (0,0)7 stabile Ruhelage genau dann, wenn die Eigenwerte z. < 0
und z» < 0 erfiillen. Es besagt zudem, dass (0,0)7 asymptotisch stabile Ruhelage
genau dann ist, wenn die Eigenwerte z. < 0 und z- < 0 erfiillen. Das liefert uns
fiir den Fall einer stabilen Ruhelage o < 0 und o + 1 < 0. Fiir den Fall einer
asymptotisch stabilen Ruhelage finden wir o« < 0 und o + 1 < 0. Somit finden wir
fiir die gesuchten Mengen M, = (—o00, —1] C R und M, = (—o0, —1) C R. O

Aufgabe 71 (F09T2A2) Gegeben sei die Matrix A € Mat(3 x 3,R),

-5 0 3
A= 0o -1 0o |. (1000)
3.0 =5
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(a) Wir zeigen, dass die Ruhelage von ' = Az asymptotisch stabil ist. Da es sich
beim vorliegenden Differentialgleichungssystem um ein lineares System handelt, sind
die Ruhelagen gegeben durch alle x5 € ker(A). Wir berechnen die Eigenwerte von
A als Nullstellen des charakteristischen Polynoms x4 : C — C, z +— det(A — zE3),
wobei Fs3 die 3 x 3-Einheitsmatrix ist. Es ist

Xa(2) = (=1 = z) - (=1)*** det << _53_ ) —53—’5 ))

( 1—2)((—5—2)*—3% (1001)
—(z+1)(z4+5+3)(2+5-3)
—(z+1)(z+8)(z +2).

Die Eigenwerte sind hier also alle einfach und insbesondere A diagonalisierbar. Ex-
plizit finden wir die Eigenwerte z; = —1, 2o = —2, 23 = —8, die alle echt negativ
sind. Damit hat 2/ = Az insbesondere nur die Ruhelage (0,0,0)7 € R? und diese ist
nach dem Eigenwertkriterium zur Stabilitdtsuntersuchung von Ruhelagen linearer
Systeme mit konstanten Koeffizienten asymptotisch stabil.

(b) Sei nun b : R — R3 stetig. Dann existiert nach dem Existenz- und Eindeutig-
keitssatz fiir Differentialgleichungen mit linear beschréinkter rechter Seite zu jedem
vorgegebenen Anfangswert y(0) = £ € R? eine global definierte und eindeutige be-
stimmte (maximale) Losung von y' = Ay + b(t) zur genannten Anfangsbedingung.
Wir zeigen nun, dass jede Losung y asymptotisch stabil ist. Sei & = y(0) und sei Y
eine Losung des Anfangswertproblems Y/ = AY + b(¢) mit Y (0) = n € R3. Wir zei-
gen, dass limy o ||y — Y|oo(t) = 0. Zunéchst gilt nach der Losungsformel fiir lineare
Systeme mit konstanten Koeffizienten und Inhomogenitét

y(t) = exp(At)§ + /0 exp(A(t — 1))b(r) dr
Y (t) = exp(At)n + /0 exp(A(t — 71))b(T) dr
= y(t) — Y(t) = exp(At)(§ —n)

3
= > (& — n) exp(zit)vi,
=1

wo & und 7} fiir i € {1, 2,3} die Komponenten von £ und n ausgedriickt in der (bzgl.
||.||cc normierten) Eigenbasis B = {vy,v9,v3} von A sind und die z; (1 < i < 3) die
in Teil (a) bestimmten Eigenwerte sind. Da z; < 0 fiir alle ¢ € {1,2, 3}, sehen wir,
dass y(t) — Y(t) — 0 fir t — 0. Das ist insbesondere unabhéngig von der Wahl
von & € R3! Somit ist limy_,o ||y — Y|eoe = 0, mithin eine beliebige Lésung y von
Yy = Ax + b asymptotisch stabil. O

Aufgabe 72 (H11T1A4) Gesucht ist die Losung des Anfangswertproblems

o' = Az +b(t), z(0) = (1,1, 1)7, b(t) = (—4, —2,2)" exp(t) (1002)
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und

0 -1 1
A=|1 0 3 . (1003)
0 0 -1

Wir stellen zuniichst fest, dass = : R — R3¢ — (z1(t), 22(t), 23(t)) wegen des
Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir lineare Systeme mit auf R stetiger rechter
Seite, d.h., stetigem b : R — R3¢ s b(t). Wir sehen, dass die dritte Komponente
der Differentialgleichung bereits elementar integrierbar ist, denn sie reduziert sich
auf eine skalare lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten und von
der Ordnung 1. Genauer ist

zy(t) = —x3(t) + 2exp(t), x3(0) =1 (1004)

Damit finden wir

x3(t) = exp(—t) + 2 /Ot exp(27 — t)dr = exp(—t) + exp(t) — exp(—t) = exp(t).
(1005)

Indem wir das so erhaltene z3 : R — R in die erste und zweite Komponente des
Differentialgleichungssystems einsetzen, erhalten wir das reduzierte System

il )=(0 o))+ (Snf et )
:(?Bl)(i;)nL(:g)exp(t).

() ((2 (1)
ol o)

Wir berechnen also das Matrix-Exponential

0 —1 . 1 N T A N
w((30)) e (3 0) Zaen (5 )

Damit ist

2 (2k) 01 )" ot Lo
. COS —Sln
~ \sin(t)  cos(t

Somit ist

t
cos(t — 1) exp(r)dr + 6

t

x1(t) = cos(t) —sin(t) — 6 sin(t — 7) exp(7) dr

t
sin(t — 7) exp(7) dT — 6

t

xo(t) = sin(t) + cos(t) — 6 cos(t — 1) exp(7) dr.

S— S—
S— S—
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Wir berechnen das Hilfsintegral

J(t) = exp(it)/o exp((1 —1i)7)dr, (1006)

aus dem wir durch Real- bzw. Imaginirteilbildung die Integrale iiber den Produkt-
funktionen aus Sinus- bzw. Kosinusfunktion und Exponentialfunktion erhalten. Es
ist

exp(it)(exp((1 —9)t)) =1 exp(it)(exp((1 — i)t) — 1)

J(t) = . (1007)
oot —ool) _sint) o0lt) _icots)  snft) oo,
sodass
/0 cos(t — 1) exp(r) dr = R[I(1)] = SO+ S“;(t) —cos(t). (1009)
/0 Csin(t — 1) exp(r) dr = (1) = S2H = Sir;(t) — cos(t) (1010)
Damit kénnen wir auch @1 : R — R und a3 : R — R angeben:
21(t) = cos(t) — sin(t) — 6sin(t) = cos(t) — Tsin(t), (1011)

xo(t) = sin(t) + cos(t) + 6 cos(t) — 6 exp(t) = sin(t) + 7cos(t) — 6 exp(t). (1012)

Damit haben wir die Losung x(t) = (z1(t), 22(t), z3(t))” gefunden. O

Aufgabe 73 (H19T2A4) Gegeben sei ein Vektor ¢ € R” sowie Matrizen A, B, M €
Mat(n x n,R). Die affine Differentialgleichung =’ = Mx + ¢ ist zu untersuchen.

(a) Wir zeigen: Ist y eine Losung der obenstehenden Differentialgleichung zum An-
fangswert y(0) = 0, dann ist z(t) = exp(tM)xy + y(t) die eindeutig bestimmte
Losung der Differentialgleichung zum Anfangswert x(0) = zq. Sei t € R beliebig. Es
gilt 2'(t) = Mexp(tM)xo + y'(t) = M exp(tM)xo + My(t) + ¢ = M(exp(tM)zo +
y(t)) + ¢ = Mx(t) + ¢. Zudem gilt x(0) = exp(0 - M)xo + y(0) = E,, - 2o + 0 = xo,
sodass z(t) = exp(tM)xy + y(t) die angegebene Differentialgleichung 16st und die
Anfangsbedingung z(0) = x¢ erfiillt. Die Eindeutigkeit ist aufgrund des Existenz-
und Eindeutigkeitssatzes fiir lineare Systeme klar.

(b) Wir zeigen: Es existiert genau dann eine Losung des Randwertproblems ' =
Mz + ¢ mit Az(0) 4+ Bz(1) = d fiir alle d € R", wenn die Matrix C' = A+ Bexp(M)
invertierbar ist. Wir suchen zunéchst eine Losung z, fiir den Fall, dass ¢ = 0. Dann
ist z,,(t) = exp(tM)xp(0). Somit xp,(1) = exp(M )z (0). Damit sehen wir, dass eine
Losung des homogenen Problems mit d' € R™ von der obenstehenden Form genau
dann existiert, wenn Axp(0) + Bxp(l) = d = (A + Bexp(M))xz,(0) 16sbar ist. Mit
anderen Worten, genau dann, wenn C' = A+ B exp(M) invertierbar ist. Wir wéihlen
nun y als Losung von ' = My + ¢ mit y(0) = 0 und suchen eine Losung = in der
Form = = zj, +y. Es ist dann xp,(t) = exp(tM)xy mit noch zu bestimmenden xy und
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die Randbedingung geht iiber in

Axp(0) + Ay(0) + Bz (1) + By(1) =d
& Arp(0) + Bxp(1) = d = d — By(1) (1013)
& (A+ Bexp(M))xo = d'.
Damit sehen wir, dass
x(t) = exp(tM)(A+ Bexp(M)) ' (d — By(1)) + y(t) (1014)

mit y wie in (a).
(c) Sei F(X) =372, X*'/k!. Dann ist y(t) = tF(tM)c, wo y wie in (a) ist. Es gilt
zunéchst y(0) =0+ F(0- M)c = 0 und, fiir t € R beliebig,

I
A/
™

~

T
A
= %
~
~

@)

X k-1 k—1
- oM (1015)

Somit y'(t) = My(t) + c. Damit erfiillt y = tF'(t M )c die Anforderungen der Voraus-
setzung von (a). O

Aufgabe 74 (F18T3A4) (a) Sei B € Mat(n x n,R) eine beliebige aber fixierte
schiefsymmetrische Matrix und x € R™ beliebig. Dann ist 27 Bz € R und es gilt da-
her z7 Bx = (27 Bx)T. Zudem (27 Bz)T = 2T BT (27)T = 27 BTx = —2* Bz. Somit
haben wir 27 Bx = —27 Bz, sodass 27 Bz = 0.

(b) Seien A, B : R" — R™ ™ stetig und so, dass A(z) positiv semidefinit fiir alle
r € R" und B(x) schiefsymmetrisch fiir alle x € R". Wir zeigen, dass V : R" —
R,z — z'z eine Lyapunov-Funktion fiir & = —(A(x) + B(z))z ist. Die betrachte-
te Differentialgleichung hat nach dem Satz von Peano fiir alle £ € R"™ eine, nicht
notwendigerweise eindeutige Losung x : I — R™ auf einem offenen Intervall I mit
0 € I und mit x(0) = £. Wir bezeichnen eine solche Losung im folgenden mit A.
Es gilt V(z) = (VV(z), &) = —2(z, (A(z) + B(z))z) = —22T A(z)x — 227 B(x)z =
—22T A(z)x, denn B(z) ist eine schiefsymmetrische Matrix fiir beliebiges x, sodass
7 B(z)x = 0 nach Teil (a). Da A punktweise positiv semi-definit nach Vorausset-
zung ist, gilt zudem 7 A(z)x > 0 fiir alle z € R™. Damit ist V(z) = —227 A(z)z < 0.
(c) Wir betrachten das ebene autonome System & = —2° + zy? und § = —z2y — 2y.
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Wir setzen z = (z,y)” und schreiben das System in der Form, die wir in Teil (b)
untersucht haben:

z=—A(z)z — B(2)z, (1016)
mit

A(z):(:i g) &:B(z):< 0 my). (1017)

—zy 0

Sei z € R™ beliebig. Wir sehen, dass fiir v = (uj,us) € R?\ {0} beliebig gilt
ul A(2)u = 2*u24-2u3 > 0, sodass durch A : R — R™*", z — A(z) eine matrixwertige
Funktion definiert ist, wie in den Voraussetzungen von Teil (b) benétigt. Ferner ist
B(z) fiir alle z € R™ offensichtlich B(z) = —B(z2)T, wie man direkt aus B(z) abliest.
Somit ist B : R* — R™" 2z — B(z) an jedem Punkt schiefsymmetrisch. Nach
Aufgabenteil (b) ist nun durch V : R" — R,z — 272 eine Lyapunov-Funktion
fiir das betrachtet System definiert. Da V(0) = 0 und V(2) = 2% + y? > 0 fiir alle
z = (x,y)T € R*\{0} ist 29 = (0,0)7 ein globales, insbesondere also lokales Minimum
von V. Nach dem ersten Stabilitdtskrietrium von Lyapunov handelt es sich bei zy also
um eine stabile Ruhelage, wobei fiir die Ruhelageeigenschaft 0 = —A(2) 20— B(20)20
unmittelbar aus dem Differentialgleichungssystem abgelesen wurde. O

Aufgabe 75 (F18T2A5) Zu ug,u; € R betrachten wir das Anfangswertproblem
u"(z) — u(z) + 4u(x)® = 0, uw(0) = 0 und «'(0) = u;.

(a) Wir behaupten, dass fiir G(u) : R — R,u — —u?/2 + u* die Funktion L(z) =
1/2u'(z)* + G(u(z)) konstant in x ist, wobei u eine Losung des obigen Anfangs-
wertproblems ist. Es gilt d,L(x) = v (z)u/(z) — u(x)u'(z) + du(z)3u' (z) = (u"(x) —
u(x) + 4u(z)?)u'(z) = 0, wobei wir verwendet haben, dass u(z) eine Losung der
Differentialgleichung ist. Die oben angesprochene Losung existiert nach dem glo-
balen Existenz- und Eindeutigkeitssatz, wobei wir fiir diese Aufgabe offenbar aus
Ausfithrungen dazu verzichten sollen.

(b) Wir zeigen nun, dass das obenstehenden Anfangswertproblem eine eindeutig be-
stimmte Losung fiir alle (ug,u;) € R, Ay, 4, : R = R? hat. Zunéichst definieren wir
v(x) = v/(x) und schreiben die homogene nichtlineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung in ein System von Differentialgleichungen der Ordnung 1 um.

u'(7) = v(z) V(z) =u(r) — 4u(x)®. (1018)

Da die rechte Seite ein stetig differenzierbares Vektorfeld R? — R?, (u,v) + (v,u —
4u?) definiert, geniigt die rechte Seite eine lokalen Lipschitz-Stetigkeitsbedingung
in den Variablen (u,v). Zusammen mit der Gebietseigenschaft von R? liefert der
globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz nun die Existenz einer eindeutig bestimm-
ten, maximalen Losung Ayyw, = (u,v) @ I(ug,u1) — R%z — (u(z),v(x)) fir
das Anfangswertproblem, das durch das Differentialgleichungssystem zusammen mit
u(0) = up,v(0) = v/(0) = uy fiir ug,u; € R definiert wird. Hierbei ist das Existen-
zintervall der maximalen Losung I (ug, 1) offen, maximal und mit der Eigenschaft,
dass 0 € I(ug,u1). Wegen u/(z) = v(x) auf I(ug,u;) ist p insbesondere zweimal
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stetig differenzierbar, denn auch v ist als Komponente der Losung A\ des Anfangs-
wertproblems stetig differenzierbar. Wir zeigen nun, dass I(ug,u;) = R. Die In-
klusion “C” ist trivial. Fiir “2” bemerken wir, dass L ldngs A,,,, konstant ist,
d.h., es gilt v(z)? — p(x)? + 4u(z)* = u? — ud + 4u? = c. Angenommen, A\, .,
wére nicht mit maximalem Existenzintervall R, aber maximale Losung, dann gébe
es ein a € RT, sodass I(ug,u1) 2 (0,a), und das rechte Intervall nicht weiter nach
rechts ausgedehnt werden kénnte. Laut Charakterisierungssatz maximaler Losungen
anhand des Randverhaltens, wire dann aber limsup, [Augu, (%)]|3 = oo. Wihle
nun ¢ > 0 dergestalt, dass p(r)? < —p(x)? + 4p(z)? fir + > a — e. Dann gilt
v(z)? + p(z)? < v(z)? — p(x)? + 4p(x)! = ¢ < oo, was bei Betrachtung des Li-
mes Superior ¢t T a einen Widerspruch erzeugt. Also war die Annahme, a < oo
falsch, und es gilt R, C I(ug,u1). Ebenso verfahrt man fiir die untere Grenze von
I(ug, up), wobei hier die Endlichkeit der unteren Schranke b € R~ zum Widerspruch
gefiihrt wird. Laut Charakterisierungssatz maximaler Losungen bleibt dann nur noch
I(ug,u;) = R iibrig, denn R? = ) schliefit bereits a priori die dritte Option fiir das
Randverhalten der maximalen Lésung aus.

(¢) Wir bestimmen nun die Ruhelagen der Differentialgleichung. In der (u, v)-Notation
geniigt v der Bedingung u — 4u® = 0, sodass u € {—1/2,0,1/2} nur moglich ist.
Zudem gilt v = 0. Fiir das in (b) betrachtete System bezeichnen wir die rechte Seite
mit F: R? = R?, (u,v) — (v,u — 4u?), und berechnen die Jacobi-Matrix

Jac(f)(u, v) = < 1_012u2 (1] ) . (1019)

Somit stellen wir fest, dass

Ag == Jac(f)(0,0) = < - ) (1020)
A, = Jac(f)(2,0) = < R ) (1021)
A= Jac(f)(=2,0) = < Y > . (1022)

Da det(Ay — zF3) = 0 zu den beiden Losungen z € {£1} fiihrt, schliefen wir, dass
u = 0 eine instabile Ruhelage ist, da Ay einen Eigenwert mit positivem Realteil
hat. Fiir A, A_ liefert 0 = det(Ax — 2E,) jeweils die Losungen 2o € {4iv/2}.
Somit haben wir jeweils zwei einfache, rein imagindre Nullstellen von Jac(f) bei
(u,v) = (£2,0). Die entsprechenden Eigenwerte haben Realteil 0, sodass linearisierte
Stabilitéat keine Aussage erlaubt.

Aufgabe 76 (FO1T3A5) (a) Wir folgen dem Hinweis und multiplizieren die Dif-
ferentialgleichung mit . Anwendung der Kettenregl liefert

d (i 22 ot
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Integration von 0 bis ¢ liefert nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung, dass

2 2

2?2 2?2 ozt 2 xd
?4_?_?_(?14_?0_20):0’ (1024)

wobei wir #(0) =: 1 € R,2(0) =: zo € R gesetzt haben. Somit ist die Funktion
L:R? = R, (u,v) =~ v?*/2 +u?/2 — u'/4 dergestalt, dass L(z(t),z(t)) = L(xg,x1),
d.h., konstant léngs jeder Losung x(t) der angegebenen Differentialgleichung mit
z(0) = zo und #(0) = 2. In der Tat gilt fir jede Losung = : I — R der angege-
benen Differentialgleichung, dass d;L(z(t),#(t)) = (£(t) + z(t) — z(¢)®)z(t) = 0 fiir
alle t € I, sodass die im Spezialfall konstruierte Funktion L tatséchlich ein erstes
Integral der Differentialgleichung ist.
(b) Wir bestimmen die kritischen Punkte der Differentialgleichung. Da @(¢) = 0 fiir
alle t € I, wo I das Existenzintervall der Losung x ist, liefert der Zwischenwertsatz
der Differentialrechnung, dass auch #(t) = 0 fiir alle ¢ € I°. Da nach Uberfiihrung
der Differentialgleichung zweiter Ordnung in ein System erster Ordnung mit stetig
differenzierbarer rechter Seite die Voraussetzungen des globalen Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz unproblematisch erfiillt sind, konnen wir I als maximal und offen
annehmen. Damit ist die Bedingung fiir Gleichgewichtslagen 0 = —z + 23, d.h.,
z € {—1,0,1}. Zudem gilt L(0,0) = L(0,1) = L(0,—1) = 0 und da L erstes Integral
der Differentialgleichung ist, gilt d,L(z, %) = 0, sodass wir L auch als Lyapunov-
Funktion des zur Differentialgleichung dquivalenten Systems erster Ordnung auffas-
sen konnen (fiir (0,0), denn L(0,0) = 0). Fiir die Hesse-Matrix von L = L(u,v)
gilt
2

Hess(L)(u, v) — < el ) , (1025)
sodass Hess(L)(u = 0,v = 0) = Ej», also positiv definit ist. Damit ist (0,0) ein
lokales Minimum von L. Das erste Stabilitédtskriterium nach Lyapunov liefert nun,
dass (0,0) stabile Ruhelage des System erster Ordnung ist. Indem wir H(u,v) =
L(u,v) — L(1,0) definieren, erhalten wir wegen d;H (x(t), z(t)) = d;L(z(t),2(t)) =0
und H(+1,0) = 0 eine Lyapunov-Funktion fiir (+1,0) und (—1,0). Fiir die Hesse-
Matrix von H gilt,

Hess(H)(u,v) = Hess(L)(u,v) = ( L _03UQ (1) ) : (1026)

sodass Hess(H)(+£1,0) = diag(—2,1) und diese damit bei (£1,0) indefinit ist. Der
Stabilitdtssatz von Lyapunov liefert nun, dass (£1, 0) instabile Ruhelagen sind. Das
Phasenportrait mit & =: y findet man in der nachstehenden Abbildung.
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(c) Sei (z, ) eine Losung des zur Differentialgleichung dquivalenten Systems erster
Ordnung mit #(0) = x1,2(0) = xo. Setze ¢ = L(zg,21) € R. Es gilt, da L erstes
Integral ist,

Lz,y)=ce 9y’ — (2 — 1) =2c— 1. (1027)

Falls ¢ > 1/2, dann ist 0 < 2¢ — 1 = y? — (2% — 1)? < ¢?, also |y(t)] > V2c—1 >
0, sodass |z(t)] > +/2c¢— 1t und damit auf jeden Fall unbeschrankt ist, denn die
Abschétzung liefert lim sup,_, . |z(t)| = oo. Falls ¢ < 1/2, dann ist y? — (22 —1)? <0
und es gilt —(2? — 1) < —(22 — 1)? + y? < 0, sodass |z| < 1, also insbesondere
x beschrinkt ist. Da L konstant lings jeder Losung ist, ist fir zo € [—1,1] und
Yo € [—/1/2 = 1/2(x2 — 1/228),\/1/2 — 1/2(22 — 1/2x})] jeweils L(xg,z,) = ¢ <
1/2 zu erreichen. Infolge der vorangegangen Untersuchung ist dann die Losung des
zugehorigen Anfangswertproblems jeweils beschréinkt. O

Aufgabe 77 (FO4T2A5) Gegeben ist das ebene autonome System
t=y & y=ux+22° (1028)

(a) Wir bestimmen alle Gleichgewichtslagen des Systems. Ein Punkt (xg,yo) ist
definitionsgeméafl eine Gleichgewichtslage des betrachteten Systems, wenn er eine
Nullstelle der rechte Seite des obenstehenden Systems ist. Einsetzen liefert die bei-
den Gleichungen yo = 0 und zy + 223 = 0, sodass (rg = 0,y = 0) die einzige
Gleichgewichtslagen sind. Wir klassifizieren diese iiber das Kriterium zur lineari-
sierten Stabilitdt. Die Jacobi-Matrix des durch die rechte Seite definierten, offen-
sichtlicherweise stetig differenzierbaren Vektorfeldes F' : R?* — R? (z,y) — (y =

folz,y), 2 + 2% = f,(z,y)) ist

metE)en = (i) Grin )= (1ifee o) o9

Damit ist die Jacobi-Matrix von F' ist in diesem Fall

Jac(F)(0,0) — ( (1’ (1] ) _ A (1030)
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und fiir deren charakteristisches Polynom gilt y4(z) = det(A — zE,), und aus Null-
Setzen des charakteristischen Polynoms erhalten wir die Eigenwerte: 0 = 22 — 1,
also z € {+1,—1} =: 0(A). Da o(A) einen Eigenwert mit echt positivem Realteil,
namlich z = 41, enthélt, liefert das Kriterium fiir linearisierte Stabilitét, dass (0, 0)
eine instabile Gleichgewichtslage des Systems ist.

(b) Wir betrachten das zugeordnete lineare System und definieren 6, := z — 2y = x
sowie 0, 1=y —yo = y. Das nun linear genéherte Differentialgleichungssystem lautet

(£-G0E)

Die Eigenvektoren zu A sind

vy = ( i ) zum Eigenwert z =1 (1032)
1 .
v = < _1 ) zum Eigenwert z = —1, (1033)
denn es ist vy # 0,v_ # 0 und Avy = 1- v, sowie Av_ = (—1) - v_, wie man

unmittelbar sieht. Damit sind die Trajektorien des Systems gerade die Graphen von

( Z;Eg ) = ey exp(t)vs + coexp(—t)v_, (1034)

wo c+ € R die jeweilige Losung des linearisierten Systems festlegen. Das Phasenpor-
trait hat also die Form eines Sattels, s. die nachfolgende Abbildung fiir eine Skizze
des Phasenportraits.

NS

7
=

(c) Da lim_, exp(t) = oo, kann der erste Summand nicht in den Trajektorien zum
Tragen kommen, die fiir ¢ — oo nach (0, 0) streben. Also gilt fiir die in der Aufgabe
betrachteten Trajektorien stets ¢, = 0 in der in (b) angegebenen Losungsformel.
Da v— = (1,-1)T gilt v,(¢t) + v, (t) = 0 fiir alle t € R, d.h., die Behauptung.
Umgekehrt liefert v,(t) = —u,(t) das Gleichungssystem cy exp(t) + c_ exp(—t) =
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—cy exp(t) 4+ c_ exp(—t), sodass cy exp(t) = 0, also ¢, = 0 wegen exp(t) > 0 fiir alle
t € R. Damit ist tatséchlich jede Trajektorie aus (b) mit lim; o (v, (%), v, (t)) = (0,0)
von der Form (v, (t),v,(t))T = c_exp(—t)v_ fiir ein c. € R, erfiillt demnach
vy (t) = —u,(t) fiir alle t € R.

(d) Gefragt ist wiederum nach dem Phasenportait, d.h., der Gesamtheit der Trajek-
torien. Praktisch wird man hier einfach das aus Teil (b) nehmen, und, da f,(x,y) >«
fiir alle (z,y) € R?, dieses einfach ein wenig in y-Richtung strecken. Dargestellt ist
das alles in der untenstehenden Abbildung.
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Ende dieser Aufgabe. O

Aufgabe 78 (FO9T2A1) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem
i = —y+zsin(z® +9?) & § =z + ysin(z? + ?). (1035)

(a) Wir suchen alle periodischen Orbits. Offenbar ist die Nulllésung, (zo,v) : R —
R2t + (0,0) eine Losung der Differentialgleichung. Da die rechte Seite stetig dif-
ferenzierbar ist und R? ein Gebiet ist, folgt aus dem globalen Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz, dass jede, ohne Einschriinkung maximale, Losung (x,y) : I — R?
die an einem 7 € [ von (0 0) verschleden ist, dies auch fiir alle ¢ € I ist. Ins—
besondere ist dann r(t V()2 +y(t)? # 0 fir solche Losungen. Da (xg, yo)
konstant ist, ist (zo, yg)(R) perlodlscher Orblt mit Periode 0. Sei also im folgenden
(z,y) : I — R*\ {(0,0)} eine maximale Losung des Differentialgleichungssystem.
Wir bemerken, dass r = y/22 + y2(> 0) die Differentialgleichung

xiktyy (27 +y?)sin(a® +y7)
/.Z'2 +y2 /1'2 _|_y2

erfiillt. Fiir rp, € {\/ﬁ |k € N} ist jeweils eine Ruhelage der Differentialgleichung fiir
r gegeben, fiir einen Startwert r(0) €]rg, rio1[ bleibt die Losung r(t) auch stets > 7y,
und < 7,11, wie eine erneute Anwendung des globalen Existenz und Eindeutigkeits-
satzes zeigt. Zudem ist sign(r(t)sin(r(t)?)) = const., d.h., r ist auf dem gesamten
Existenzintervall streng monotone Funktion von ¢. Da 7 in jedem Fall beschrankt

= rsin(r?) (1036)
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ist, ist r auf ganz R definiert, wie man leicht anhand des Satzes iiber die Cha-
rakterisierung maximaler Losungen anhand des Randverhaltens sieht. Infolge der
strengen Monotonie der soeben betrachteten, nicht-konstanten Losungen r, konnen
wir diese fiir die Angabe der periodischen Orbits aufler Acht lassen. Nun gilt in
Polarkoordinaten fiir die urspriingliche Losung (z,y) = (r cos(¢), rsin(¢)), dass

i = 7 cos(p) — résin(¢) & § = 7 sin(@) + r¢ cos(¢) (1037)

und andererseits, indem wir die Polarkoordinatentransformation auf die rechte Seite
der urspriinglichen Differentialgleichungen anwenden, haben wir, dass

i = —rsin(¢) + rcos(¢) sin(r?) & 7 = rcos(¢) + rsin(¢) sin(r?). (1038)
Wir verwenden nun 7 = rsin(r?) in den ersten beiden Gleichungen und erhalten

rcos(¢) sin(r?) — résin(¢) = & = —rsin(¢) + r cos(¢) sin(r?) (1039)
rsin(¢) sin(r?) + ré cos(¢p) = § = r cos(¢) + rsin(¢) sin(r?), (1040)

sodass wir letztlich ¢ = 1 bekommen. Also ist o(t) = t+ ¢y fiir ein ¢ € R. Insgesamt
sind somit nur diejenigen Orbits mit (z,y) = (1 cos(t+ @), 7% sin(t + ¢o)) fir k € N
von der Nulllésung verschiedene, periodische Orbits.

(b) Das Phasenportrait sieht im Wesentlichen so aus, dass es im Uhrzeigersinn durch-
laufene Kreis (und die Nulllésung) gibt, und die anderen Trajektorien dazwischen
von 1, nach rpyq fir £ € 2Ny und von 79 nach ryyq laufen, falls £ € 2Nj. Das
findet sich unten geplottet.
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Ende dieser Aufgabe. O

Aufgabe 79 (H04T2A4) Zunichst gilt d;|| A1) = 2(\(t), d A (1)) = —2|| A1) |3+
2(M(t), w(A(t))) < =2[IA@I3+2[AE) 2 lwA@)ll2 < =2AD5=IIAE)I5 = = A @),
wobei die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir das erste < verwendet wurde und die
Voraussetzung, dass ||w(z)|2 < 0.5]|z|]y fir alle x € R™ fiir das zweite <. Be-
zeichne mit p(t) := ||\(¢)]|3, dann haben wir insgesamt die Differential-Ungleichung
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p(t) < —p(t) gefunden, mit der zusétzlichen Einschréankung, dass p(t) > 0 unmittel-
bar aus der Definition. Damit ist 0 < p(t) < p(0) exp(—t), denn r(t) := p(0) exp(—t)
erfiilllt gerade 7 = —r und es gilt r(0) = p(0), sodass di(p(t) — r(t)) < 0, sodass
r(t) — p(t) > 0. Nun gilt zusammen wegen ||A(0)||2 < €, dass ||A(0)]|3 < €2, also
0 < |JIAMO)|I3 < e®exp(—t), sodass Radizieren fiir die Nicht-Negative Wurzel lie-
fert |[A(t)]l2 < eexp(—t/2). Da exp(—t/2) eine durch 1 nach oben beschrinkte,
positive und streng monoton fallende Funktion auf R* definiert, gilt nun auch
IA(t)]]2 < €, wie behauptet. Zusétzliche sehen wir, dass 0 < limy o ||A(t)]]2 <
elim; o exp(—t/2) = 0, also limy_,o || A(¢)|l2 = 0. Infolge der Stetigkeit der Norm-
funktion und der Tatsache, dass ||al|s = 0 < a = 0 fiir a € R™ bereits nach Definition
gilt, erhalten wir lim; .o, A(t) = Ogrn, wie ebenfalls behauptet. O

Aufgabe 80 (H19T3A2) Gegeben ist F : R? — R? (z,y) — (z(1 — y), zy).

(a) Wir zeigen, dass f ein Diffeomorphismus zwischen (0,00) x (0,1) =: S und
Q = (0,00)? ist. Wir zeigen zunichst, dass f(S) = Q. Sei dazu (z,y) € S. Dann
gilt f(z,y) = (z(1 —y),zy). Da0 <y < lund x >0, ist 0 < zy < x < oo und
0 < (1—-y)xr < x < oo Somit ist f(z,y) € Q. Wir zeigen nun, dass f bijektiv
ist. Fiir die Injektivitét seien (u,v), (z,y) € S, sodass f(x,y) = f(u,v). Dann gilt
u(l —v) = z(1 —y) und wv = xy. Addition der letztgenannten zur erstgenannten
Gleichung liefert u = x. Wegen u, x > 0 liefert Division der zweiten Gleichung durch
x dann v = y, insgesamt also (z,y) = (u,v). Sei nun (u,v) € @ beliebig. Wir zei-
gen, dass es ein (z,y) € S mit f(z,y) = (u,v) gibt. Es ist (z(1 — y), zy) = (u,v),
sodass ¢ = z(1l —y) + 2y = u+v und, da x > 0, y = v/(u + v). Damit haben wir
gezeigt, dass fir (u,v) € @ die Wahl (z,y) = (u 4+ v,v/(u+v)) € S die Gleichung
f(z,y) = (u,v) erfiillt wird. Somit ist f|s eine Bijketion zwischen S und @, also
existiert (f|s)™! : Q — S. Da f als Komponenten bivariate Polynomfunktionen in
den Variablen x,y hat, ist f komponentenweise stetig partiell differenzierbar, also
(stetig) differenzierbar. Da @) offen ist und mit f auch f|g (stetig) differenzierbar
ist, liefert der Satz von der lokalen Umkehrfunktion, dass f |él ebenfalls (stetig) dif-
ferenzierbar ist. Somit ist f|g : S — @ in der Tat ein Diffeomorphismus.

(b) Wir behaupten, dass f, aufgefasst als Funktion von C nach C, keine biholomor-
phe Abbildung S := {z € C: R[z] > 0,0 < Q[z] < 1} nach Q := {z € C: R[z] >
0,$[z] > 0} definiert. Denn in der Interpretation als komplexe Funktion ist U(z, y) =
R[f](z,y) = 2(1 —y) und V(z,y) = S[f](x,y) = xy und es miissten die Cauchy-
Riemannschen partiellen Differentialgleichungen gelten. Es ist aber 0,U(z,y) = 1—y
und 0,V (x,y) = x, sodass 0,U(1,0.5) = 0.5 # 1 = 9,V (1,0.5). Damit ist bereits ei-
ne der Cauchy-Riemannschen partiellen Differentialgleichungen nicht erfiillt. Somit
ist f, als Funktion von C nach C, an einem Punkt aus S bereits nichts holomorph,
kann also erst recht nicht biholomorphe Abbildung S — @ sein. U

Aufgabe 81 (F02T2A1) Gegeben sei u : R* — R, (z,y) — e Y(zcos(z) —
ysin(z)) und v : R? = R, (z,y) — e Y(y cos(z) + xsin(x)).

(a) Wir zeigen, dass diese Funktionen die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen erfiillen. Offenbar sind u, v als Verkniipfung stetig differenzierbarer Funk-
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tionen selbst stetig differenzierbar und es gilt

Oyu(z,y) = e Y((1 —y) cos(z) — xsin(x))
Oyu(z,y) = —e Y(ycos(z) + xsin(x)) + e ¥(cos(x))
=e Y((1 — y) cos(x) — xsin(x))
Oyu(z,y) = —e ¥(x cos(x) — ysin(x)) — e ¥ sin(x) (1041)
Oyv(z,y) = e Y(—ysin(x) + sin(z) + z cos(z))
= e Y(xcos(x) — ysin(z)) + e Ysin(x).

Damit stellen wir fest, dass fiir jedes (x,y) € R? gilt du(z,y) = dyv(z,y) und
Oyu(z,y) = —0,v(z,y). Somit sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung
erfiillt. Laut Vorlesung ist damit durch f = w+iv auf dem R?, aufgefasst als C, eine
holomorphe Funktion erklért.

(b) Wir setzen nun z = 0 + ¢y fiir y € R und haben f(z) = u(0,y) + iv(0,y) =
0+ ie ¥y = ze”*. Da U := {0} @ iR C C eine nicht-diskrete Teilmenge von C
ist, denn (i/n)peny € U und 0 € U, liefert der Identitétssatz, angewendet auf das
Gebiet C, die nichts-diskrete Teilmenge U und f sowie h : C — C, 2z + ze'*, dass
f(2) = ze* auf ganz C. O

Aufgabe 82 (F01T3A1) Sei f: E — C holomorph mit f(z) = f(2?) fiir alle
z € E. Wir zeigen, dass f konstant ist. Wir zeigen, dass fiir z € E und n € N gilt
f(z) = f(z*"). Fiir n = 1 ist die Aussage nach Voraussetzung offenbar wahr. Wir
nehmen nun an, dass f(z) = f(22") und zeigen, dass dann f(z) = f(z2"""). Denn
F(2) = f((27)?) = f(z*"7) wegen 22" € E, weil 0 < [2¥"] < |z|. Fiir z # 0 ist
(22"),, eine Nullfolge und fiir z = 0 ist (22"), die konstante Nullfolge. Wir setzen
nun f(0) = w € C, wihlen z € E beliebig und betrachten (w,)nen, mit w, =
f(z*") fiir n € Ny. Es ist mit dem vorher Bewiesenen (w,), eine konstante Folge
in C. Da f als holomorphe Funktion stetig ist, folgt lim,, oo w, = lim, o f(2?") =
f(lim, o 2%") = £(0) = w. Da (w,)n>o0 eine konstante Folge ist, ist w = wy = f(2).
Beliebigkeit von z € E impliziert, dass f(z) = w = f(0) fiir alle z € E. Somit ist f
konstant. U

Aufgabe 83 (F17T2A4) Sei D ={z € C||z| < 1}.

(a) Definiere die Funktion h : D — C,z — 1/(1 — z). Dann ist A auf D holo-
morph und es gilt /(z) = 1/(1 — 2)* = h(z)? fiir 2 € D. Wir betrachten die
Einschrinkung von f auf U := DN R = (—1,1). Dann gilt f'(z) = f(z)? fiir
alle x € U. Da die rechte Seite der Differentialgleichung stetig partiell differenzier-
bar nach y = f(z) fiir beliebiges y € R (!) ist und ferner stetig in z ist, ist die
rechte Seite der Differentialgleichung lokal Lipschitzstetig in y = f(z). Zudem gilt
(x=0,1= f(y=0)) € U xR. Mit dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz
erhalten wir also eine eindeutig bestimmte maximal definierte Losung f des soeben
definierten Anfangswertproblems. Da h|y = 1/(1 — x) nach den eingangs gemach-
ten Rechnungen die Differentialgleichung auch auf U 16st, haben wir hly = f|v.
Da U C D beispielsweise den Haufungspunkt 0 € U hat, ist U nicht-diskret in D.
Als offene Einheitskreisscheibe ist D ein Gebiet in C. Der Identitétssatz liefert uns
nun, dass f = h bereits auf ganz D. Somit ist durch f(z) = 1/(1 — 2)? die einzige
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holomorphe Funktion D — C mit den gewiinschten Eigenschaften erklért.

(b) Wir suchen nun alle holomorphen Funktionen g = u+ v mit u, v reellwertig und
u(0) = 0 = v(0). Es gelte zudem fiir z € D, dass sin(u(z)) + iv(z) cos(v(z)) = 0.
Umformen der letzten Gleichung liefert zunéchst sin(u(z)) = —iv(z) cos(v(z)). Bil-
dung von Real- und Imaginérteil liefert wegen der Reellwertigkeit von sin(u(z)) und
v(z) cos(v(z)), dass sin(u(z)) = 0 und v(z) cos(v(z)) = 0 fiir alle z € D. Da u und
v wegen Holomorphie von g insbesondere differenzierbar, also stetig sind, ist dann
bereits u(z) = w(0) = 0 und v(z) = v(0) = 0 fiir alle z € D, denn der Sinus
wird nur auf 7Z @ {i0} 0 und die Funktion X cos(X) nimmt den Wert 0 nur bei
X € {0} U (/24 nZ) ® {i0} an. Somit ist g = 0 die einzige holomorphe Funktion
mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Aufgabe 84 (F14T2A3) Gegeben sei v : [0,27] — C,t — 2¢** und 7 : [0, 27] —
C,it—i+e™,

(a) Wir definieren zunéchst die — holomorphe! — Funktion f : C — C, z — exp(iz?) —
1. Es gilt mit der Cauchyschen Integralformel auf C und der Windungszahl n(y,0) =

2, dass
= / exp(iz®) ~ 1,
2l

22

= 2mi (ﬁl%cﬂ)wo
L f
= 27 (%,é()]))

= 2mi (iz exp(z’zz))zzo

=0.

(b) Die komplexe Exponentialfunktion ist eine ganze Funktion. Wiederum sehen wir
mit der Cauchyschen Integralformel sowie n(n,i) = —1, dass

J = /77 exp(2) dz = 2mi(3 - 1)!f”(i) = —4mie’.

(z —1)? n(1, 1)

(c) Die Funktion f : C* — C,z > exp(l/z) hat eine auf ganz C* gleichmifig
konvergente Laurententwicklung mit nicht-abbrechenden Hauptteil,

f2) =Y ﬁ (1042)
k=0

Damit ist z = 0 eine wesentliche Singularitéit von f. Zudem ist f auf C* holomorph,
sodass der Residuensatz liefert

K = /f(z)dz = 2min(y,0)Res(f, z = 0). (1043)

y
Mit n(v,0) = 2 und Res(f, 2z = 0) = a_; = 1, wo a_; den Koeffizienten der héchsten
Potenz von z im Hauptteil der Laurententwicklung von f bezeichnet, finden wir also

K = 4mi. O
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Aufgabe 85 (F14T1A5) Zu berechnen ist das Integral (A > 0)

I(A\) = /000 exp(—a?) cos(\r)dz. (1044)

Dieses ist zusammen mit dem angegebenen Integral wegen des Lebesgue’schen Inte-
grierbarkeitskriterium (majorisierte Konvergenz) existent. Wir definieren den Recht-

ecksweg Vg 1= Y1 * Y2 * Y3 * Y4, WO
[ R] - C,t—t,
: [0, )\/2] — C,t = R+1it,
[ R] = C,t — (—t) +1i\/2,
74 : [0, )\/2] — C,t— —R+i(\/2—1).
Dieser durchléuft das Rechteck, das in der Angabe beschrieben wurde im mathema-
tisch positiven Sinne. Zudem beachten wir, dass

I(\) = 0.5% { /R exp(—z® + i)\x)dx} : (1045)

Fiir dieses Integral finden wir mit dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konver-
genz wegen der Existenz des Integrals ffooo exp(—?)dr = /7, dass sowohl Real- als
auch Imaginirteil des Integrals I(\) existieren. Fiir die Funktion f : C — C,z —
exp(—z2+iz) gilt nun, dass sie holomorph ist, d.h., mit dem Integralsatz von Cauchy

0= /f(z)dz = Z J(2)dz. (1046)

f(z)dz = /R exp(—t? + i\t)dt
f(2)dz = /_ exp(—((=t) + iA/2)? +iX((=t) + iA/2))dt
= —/ exp(—(—t)2 — /\2/4)dt

R

:_exp(_A2/4)/ exp(—t?)dt

—R

22
/f dz—/o exp(—(R + it)2 + i\(R + it))dt

22
/f / exp(—(=R +i(A/2 = 1)) + iIN=R +i(\/2 — £)))dt

Im Limes R — oo verschwinden die beiden Integrale iiber v, und 4 wie ~ exp(—R?),
da der Integrationsbereich beschrankt ist. Somit liefert uns der Ansatz iiber den
Integralsatz von Cauchy, dass im Limes R — oo

o0

/_00 exp(—2® +i\x) = exp(—)\2/4)/ exp(—2?)dr = exp(—A\?/4)y/7.  (1047)

o —00
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Einsetzen in den zuletzt angegebenen Ausdruck fiir I(\) liefert dann

NG

10 = 5o Ta (1048)

O

Aufgabe 86 (HO6T3A3) Gegeben ist die Funktion f(z) = (z — 1)}z — 2)7!
und A1 :={z€Cl0< |z —1] < 1} sowie Ay :={2€ C|0 < |z —2| < 1}.
(a) Wir suchen die Laurent-Entwicklung von f in den angegebenen Kreisring-Gebieten.

o Auf A;: Indem wir den Faktor 1/(2—2) = —1/(1—(2—1)) fir0 < [z —1| < 1
mittels geometrischer Reihe entwickeln,
1 o
— (z —1)* (1049)
k=0

Wir sehen somit, dass z = 1 eine einfache Polstelle von f ist.

e Auf Ay: Indem wir den Faktor 1/(z—1)=1/(1+(2—2)) fir 0 < |z —2| < 1
mittels geometrischer Reihe entwickeln,

o0

=P (z—2) (1050)
=0

Wir sehen somit, dass z = 2 eine einfache Polstelle von f ist.

(b) Sei v : [0,1] — C,t — 3exp(2mit). Bis auf die beiden einfachen Polstellen bei
1 und 2 ist f holomorph in dem von 7 berandeten Gebiet Bs(0), insgesamt also in
Bs(0) meromorph. Wir berechnen mittels Residuensatz

/f(z)dz = 2mi (n(y, 1)Res(f, 1) + n(v,2)Res(f,2)) =2mi (-1+1) =0, (1051)

wobei wir verwendet haben, dass die Residuen jeweils die Koeffizienten der Sum-
manden ~ (z —1)7! bzw. ~ (2 — 2)~! in der Potenzreihenentwicklung von f sind.
Die Windungszahl n(y,z =1) =1 =n(y,z = 2) da {1,2} C B3(0) und  den Rand
des Gebiets B3(0) einfach und im positiven Sinne durchlauft. O

Aufgabe 87 (H19T2A3) Gegeben sei das Gebiet Q@ = {z =z +iylr e R, —71 <
y < 2m}. Wir betrachten die meromorphe Funktion f(z) = 1/(zsinh(z)).

(a) Wir bestimmen alle Singularitidten von f und deren Typ in 2. Der Sinus Hyper-
bolicus hat Nullstellen der Ordnung 1 genau bei z € iwZ und sonst keine weiteren
Nullstellen. Damit sehen wir, dass {0, 7} C €2 die Polstellenmenge von f ist. Da die
Nennerfunktion einen zusétzlichen Faktor z zum Sinus Hyperbolicus enthélt, ist die
Ordnung der Polstelle bei z = 0 gleich 2 und die Ordnung der Polstelle bei z = i7
ist gleich 1.
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(b) Wir bestimmen nun die Residuen von f. Bei z = im hat f eine einfache Polstelle,
sodass
-1
Res(f,im) = lim ((z —im)f(2)) = —, (1052)
2T 17T
denn mittels L'Hopital siecht man leicht, dass lim,_,;,((z—i7)/(sinh(z))) = lim,_,;; 1/ cosh(z) =
—1. Zudem ist

= 0.
(1053)

Z ' inh(z) — zcosh(z
1,0 = (1Y = b (i ) =t

(c) Die Funktion f hat in  keine Stammfunktion. Angenommen, f hitte eine
holomorphe Stammfunktion in {2, dann wiirde daraus

/f(z)dz =0 (1054)

fiir den geschlossenen Weg v : [0,27] — Q,t — im + exp(it) folgen. Andererseits
hat f|p,(irnne nur die (einfache) Polstelle z = im, die in dem von 7 einfach und
im positiven Sinne umschlossenen Gebiet Bj(im) liegt. Der Residuensatz liefert uns
nun, dass

/ F(2)dz = 2min(y, im)Res(f, i) = —2 £ 0. (1055)

Damit haben wir einen Widerspruch zur Annahme, f hétte eine holomorphe Stamm-
funktion auf (2.

(d) Wir sollen nun ¢ € C dergestalt bestimmen, dass h(z) := f(z) — ¢/(z —im) eine
holomorphe Stammfunktion auf €2 hat. Laut Vorlesung hat h genau dann in €2 eine
holomorphe Stammfunktion wenn fiir jeden in €2 verlaufenden, geschlossenen Weg
v das Kurvenintegral f7 h(z)dz verschwindet. Indem wir ¢ = Res(f,imr) = —1/in
setzen erreichen wir, dass Res(h,z = im) = 0. Da das Residuum von f bei z = 0
nach Teil (b) verschwindet und z — —c¢/(z — im) bei z = 0 holomorph ist, also
dessen Residuum bei z = 0 ebenfalls verschwindet, finden wir mittels Residuensatz
fiir jeden in €2 verlaufenden, geschlossenen Weg, dass

/ h(z) =0, (1056)

fiir ¢ = —1/mi. Dieses ist auch das einzige ¢, denn andernfalls hitte mit einem zweiten
d # cauch h(z) — f(z) = /(z —im) in Q eine Stammfunktion. Das bedeutete aber,
dass z — (¢ — ) /(z —im) in Q eine Stammfunktion hétte. Analog zu (c) fithrt man
die Annahme, dass die zuletzt genannte Funktion auf €2 eine Stammfunktion hat,
mit Res(z — (¢ — ) /(z —im),im) = ¢ — ¢ # 0 auf einen Widerspruch. O

Aufgabe 88 (H19T2A5) (a) Der Riemannsche Abbildungssatz lautet: Jedes ein-

fach zusammenhéngende Gebiet G C C ist konform &quivalent zur offenen Einheits-
kreisscheibe [E C C. Dabei diirfen wir einen Punkt vorgeben aus €2, der auf 0 € E
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abgebildet wird.

(b) Das Lemma von Schwarz besagt, dass fiir jede holomorphe Funktion f:E — E
der offenen Einheitskreisscheibe in sich selbst mit f(0) = 0 gilt |f(2)] < |z| fiir alle
z € Eund [f'(0)] < 1. Falls es ein 25 # 0 in E mit | f(z0)| = |20| gibt und |f'(0)] =1
gilt, so ist f eine Drehung, d.h., es gibt ein A\ € R sodass f(z) = exp(i\)z.

(¢) Seinun Q C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und f, g :  — € konform
und so, dass ein z, € Q existiert, fiir das f(z9) = g(20) und f’(20) = ¢'(20) gilt. Nach
dem Riemannschen Abbildungssatz gibt es konforme Abbildungen ¢,¢ : Q@ — C,
sodass ¢(z) = 0 und ¥(f(29)) = 0. Wir definieren nun F' = o fo¢p ' : E - E
und G = Ypogog¢p!: E — E. Als Komposition biholomorpher Funktionen sind
F, G selbst wiederum biholomorph und es gilt F'(0) = 0 = G(0). Wir definieren
nuin H = FoG™. Esist H0) = 0 und zudem H'(0) = gggg = % =1, da
f'(z0) = ¢'(20) laut Voraussetzung ¢'(zp) ungleich 0 ist, weil g konform ist. Das
Lemma von Schwarz sagt nun aus, dass H eine Drehung ist, also H(z) = exp(i\)z
fir ein A € R. Damit finden wir H'(z) = exp(i)), also konstant, wegen H'(0) = 1
gilt sogar H'(z) = 1 fiir alle z € E. Damit haben wir nun H(z) = z fiir alle z € E.
Nach Definition von H bedeutet das F(z) = G(z) fir alle z € E und nach De-
finition von F, G iiber die jeweils konformen Abbildungen f, g und die konformen
Hilfsabbildungen ¢, aus dem Riemannschen Abbildungssatz erhalten wir mithin
f(z) = g(z) fiir alle z € Q. Damit haben wir f = g auf Q gezeigt. O

Aufgabe 89 (F11T1A5) Gegeben ist die Funktion g : D — C,z — z/sin(z* —
4z) mit dem maximalen Definitionsbereich D C C.

(a) Die Funktion g hat Polstellen genau an denjenigen Punkten z € C, an denen
0 = sin(z?—42) gilt. Der Sinus hat die (einfachen) Nullstellen bei wy, = k7, wo k € Z,
denn 0 # (—1)F = cos(kw) = (sin’(kn)). Somit finden wir 2* — 4z — kr = 0. Da C
algebraisch abgeschlossen ist, finden wir durch Lésung der quadratischen Gleichung,

4+ /16 + 4k
b= 2+ T o VAt kr, 2, =2 Vi k. (1057)

Fiir k, k € Z verschieden gilt auch z; # 2z bzw. 2z, # 2;,, denn aus 2, = 2z bzw.
2, = 25, erhalten wir in jedem Fall k& = &’ durch eine elementare Rechnung. Damit
sehen wir, dass z;, und z;, fiir jedes k jeweils eine einfache Nullstelle des Nenners ist.
Zudem ist z{ = 0 und da der Zéhler von ¢ ebenfalls die einfache Nullstelle z = 0
hat, ist die Singularitdt bei z = 0 hebbar. Ansonsten sind alle Polstellen einfach und
sind gerade z; fiir k € Z bzw. z, fir k € Z \ {0}.

(b) Da g bei z = 0 eine hebbare Singularitdt hat, ist g in einer Umgebung von
z = 0 als dort gleichméBig konvergente Potenzreihe darstellbar. Bezeichne die Men-
ge der Polstellen erster Ordnung aus Teil (a) mit M. Der gesuchte Konvergenzra-
dius ist dann laut Vorlesung gegeben durch p = dist(0, M) = min{mingez{|zx —

Of}, mingezy oy {l2; — 01} =2 — v4 — . B
Aufgabe 90 (FO8T2A4) (a) Wir sollen das Integral

2T 2 + cos(30)
I = ——=df 1
/0 2 + cos(6) (1038)
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berechnen. Zunéchst beachten wir, dass cos(f) = 1/2(exp(if)+exp(—if)) und finden

I /2” 4 + exp(—3if) + exp(3i6)
o 4+ exp(if) + exp(—if)
B /27r 4 exp(3if) + 1 + exp(6i0)
~Jo  Aexp(4if) + exp(3i6) + exp(5i0)

1 42 + 1+ 2°
=21 | — dz | .

21 Jop, o) 2*(22 + 42+ 1)
Da 2% + 4z + 1 = 0 impliziert z = —2 4 2/3, was nicht in B;(0) liegt fiir jedes
der beiden Vorzeichen, ist die Funktion f: U — C,z > (2° +42° + 1)/(2* + 42 +
1) holomorph in einer hinreichend kleinen, offenen Umgebung U von B;(0). Die
Integralformel von Cauchy liefert uns nunmehr, dass

J"(0)

=5 =15, (1060)

do

e?d (1059)

wobei die doppelte Ableitung mittels Mathematica evaluiert wurde.
(b) Wir sollen das Integral
< 1
J = / dx (1061)

o 1+ 2t

berechnen. Der Integrand ist eine rationale Funktion, dessen Zahlerpolynom der
Grad 0 und dessen Nennerpolynom den Grad 4 hat. Damit existiert das doppelt
uneigentliche Riemann-Integral. Da der Integrand insbesondere symmetrisch ist, gilt
ferner

<1
Das Nennerpolynom wird 0 an den Stellen x,1 = exp(in/4)exp(2wik/4), wo k €
{0,1,2,3}, Null. Die Funktion z + 1/(1 + z*) hat also die vier o.g. einfachen
Polstellen, von denen nur x; im ersten Quadranten liegt. Sei R hinreichend gro8.
Wir definieren nun den Weg v = =3 * 79 % 73 durch v : [0,R] — C,t — ¢ und
72 ¢ [0,7/2],t — Rexp(it) und v3 : [0, R],t — i(R — t). Das Residuum bei z;
berechnet sich zu

. 1 1
Res(fo0) = lim (= = 0)f () = g — =g (1069)
Mittels Residuensatz finden wir
O — 2i-1-Res(f,z1) = /f(z)dz. (1064)
a7 .
Im Limes R — oo gilt
< 0. 1065
/0 1+ Rtexp(4it)| — R*—1 - ( )
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Zudem ist

/73 f(2)dz = —i /OR mdt . /OR : 17—7—4 _ /71 fodz (10660

Damit finden wir im Limes R — oo, da das Integral iiber den Viertelkreisbogen
verschwindet, dass

(1— 1) /OOO dt__ i (1067)

L+¢0 22%

und mit z; = \/5_1(1 + 1), dass

*dt *dt v T
-9 - = = 1068
| =t e s (1065)

Mittels Mathematica verifiziert man dieses Ergebnis. 0

Aufgabe 91 (F11T1A5) Gegeben ist die Funktion g : D — C,z — z/sin(z* —
4z) mit dem maximalen Definitionsbereich D C C.

(a) Die Funktion g hat Polstellen genau an denjenigen Punkten z € C, an denen
0 = sin(z?—42) gilt. Der Sinus hat die (einfachen) Nullstellen bei wy, = k7, wo k € Z,
denn 0 # (—1)F = cos(kw) = (sin’(kn)). Somit finden wir 2* — 4z — kr = 0. Da C
algebraisch abgeschlossen ist, finden wir durch Lésung der quadratischen Gleichung,

4+ /16 + 4k
b= o 2+ T o VAt kr, 2 =2 Vi k. (1069)

Fiir k, k € Z verschieden gilt auch z; # 2z bzw. 2z, # z;,, denn aus 2z, = 2z bzw.
2, = 25, erhalten wir in jedem Fall k& = k" durch eine elementare Rechnung. Damit
sehen wir, dass z;, und z;, fiir jedes k jeweils eine einfache Nullstelle des Nenners ist.
Zudem ist 2z = 0 und da der Zahler von g ebenfalls die einfache Nullstelle z = 0
hat, ist die Singularitit bei z = 0 hebbar. Ansonsten sind alle Polstellen einfach und
sind gerade z; fiir k € Z bzw. z, fir k € Z \ {0}.

(b) Da g bei z = 0 eine hebbare Singularitét hat, ist g in einer Umgebung von
z = 0 als dort gleichméBig konvergente Potenzreihe darstellbar. Bezeichne die Men-
ge der Polstellen erster Ordnung aus Teil (a) mit M. Der gesuchte Konvergenzra-
dius ist dann laut Vorlesung gegeben durch p = dist(0, M) = min{mingez{|zx —

0}, mingez o3 {|2, —0|}} =2 — V4 — 7. O

Aufgabe 92 (F18T3A1) (a) Gegeben sei das Integral

* cos(x)
I= dr. 1
/0 el (1070)

Der Integrand lésst sich in der Form

cos(w)  cos(z)p(x)

e Rl (1071)

264



schreiben, wobei g(z) # 0 fiir alle x > 0 und p,q € Rlz| Polynome mit deg(p) <
deg(q) sind. Genauer setzen wir p = 1 und ¢ = 1+ 2. Laut Vorlesung existiert dann
bereits das uneigentliche Integral I im (uneigentlichen) Riemannschen Sinne.

(b) Wir berechnen nun I. Mit den Bezeichnungen p, g wie in (a) stellen wir fest, dass

1 [ cos(z) + isin(x) 1 [ exp(iz)
2/_00 2 dx 2/_001+x2d$ (1072)

Wir betrachten nun f : C\ {#i} — C,exp(iz)/(2(1 + 2?)). Dies ist offenbar eine
holomorphe Funktion und z4 = =i sind jeweils einfache Nullstellen des Nenner-
polynoms und wegen exp(iz) # 0 sogar auf C, handelt es sich bei z. um einfache
Polstellen der Integrandenfunktion. Wir definieren nun den (einfach geschlossenen
und stiickweise reguliren) Weg T := 71 x93, wo 72 : [-R,R] — C,t — t und
v : [0,7] = C,t — Rexp(it). Dieser umschlieft die Polstelle z; einfach und im
positiven Sinne fiir hinreichend grofles R > 0, sodass n(I',i) = 1. Nun gilt laut
Residuensatz
/ XPUZ) ) oniRes(f. i)n(T, i) = 25 = T (1073)
——————dz = 2miRes(f,))n(l',i) = — = —.
r2(1+ 22) ’ ’ die  2e
Andererseits konnen wir Additivitat des Integraloperators bzgl. Konkatenation von
Kurven ausnutzen und erhalten
T 1 /” iR exp(it) exp(—Rsin(t) + iR cos(t)) 1 /R exp(it)
0

dt
1+ R2 oxp(2it) o) T

. 1074
=5 dt.  (1074)

Wir schétzen den ersten Summanden (mal 2) ab, wenn wir R — oo lassen:

/7r iR exp(it) exp(—Rsin(t) + iR cos(t))
; 1+ R2 exp(2it)

< /’T iR exp(it) exp(—Rsin(t) + iR cos(t))
~Jo 1+ R?exp(2it)

<

- /O 1+ R?

™R

T 1t R?
R—o0
— 0.

.

K

Damit haben wir

I it >
T fim |- / xp(it) | _ / cos(®) 4. (1075)
2¢  Rooo |2 )] 5 1412 o 1+ a2
wobei wir die Existenz des uneigentlichen Integrals rechts vom zweiten Gleichheits-

zeichen geméf Teilaufgabe (a) verwendet haben. Wir erhalten mithin I = 7/(2e).
U
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Aufgabe 93 (F16T3A1) Sei f:C\ {0} — C, 2z sin(1/z).

(a) Wir bestimmen den Typ der isolierten Singularitdt von f bei z = 0, indem
wir f auf C\ {0} in eine Laurentreihe entwickeln. Bekannt ist die Potenzreihe der
komplexen Sinusfunktion, sodass wir unmittelbar

! = (=DF 1

erhalten (auf C\ {0}). Aus der obigen Darstellung ist ersichtlich, dass der Hauptteil
der Laurententwicklung von f nicht abbricht. Daher handelt es sich bei der isolierten
Singularitdt z = 0 laut Vorlesung um eine wesentliche Singularitiat von f.

(b) Sei nun v : [0,27] — C\ {0}, +— exp(2it). v ist offenbar eine regulére Kurve in
der komplexen Ebene, fiir die n(vy,0) = 2 gilt, wobei n(v, z) die Windungszahl von
~v um z bezeichnet. Wir berechnen nun

I:/f(z)dz
= (C1f 1
/7 (kz (2k + 1)! z2k+1>

_i )" / dz (1077)
B 2k+1 Z2k+1

Hierbei haben wir im ersten Schritt die Laurententwicklung von f eingesetzt und
sodann im zweiten Schritt verwendet, dass wir Summation und Integral vertauschen
diirfen, da die Laurententwicklung von f auf einer hinreichend kleinen Umgebung
von Spur(y) € C\ {0} in C\ {0} gleichméfig konvergiert. Im dritten Schritt haben
wir den Term, der zum Summationsindex & = 0 gehort, isoliert und ausgewertet,
wobei wir beachtet haben, dass n(v,0) = 2. Die anderen Terme in der verbleibenden
Summe ab k£ = 1 evaluieren jeweils zu 0. Im Ergebnis finden wir also I = 4.

(c) Sei nun U = {z € C|1/2 < |z| < 2}. Zu zeigen ist, dass es keine Folge (p, : C —
C)nen von Polynomen gibt, sodass (p,|v)nen gleichméfig gegen f| konvergiert. Der
Weg ~ aus Aufgabenteil (b) verlduft ganz in U. Angenommen, es gibe eine Folge
von Polynomen (p,,), wie beschrieben. Mit

I, = /pn(z)dz (1078)

folgt dann aus der gleichméfiigen Konvergenz der (p,|v)n» gegen f|u, dass auch I, —
I wenn n — oo. Andererseits sind die p,, auf C fiir beliebiges n € N holomorph, also
auch auf der offenen und zusammenhéngenden Teilmenge U von C. Zusammen mit
dem Integralsatz von Cauchy folgt nun, dass I,, = 0 fiir alle n € N. Damit ist (I, )nen
die Nullfolge und es gilt lim,, ., I, = 0 im Widerspruch dazu, dass lim,, , I,, = 4.
Die Annahme, dass (p,|v), gleichméBig auf U gegen f|y konvergiert, war also falsch.
Eine Folge von Polynomen mit den beschriebenen Eigenschaften kann es also nicht
geben. 0
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Aufgabe 94 (H19T2A5) (a) Sei 2 C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet.
Dann ist €2 konform dquivalent zur offenen Einheitskreisscheibe E C C.

(b) Sei f : E — E eine holomorphe Abbildung der offenen Einheitskreisscheibe in
sich selbst, sodass f(0) = 0. Dann gilt |f(z)| < |z| fir alle z € E und zusétzlich
|£/(0)] < 1. Gilt fiir f zusétzlich, dass ein 2y € E\ {0} existiert, sodass | f(z0)| = |20/,
so ist f eine Drehung, d.h., es gibt ein ¢ € R, sodass f(z) = exp(i¢)z fiir alle z € E.
Die letzte Folgerung gilt auch unter der alternativen Voraussetzung, dass | f/(0)| = 1.
(c) Sei 2 C C einfach zusammenhéngend und z, € 2. Ferner seien f,g : Q@ —
Q2 biholomorph mit f(z9) = ¢g(z20) und f'(z0) = ¢'(20). Wir zeigen, dass f = g.
Nach dem Riemannschen Abbildungssatz existiert eine biholomorphe Abbildung & :
) — [E. Diese ist laut einem Zusatz zum Riemannschen Abbildungssatz eindeutig
durch f(z9) = 0 festgelegt, wo zg € Q2 der in der Aufgabenstellung ausgezeichnete
Punkt aus €2 ist. Mit dem gleichen Argument existiert eine eindeutige biholomorphe
Abbildung ¥ : Q — E mit W(f(2z9) =: wp) = 0. Es gilt dann auch ¥(g(z)) = 0, denn
f(20) = g(20) nach Voraussetzung an f, g. Wir definieren nun F := ¥~ o f o ® und
G =¥ 1logo®. Dannsind F,G : E — E biholomorphe Abbildungen den offenen
Einheitskreisscheibe in sich selbst und es gilt F'(0) = U~ f(®(0))) = U1 f(2)) =
U~ (wp) = 0 und analog G(0) = 0. Zudem ist laut Kettenregel auch F”(0) = G’(0).
Setze nun H := G~' o F. Dann ist auch H eine biholomorphe Selbstabbildung von
E und es gilt H(0) = 0 sowie, nach Kettenregel H'(0) = F'(0)/(G'(0)) = 1, denn
F'(0),G'(0) # 0 wegen der Biholomorphie von F,G und F(0) = G(0) laut dem
weiter oben Bewiesenen. Insbesondere ist |H'(0)] = 1. Nach dem zweiten Teil des
Lemmas von Schwarz (s. Aufgabenteil (b)) gilt H(z) = exp(i))z fiir alle z € E mit
einer reellen Konstante A. Aus H’'(z) = exp(i)) erhalten wir H'(0) = exp(i\) = 1,
sodass H(z) = z fiir alle z € E gilt. Wegen H = idg erhalten wir durch Einsetzen der
Definition von H zunichst F' = G auf E und somit f = PoFo® ! = ¥oGod =g
auf 2, wobei die Biholomorphie von ®, ¥ im letzten Schritt verwendet wurde. [

Aufgabe 95 (H13T2A1) Gegeben ist G = {z € C||z| < 1,|z — 0.5] > 0.5} und
E = {z € C||z| < 1}. Zudem sei S = {z € C|0 < S[z] < 7}. Gesucht ist eine
biholomorphe Abbildung G — E.

e Schritt 1. Zunéchst bilden wir G auf S ab. Da Mobiustransformationen gera-
de die auf C biholomorphen Abbildungen sind, liegt es nahe, eine geeignete
Mobiustransformation festzulegen. Die geschieht nach Vorlesung bereits auf
eindeutige Weise, indem wir drei Punkte aus G und deren Bilder in S angeben.
Da Mobiustransformationen treu bzgl. ihres Abbildungsverhaltens von verall-
gemeinerten Kreislinien sind, erfordert die Angabe eine Mébiustransformation,
dass bspw. 1,0,—1 € 05 auf oo,imw,0 € 05 geschickt wird. Die funktionale
Form der so spezifizierten Mobiustransformation folgt nun aus der Invarianz
der Doppelpunktverhéltnisses

=2 Z — 21 %9 — Z3

DV(z, 21,29, 23) = —2 = (1079)

Z3—21 — _
p— z Z9 21 Z3
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A

unter Mobiustransformationen, d.h., es gilt (in C)

z2—10+1 w—oo1m—0

—— =DV(z,1,0,—1) = DV i, 0) = 1080
2_01_|_1 (z7 Y Y ) (w’OO7Z7T7 ) /LU—/L'/TOO—O ( )
Das vereinfacht sich zu

1—2 T 2z 1+ 2

5y L T WIS w =i (1081)

Um zu zeigen, dass durch ®(z) = iw}%ﬁ tatséchlich eine Mobiustransformation
mit dem gewiinschten Abbildungsverhalten erklart ist, reicht es aus, zu zei-
gen, dass ®(i/2) € S. In der Tat gilt ®(i/2) = 4in(1 + i/2)%/5 = 4im(1 —
1/4)/5 4 4im-i/5 = —4xw /5 + 12/20iw. Somit ist 0 < [P(i/2)] = 12/207 < 7,
also ®(i/2) € S. Wegen des Satzes iiber verallgemeinerte Kreistreue von
Mébiustransformationen ist daher ®(G) = S.

e Schritt 2. Mittels der Exponentialfunktion erreichen wir, dass S auf die obere
komplexe Halbebene H = {z € C|J(z] > 0} abgebildet wird. Denn fiir alle z €
S gilt exp(z) = exp(R[z])(cos(S[z]) + isin(F[z])) und wegen exp(R[z]) € RT
sowie sin(3[z]) €]0, 1] wegen [z] €]0, 7| folgt [exp(z)] > 0, also exp(S) C H.
Umgekehrt ist ein w € H in Polarkoordinaten durch w = rexp(i¢) mit r > 0
und ¢ €]0, [ gegeben, sodass wir mittels des auf H existenten Hautzweigs des
Logarithmus z := log(r) + i € S erhalten. Damit ist exp(S) = H und exp ist
insbesondere auf H biholomorph.

e Schritt 3. Aus der Vorlesung ist die sogenannte Cayley-Transformation W :
H — E definiert durch
z—1

U(s) = — (1082)

als Mobiustransformation mit dem angegebenen Abbildungsverhalten bekannt.

e Schritt 4. Die gesuchte Abbildung x : G — E ist nun gegeben durch x(z) =
(¥ oexpod)(z).

Damit ist die Aufgabe beendet. O

6.2 Aufgaben Ernstfalltests

Aufgabe 73 (H14T1A4) Gefragt ist nach denjenigen zy € R, fiir die das An-
fangswertproblem 2/ = /22 mit 2(0) = x, lokal bzw. global eindeutig lésbar ist.
Wir definieren zunichst D; = R x R\ {0}. Die Menge D; ist offen in R?. Zu-
dem ist die Funktion f : D; — R, (t,z) — v/22 auf D, stetig und in z iiberdies
stetig partiell differenzierbar, solange (¢,x) € D;. Daher geniigt f einer lokalen
Lipschitz-Stetigkeitsbedingung im zweiten Argument. Daher konnen wir bereits fiir
beliebiges (0, zg) € D1, d.h., fiir beliebiges xy € R\ {0} mithilfe des lokalen Existenz-
und Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindeloff folgern, dass das Anfangswertproblem
¥ = f(t,x), (0) = x eine lokal eindeutige Losung besitzt. Wir sehen aber, dass
Dy kein Gebiet ist, denn Dj ist nicht zusammenhéngend: Dy = D_ W D, disjunkt,
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wobei D_ =R x R™ und Dy = R x R" jeweils offen und zusammenhingend (also
Gebiete) sind. Wir kénnen aber Fly = f|p, definieren und stellen fest, dass F. infol-
ge der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von f im zweiten Argument auf dem respektiven
D lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument sind. Fiir xg > 0 betrachten wir also
' = F(t,z) mit 2(0) = x¢ auf D, und fiir xy < 0 betrachten wir 2’ = F_(t, z) auf
D_ mit Anfangsbedingung z(0) = (. Der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz
liefert uns nun, dass in beiden Féllen jeweils eine eindeutig bestimmte, maximale
Losung des Anfangswertproblems existiert. Mit anderen Worten ausgedriickt hat die
zu untersuchende Anfangswertaufgabe also fiir zg € R\ {0} eine eindeutig bestimm-
te maximale Losung. Fiir xg = 0 hingegen ist das eingangs definierte f lediglich
stetig fiir alle ¢ € R. Auf R? besitzt daher das Anfangswertproblem z’/ = /22 mit
z(0) = 0 lediglich eine lokale Losung, die nicht unbedingt eindeutig ist. Insbeson-
dere stellen wir fest, dass fiir jedes abgeschlossene Intervall I C R mit 0 € [ die
Funktion Xy : I — R,t +— 0 das Anfangswertproblem 16st. Um zu untersuchen,
ob dies die einzige Losung ist, versuchen wir durch Ankleben eine weitere Losung
zu finden und 16sen das allgemeinere Anfangswertproblem z' = v/22, z(7) = £ mit
¢ > 0. Separation der Variable liefert die Integralgleichung

T dX t
, = [ dr, (1083)
/5 VX2 Jo
die wir nach z lésen miissen. Das liefert uns 3/x — 3/ = ¢ — 7, also z =

(/€ + (t — 7))3. Durch Einsetzen verifiziert man leicht, dass sowohl die Differen-
tialgleichung als auch die Anfangsbedingung befriedigt sind. Infolge der obenste-
henden Ausfiihrungen zur Losbarkeit Wenn wir nun lim, o 2(¢) = 0 haben mochten,
bendtigen wir 7 = /£(> 0). Somit ist fiir 29 = 0 eine weitere Losung des zu unter-
suchenden Anfangswertproblems durch

0 t<0

z(t) t>0 (1084)

A:R%R,t%{

gegeben. Damit haben wir bereits gezeigt, dass fiir xg = 0 keine lokal eindeutige
Losung des Anfangswertproblems, das im Rahmen der Aufgabe zu untersuchen ist,
existiert. Damit kann auch keine global eindeutige Losung des Anfangswertproblems
aus der Angabe fiir den Fall xq = 0 existieren. U

Aufgabe 74 (FO5T1A1) (a) Gesucht sind alle Losungen der Differentialgleichung
u” = —4u—+4u’. Bei dieser Differentialgleichung handelt es sich um eine homogene li-
neare Differentiagleichung mit konstanten Koeffizienten. Der dazugehorige Existenz-
und Eindeutigkeitssatz garantiert uns, vorbehaltlich einer Spezifikation von An-
fangswerten u(7)) = wy und /(1) = wy, die Existenz einer eindeutigen Losung
u : R — R. Insgesamt erwarten wir also einen zweidimensionalen R-Vektorraum
von Losungen der in Rede stehenden Differentialgleichung. Wir setzen diese also
iiber einen Exponentialfunktionsansatz ues(t) = Cexp(At) (C € R) und finden
mittels Einsetzen die quadratische Gleichung \?> — 4\ + 4 = 0. Daraus sehen wir,
dass A = 2 eine zweifache Nullstelle der quadratischen Gleichung ist. Somit erhal-
ten wir zumindest eine Losung der Differentialgleichung durch we (t) = Cexp(2t).
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Laut Vorlesung ist in dem Fall, dass der Exponentialansatz fiir lineare Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten auf eine Gleichung mit einer mehrfachen
Nullstelle fiihrt, eine weitere Losung durch Uyes(t) = Dt /1! - exp(2t) = Dt exp(2t)
gegeben, wobei D € R. In der Tat ist U/ (t) = Dexp(2t) + 2tDexp(2t) und
Ul (t) = 4D exp(2t) 4+ 4tD exp(2t) = —4tD exp(2t) + (4D exp(2t) + 8Dt exp(2t)) =
— AU est () +4U o (t). Mithin haben wir also zwei Losungen der Differentialgleichung
gefunden. Fiir C' = D = 1 sind diese auch linear unabhéngig, denn die Wronski-
sche Determinante W [test, Utest] (t = 0) = Utest (0) Ufogt (0) — Utest (0)ufot (0) = 1 # 0.
Mithin finden wir, dass

{®; :R—=>R, t—exp(2t) , P3:R =R, t+— texp(2t)} (1085)

ein Fundamentalsatz von Lésungen der zu untersuchenden Differentalgleichung an-
gibt, sodass jede Losung eben dieser in der Form

u(t) = C'exp(2t) + Dt exp(2t) (1086)

vorliegt, wobei C', D € R.
(b) Fiir z > 0 betrachten wir die Differentialgleichung x%y” — 3xy’ + 4y = 0. Wir
setzen x = z(t) = exp(t) (t € R) als mindestens zweimal stetig differenzierbare
Variablentransformation und berechnen zunéchst, dass

dy(x) _ di(z = x(t)) dy(x(t)) (dw

_ () )
T — dt

du(t) 1du(t)
dt oz dt

dx dx dt

u=yox 1

(1)

z=exp(t)
Ebenso finden wir die Identitat

Py(z)  d (1 du(t)) _ldu(n)  1d (du(t)) _ —ldu(t) | 1 ()

dr x? dt xdx dt x? dt x? dt?2

T dt

dx? - dx

Damit konnen wir die Differentialgleichung fiir y in eine Differentialgleichung fiir u
umformen, das von der Variablen t(€ R) abhéngt. Wir finden

ii(t) — da(t) + du(t) = 0, (1087)

wobei der Punkt die Anleitung von u nach t kennzeichnet. Diese Differentialgleichung
haben wir bereits in Teil (a) gelost und finden, dass nun das allgemeine u gegeben
ist durch

u(t) = Cexp(2t) + Dt exp(2t), (1088)
mit den reellen Konstanten C' und D. Die Losung y erhalten wir, indem wir z =
exp(t) & ¢t = In(z) fur (t,z) € {(7,€) € R x RT|§ = exp(7)} bemiihen. Damit ist

y : R™ — R in Abhéngigkeit von den Konstanten C, D € R durch y(z) = u(t(x)) =
Cx? + Dz?In(z) gegeben. O
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Aufgabe 75 (F11T1A1) Gegeben sei die Differentialgleichung v/ = 24/|y — 1].
Wir sollen jeweils untersuchen, ob es eine Losung mit den folgenden Werten gibt und
im Falle der Existenz alle Losungen angeben. Wir definieren zunéchst die Funktion
flz,y) =+/|ly—1lauf D = D;wWD_, wobei D, = RU(1,00) und D_ = RU(—00, 1)
jeweils offensichtlicherweise Gebiete im R? sind. Auf D ist die Einschrinkung f|p,
stetig und stetig partiell differenzierbar im zweiten Argument, d.h., in y, geniigt
somit einer lokalen Lipschitz-Bedingung auf D, bzw. auf D_. Der globale Existenz-
und Eindeutigkeitssatz liefert nun zu jeder Anfangsbedingung y(7) = & fir £ # 1
und 7 € R die eindeutige Existenz einer maximalen Losung der Anfangswertaufgabe
' = f(x,y) mit y(7) = £ auf D, falls ¢ > 1 und auf D_ falls £ < 1. Ferner stellen wir
fest, dass f sogar auf R? stetig ist, sodass uns, unter Beachtung der Offenheit von R?,
der Existenzsatz von Peano fiir jeden Anfangswert y(7) = £ mit (7, &) zumindest die
(nicht notwendigerweise eindeutige) Existenz einer Losung der Differentialgleichung
y = f(z,y) mit der vorher genannten Anfangsbedingung liefert. Wir stellen zunéchst
fest, dass Ajp) @ [a,b] = R,z +— 1 fir alle 7 € [a, b] mit beliebig gewahlten a,b € R,
sodass a < b die Anfangswertaufgabe ¢y = f(x,y) mit y(7) = 1 16st. Fiir den Fall,
dass der Anfangswert ¢ # 1, wenden wir Separation der Variablen an und fordern
zunéchst y, £ > 1. Dann 16sen wir die Integralgleichung

/y = _ /t dt’ (1089)
e 2vz—1 J;

nach y auf und erhalten /y —1—&—1=t—7, waswirzuy = 1+ (V& — 1+ (z —
7))? umformen kénnen. Da ¢y’ > 0 fiir eine eindeutige Lésung, erhalten wir so auf (7—
V€ — 1,00) eine maximale Losung des Anfangfswertproblems, wie wir leicht anhand

der Anfangsbedingung und Differentialgleichung durch Einsetzen iiberpriifen. Falls
¢ < 1,ist y(< 1) aus der Integralgleichung

/y = _ /t dt’ (1090)
e 21—z,

bestimmbar und wir finden, dass —/1 —y + /1 —& = t — 7. Umformen liefert
y=1-(r—7—+1-E?2 Da fiir eine eindeutige Losung ¢/ > 0, muss z <
T4+ /1 — & Wiederum kénnen wir durch Einsetzen in die Differentialgleichung und
die Anfangsbedingung iiberpriifen, dass wir so eine Losung des Anfangswertproblems
gefunden haben.

(a) y¥(0) = 0 und y(1) = 1: Diese Forderungen lieferte uns in D_ die Losung y_ :
(—o0, 1). Wir erhalten somit alle Losungen durch

y—(x) r <1
y(x) = 1 1<z<a , (1091)
1+ (z—a)? z>a
wobei a > 1.
(b) y(0) = 0 und y(2) = 2. Mithilfe dieser Forderungen erhalten wir sogar eine
eindeutige Losung, ndmlich
y_(x) r<l1
y(x) = 1 l=x , (1092)
I+ (x—1)72 z>1
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wobei y_ wie in (a) gegeben ist.

(¢) y(0) = 0 und y(2) = 3. In diesem Fall erfodert der in D_ laufende Zweig der
Losung, dass < 1, denn erst lim,4 y(x) = 1. Der in D, verlaufende Zweig der
Losung, der die zweite Bedingung %(2) = 3 > 1 befriedigte, ist fir 2 > 2 — /2
definiert und ist auf (2 — v/3, 00) streng monoton steigend. Es gilt in der Tat erst
lim, ,_ [l + (z — (2—+v2))? = 1. Da aber 2 — v/2 < 1, kénnen wir die beiden
eindeutig bestimmten Zweige einer vorgeblichen Losung mit den geforderten Eigen-
schaften nicht zusammenstiickeln. Daher kann es keine Losung der in der Angabe
genannten Differentialgleichung geben, die die Anforderungen von Teil (¢) erfiillt.[]

Aufgabe 76 (FO5T2A1) Seip € (0,00). Wir bestimmen die eindeutige maximale
Losung von o’ = aP mit z(0) = 1.

e Fall 1: p > 1. Dann ist f : R — R eine auf dem ganzen Definitionsbe-
reich stetig differenzierbare Funktion, somit lokal Lipschitz-stetig. Das an-
gegebene Anfangswertproblem fiir das autonome System besitzt somit eine
eindeutig bestimmte, maximale Losung A : I — R. Diese konstruieren wir.
Integration liefert formal (1 — p)~'(A(t) Pt — 1) = ¢, was wir zu \(t) =
(1 — (p — 1)t)"Y®=Y umformen konnen, solange ¢t < 1/(p — 1). Wir sehen,
dass die so auf (—oo, (p —1)~!) definierte Funktion X stetig differenzierbar ist,
A(0) = 1 befriedigt und ferner die Differentialgleichung fiir alle angegebenen
t € (—oo,(p—1)7") 16st. Wir sehen, dass lim sup,_1)-1 [A(t)] = oo, sodass
wir die gefundene Losung nicht in positive t-Richtung fortgesetzt werden kann
laut Charakterisierungssatz iiber das Randverhalten maximaler Losungen. Zu-
dem ist die untere Grenze der Existenzintervalls von A bereits —oo, sodass wir
insgesamt mithilfe des Satzes iiber die Charakterisierung maximaler Losungen
anhand des Randverhaltens sehen, dass fiir p > 1

1
A (—oo, —) — Rt — (1093)
p—1 /1= (p—1)t
die nach den eingangs gemachten Bemerkungen die eindeutig bestimmte, ma-

ximale Losung des Anfangtswertproblems ist. Im Falle p > 1 ist also (—o0,0)
ein Teilintervall des Existenzintervalls, nicht aber (0, 00).

e [all 2: p = 1. Dann ist ' = z und wir finden die Losung der (linearen, ho-
mogenen) Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten zu z(t) = exp(t).
Diese ist wegen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir lineare Differenti-
algleichungen auf ganz R definiert, also maximal, und ferner eindeutig. Damit
enthélt das Existenzintervall der maximalen Losung im Fall p = 1 sowohl
(—00,0) als auch (0, 00) als Teilintervall.

e Fall 3: 0 < p < 1. Dannist f: Rt — R,z — a? stetig differenzierbar, f also
lokal Lipschitz-stetig dort. Wéhlen wir als Definitionsbereich von f stattdes-
sen R, dann ist f nur noch stetig. Wir 16sen nun das Anfangswertproblem
zunichst formal. Integration der Differentialgleichung liefert z'=? = (1—p)t+1
solange x > 0. Potenzieren liefert z(¢) = ((1—p)t+1)Y/17P). Damit sehen wir,
dass x > 0 erfiillt wird, solange t > —1/(1—p). Fiir ¢ 1 oo gilt auch |z(t)| 1 oo,
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sodass wir bereits etabliert haben, dass (0,00) Teilintervall des Existenzin-
tervalls der maximalen Losung ist. Da limy /-1 A(t) = 0 € ORY, stellt
sich die Frage, ob es moglich ist, die gefundene Losung fiir gewisse p € (0,1)
auf R auszudehnen. Insbesondere ist y : R — R ,¢ +— 0 eine Losung von
' =2P,x(0) = 0. Da 2/(t) = x(t)? — 0 fir t | —(1 — p)~!, erhalten wir also
durch Fortsetzung eine eindeutig bestimmte, globale Losung,

(L=p)t+1)V0P > —1/(1—p)

0 £<—1/(1—p) (1094)

AR—=R,, t— {
Damit ist die maximale Losung der Differentialgleichung fiir 0 < p < 1 eben-
falls auf ganz R definiert und wir haben gezeigt, dass in diesem Fall auch
(—00,0) Teilintervall des Existenzintervalls der maximalen Losung ist.

Aufgabe 77 (HO6T2A3) Seien f: R — R und ¢ : (a,b) — R mit a < b zwei
glatte Funktionen. Betrachte das Anfangswertproblem 2’ = f(¢)g(z) mit 2(0) = xo,
wobei zy € (a,b) eine Zahl dergestalt ist, dass es zwei Nullstellen x;,25 € (a,b)
von ¢ gibt, sodass 1 < xg < xs. Die Voraussetzungen des globalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz sind erfiillt, denn die rechte Seite der Differentialgleichung ist auf
dem Gebiet R X (a,b) glatt und somit insbesondere Lipschitz-stetig in z.

e Fall 1: g(x9) = 0. Dann ist A\ : R — R, x — ¢ die eindeutig bestimmte globale
Losung des Anfangswertproblems.

o Fuall 2: g(zo) # 0. Ohne Einschrankungen sind z; bzw. x5 die minimale bzw.
maximale Nullstelle von ¢, sodass ;1 < xy < x9. Mit anderen Worten gibt es
keine 2 oder z), in (a,b), sodass x; > x; und g(x}) = 0 bzw. z, < 5 und
g(xh) = 0 sowie 2} < zg < 3 bzw. z1 < ¢ < 2. Dann finden wir durch

Trennung der Variablen
z(t) d t
X / f(r)dr 1095
/xo 90 Jo ") (1085)

Da zp : R — Rt — x fiir k£ € {1,2} die globale Losung des Anfangswert-
problems 2/ = f(t)g(x) mit 2(0) = xj fiir das jeweilige k ist, gilt aus Stetig-
keitsgriinden, dass z; < x(t) < xo fur alle ¢ im maximalen Existenzintervall
der Losung des zu betrachtenden Anfangswertproblems. Andernfalls resultiert
ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Losung x(t). Da sgn(g)(z) = const. fiir
xr € (x1,27) konnen wir den obenstehenden Integralausdruck fiir alle t € R
nach x auflésen. Damit haben wir eine und damit die Losung z : R — R des
Anfangswertproblems von oben gefunden.

Insgesamt hat die Differentialgleichung 2’ = f(t)g(x) fiir die beschriebene Anfangs-
bedingung damit eine eindeutige, globale Losung. 0

Aufgabe 78 (FO9T1A4) Sei f: R" — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld
und sei M = {z € R*|f(x) # 0} kompakt in R".

(a) Zu zeigen ist, dass die Losung z der Differentialgleichung 2’ = f(x) mit Anfangs-
bedingung z(0) = xy € M vollstindig in M liegt. Da f stetig differenzierbar ist, ist
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die rechte Seite des autonomen Systems auf ganz R"™ lokal Lipschitz-stetig. Daher
existiert eine eindeutig bestimmte, maximale Losung des betrachteten Anfangswert-
problems nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Falls x¢ ¢ M, dann
ist f(xg) = 0. Damit ist x : R — M,t — 1z, die eindeutig bestimmte, ganz in
M verlaufende maximale Losung des Anfangswertproblems. Falls zo € M, dann
ist f(z) # 0. Infolge des globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes ist dann fiir
alle t € I, wobei I das Existenzintervall der maximalen Losung x des Anfangswert-
problems bezeichnet, f(x(t)) # 0. Andernfalls erhalten wir einen Widerspruch zur
Eindeutigkeit der vorher gefundenen, konstanten und global definierten Losungen.
Damit ist auch in diesem Fall z(t) € M fir alle ¢t € I.

(b) Wir haben bereits in (a) gesehen, dass die konstanten Losungen global definiert
sind. Sei nun g € M. Dann ist f(zg) # 0. Da M kompakt ist, und die zu z gehorige
Losung fiir alle Zeiten, zu denen sie existiert, ganz in M liegt, ist ||z(¢)|| < C < o0
fiir alle t € I, wobei C' > 0 wegen Kompaktheit, also Beschréanktheit von M, endlich
ist. Falls I # (—o0,00), dann miisste z(t) gegen einen Punkt streben, der nicht in
M liegt, d.h., einen Punkt, der gerade eine Ruhelage des Systems ist. Das liefert
aber, wie auch in (a) festgestellt, nach “Anstiickelung” einen Widerspruch zur Ein-
deutigkeit der Ruhelagen, die auf ganz R definiert sind. Damit sehen wir, dass fiir
alle xo € R™ das o.g. Anfangswertproblem global 16sbar ist. O

Aufgabe 79 (H11T3A3) Sei F:R?> = R, (t,z) — et + 12,

(a) Die Funktion F' ist offenbar in x und ¢ als Komposition von Polynomfunk-
tionen und der Exponentiafunktion zweimal stetig partiell differenzierbar. Es gilt
O, F(t,x) = 2xt2e*" und 9,F(t, x) = 2ta2e”” " + 2¢ fiir alle (¢, z) € R

(b & ¢) Wir betrachten nun auf R? das Anfangswertproblem

at?a’ + (tx® + te ") = 0 & x(1) = 0. (1096)

Indem wir p: R? =5 R, (t,z) = xt* und ¢ : R* = R, (¢, ) — ta? + te=="t" definieren,
konnen wir die Differentialgleichung in der Form p(t, x)2" 4 ¢q(t, ) = 0 schreiben. Da
p, q aus Polynomfunktionen und der Exponentialfunktion in stetig differenzierbarer
Weise zusammengesetzt sind, sind p und ¢ jeweils stetig differenzierbar. Zudem ist
R? einfach zusammenhingendes Gebiet. Daher kénnen wir die Exaktheit der Dif-
ferentialgleichung durch die Irrotionalitdtsbedingung nachpriifen. Diese lautet hier:
Oip(t,x) = Opq(t, x) fiir alle (¢,z) € R* & Die obenstehende Differentialgleichung
ist exakt. Es gilt aber d,p(t,z) = 2tx und d,q(t, z) = 2tx — 2xt2e " Indem wir
die beiden Ausdriicke an (1,1) € R? auswerten, sehen wir, dass diese nicht gleich
sind. Damit ist die Differentialgleichung nicht exakt. Andererseits konnen wir die
Differentialgleichung mit dem integrierenden Faktor m : R? — R, (t,z) — 2e**
multiplizieren, der keine Nullstelle in R? hat. Damit ist die obenstehende Differen-
tialgleichung dquivalent zu

2wt g + 2x2e®t 12t =0

, (1097)
& 0, F(t,x)x’ + O F(t,z) =0,

wobei wir die partiellen Ableitungen von F' aus (a) verwendet haben. Damit ist F' ei-
ne Stammfunktion der Differentialgleichung. Léngs jeder Losung A : I — R, ¢ — A(?)
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des Anfangswertproblems gilt also d;F'(t, A(t)) = 0, bzw., hier praktischer F'(0,xy) =
F(t,\(t)) fur alle t € I. Hierbei ist I das Existenzintervall der Losung A\. Wir kénnen
die Gleichung weiter auflésen

e+ 1 — 2 = exp(A(t)?). (1098)

Wenn wir ¢t € (—/1 + exp(22/2), /1 + exp(22/2)) fordern, kénnen wir die Glei-
chung durch logarithmieren zunéchst weiter vereinfachen

In(1 + exp(z§) — t°) = 2\ (1) (1099)

Indem wir uns auf R* 3 I = (0,4/1 + exp(z2/2)) > t beschrinken, kénnen wir
zumindest A(¢)? = In(1 + exp(z2) — ¢*)/t* erreichen und sicherstellen, dass der An-
fangszeitpunkt ¢ = 1 in I enthalten ist, denn /1 + exp(x3/2) > 1 fiir alle 2y € R.
Um nach A auflésen zu kénnen, miissen wir noch sicherstellen, dass der Logarithmus
im obenstehenden Ausdruck ein nicht-negatives Ergebnis liefert. Das ist genau dann
der Fall, wenn 1 + exp(z3) — t* > 1, also exp(x3) > t2.

e Fuall 1: xy # 0. Dann ist exp(z2/2) > 1 und es gilt

) VIn(1 — exp(23) — #2)
t

A(t) = sgn(xg (1100)
fiir ¢ € (0, exp(x3/2)] D (0, 1] erfiillt A(1) = xy. Das definiert uns eine Losung
des Anfangswertproblems.

e Fall 2: xy # 0. Dann hat die Differentialgleichung die Losungen Ay : (0,1] —

R, t > Ap(t) = £1/In(2 — ) /L.

In jedem Fall existiert fiir alle 5 € R eine Losung nur auf einem beschriankten
Intervall. Fiir ¢ | 0 gilt fiir alle zg, dass die Losung A, (t) zum Anfangswert z
absolut unbeschrénkt ist, denn limy g [\, ()| — oco. Fiir die obere Grenze, die wir
mit b(zo) abkiirzen, gilt jeweils limyp(zg) | Az (t)] = 0. O

Aufgabe 80 (H11T2A4) (a) Wir sollen das Anfangswertproblem 3’ = e¥¢® mit
y(0) = yp fiir yp € R l6sen. Zunichst beachten wir, dass die rechte Seite der Differen-
tialgleichung eine auf R? stetig differenzierbare Funktion definiert, d.h., die rechte
Seite der Differentialgleichung geniigt der lokalen Lipschitzstetigkeitsbedingung in
der Variablen y. Da der R? ein Gebiet ist, garantiert uns der globale Existenz- und
Eindeutigkeitssatz die Existenz genau einer maximalen Losung fiir jeden Anfangs-
wert o € R. Da die reelle Exponentialfunktion strikt positiv ist, konnen wir die
Differentalgleichung separieren und in die Integragleichung

ORI t
/ T / 2 dr (1101)
Y0 eXp(x) 0

konvertieren. Durch Integration finden wir exp(—yo) — exp(—y(t)) = t*/4, was wir
zu y(t) = —In(exp(—yo) — t*/4) umformen konnen. Dafiir benétigen wir [t| <
4exp(—yo). Letzteres ist strikt grofier als 0. Wir setzen als Existenzintervall also
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(—+/4exp(—yo), /4exp(—yo)) =: I. Dieses ist auch maximal: Offenbar ist y(t) =
y(—t) fur alle t € I, sodass wir uns darauf beschranken, zu zeigen, dass y nicht nach
rechts fortgesetzt werden kann. Es ist hmtT‘{/m ly(t)| = oo, da der Logarith-

mus gegen —oo geht. Laut Charakterisierungssatz zur Maximalitdt von Losungen
aufgrund des Randverhaltens ist damit /4 exp(—yp) die obere Grenze des maxima-
len Existenzintervalls. Mit der Symmetrie erhalten wir die links- und rechtsseitige
Maximalitéat des Existenzintervalls I. Insbesondere gibt es kein gy, € R, sodass y auf
ganz R definiert ist.

(b) Wir sollen die Losung des Anfangswertproblems ' — 3y = te* mit y(1) = 2 be-
stimmen. Hierbei handelt es sich um eine lineare skalare Differentialgleichung erster
Ordnung mit konstanten Koeffizienten und stetiger, auf ganz R definierter Inhomo-
genitdt. Aus der Vorlesung ist die Duhamel’sche Losungsformel bekannt,

t
y(t) = 2exp(3(t — 1)) +/ eS(t—r)7_€4T dr
1

t
=2exp(3(t—1)) + egt/ e tdr
1

1 , (1102)
2 9 exp(3(t — 1)) + ¢ [r(— exp(—7)) T, — & / (— exp(—r))dr
=2exp(3(t — 1))+ (et —te™) — (et —e )
=2exp(3(t — 1)) + 2> — (1 + t)e*.

]

Aufgabe 81 (HO9T1A1) Gegeben sei die Differentialgleichung u/(z) = /1 — u(x)?.
Wir sollen zu u(0) = —1 bzw. u(0) = 1 alle Losungen des Anfangswertproblems be-
stimmen. Die angegebene Differentialgleichung ist autonom und stetig auf [—1, 1].
Wir sehen, dass u_ = —1 und u; = —1 jeweils Nullstellen der rechten Seite sind
und konstante Losungen wuy : [0,00) — R,z + =+1 definieren. Auf (—1,1) ist
die rechte Seite der Differentialgleichung sogar Lipschitz-stetig in u. Damit finden
wir zu jedem (7,§) € R x (—1,1) (Gebiet!), eine eindeutig bestimmte, maximale
Losung des Hilfsproblems « = /1 — u?, u(7) = £. Diese bestimmen wir explizit zu
arcsin(u) — arcsin(§) = z — 7. Hierbei haben wir die Differentialgleichung in eine In-
tegralgleichung umgewandelt und verwendet, dass d,, arcsin(u) = /1 — w2' Damit
ist u(z) = sin(x —74arcsin(€)). Diese Funktion ist insbesondere auch stetig differen-
zierbar, wenn wir fiir sie Werte auf [—1, 1] statt (—1, 1) zulassen. Indem wir fordern,
dass u(7’) = 0 fiir 7/ = 74+ 7/2 > 7/2, erhalten wir Losungen u, = sin(z — 7 — 7/2)
fir x € 7 + (0, 7). Hiermit erhalten wir Losungen

—1 0<e<r
Ax)=« sin(x—7—7/2) T<zr<z+T . (1103)
+1 rT>T+T
zum Anfangswert u(0) = —1. Anhand des Hilfsproblems sehen wir, dass fiir u(7") =

0 mit 7”7 € R die Vereinigung aller Bahnen der maximalen Losung des Anfangswert-
problems zum Hilfsproblem bereits R x (—1, 1) zerlegen. Die (stetig differenzierbare)
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Anstiickelung an die konstante Losung u_ gelingt aber nur wie in der Konstruktion
der A\ beschrieben. Da die Bahnen der Lésungen des Hilfsproblem das zwischen den
konstanten Losungen eingeschlossene Gebiet R x (—1,1) zerlegen und wir aufgrund
des Eindeutigkeitssatzes somit alle Losungen des Hilfsproblems gefunden haben, ist
fiir u(0) = 41 nur die konstante Losung u, eine Losung des zugehorigen Anfangs-
wertproblems auf [0, 00). O

Aufgabe 82 (HO9T1A3) Sei £ € C. H sei analytisch und erfiille die Differenti-
algleichung

H"+2zH'+ (E—1)H = 0. (1104)

Da H analytisch ist, besitzt H auf einer maximalen offenen Kreisscheibe B,.(0) C C
eine gleichméfBig konvergente Potenzreihenentwicklung mit Entwicklungspunkt 0,

H(z) = Zakzk, (1105)

k=0

wo ap € C fir alle K € Ny. r > 0 ist hierbei der Konvergenzradius der Reihe.
Wegen der gleichméfiigen Konvergenz der obigen Reihendarstellung auf B,.(0) gegen
H koénnen wir die Summation mit dem Differentiationsoperator vertauschen und
erhalten somit

i [(k 4+ 2)(k + Dagys + 2kay, + (E — 1)ag] 2 = 0. (1106)

Indem wir beachten, dass {z*|k € Ny} linear unabhingig auf B,(0). Damit finden
wir fiir beliebiges k € Ny die folgende Rekursionsrelation fiir die Koeffizienten ay:

(k4 2)(k + Dagso + 2kar + (E — 1)a;, = 0. (1107)

Es gilt H(0) = ag und H'(0) = ay, sodass wir durch die Angabe von Anfangsbedin-
gungen die Koeffizienten aus der Rekursionsrelation bestimmen kénnen.

(b) Fiir ap = 0 sind jeweils alle a; mit geradem Index k € 2Ny gleich 0, fir a; = 0
sind jeweils alle a; mit ungeradem Index k£ € 2Ny + 1 gleich 0. Falls ag = 0 = a4,
dann ist r = oo, denn H(z) = 0 in diesem Fall auf ganz C. Sei nun F = 1, ag # 0.
Dann gilt ay; = 0 fiir alle [ € N. Die Rekursionsrelation vereinfacht sich namlich
zu 2as +2-0-a9+0-ayg =0, dh., a; = 0. Induktiv finden wir nun ay = 0 aus
der Rekursionsrelation. Sei in diesem Fall, E' =1, a; = 0. Dann ist H(z) = ag, was
wiederum auf ganz C konvergiert, also r = oo impliziert. Falls a; # 0 fiir £ = 1,
dann formen wir die Rekursionsrelation um zu

2k (07 °0)) 2k

W= G ET DT a2+ D) (1108)

Insbesondere ist auch ag 1 # 0 fiir alle [ € Ny. Damit konnen wir den Konvergenzra-
dius der Potenzreihe bestimmen zu r = oo, indem wir die Gleichung zur Bestimmung
des Konvergenzradius fiir die Reihe, bestehend aus den ungeraden Potenzen von z
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mit jeweiligen Koeffizienten a;, mittels Quotientenkriterium bemiihen. Insgesamt ist
also auch in diesem Fall r = oco. Falls ag = 0 und £ # 1 und a; # 0 finden wir eben-
falls » = oo, da sich die Reihenentwicklung hier sogar auf eine Reihe beschrankt, die
nur ungerade Potenzen von z involviert. Zuletzt untersuchen wir den Fall ay # 0,
E # 1 und a; # 0. Dann betrachten wir die beiden Reihen

Ry(z) =) ag2™, (1109)
k=0

Ru(2) = Z Qo1 22F L, (1110)
k=0

bestehend aus den Summanden von H(z) in Potenzreihenentwicklung, die zu den
geraden bzw. ungeraden Potenzen von z gehéren. Es gilt dann R, (z)+ R, (2) = H(z)
auf B,(0), wo r = min{r,, 4}, wobei r, bzw 7, den Konvergenzradius von R,, bzw
R, bezeichnet. Da ag # 0 und a; # 0, kénnen wir die Rekursionsrelation jeweils zu

a2l+2 4l + (E — 1) a21+3 B 4[ + 2 —f— (E — 1)

_ baw. 3243 — 1111
an @A+ 2)2+ D 0 ag (20 + 3)(20 + 2) (1111)

umformen (I € Np). Die erste Gleichung ist fiir a;’s mit geradem Index, die zweite
fiir a,’s mit ungeradem Index. Mittels Quotientenkriterium stellen wir fest, dass
ry = 00 = 1,,. Damit ist auch in diesem Fall r = oo.

(¢) Wir sollen nun die geraden Losungen angeben, d.h., diejenigen H : C — C, mit
der Eigenschaft, dass H(—z) = H(z) fur alle z € C. In der Wahl des Definitions-
bereichs von H haben wir unsere Ergebnisse aus (b) bemiiht, nach denen wir H
durch eine auf ganz C konvergente Potenzreihe ausdriicken kénnen. Da H gerade
und als analytische Funktion holomorph ist, gilt H'(0) = 0. Fir H(0) = 0 finden
wir H(z) = 0 fir alle z € C. Sei also im Folgenden ay # 0. Dann ist

21045 + (E — 1))
20)! ’

Q9 = QAo (1112)

sowie ag 1 = 0 jeweils fiir [ € Ny, wie man jeweils leicht durch Induktion sieht. In
diesem Fall ist also H(z) = ag gegeben durch die konstante Funktion. Falls F > 1
oder £ <1 und E # 1mod(4), dann ist ag # 0 fiir alle [ # 0 und

=2+ (B-D)

H(z) = ao 20)!

(1113)
=0

(d) Falls £ < 1 mit £ = 1mod(4), dann ist £ = 4L + 1 mit L € (—Np). Fiir
Il = L+ 1 wird dann zum ersten Mal einer der Faktoren in Produktdarstellung der
ag gleich 0 und die Losung reduziert sich auf ein Polynom. U

Aufgabe 83 (F14T3A4) Gegeben sei das Anfangswertproblem

51'3'1 = —T1T9 & jl’g = €x1<1 — I’g) (1114)
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mit z(0) = (1,0).

(a) Wir schreiben das autonome System von Differentialgleichungen erster Ord-
nung als @ = F(t,x), wobei x = (z1,22) und F : R xR — R x R, (x1,23) —
(—z119, exp(z1)(1 — 23)). Offenbar ist F' stetig differenzierbar auf dem kompletten
Definitionsbereich, damit also lokal lipschitzstetig. Da (1,0) € R x R und R x R
ein Gebiet ist, liefert uns der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz die Existenz
einer eindeutig bestimmten maximalen Losung A : I — R2 sodass 0 € T und I C R
offen und maximal in dem Sinne ist, dass es kein Intervall J 2 I gibt, sodass eine
Losung des obenstehenden Anfangswertproblems y : J — R? mit u|; = A existiert.
(b) Wir stellen zunichst fest, dass pu3 : R — Rt + 1 und p; : R — R jeweils
eine Losung der zweiten Gleichung des Anfangswertproblems fiir 2(0) = (£, 1) bzw.
z(0) = (&, —1) sind, wobei £ € R beliebig ist. Da die Losung Ay der zweiten Kom-
ponente Differentialgleichung stetig differenzierbar ist, gilt —1 < Ay(¢) < +1: Ohne
Einschriankung betrachte wir den Fall, dass Ay den Wert +1 annimmt. Der Fall, dass
Ay den Wert —1 annimmt, verlduft analog. Angenommen, es gébe ein 7 € I, sodass
A2(7) = +1. Dann setze &€ = A\ (7). Wegen X\p(0) = 0 # 1 ist Ay # pg . Damit haben
wir aber einen Widerspruch dazu, dass das Anfangswertproblem zur Anfangsbedin-
gung z(0) = (£, 1) eine eindeutig bestimmte maximale Losung hat, deren zweite
Komponente gerade durch die konstante Funktion ud gegeben ist. Also war die An-
nahme falsch, und es gibt kein 7 € I, sodass A\y(7) = 1. Aus Stetigkeitsgriinden
(Zwischenwertsatz) ist dann Ay < 1 auf ganz I. Analog schlieft man aus, dass ein
7 € I mit \o(7) = —1 existiert und bemiiht das Stetigkeitsargument (Zwischenwert-
satz), dass Ay > —1. Somit ist —1 < A\y(t) < 1 fiir alle ¢ € I, wie behauptet.

(c) Wegen |Ao(t)| < 1 fiir alle t € I ist die rechte Seite der ersten Gleichung linear
durch |z1xs| < |21| linear beschriankt auf I. Es gilt

21(t) = exp (— /Ot 29(7) d7> > 0. (1115)

Da x5 nach Teil (b) stets absolut durch 1 beschriankt ist, ist x; auf jedem be-
schréankten Intervall beschrankt. Laut Charakterisierungssatz maximaler Losungen
bleibt wegen OR? = () daher nur {ibrig, dass die maximale Losung A des Anfangs-
wertproblems auf ganz R existiert, d.h., [ = R.

und z € (—1,1) fiir alle ¢ € R. Somit ist x5 streng monoton steigend fiir t € R und
wegen x2(0) = 0 gilt somit zo(t > 0) > 0. Es ist also

¢
tlim exp <—/ xo(T) d7'> = 0. (1116)
—00 0

Analog ist z5(t < 0) < 0 und es gilt weiter

¢ 0
lim exp (—/ xo(T) dT) = lim exp (/ xo(T) dT) = 0. (1117)
t——o0 0 t——o0 ¢

Angenommen, es wére ¢ = lim;_,, T2(t) mit ¢ € (—1,1). Wegen der strengen Mono-
tonie von xs wire das dann auch eine obere Schranke fiir zo. Aus der zweiten Kompo-
nente der Differentialgleichung erhalten wir aber 7o = exp(z3)(1—2%) > 1-(1—¢?) >
0, im Widerspruch dazu, dass ¢ x5 nach oben beschrianken kann. Analog schlieflen
wir fiir ¢ - —oo. Somit gilt lim; o A(t) = (0,1) und lim;, o A(t) = (0, —1). O
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Aufgabe 84 (H04T1A2) Seien p,qg € C°(R — R), a € R\ {0, 1}.

(a) Wir betrachten die nichtlineare Differentialgleichung 3’ + p(z)y + ¢(z)y® = 0 fiir
positives y. Wir definieren 2z = 2(y) = ¢ fiir 8 € R\ {0, 1}, was uns eine bijektive
Funktion ¢p : Rt — R* y s 2 = 97 liefert. Es gilt dann y = 2'/#. Durch Einsetzen
in die Differentialgleichung erhalten wir

BT p(a) T+ qla)2f = 0. (1118)
Da mit y auch z positiv ist konnen wir die obenstehende Gleichung umformen zu
2+ Bp(x)z + Bq(x)z%l“ =0. (1119)

Indem wir nun f = 1 — « setzen, stellen wir fest, dass § € R\ {0, 1}, wie bereits
initial gefordert, und dass die zuletzt aufgefiihrte Differentialgleichung linear in z
wird:

7+ (1—a)p(x)z+ (1 —a)g(x) =0. (1120)

Damit erfiillt die Transformation ¢ die gewiinschten Eigenschaften.

(b) Wir betrachten nun das Anfangswertproblem y'+y—x,/y = 0 mit der Anfangsbe-
dingung y(0) = 0. Durch Einsetzen sicht man, dass Ao : R — R{, 2 + 0 eine Lésung
des Anfangswertproblems ist. Andererseits konnen wir die Differentialgleichung in
der Form ¢ = f(x,y) mit f: R x R* = R, (z,y) — —y + 2,/y schreiben. Auf dem
Gebiet R x R* ist f stetig und stetig partiell nach y differenzierbar. Mithin geniigt
f einer lokalen Lipschitzstetigkeitsbedingung in y. Der globale Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz garantiert uns nun die Eindeutigkeit und Existenz einer maximalen
Losung der Differentialgleichung vorbehaltlich der Spezifikation der Anfangsbedin-
gung y(7) = &, wo (7,€) € R x RT. Diese maximale Losung ist insbesondere positiv,
sodass wir Teil (a) anwenden konnen. Demzufolge geht die Differentialgleichung in

2 +052—-052=0 (1121)

iiber. Die Losung der Differentialgleichung setzt sich aus der homogenen Losung
zusammen, die wir iber den Exponentialansatz zu z(z) = zexp(—0.5z), und aus
einer partikuldren Losung, die wir durch Raten zu z(z) = (x — 2) spezifizeren.
Zusammengenommen haben wir also die Losung der inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung zu z(z) = 2 exp(—0.5z) — (z — 2) gefunden. Wegen z = y'/? haben
wir y = 22, d.h., y(z) = (20exp(—0.5z) + (z — 2))?. Fiir z = 0 wollen wir errei-
chen, dass lim,oy(z) = 0. Das kénnen wir fiir die Wahl zy = 2 erreichen. Dann ist
y(z) = (2exp(—0.5z) + (z — 2))? und wir haben eine Losung des Anfangswertpro-
blems y' +y — z,/y = 0 mit Anfangswert y(1) = (2\/571 + 1) > 0 gefunden. Der
obenstehende Ausdruck y(x) definiert die maximale Losung A : Rt — R, 2 — y(x),
denn fiir | 0 und x 1 oo ist jeweils lim, o A(x) = 0 und limg A(z) = 0 aber an-
sonsten ist A > 0 auf RT als Quadrat. Zudem ist lim,; N'(z) = 0, da z = 0 eine
doppelte Nullstelle von A ist. Damit kénnen wir die stetig differenzierbare Funktion
A : R — R wie folgt definieren

0 <0

Alz) = { (2exp(—=0.52) + (z —2))> >0 (1122)
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Diese 16st die Differentialgleichung 3’ + y — z,/y = 0 nach Konstruktion auf ganz
R, erfiillt A(0) = 0 aber es gilt A # A\g, denn A > 0 nach Konstruktion auf R*,
wohingegen Ao = 0 auf ganz R. Somit ist das angegebene Anfangswertproblem nicht
eindeutig l6sbar. ([l

Aufgabe 85 (H17T3A3) Fiir ugp € R untersuchen wir die Differentialgleichung
v =u+1/(1+1t)auf Ry ¢ zusammen mit u(0) = ug als Anfangsbedingung.

(a) Wir zeigen, dass die obenstehende Differentialgleichung eine Losung auf R* zu
jedem Anfangswert uy € R besitzt. Dazu schreiben wir sie in der Form u/(t) =
1-u(t) + g(t), wobei g : (=1,00) = Rt — 1/(1 +t), wobei I = (—1,00) die
maximale Zusammenhangskomponente derjenigen Teilmenge von R ist, auf der ¢ —
1/(1 + t) eine stetige Funktion erklart und in der 0 enthalten ist. Ferner ist die
Differentialgleichung fiir u linear und mit konstanten Koeffizienten. Der Existenz-
und Eindeutigkeitssatz fiir (Systeme von) lineare(n) Differentialgleichungen liefert
uns nun, dass fiir jedes uy € R eine eindeutig bestimmte Losung A, : I — R der
Differentialgleichung existiert, die auf ganz I = (—, 0o) existiert und die A,,(0) = ug
erfiillt. Die gesuchten Losungen fi,, : RT™ — R ergeben sich nun durch Einschrinkung
der maximalen Losung, fi,, = Ay, |r+-

(b) Wir zeigen, dass lim;_,o u(t) = oo fir alle uy > 0.

e Full 1: ug = 0. Aus der Vorlesung ist die Losungsformel fiir das eigentlich zu
untersuchende Anfangswertproblem bekannt,

t et—’T t et—T
t) = t dr = dr. 1123
ult) “08Xp()+/01+77 /01—|—7'T (1123)
Da der Integrand strikt positiv fir 7 € (0,¢) ist und ferner exp(t — 7) > 1 fiir
alle 7 € (0,t) zu einem beliebigen aber festen ¢ > 0, konnen wir die Monotonie
des Integrals bemiihen um

tetf‘l' tl
t) = dr > dr =In|l1+t|—In|l|=In(1+¢ 1124
ut) = [ Fmdrz [ =it = =m0 (124)

abzuschétzen. Da lim; o In(1 + ¢) = oo gilt somit auch lim;_,, u(t) = oo.

o Fall 2: up > 0. Mit der Losungsformel fiir lineare skalare Differentialgleichun-
gen mit Inhomogentitéat folgt

t et—T
t) = upe’ dr. 1125
u(t) uoe+/01+TT ( )
Der Integrand im zweiten Summanden ist strikt positiv fiir alle 7 € (0,1)
zu jedem fest vorgegeben ¢t > 0, sodass wir u(t) > wugexp(t) fir alle ¢ > 0
erhalten, indem wir den Integralausdruck durch 0 nach unten abschétzen. Da
limy o0 (ug exp(t)) = oo fiir ug > 0, gilt also auch limy;_, u(t) = oo im Falle
Ug > 0.

Insgesamt ist damit die Behauptung verifiziert.
(c) Wir sollen zeigen, dass ein ug < 0 existiert, sodass lim; . u(t) = —oo. Wir
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schreiben zunéchst die Losungsformel um

t
t_
u(t) = up + (uge’ — ug) + / MCZT (1126)
0 1 + 7
t t elt—T
_ =7 d 1127
U0‘|‘/OU0€ T—i—/o 1+7_7' ( )
t t—7 Det=7
= up +/ tore "+ (uo  Ver” (1128)
0 1 +T
Wir setzen nun ug = —1 und finden zunéchst
tTet—T
t)=-1-— dr. 1129
) = —1= [ T (1120)

Wir schétzen das Integral wiederum ab

t t—7 t t—7 1 t t—1 __ 1
/ e dr > / e dr > —/ e Tdr = ¢ ) (1130)
o L+7 1 1L+7 2 /i 2

In der Abschéitzung haben wir im ersten Schritt verwendet, dass fiir ¢ > 0 die
Integrandenfunktion strikt positiv ist und dass das Integral monoton fallt, wenn
wir das Integrationsintervall auf ein (echtes) Teilintervall einschrénken. Im zweiten
Schritt haben wir verwendet, dass 1 + 7 < 2 fiir 7 > 1, um den Nenner nach oben
abzuschétzen. Das verbleibende Integral war dann fiir alle endlichen ¢t > 1 elementar
berechenbar. Damit finden wir fir t > 1

et_l - 1 t—o0
u(t) < —1-— 5 — —o00. (1131)
Somit erfiillt uy = —1 die Anforderung, dass lim;_,., u(t) = —oc.
(d) Wir sollen nun zeigen, dass es ein o € R~ gibt, sodass fiir alle uy < « gilt
lim; o u(t) = —oo und fiir alle ug > a limy o u(t) = oo und limy o u(t) = « fiir

up € R. Aus der Teilaufgabe (c) sehen wir, dass a € (—1,0) erforderlich ist. Wir
definieren dieses @ durch die Forderung

lim Yare™m + (a+1)e T

t—oo f 1+7

dr =0, (1132)

denn fiir alle endlichen ¢ > 0 finden wir ein A = A(t) € (—1,0), sodass

t t—7 t—r
F(At) = / Are T+ A+ D™ g, (1133)
0

1+7

da der links stehende Ausdruck eine stetig differenzierbare Funktion F'in A € [—1, 0]
definiert fiir alle festen endlichen ¢ > 0. Da F[A = —1,t] < 0 analog zu der
Abschitzung in (¢) und F[A = 0,¢] > 0 analog zu der Abschétzung in Teil (b), Fall 1,
liefert uns der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktion, die Existenz eines A = A(t) wie
beschrieben. Da F' ferner sogar in t stetig differenzierbar ist und fiir alle endlichen ¢
gilt A(t) € (—1,0) als Losung von F(A,t) = 0, gilt auch a = lim;_,, A(t) € (—1,0).
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Die Eigenschaften fiir die uy < o bzw. ug > « folgen unmittelbar aus der Definition
von «. Explizit ist dann

¢ exp(t=7) 7 texp(=7) 7 00 exp(=7) 1
— lim tfo T = — lim {0 L = f;; ST (1134)
t—o0 fo exp(t — 7)dT t—o0 fo exp(—7)dr fo exp(—7)dr

o =

Mit anderen Worten handelt es sich bei & um den Erwartungswert ((14+X) ™) x wpxp1).-
0

Aufgabe 86 (H19T1A5) Wir betrachten das zu dem in der Aufgabenstellung
genannten, dquivalenten Differentialgleichungssystem

260 0)

zusammen mit der Anfangsbedingung (z(0),4(0)) = (xo,vo) € R2 Hierbei handelt
es sich um ein Anfangswertproblem fiir ein ebenes und lineares, autonomes System.
Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Systeme garantiert uns nun die Ein-
deutigkeit und Existenz einer maximalen Losung (A, ) : R — R2 ¢ +— (\(), u(t)),
sodass (A(0), 1(0)) = (z0, yo). Aus dem angegebene System ergibt sich induktiv, dass
die gesuchte Losung sogar fiir alle (xg,0) € R? glatt ist. Indem wir beide Kompo-
nenten des Systems nach ¢ differenzieren, erhalten wir 2”7 = 3/ und y” = 2/, in die
wir die beiden Gleichungen des urspriinglichen System einsetzen kénnen. Das liefert
uns ¢/ — x = 0 und y” — y = 0. Zudem haben wir die beiden Anfangsbedingungen
2'(0) = y(0) = yo und ¥/ (0) = 2(0) = x¢ zusatzlich zu z(0) = z und y(0) = yo. Wir
erkennen in z” —x = 0 und y” — y = 0 den hyperbolischen Oszillator und finden

z(t) = xg cosh(t) + yo sinh(t) & y(t) = yo cosh(t) + o sinh(t). (1136)

Es ist leicht zu sehen, dass /() = yocosh(t) + xosinh(t) = y(¢t) und y'(t) =
xg cosh(t) + yosinh(t) = y(t) fiir alle ¢ € R und zudem z(0) = z¢ und y(0) = yp.
Damit haben wir eine und somit die Lésung des Anfangswertproblems gefunden. Sei
im Folgenden (z(t),y(t)) eine Losung des Systems zum Anfangswert (zg,y0) € R?.
Es gilt fiir beliebiges reelles ¢

z(t)* — y(t)* = (2o cosh(t) + yo sinh(t
= 23 cosh(t)? + yo sinh(t
— xgsinh(t)® — yj cosh(t

)* — (yo cosh(t) 4 zo sinh(t))”
% 4 22010 sinh(t) cosh(t)
2 — 2x0yo sinh(t) cosh(t)

2 2
=Ty — Yo,

unter Verwendung des hyperbolischen “Pythagoras”. Wir stellen somit fest, dass
z(t)? — y(t)? eine Erhaltungsgrofe ist und die gesuchte Funktion C': R? — R durch
C(zo,y0) = 23 — y2 gegeben ist.

Sei (zg,y0) € R~ x R™ =: Q3. Wir betrachten die Differentialgleichung ¢y =
(y*+1)/2zy mit der Anfangsbedingung y(zo) = xo. Wir sollen zeigen, dass diese eine
Losung hat. Hierzu beachten wir, dass Q3 wegen (zg, y9) € (3 nicht-leer ist, als karte-
sisches Produkt zweier offener und nichtleerer, halbunendlicher Intervalle selbst eine
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offene Teilmenge von R? und als kartesisches Produkt zweier Intervalle selbst zusam-
menhéngend ist. Wir definieren die Funktion f : Q3 — R, (z,y) — (y* + 1)/(2zy).
Diese ist auf ganz ()3 stetig und ferner ist f stetig partiell nach y differenzierbar,
also lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument. Zusammen mit (zg,yy) € Q3 lie-
fert uns der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz, dass das Anfangswertproblem
eine eindeutig bestimmte maximale Losung A : I — R~ hat, wobei I/ C R™ und
xo € 1. Diese bestimmen wir durch Separation der Variablen. Dazu formen wir die
Differentialgleichung in eine Integralgleichung um

Yy 2 /d/ .Z’dx/
/ el (1137)
w 1TY? Jag @

Ausfiihren der Integrale liefert

1+ y(t)

=In
1+ 92

In ‘ (1138)

x
130'

Da (z,y(x)) € Q3 gefordert wird,

In (11++—y?5?) ~In (xﬁo) . (1139)

Verkettung mit der Exponentialfunktion von auflen liefert

1 2
Lyl = (1140)
1 + yo .’L'O
Auflésen nach y(t)? resultiert in
x
y@)? = 1l -1 (1141)
0

Da wir y(z) < 0 fordern miissen, finden wir y(z) = —/2(1 + y2)/zo — 1. In der Tat
ist y(zo) = —v/¥2 = —|yo| = vo, da yo < 0. Zudem gilt fiir alle z < 0

dy -1 (14 y3) /o 1

A = _ = , (1142)
dr 2 \fofre(l+yg) =1 222(=/afero(l+y3) —1)  22y(2)

d.h., das gefundene y ist tatséchlich eine Losung der Differentialgleichung. Der Aus-

druck unter der Wurzel ist definiert, solange x > z4/(1 + y2)(< 0). Damit kénnen
wir die maximale Losung angeben:

z/ro(l+y5) —1+1 L+y(x)?

AR D (20/(1+45),0) = R,z —\/x(l +yd)/zo — 1. (1143)

Es ist klar, dass lim, ,o- dist(0Qs, (z, A(z))) = 0, sodass das angebene Intervall
I = (zo/(1 4 92),0) auf jeden Fall maximal bzgl. der obere Intervallgrenze ist laut
Satz {iber die Charaktersierung maximaler Losungen anhand des Randverhaltens.
Es gilt zudem lim, |, 1142) y(x) = 0, sodass lim, ,,/1442) dist(0Qs, (z, A(x))) = 0.
Somit ist / auch maximal bzgl. der unteren Intervallgrenze laut Satz iiber die Cha-
rakterisierung maximaler Losungen anhand ihres Randverhaltens. Somit haben wir
mit A die gesuchte maximale Losungen aufgefunden. O
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Aufgabe 87 (F14T3A5) Gegeben sei die Matrix Mat(3 x 3,R) 5 A durch

A:

o = O
o O =

2
1. (1144)
1

und b: R — R3¢+ (1,0,0)7. b ist als konstante Abbildung stetig.

(a) Wir sollen ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung ' = Az bestimmen.
Laut Vorlesung ist dieses durch die Spaltenvektoren von exp(tA) definiert. Um das
Matrix-Exponential berechnen zu konnen, bestimmen wir die Eigenwerte von A.
Dazu benotigen wir die Nullstellen des charakterischen Polynoms y4 : C — C, z —
det(A — zE3). Es gilt

xa(z) = det 1 — 1
0 0 1-=2

=:V—U3%%1——z)dm,<( ;% 4}2 )) (1145)
=—(-1*:+1),

wobei wir die Laplace’schen Entwicklungssatz angewendet haben. Damit sehen wir,
dass x4 die einfache Nullstelle z = —1 und die doppelte Nullstelle z = +1 hat. Wir
bestimmen nun die, ggf. verallgemeinerten, Eigenvektoren zu jedem der Eigenwerte
—1 bzw. +1. Zumindest kénnen wir, da das charakteristische Polynom in Linearfak-
toren iiber R zerfillt, A iiber R in Jordan-Normalform bringen.

e Nullstelle z = —1. Die Eigenvektoren sind gegeben durch (A + E3)v = 0. Wir
16sen das zugehorige Lineare Gleichungssystem mit dem Gauss-Verfahren.

(1146)

Damit sehen wir, dass ker(A+E3) = R-(1,—1,0)7 und dass v = (1, —1,0)7 ein
Eigenvektor zum Eigenwert z = —1 ist. Dies ist auch der einzige, da z = —1
ein Eigenwert von A mit der algebraischen Vielfachheit 1 ist.

e Nullstelle z = 1. Die Eigenvektoren sind gegeben durch (A — E3)v = 0. Wir
16sen das zugehorige lineare Gleichungssystem mit dem Gauss-Verfahren.

01 2|0
1 0 1]0. (1147)
0000

Damit sehen wir, dass wir zwei Eigenvektoren v; = (0,—2,1)T und v, =

(—1,0,1)" haben, denn ker(A—E3) = R-{(0,—2,1)", (—1,0,1)"}. Insbesonde-
re gibt es zwei Eigenvektoren zum Eigenwert 1, sodass A sogar diagonalisierbar
ist.
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Sei D = diag(1, 1, —1) die Diagonalmatrix, zu der A &hnlich ist. Laut Vorlesung gilt
mit der Transformationsmatrix 7" = (v, ve, v), dass

exp(tM) = T exp(tD)T* (1148)
0 -1 1 exp(t) 0 0 0 -1 1\ '
=1 -2 0 -1 0 exp(t) 0 -2 0 -1
1 1 0 0 0  exp(—t) 1 1 0
(1149)
Wir berechnen die in der Formel auftauchende inverse Matrix
0O -1 1|1 0 O
-2 0 —-1[{0 1 0
1 1 0|0 0 1
0O -1 1|1 0 O
0 2 =110 1 2
1 1 0|0 0 1
0 1 0 1 1 2
0 2 —-1/0 1 2 (1150)
1 1 0|0 0 1
0 1 0 1 1 2
0O 0 —-1}-2 -1 -2
1 0 O -1 -1 -1
1 0 0]-1 -1 -1
0 1 0 1 1 2
0 0 1 2 1 2
Damit finden wir also
O exp
exp(tM) = | — exp )
1 exp(—t)
O — eXp —exp(t) — exp(t)
=| — ( exp(t exp(t)  2exp(t)
1 2exp exp( t) 2exp(—t)
9e—t _ ot _et et _ 9pt
=1 e —2e7t 26 —et 26 — 2 —t
0 0 et

Das gesuchte Fundamentalsystem ist dann laut Vorlesung durch die Spaltenvektoren
von exp(tM) gegeben, genauer wird dieses Fundamentalsystem durch die Funktion

PR =Rt (267" —ef el —2e7",0)T (1151)
Oy R =Rt (e —e2e" — e 0) (1152)
3R — R® ¢+ (267" — 2¢t,2e — 2¢7 )T (1153)

gebildet.
(b) Wir l6sen nun das Anfangswertproblem 2’ = Az + b(t) zu der Anfangsbedin-
gung z(0) = 0. Laut Vorlesung ist die gesuchte Losung dann gegeben durch die
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Duhamelsche Formel
t
x(t) = / exp((t — 7)M)b(T) dr, (1154)
0

wobei wir gleich 2(0) = 0 gesetzt haben. Wir finden durch Ausfithren der Matrix-
Vektor-Multplikation im Integranden

‘ 267—15 _ et—T
z(t) = / el —2e"t | dr
0 0
2—(=1) = (27" = (=€)
= —1—-2—(—e"—2e7") (1155)
0
3 — 2exp(—t) + exp(t)
= | exp(t) +2exp(—t)—3
0

O

Aufgabe 88 (H19T2A1) (a) Wir sollen die Menge aller z € C bestimmen, fiir
die die Reihe

(—=D)F
> G (1156)

k=0

o0

konvergiert. Wir definieren zu diesem Zweck die neue Variable w = 1/(z — 1) und
schreiben die Reihe um,

kz ( i‘_li)k =3 (1) (1157)

0 k=0

Aus dem Wurzelkriterium sehen wir, dass die Reihe konvergiert, falls lim sup,,_, . ¥/|(—1)"w"| =
limsup,,_, ., ¥/|w|* = limsup,,_,. |w| = |w| < 1. Somit konvergiert die Reihe absolut

in der w-Ebene, falls w € B;(0), bzw., absolut in der z-Ebene falls z € K (1) :=

{z € C|1 < |z — 1| < oo}. Der Grenzwert ist in diesem Fall

= (_1>k_oo_kk_ 1 . 1 _z—l
;(z_l)k_§( 1w _1—(—w)_1+zi1_ — (1158)

Fiir z € 0B;(1) hingegen konvergiert die angegebene Reihe nicht, denn es ist be-

kannt, dass die geometrische Reihe nur fiir [(—1)w| = |w| < 1 konvergiert.
(b) Gesucht ist die maximale Losung des Anfangswertproblems z’ = —z? mit
z(1) = —2. Wir sehen zunéchst, dass die Differentialgleichung eine vom Differentia-

tionsparameter unabhéngige rechte Seite hat, also autonom ist. Zudem ist definiert
die rechte Seite die stetig differenzierbare Funktion f : R* — R, (¢,2) — —a?. Diese
ist infolge der stetigen Differenzierbarkeit im zweiten Argument lokal Lipschitz-stetig
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in . Da R? ein Gebiet ist und (1, —2) € R? garantiert uns der globale Existenz-
und Eindeutigkeitssatz eine eindeutig bestimmte maximale Losung A : [ — R des
Anfangswertproblems, wobei 1 € I, I offen und maximal und A(1) = —2. Wir finden
diese Losung durch Separation der Variablen,

Oy t 1 1
" dr= — — —— =t —1. 1159
[ R (1159)

Wir formen der letzten Ausdruck um,
1
¢

t

At)

Fiir t < 3/2 ist die rechte Seite auf (—oo, 3/2) erkliart und hat dort keine Nullstellen.
Das erlaubt uns den Kehrwert der Ausdriicke auf beiden Seiten zu betrachten,

DO W

(1160)

At) = ——. (1161)

Die Umformungen erforderten, dass A : (—o0,3/2) — R, t — A(t) gesetzt wird. Wir
verifizieren, dass es sich hierbei um eine Losung der Differentialgleichung handelt.
Es gilt
l 1 2
N(t)=—— = =X(1) (1162)
(-3

fiir beliebiges t € (—00,3/2). Zudem ist 1 € I = (—00,3/2) und es gilt A(2) = 1/(1—
3/2) = —2, d.h., das gefundene X\ befriedigt die Anfangsbedingung. Zum Nachweis
der Maximalitét beachten wir, dass I bereits die untere Intervallgrenze —oo hat, also
nach dem Charakterisierungssatz maximaler Losungen anhand ihres Randverhaltens
bzgl. der unteren Intervallgrenze maximal ist. Zudem ist lim sup;_,5 5 |A(t)| = oo, da
A bei t = 3/2 eine Polstelle erster Ordnung hat. Der Satz iiber die Charakteri-
sierung maximaler Losungen anhand ihres Randverhaltens liefert uns also, dass 1
auch bzgl. der oberen Intervallgrenze das maximale Existenzintervall der Losung des
angegebenen Anfangswertproblems ist. Somit ist A : [ — R, ¢ +— 1/(¢t — 3/2) mit
I = (—00,3/2) tatséchlich die maximale Losung des Anfangswertproblems.
(¢) Wir sollen alle Losungen y : R — R der Differentialgleichung y' —2y = cos(2t) be-
stimmen. Bei dieser handelt es sich um eine skalare und lineare Differentialgleichung
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten und ganz R definierter stetiger rechter
Seite. Somit ist der Losungsraum ein eindimensionaler affiner Raum £ = y, + £,
von einmal stetig differenzierbaren Funktionen y : R — R. y, bezeichnet hierbei
eine Losung des inhomogenen Problems, und L ist der laut Vorlesung eindimensio-
nale Vektorraum der Losungen des homogenen Problems. Wir losen zunéchst das
homogene Problem: y) = 2y,. Es ist leicht zu sehen, dass y(t; ¢) = cexp(2t) fiir alle
c € R eine globale Losung des homogenen Problems ist. Fiir eine spezielle Lésung
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yp des inhomogenen Problems schreiben wir mithilfe Variation der Konstanten
t
y(t) = / dr exp(2(t — 7)) cos(27)
0

= exp(20)R /0 s exp((—2 + 22')7)]

B [exp(—2t + 2it) — 1
= expl2ni | T }
— (2R (exp(—2t) cos(2t) _—21—?_—;2 exp(—2t) sin(2t)
— exp(2t) (exp(—2t) cos(2t) — 1)(;2) + 2 exp(—2t) sin(2t)
_ sin(2t) — cos(2t) + exp(2t)

1 :

Es ist unbeachtlich, dass y, so gewihlt wurde, dass y,(0) = 0, denn wir bendtigen
laut Vorlesung lediglich eine Losung des inhomogenen Problems. Zusammenfassend
ist also eine Losung y des vollen Problems von der Form

y(t: ) = sin(2t) — cosft) + exp(2t)

wobei ¢ € R die Losung eindeutig festlegt, sobald eine Anfangsbedingung fiir y
spezifiziert ist. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass sich tatséchlich alle Losungen in
der obenstehenden Form ausdriicken lassen. 0

+ c-exp(2t), (1163)

Aufgabe 89 (H19T3A4) (a) Gesucht sind alle Losungen y : R — R der homo-
genen reellen Differentialgleichung

y' 42y +2y=0. (1164)
Die zugehérigen charakteristische Gleichung lautet A% + 2\ + 2 = 0. Sie hat die
beiden Nullstellen
—2+2

A= ——. (1165)

Beide Nullstellen sind einfache Nullstellen, somit sind die vermége ¢ — exp(ut) fiir
p € {Ay, \_} definierten Losungen laut Vorlesung linear unabhéngig. Wir finden
also zwei linear unabhéngige, komplexwertige Losungen

Y, :R— C,t+— exp(—t)exp(it) & Y_ : R — C,t — exp(—t) exp(—it). (1166)

Zwei reellwertige, linear unabhéngige Losungen erhalten wir durch y, = 1/2[Y, +Y_]
und y_ = 1/(2i)[Yy — Y_] bzw. explizit

yr R = Rt — exp(—t)cos(t) & y- : R = R, t — exp(—t)sin(t). (1167)

Laut Vorlesung ist der Losungsraum einer linearen Differentialgleichung der Ord-
nung 2 mit reellen Koeffizienten ein zweidimensionaler reeller Vektorraum. Da wir
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zwei linear unabhéngige, reelwertige Losungen gefunden haben, haben wir somit be-
reits eine Basis der Losungsraum gefunden. Also kann jede Losung y(.;¢q,¢2) : R —
R der Differentialgleichung in der Form

y(t; c1, c2) = exp(—t)(c1 cos(t) + cosin(t)) (1168)

dargestellt werden, wobei ¢q, co € R aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden
kénnen.

(b) Wir sollen nun alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung y” + 2y +
2y = 15 exp(t) bestimmen. Laut Vorlesung ist der Losungsraum £ ein affiner Unter-
raum des Vektorraums der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen, genauer £ =
Yp+Ly, wo y, eine Losung des inhomogenen Problems und £, den Losungs(vektor)raum
des homogenen Problems bezeichnet. Letzterer ist mithilfe von (a) als R -y, & Ry_
bekannt. Wir setzen an y,(tf) = C'exp(t). Einsetzen liefert

(14+2-1+2)Cexp(t) = 15exp(t), (1169)

sodass wir durch Wahl von C' = 3 eine Losung des inhomogene Problems erhalten.
Infolge der eingangs gemachten Bemerkungen lisst sich also jede Losung y(.; ¢, ¢a) :
R — R des inhomogenen Problems in der Form

y(t;c1,co) = 3exp(t) + exp(—t)(cy cos(t) + cosin(t)) (1170)

schreiben, wo ¢y, ¢co € R und aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden kénnen.
(c¢) Wir sollen zeigen, dass es genau eine holomorphe Funktion f : C — C gibt, so-
dass f"(z) + 2f'(z) + 2f(z) = 15exp(z) und f(0) = 3 sowie f’(0) = 2 und die
bestimmen. Angenommen, fi, fo : C — C wéren zwei verschiedene Funktionen, die
das Anfangswertproblem auf C erfiillen. Dann gilt f; — fo # 0, wo 0 die Nullfunktion
bezeichnet. Zudem 16st f = f; — f die Differentialgleichung f”+2f'+2f = 0 zusam-
men mit den Anfangsbedingungen f(0) = 0 und f’(0). Die Einschrinkung g = f|gr
16st dann die in (a) betrachtete Differentialgleichung ¢”(t) + 2¢/(t) + 2¢(t) = 0 auf
R mit den Anfangsbedingungen ¢(0) = 0 und ¢’(0) = 0. Das ist nur moglich, wenn
g(t) = 0, d.h., f|g die Nullfunktion (auf R) ist. Da C ein Gebiet in C ist, R of-
fensichtlich eine nicht-diskrete Teilmenge von C ist (1/n € R fiir alle n € N und
R 3 0 = lim,,,00(1/n)), liefert uns der Identitédssatz, dass flg =0 = f = 0 auf C.
Das ist aber ein Widerspruch zur vorausgestezten Verschiedenheit von f; und fs.
Damit war die Annahme, f; # f5 falsch. Wir arbeiten nun wieder mit den Bezeich-
nungen den Aufgabenstellung. Es gibt also genau eine Funktion f : C — C, die das
komplexe Anfangswertproblem 16st. Um dieses f nun zu bestimmen, bemerken wir,
dass h := f|g die in (b) betrachtete Differentialgleichung 16st, insbesondere also die
Wahl einer reellwertigen Losung moglich ist, denn h(0) = 3 € R und #'(0) =2 € R.
h kann nach (b) also als

h(t) = 3exp(t) + exp(—t)(c1 cos(t) + cosin(t)) (1171)

geschrieben werden. De Konstanten ¢, co € R folgen aus den Anfangsbedingungen.
Aus h(0) = 3 folgt direkt ¢; = 0. Ableiten von h und Inspektion von h'(t = 0) = 2
liefert

2 = 3exp(0) + c2 exp(—0) cos(0), (1172)
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also ¢g = —1. Damit finden wir
h(t) = 3exp(t) — exp(—t)sin(t), (1173)

sodass erneute Anwendung des Identitéssatz analog zum Nachweis der Eindeutigkeit
der Losung des Anfangswertproblems auf C liefert, dass f : C — C gegeben ist durch

f(2) = 3exp(z) — exp(—=z) sin(z). O

Aufgabe 90 (F16T3A5) Gegeben sei die Matrix

-1 1 -1
A= 0 0o -1|. (1174)
1 -1 -1

(a) Zu bestimmen ist das Fundamentalsystem exp(At). Zur Berechnung des Matri-
xexponentials bestimmen wir die Eigenwerte von A als Nullstellen des charakteri-
stischen Polynoms x4 : C — C, z — det(A — zEj3),

—1-z 1 -1

xa(z) = det 0 -z —1 (1175)
1 -1 —1—2z

=(—2)(-1=2°—-1—2+4(1+2) (1176)

= (—2)(=1—2)" (1177)

Damit sind die beiden Nullstellen des charakteristischen Polynoms gegeben durch
z = 0 und z = —1, ersteres ist eine einfache Nullstelle und z = —1 ist eine zweifache
Nullstelle. Da x4 iiber R separabel ist, wissen wir, dass A zumindest eine reelle
Jordan-Normalform hat. Wir bestimmen also Eigenwerte und Eigenvektoren

e Fall 1 z = 0. Der gesuchte Eigenvektor v ist 0 # v € ker(A), woraus wir
unmittelbar v = (1,1,0)7 als mogliche Wahl des Eigenvektors bekommen.

e Fall 2 z = —1. In diesem Fall l6sen wir das lineare Gleichungssystem (A +
1E3)v = 0 fiir v € R* und bekommen so ker(A + E3).

0 1 —1]0
0 1 —1/0
1 -1 0 |0. (1178)
0 1 —1/0
1 -1 010

Damit ist 0 # v = (1,1,1)7 € ker(A+ E3) und py(A, 2z = —1) =1 < p,(A, z =
—1) = 2. Damit ist A nicht diagonalisierbar und wir miissen die Jordan-
Normalform berechnen. Zunéchst gilt

0 1 -1 0 1 -1 -1 2 -1
(A+E)?=10 1 -1 0 1 -1 ]=(-12 —1].(1179)
1 -1 0 1 -1 0 0 0 0

291



Somit finden wir, dass v; = (1,1,1)T € ker(A + E3)? und vy = (2,1,0) €
ker(A+ F3)?. Da v € ker(A+ E3), bauen wir die Jordan-Kette ausgehend von
wy = (2,1,0)T auf. Es gilt

0 1 -1 2 1
w=(A+E)wy=[ 0 1 -1 1]=11]. (1180)
1 -1 0 0 1

Die Jordan-Normalform J4 von A lautet also

-1 1 0
Jai=| 0 =1 0 |so,dass TJ,T7! = A, (1181)
0 0 0

wo T = (wy, wsy,v). Wir bestimmen T

1 2 1)1 0 0
11170 1 O
1000 0 1
0211 0 -1
01 170 1 -1
1000 0 1
0101 -1 0
01 1[0 1 -1, (1182)
1000 0 1
0101 -1 0
001|-1 2 -1
1000 0 1
1000 0 1
01 0[1 -1 0
001/ -1 2 -1
Somit ist
0 0 1
T7'=( 1 -1 0 |. (1183)
-1 2 -1
Nun koénnen wir das Matrix-Exponential berechnen,
exp(At) = T exp(Jat)T ™
1 21 exp(—t) texp(—t) 0 0 0 1
=11 11 0 exp(—t) 0 1 -1 0
1 00 0 0 1 -1 2 -1
1 21 texp(—t) —texp(—t) exp(—t)
=111 exp(—t) —exp(—t) 0
1 00 —1 2 —1
texp(—t) +2exp(—t) —1 —texp(—t) —2exp(—t) +2 exp(—t) —1
= | texp(—t)+exp(—t)—1 —texp(—t) —exp(—t)+2 exp(—t)—1

texp(—t) —texp(—t) exp(—t)
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Das ist das gesuchte Fundamentalsystem exp(At).

(b) Wir sollen nun die Losung des Anfangswertproblems z/ = Ax mit z(1) =
(1,0,0)” bestimmen. Nach der Losungsformel fiir lineare Systeme mit konstanten
Koeffizienten ist die gesuchte Losung gegeben durch

(t—1)exp(—(t—1))+2exp(—(t —1)) —
a(t) = exp(A(t —1))z(1) = | (t—1)exp(—(t — 1)) +exp(—(t — 1)) —
(t —1)exp(=(t — 1))
(1184)

(c) Wir sollen zeigen, dass die Ruhelage (0,0,0)7 stabil ist. Dazu bemerken wir,
dass fiir jeden Eigenwert A von A gilt R[A\] < 0. Falls ®[A] = 0, also wenn wir
die Eigenwert z = 0 von A betrachten, stimmen geometrischen und algebraische
Vielfachheit iiberein, p,(A,z = 0) = py(A,z = 0). Fiir alle anderen Eigenwerte

von A, also fir z = —1, gilt £[z] < 0. Der Stabilitdtssatz fiir lineare Systeme mit
konstanten Koeffizienten sagt nun, dass die Ruhelage (0,0,0)? von 2’ = Az stabil
ist. U

Aufgabe 91 (H19T3A5) Sei f,g:R?\ {(0,0)} — R differenzierbar und

p:(0,00) x R = R, 11s5)
(r; @) = f(rcos(¢), rsin(¢)) cos(¢) + g(r cos(¢), r sin(@)) sin(¢)

q:(0,00) x R = R, (1186)
(r,0) = 1~ (g(r cos(¢), rsin(¢)) cos(¢) — f(r cos(), rsin(¢)) sin(¢)).

(a) Sei = (g, 9) : I — (0,00) X R, +— (a1(t), aa(t)) eine Losung von ' = p(r, ¢),
¢ = q(r,¢). Wir zeigen, dass dann § = (81, 52) : I — (R x R) \ {(0,0)} definiert
durch B;(t) = ay(t) cos(az(t)) und Pa(t) = ay(t)sin(ay(t)) eine Losung von x’ =
f(z,y), v = f(z,y) ist. Zundchst gilt fir alle t € T

Pi(t) = i (t) cos(az(t)) — an(t)as(t) sin(az(t))

+ g(ay(t) cos(aa(t)), aq(t) sin(an(t))) cos(as(t)) sin(as(t))

_ 218 sin(ae(t))g (a1 (t) cos(aa(t)), ar(t) sin(as(t))) cos(az(t))
+ Zigg sin(ag(t))” f (o (t) cos(an(t)), aq (t) sin(az(t)))

= f(ay(t) cos(aa(t)), oy (t) sin(aa(t)))(cos(aa(t))? + sin(as(t))?)
— g(ay(t) cos(aa(t)), aq (t) sin(ag(t))) (sin(ay(t)) cos(as(t))

— sin(a (t)) cos(as(t)))

= fla(t) cos(aa(t)), an(t) sin(as(t)))
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Analog rechnet man nach

TN =
Q
—
—~
~
~—
Q
@}
n
—~
Q
[}
—~
~
~—
~—
Q
—
—~
~
~—
n
=
=
Q
[\
—~
~

22 (1) cosfaa(t) (1) sin(aa(1) cosfas(t)

_ Zig;f(al(t) cos(aa(t)), a1 (t) sin(as(t))) cos(as(t))

= g(ay(t) cos(aa(t)), oy (t) sin(as(t))) (cos(ay (t))? + sin(as(t))?)
= g(ay(t) cos(az(t)), aq(t) sin(ay(t)))

= g(Bi(t), Ba(t)).

Damit ist § wie behauptet eine Losung des angegebenen Systems von Differential-
gleichungen.

(b) Wir sollen nun das Anfangswertproblem z' = f(z,y), ¥ = f(x,y) mit f :
R? - R, (z,y) = y+ 2> + a2y, g : R? = R, (z,y) = —y + 2%y + y* 16sen, wenn
z(0) = v2 ' und y(0) = 0. Wir sehen unmittelbar, dass das System von Differential-
gleichungen autonom ist. Zuniichst stellen wir fest, dass R? ein Gebiet ist und ferner
(f,g) : R? — R? als Vektorfeld mit multivariaten Polynomfunktion als Komponen-
tenfunktionen sogar glatt, insbesondere also lokal Lipschitz-stetig ist. Damit kénnen
wir fiir ein vorgegebenes (z(0),y(0)) = (7, 7,) € R? den globalen Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz auf das so definierte Anfangswertproblem anwenden. Dieser liefert
uns die Existenz einer eindeutig bestimmten maximalen Losung (&, &,) : I — R? des
Anfangswertproblems, die auf einem maximalen offenen Intervall I das Anfangswert-
problem zum Anfangswert (z(0),y(0)) = (1., n,) 16st. Fiir die Wahl (n,,n,) = (0,0)
sehen wir, dass es sich um eine Ruhelage des betrachteten Systems handelt. Somit
ist (zo,40) : R — R% ¢t — (0,0) die eindeutig bestimmte und maximale Lésung
des zugehorigen Anfangswertproblems, denn (zg,1p) ist auf ganz R definiert und
16st dort das eben besprochene Anfangswertproblem. Zudem handelt es sich um die
eindeutig bestimmte maximale Losung fiir den Anfangswert (z(7),y(7)) = (0,0) fiir

alle 7 € R. Da (2(0),y(0)) = (\/5_1,0) # (0,0) sehen wir, dass die zum Anfangs-
wertproblem o’ = f(z,y),y = g(x,y), (z(0),y(0)) = (\/5_1,0) gehorige maximale
Losung (&:,&,) : I — Rt — (&,.(¢),&,(t)), dass (&:(t),&,(t)) € R?\ {(0,0)} fiir alle
t aus dem maximalen Existenzintervall I. Andernfalls finden wir ein 7 € R, sodass
(&4(7),&(1)) = (0,0) = (20(7),yo(7)). Dann sind aber durch (z,y) und (&;,&,)
wegen (£,(0),£,(0)) = (\/5_1,0) # (0,0) zwei verschiedene und maximal definierte
Losungen des Anfangswerproblems 2/ = f(x,y),y = f(x,y), (z(7),y(1)) = (0,0)
gegeben, was der Eindeutigkeit der maximalen Losung des Anfangswertproblems
infolge des globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes widerspricht. Somit gilt also
tatsichlich (&,(t),&,(t)) € R?\ {(0,0)} fiir alle ¢ € I. Da R*\ {(0,0)} ebenfalls
ein Gebiet ist, reicht es f und g auf D = R?*\ {(0,0)} einzuschriinken und das
Anfangswertproblem auf D zu betrachte. Wir bezeichnen lax die angesprochenen
Einschriankungen wieder mit f bzw. g. Damit haben (die neuen) f und g die fiir die

294



Definition von p, ¢ geméfl Angabe notwendige Form. Es gilt dann

p(r, ¢) = rsin(¢) cos(¢) + 13 cos(¢)? — rcos(¢) sin(¢) + r¥sin(¢)? = r*  (1187)
q(r,¢) = — cos(¢)? + 1 sin(¢) cos(¢) — sin(¢)? — r?sin(¢) cos(¢) = —1  (1188)

Wir setzen also wie in Teil (a) das System 7’ = p(r,¢) = r® und ¢/ = ¢(r,¢) = —1
auf, wo (1, ¢) € (0,00)xR. Es ist leicht nachzurechnen, dass die maximalen Losungen
jeweils durch 7(t) = 2/4/2r? — t fiir die Wahl der Anfangswerte r(t) = ro > 0 und
o(t) = ¢o —t fiir ¢(t) = ¢ gegeben sind und wir fiir die maximale Losung (r, ¢) des
Systems I = (—o0, \/2ry? > 0) fordern miissen wegen des Charakterisierungssatzes
fiir maximale Losungen anhand des Randverhaltens. Indem wir nun das in Teil (a)
bewiesene Resultat bemiihen, finden wir

_ 2 cos(¢g — 1)

V22—t &)= 2yt —t

und bestimmen 27, = 8 sowie ¢y = 0 aus der Forderung, dass (£,(0),£,(0)) = (0,0)
also eine Losung des Anfangswertproblems ist. Dann gilt, dass

&:(1) (1189)

€= (6.6) I Rt (z\/cgs_(tt) _jsii(;j)) (1190)

eine Losung des Anfangswertproblems ist, die mit I = (—00,8) 0 € [ erfiillt und
wegen des Charakterisierungssatzes zur Maximalitét von Losungen tatséchlich auch
eine, und damit die, maximale Losung des Anfangswertproblems ist. 0J

Aufgabe 92 (H13T3A2) Gegeben sei die lineare Differentialgleichung ' = Az
mit A € Mat(3 x 3,R), sodass

a 0
A= —-a 1 0 |]. (1191)
0 a

Gesucht sind alle a € R, sodass es eine nicht-triviale Losung z(¢) mit limy_, ||z(t)|| =
0 gibt. Wir sehen zunéchst, dass es sich um ein lineares System mit konstanten Ko-
effizienten handelt. Somit existiert zu jedem ¢ € R® nach dem Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz fiir lineare Systeme eine eindeutig bestimmte Losung A : R — R? des
Anfangswertproblems 2/ = Az, 2(0) = £&. Wir bestimmen also das charakteristische
Polynom x4 : C — C, z — det(A — zE3) in Abhéingigkeit vom Parameter a € R. Es
gilt fiir 2 € C

xa(z) = (=1 —=2)(1 —2)(a — 2) + a*(a — 2)
=(z*—1+a*)(a—2)
=(z—V1-a®)(z+V1—-a?)(a—z).

Somit sind alle Eigenwerte von A, d.h., die Nullstellen von x4, in C einfach, es sei

denn |a] = 1. A ist also diagonalisierbar iiber C falls a € R\ {pm1}. Wir betrachten
diesen Fall. Seien vy,v_, vy die zu v/1 — a2, —v/1 — a2 bzw. a korrespondierenden

295



Eigenvektoren. Falls |a| < 1, dann ist —v/1 —a? < 0 und wir haben mit z(t) =
v_exp(—+v/1 — a?t) eine Losung des Systems gefunden, die lim;_,, ||z(t)|| = 0 erfiillt.
Falls a < —1, dann haben wir mit z(t) = v exp(at) ebenfalls eine Losung gefunden,
die die gewiinschte Eigenschaft hat. Falls @ > 1, dann ist +v/1 — a? € R, also rein
imagindr, und a > 1. Daes cy,c_, ¢y € C gibt, so dass sich jede reellwertige Losung
z(t) in der Form z(t) = civy exp(V1 — a?t) + c_v_exp(—V'1 — a?t) + covp exp(at)
darstellen lasst und vy, v, ,v_ paarweise orthogonal sind und ohne Einschriankung als
normiert angenommen werden kénnen, folgt ||z(t)|| = |cy|* + |c_|* + |co|* exp(2at),
sodass 0 = lim o ||z()|| nur fir ¢, = ¢ = ¢ = 0, d.h., die triviale Losung
erreicht werden kann. Fiir a = —1 ist zumindest —1 ein einfacher Eigenwert von
A und eine nicht-triviale Losung gegeben durch z(t) = wgexp(—t). Diese erfiillt
limy o [|2(¢)|| = 0. Fiir @ = 1 sehen wir, dass A keinen Eigenwert hat, der negativen
Realteil hat. Somit gibt es keine nicht-triviale Losung x(t) mit der gewiinschten
Eigenschaft. Denn bezeichne mit vy, vy eine Jordan-Basis von A = A(a = 1) zum
Eigenwert 0 und mit vy eine Jordan-Basis zum Eigenwert +1 = a, dann ist jede
Losung z(t) von der Form z(t) = ¢yv1 4 cotvy+covp exp(t) fiir geeignete cg, ¢1, ¢y € R.
Hieraus sehen wir unmittelbar, dass ¢g = ¢o = 0 nétig ist, um lim;, ||z(¢)]] = 0
sicherzustellen. Da ||v1]] # 0, brauchen wir zudem ¢; = 0, sodass z(t) = 0, d.h.,
die triviale Losung ist. Insgesamt haben wir somit a € (—oo,1) und (—o0,1) C R
ist gerade die Menge, die diejenigen Parameterwerte enthélt, die die Anforderungen
erfiillen. O

Aufgabe 93 (H19T3A1) (a) Gesucht ist eine Funktion f : R — R, die in keinem
Punkt stetig ist. Dazu definieren wir

1 z2ze€@Q

0 reR\Q (1192)

X:R—ﬂR,xH{

Wir behaupten, dass x fiir alle a € R in a unstetig ist. Falls a € Q, dann ist (x,,)nen
mit z,, = a + \/§/n ¢ Q eine reelle Folge mit lim,,_,o x, = a € Q, aber z,, € Q
fiir alle n € N. Somit gilt lim,, o x(2,) = lim, ,c 0 =0 # 1 = x(a = lim, o x,).
Da Q dicht in R, finden wir andererseits fiir jedes b € R\ Q fiir jedes n € N ein
Yn € (b—1/n,b+ 1/n) NQ C Q. Dies definiert uns eine Folge (y,)neny aus Q mit
lim,, o ¢ = b. Andererseits ist auch hier lim, o x(y,) = lim, oo 1 =1 # 0 =
X(b = lim,,_, y,). Damit ist y nirgends auf R stetig.

(b) Es ist bekannt, dass Q eine Lebesgue-Nullmenge in R ist. Somit ist auch QNI0, 1]
eine Lebesgue-Nullmenge in [0, 1]. Betrachte nun x|j,1). Da x nirgends auf R stetig
ist, ist auch x|j1) nirgends auf [0, 1] stetig, insbesondere also unstetig. Andererseits
ist X|j0,1) auch die charakteristische Funktion von [0, 1] N Q, welche als Lebesgue-
Nullmenge messbar bzgl. des Lebesgue-Borel-Mafles auf [0, 1] C R ist. Somit gilt

50 >0 = / Vo d\ = / lionldn, (1193)
[0,1] [0,1]

wo A das Lebesgue-Borel-Mafl auf [0, 1] bezeichnet und die Nicht-Negativitat von
Xljo,1) auf [0,1] bemiiht wurde. Somit ist x|p1; € L'([0,1]), also haben wir eine
(Lebesgue-)intergierbare, unstetige Funktion gefunden. 0
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Aufgabe 94 (F18T3A2) (a) Gegeben ist die Funktion f : R? — R, (z,y) —
z exp(z—y?). Gesucht sind Art und Lage aller lokalen Extrema von f. Wir beachten,
dass f als Produkt der glatten Funktion R? — R, (z,y) — x und der Komposition
der jeweils glatten Exponentialfunktion exp : R — R, ¢ — ¢! und der multivariaten
Polynomfunktion R* — R, (z,y) — x — y* ebenfalls glatt ist. Sei nun (z,y) €
R? als lokales Extremum vorausgesetzt. Nach dem notwendigen Kriterium fiir die
Existenz lokaler Extrema ist dann (V f)(x,y) = (0,0). Es gilt (0,.f)(z,y) = exp(x —
v?) + xexp(z — y?) = (1 + z)exp(x — ¢*) und (9,f)(z,y) = —2zyexp(z — y?).
Da die Exponentialfunktion strikt positiv fiir alle (reellen) Werte ihres Arguments
ist, reduziert sich die oben genannte notwendige Bedingung auf 0 = 0, f(z,y) <
0=14+2und 0 = 0,f(r,y) & 0 = 2zy. Aus der ersten Gleichung finden wir
x = —1, was uns nach Einsetzen in die zweite y = 0 liefert. Damit ist ein Extremum
in {(—1,0)} C R? enthalten. Wir wenden nun das hinreichende Kriterium an, das
iiberdies die Klassifikation der Art der Extrema erlaubt. Hierzu bilden wir die Hesse-
Matrix H(f). Diese ist, da f insbesondere zweimal stetig differenzierbar als glatte
Funktion ist, symmetrisch, also diagonalisierbar:

(ﬁf(xa ) ag,yf(x’ )
H(f)(z,y) = ( aiyf(x,yy) 8§f(x,yy) )

1194
_ o 2+ —2y(1+ ) ( )
- —2y(1+z) —2z+4xy® )’
Damit gilt am Kandidaten fiir das Extremum, (z,y) = (—1,0), dass
1710
H((-1.0) = 1 ( LY ) | (1195)

Da die zuletzt berechnete Hesse-Matrix bereits in Diagonalform vorliegt, kénnen
wir ihre Eigenwerte als die Diagonalelemente ablesen. Es gilt 0 < 1/e < 2/e, sodass
nach dem Eigenwertkriterium fiir positive Definitheit symmetrischer Matrizen die
Hessematrix H(f)(—1,0) positiv definit ist. Damit hat f bei (—1,0) ein lokales Mi-
nimum.

(b) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem & = 2xy und y = 1+ z. Wir sollen
zeigen, dass alle stationdren Losungen stabil sind. Sei (zg, o) € R? eine stationire
Losung des Differentialgleichungssystems. Dann gilt 2z0yo = 0 und 1 + 2o = 0.
Also ist (z9,y0) = (—1,0) die einzige stationdre Losung des Systems. Wir beach-
ten nun, dass f aus Teil (a) an der Stelle (—1,0) ein lokales Minimum hat. Indem
wir V : R? = R durch V(z,y) = f(z,y) — f(=1,0) definieren, erreichen wir, dass
V(—1,0) = 0 und (—1,0) wiederum ein lokales Minimum vom V' ist. Wir zeigen
nun, dass V eine nicht-strikte Lypanuov-Funktion des Systems ist. Dazu beach-
ten wir, dass fiir jede Losung (A, pu) : [ — R% ¢t — (A(t),u(t)) des obenstehen-
den Differentialgleichungssystems gilt (VV(z = A(t),y = u(t)), (A1), 1(t)))ge =
exp(A(t) — pu(®)2) (1 + XNE)2X(E)p(t) — 2X(#)p(t)(1 + A(2))) = 0 < 0 fiir alle t € 1,
dem, ohne Einschrankung maximalen Existenzintervall von der Losung (A, ut). Die
Minimumseigenschaft von (—1,0) erlaubt nun, mit dem ersten Stabilitdtskriterium
von Lyapunov zu folgern, dass (—1, 0) eine stabile Ruhelage des betrachteten ebenen
Systems ist. 0
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Aufgabe 95 (H10T2A4) Gegeben sei das System &; = 9,42 = 7 in der
Ebene. Wir behaupten, dass F : R*> — R, (x,y) — x? — y* ein erstes Integral
ist. Offenbar ist F als Polynomfunktion in zwei Variablen stetig differenzierbar.
Beim vorliegenden System handelt es sich um ein lineares, homogenes Differen-
tialgleichungssystem erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Zu jedem An-
fangswert (1(0),22(0)) = (£,n7) € R? existiert also nach dem Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz fiir lineare Systeme eine eindeutig bestimmte, maximale Losung
(A, p) : R = R% Nun gilt di(E o (A, p))(t) = (VEA®), (), (deA(t), depu(t))) =
(2A(t), =2u(t)), ((t), A(2))) = 2A(t)u(t) — 2X(t)u(t) = 0 fiir alle t € R, wobei wir
verwendet haben, dass A(t) = u(t) und i(t) = A(t) fiir die Losung (A, u) gilt. Somit
ist ' langs jeder Losung konstant. Damit ist £ ein erstes Integral, wie behauptet.[]

Aufgabe 96 (H19T1A2) Definiere f: R? — R, (z,y) — f(z,y) := 2%y + y°z —
xy. f ist als Polynomfunktion in zwei Variablen eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion.

(a) Wir bestimmen zunéchst die Menge der kritischen Punkte Krit(f). Es gilt
(xo,y0) € Krit(f) <= Vf(x,y) = (0,0). Das bedeutet 0 = 0, f(zo,y0) = 2zoyo +
vs — yo und 9, f(xo,y0) = 2 — w0 + 2xoyo. Wir sehen, dass beide Gleichungen
fir (zo,y0) = (0,0) erfiillt sind. Sei im folgenden zunéichst zo # 0,70 = 0 an-
genommen. Dann ist 0,f (7o, v0) = 0 = 2woyo + Y2 — yo erfiillt fiir alle 2y und
0 = 9, f(wo, yo) erfordert 22 — zy = 0, was nur fiir o = 1 wegen xo # 0 moglich ist.
Also ist (1,0) € Krit(f). Analog sehen wir, dass fiir 2o = 0 und yy # 0 nur noch
(0,1) € Krit(f). Zuletzt sei xy # 0 und yo # 0 vorausgesetzt. Dann ist aus Glei-
chung 0 = 0, f(xo, yo), dass 0 = yo(yo + 229 — 1) und zusétzlich aus 9, f(xo, yo) = 0,
dass 0 = xo(xg + 229 — 1), sodass wir wegen zo # 0 und yo # 0 das lineare Glei-
chungssystem vy + 2z9 = 1 und xg + 2yo = 1 16sen miissen. Subtraktion der beiden
Gleichungen liefert nun zy = vy, sodass wir durch Einsetzen in die erste Gleichung
(xg = 1/2,y9 = 1/3) erhalten. Damit finden wir fiir die Menge der kritischen Punkte
von f, dass

Krit(f) € {(0,0),(0,1),(1,0), (1/3,1/3)} (1196)

und man verifiziert durch Einsetzen, dass es sich hierbei tatsédchlich um kritische
Punkte handelt, d.h., Gleichheit gilt. Wir berechnen nun fiir die Entscheidung, ob
es sich um Extrema handelt, die Hesse-Matrix von f. Diese ist infolge f € C%(R?)
symmetrisch.

2f(x,y) 9;,f(x,y)
H(f)(x,y) = ( a;zf(x,yy) 83f(w,yy> )

(1197)
- 2y 20 +2y —1
o\ 2r+2y—1 2x '

e Fuall (z,y) = (0,0).

mnoo-( % ). (1198)
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Die Eigenwerte von H(f)(0,0) sind aus 0 = det(H(f)(0,0) — AE;) zu A €
{—1,+1} bestimmbar. Die Hesse-Matrix ist also an der Stelle (0,0) indefi-
nit und f hat also bei (0,0) einen Sattelpunkt nach dem notwendigen und
hinreichenden Kriterium fiir Extrema.

e Fall (z,y) = (1,0).

mnao=(4 5 ) (1190)

Die Eigenwerte von H(f)(1,0) sind aus 0 = det(H(f)(1,0) — AEy) zu A(A —
2)—1 bestimmt zu Ax = (24£2v/2)/2. Da A_ < 0 < Ay, ist H(f)(1,0) auch hier
indefinit, (1, 0) also ein Sattelpunkt nach dem notwendigen und hinreichenden
Kriterium fiir Extrema.

o Full (z,y)=(0,1).

unon=(7 g ). (1200)

Die Eigenwerte von H(f)(0,1) sind aus 0 = det(H(f)(0,1) — AEy) zu AM(A —
2)—1 bestimmt zu Ay = (242v/2)/2. DaA_ < 0 < Ay, ist H(f)(0, 1) auch hier
indefinit, (0, 1) also ein Sattelpunkt nach dem notwendigen und hinreichenden
Kriterium fiir Extrema.

o Fall (x,y)=(1/3,1/3).

HF)(1/3,1/3) = < f?g ;g ) | (1201)

Die Eigenwerte von H(f)(1/3,1/3) sind aus 0 = det(H(f)(1,1) — AE3) zu
(A=2/3)(A—=2/3)—(1/3)? = (A—=1/3)(A—1) bestimmt zu A € {1/3,1} C RT.
Damit ist die Hesse-Matrix bei (1/3,1/3) positiv definit, also H(f)(1/3,1/3)
ein lokales Minimum von f nach dem notwendigen und hinreichenden Krite-
rium fiir Extrema.

(b) Sei (z,y) € Q = (—1,2)? beliebig. Es gilt f(z,y) = 2%y + y*xr — zy = y(z* +
yr —z) =z - y(xr + y — 1). Die Nullstellenmenge von f ist also gegeben durch die
Randkurve 0Conv((0,0), (1,0), (0,1)) = 9T

(c) Da T gerade der Abschluss von Conv((0,0),(1,0),(0,1)) ist und die in (b) ge-
fundene Nullstellenmenge ganz in @) liegt, ist T' eine beschréinkte Teilmenge von
R2. Ferner ist T nach Definition aus der Angabe abgeschlossen. Nach dem Satz von
Heine-Borel ist T also ein Kompaktum in R?. Da f|r : T — R eine stetige Funktion
ist, nimmt sie nach dem Maximumprinzip fiir reelle Funktion auf 7" ein Minimum
und Maximum an.

(d) Siehe nachfolgende Abbildung.
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Damit ist die Aufgabe zu Ende. 0J

Aufgabe 97 (F14T1A3) Gegeben ist & = — cos(x). Wir wandeln dieses System
in ein System von Differentialgleichungen der Ordnung 1 um, indem wir & = y
definieren und somit haben:

=y & y=—cos(x). (1202)

Sei nun (n,€) € R? beliebig. Da F : R? — R? (z,y) — (y,—cos(z)) ein stetig
differenzierbares Vektorfeld ist, ist F' lokal Lipschitz-stetig. Infolge der Gebietsei-
genschaft von R? liefert der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz die Existenz
einer maximalen Losung (A, ) : I — R? des Differentialgleichungssystems zum
Anfangswert (A(0), x(0)) = (n,€). Es ist sogar starker I = R, da ||F|o(z,y) <
ly| + 1 < |[(z,y)]|c + 1, also es sich um ein Differentialgleichungssystem mit linear
beschrénkter rechter Seite handelt. Der dazugehorige Existenz- und Eindeutigkeits-
satz legt in diesem Fall bereits I = R fest. Sei nun S : R* — R, (z,y) — 2sin(z)+y%
Diese Funktion ist als Summe unendlich oft stetig partiell differenzierbarer Funk-
tion selbst eine glatte Funktion. Zudem gilt fiir jede Losung (A, ) : R — R? des
Differentialgleichungssystems, dass (S o (A, u))'(t) = 2cos(A(£))N(¢) + 2u(t)p'(t) =
2 cos(A(t))u(t) — 2u(t) cos(A(t)) = 0, wobei wir verwendet haben, dass (A, 1) das an-
gegebene Differentialgleichungssystem erfiillt. Die Beliebigkeit der gewahlten Losung
impliziert, dass S konstant entlang jeder Trajektorie des Differentialgleichungssy-
stems, also ein erstes Integral ist. O

Aufgabe 98 (HO1T2A1) Diese Aufgabe wurde bereits im Wintersemester 2018/2019
gelost, deswegen gibt es hier nur noch die Abbildungen.

()
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Aufgabe 99 (H19T2A2) Gegeben sei die Funktion v : R — R3¢ +— (cos(t), sin(t), )
und der R? mit der Euklidischen Norm ||Q]|.

(a) Wir zeigen, dass 7(R) abgeschlossen ist. Angenommen, v(R) ist nicht abgeschlos-
sen. Dann gibt es ein p € R\ v(R), sodass fiir alle € > 0 B.(p) € R*\ (R). Definiere
nun d := dist(y(R), p). Dann ist By2(p) Ny(R) = 0, sodass By/2(p) € R?\ v(R), im
Widerspruch zur Annahme. Damit ist v(R) abgeschlossen in R?.

(b) Sei p = (ps, py,p.) € R? beliebig. Wir definieren die Funktion f, : R — R{ durch
fo(t) == ||7(t) — p||*>. Da ||.|| als Normfunktion nicht-negativ ist, und die Quadrat-
funktion auf R streng monoton steigend ist, ist das Minimum von f, gleich dem
Minimum vom ¢ — ||v(¢) —p||. Esist f,(t) = (cos(t) —p.)*+ (sin(t) —p,)* + (t —p.)*.
Offenbar konnen wir uns wegen der 27-Periodizitédt der trigonometrischen Funktio-
nen sin und cos darauf beschrianken, t € [—7 + p,, p, + 7] =: I(p.) zu suchen, sodass
fp fiir dieses ¢ minimiert wird. Da I(p,) € R abgeschlossenes und beschrénktes,
d.h., kompaktes, Intervall ist, liefert uns das Maximumsprinzip, dass es in der Tat
ein 7 € [—7m +p., p. + ] gibt, sodass f,(7) = minye_rip, p.+x{fp(t)}. In der Notati-
on der Aufgabe ist 7 = ¢, und wir haben bereits oben argumentiert, dass dies auch
das Minimum von t — ||y(t) — p|| ist.

(c) Da t, ein Minimum nicht nur von f,, insbesondere also ein Extremum, liefert das
notwendige kriterium fiir (lokale) Extrema von Funktionen einer reellen Variablen,
dass f,(t,) = 0. Es gilt also f(t) = 2(¥'(t,), (7(t,) — p)) = 0 unter Verwendung
der Definition der Euklidischen Norm iiber das Standard euklidische Skalarprodukt
und der Symmetrie des Skalarprodukts. Die letzte Gleichung bedeutet aber gerade
Y (tp) L (v(tp) — p)-

(d) Wir 16sen also —sin(t)(cos(t) —2) +sin(t) cos(t) +t = 0. Das liefert uns die Glei-
chung 2sin(t) +¢ = 0. Durch Einsetzen sieht man schnell, dass t = 0 eine Losung ist.
Angenommen, es gibt noch eine weitere Losung, dann miisste sin(¢) = —1/2t sein.
Da |sin(t)| < 1, konnen wir uns auf ¢t € [—2, 2] beschrénken. Falls nun 2 > ¢ > 0,
dann ist sin(t) > 0 aber —2t < 0, sodass diese Option ausscheidet. Falls —2 <t < 0,
dann ist sin(t) < 0 aber —2t > 0, sodass die Gleichheit ebenfalls nicht erfiillt werden
kann. Damit haben wir gezeigt, dass es aufler 0 kein weiteres Extremum gibt. Da
fy(t) = 2cos(t) + 1 an der Stelle ¢ = 0 positiv ist, haben wir nach dem hinrei-
chenden Kriterium tatséchlich ein Minimum von f, vorliegen an der Stelle ¢ = 0,
das, wie in den vorangegangenen Teilaufgaben beschrieben, mit dem Minimum von
t — ||v(t) — p|| zusammenfillt. O

Aufgabe 100 (F18T2A2) Gegeben ist die Funktion f: R*? = R, (x,y) — 4(z +
y) unter der Nebenbedingung g(z,y) = 2 + y* = 1.

(a) Wir sollen die Existenz eines globalen Maximum zeigen. Dazu beachten wir, dass
sich die Nebenbedingung vermoge der Definition i : R* — R, (z,y) — 2> +y* — 1
als h(z,y) = 0 schreiben lisst. Es gilt nun mit M := {(z,y) € R?|h(x,y) = 0}, dass
M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist, denn Vh = (2x,2y) #
(0,0) fiir alle (z,y) € M. Zudem ist M C R? als Rand der Einheitskreisscheibe
abgeschlossen und beschriankt, also kompakt. Die Einschrankung fly, : M — R
besitzt nun auf dem Kompaktum M nach dem Maximumprinzip fiir reellwertige
Funktionen ein globales Maximum.

(b) Wir bestimmen dieses Maximum sowie den Wert, den f dort annimmt. Dazu
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beachten wir, dass durch ¢ : R — M, ¢ — (cos(¢),sin(¢)) eine Surjektion gegeben
ist. Nun gilt (f o ¥)(¢) = 4(cos(¢) + sin(¢)). Fiir ein Extremum von f o 1) gilt
0 = 4cos¢ — 4sin(¢). Fir ¢ ¢ 7Z konnen wir dies zu 1 = cot(¢) umformen.
Das liefert ¢ € n/4 + nZ. Fiir ¢ &€ w/2 + nZ erhalten wir analog 1 = tan ¢, was
wiederum ¢ € w/4 + wZ. Wegen der 27-Periodizitat von ¢ kénnen wir uns auf
die Untersuchung von ¢ € {m/4 + 57/4} beschranken. Es gilt nun (f o ¢)"(¢) =
—4(sin(¢) + cos(¢)), sodass wir (fo1))"(¢) < 0 fiir ¢ = w/4 und fiir ¢ = 57/4 haben
wir (f o)"(¢) > 0. Damit handelt es sich bei der kritischen Punkten (7w /4) =
(v2/2,v/2/2) und ¢ (57/4) = (—v/2/2,—v/2/2) von f|uy jeweils um Extrema und
wegen di f(Y(¢ = m/4)) < 0 ist (w/4) = (v2/2,v/2/2) das gesuchte Maximum.
Fiir den Funktionswert dort gilt f(v/2/2,v/2/2) = 2v/2. O

Aufgabe 101 (F18T2A3) Gegeben ist die Menge
M = {(z,y,2) e R*2* +y* + 2* < R*,2* + v* > p°}, (1203)

wo 0 < p < R. Gesucht ist Vol(M). Da M C Bsg/2(0) C R? ist M beschréinkt und
damit von endlichem Ma8. Es gilt nun bzgl. des vom R? induzierten Lebesgue-Mafles
auf M,

Vol(M) = [ xar(X)dA(Y)
2 vVR2—r2
/ / / dz rdr do
vVR2—r2
= 47?/ rv R2 — r2dr
p
1
= 47TR3/ uv'1 — u2du
p/R

arcsin(1)
= 47 R? / sin(v) cos(v)*dv
a

resin(p/R)

cos(arcsin(1))
= 4R / w?dw

os(arcsin(p/R))

w3 |°
= —47R* —
3 \/1-p?/R?
47T 53
3 R? — p?

In Zeile 1 wurde die Definition des Volumens iiber das Integral verwendet. In Zeile 2
haben wir den Transformationssatz fiir Integrale mit Zylinderkoordinaten (z,vy, z) =
(x(r,¢) = rcos(¢),y = rsin(¢), z), r € R und ¢ € (0,27) verwendet, um die Sym-
metrie des Problems auszunutzen und dabei die bekannte Funktionaldeterminante
fir Zylinderkoordinaten, det(d(z,y, z)/0(r, ¢, z)) = r verwendet. Fiir Zeile 3 haben
wir den Satz von Fubini verwendet, um das Mehrfachintegral auf ein Einfachintegral
tiber die radiale Koordinate r zu reduzieren. In Zeile 4 haben wir  — /R reskaliert
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(Transformationssatz), in Zeile 5 haben wir r € (p/R,1) C (0,1) verwendet, um
r = sin(v) zu transformieren mittels Transformationssatz fiir eindimensionale Inte-
grale. Danach haben wir w = cos(v) verwendet, um das Integral {iber v in eines iiber
w zu tiberfithren. Wegen v € (0,7/2) in jedem Fall ist v +— cos(v) auf dem in Rede
stehenden Bereich bijektiv. Das verbleibende Integral haben wir dann ausgerechnet.

O

Aufgabe 102 (F18T1A2) Seien f,g: R — R zwei Funktionen.

(a) Falsch. Man hat einen Widerspruch, wenn man z.B. f(x) =1 und g(z) = 1 falls
r € Qund g(z) = 0 falls z € Q verwendet, um f und g zu definieren. Als konstante
Funktion ist f stetig, und g ist zumindest eine Funktion. Die Funktion h ist dann
h(z) =0, falls x € Q und h(z) = —1, falls x € Q und damit offensichtlich unstetig
auf ganz R.

(b) Richtig. Da f stetig ist, gibt es eine stetig differenzierbare Funktion F': R — R,
sodass F'(z) = f(x) fir alle z € R. Nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung gilt dann fiir die in der Angabe definierte Funktion h, dass h(x) =
F(g(z)) — F(0). Da die Komposition der differenzierbaren Funktionen F,g selbst
wieder differenzierbar ist und die Subtraktion der Konstanten F(0) daran nichts
andert, ist auch A differenzierbar.

(¢) Richtig. Sei m := lim, o f'(z) € R und M > 0 dergestalt, dass |f(x)| < M fiir
alle x € R. Angenommen, m # 0 und ohne Einschrankung m > 0. Dann gibt es fiir
€ =m/2 ein xy > 0, sodass f'(x) >m —e >m/2 > 0 fiir alle z > xy. Nun gilt

T — X9

F@) = Sa)+ [ 70> o) +mE (1204)

Da die rechte Seite der Abschitzung nach unten durch eine unbeschrankte Funktion
gegeben ist, ist auch f(z) unbeschrinkt, was aber der Existenz von M > 0, sodass
insbesondere f(x) < M fiir alle x € R widerspricht, d.h., der Voraussetzung, dass f
insbesondere nach oben beschrankt ist. Analog behandelt man den Fall, dass m < 0,
nur hat man dann eine Abschéitzung nach oben statt nach unten und in der Folge
einen Widerspruch zur Beschréanktheit von f nach unten. 0

Aufgabe 103 (H19T3A3) (a) Sei f eine ganze Funktion, die beschrénkt ist.
Dann ist f konstant.

(b) Sei f eine ganze Funktion und sei I[f] nach unten beschréankt. Wir zeigen, dass f
konstant ist. Da [ f] nach unten beschréinkt ist, gibt es ein m in R, sodass S[f](z) >
m fiir alle z € C. Wir definieren nun h(z) = exp(if(z)) = exp(—=S[f](2)) exp(iR[f]).
Es gilt 0 < |h(2)| < exp(—m). Da h mit f und der komplexen Exponentialfunktion
ebenfalls eine ganze Funktion ist, folgt nach dem Satz von Liouville, dass h konstant
ist, also h(z) = C fiir alle z € C mit einem C' € C. Angenommen, f ist nicht kon-
stant. Dann ist f(C) =: G C C nach dem Satz iiber die Gebietstreue ein Gebiet in
C. Nach dem Satz iiber die Gebietstreue, angewendet auf die komplexe Exponenti-
alfunktion ist dann aber h(C) ebenfalls ein Gebiet, also insbesondere h(C) # {C'}
fiir das oben definierte C. Insbesondere ist dann h nicht konstant, im Widerspruch
zum vorher bewiesenen. Also war die Annahme, f wére nicht konstant, falsch und
somit ist f konstant, wie behauptet. O
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Aufgabe 104 (H19T1A3) (a) Gesucht sind alle holomorphen Funktionen f :
B(0,3/2) — C mit der Eigenschaft, dass f(1/n) = 2n/(2n + 1) fiir alle n € N. Wir
definieren zunéchst h : B(0,3/2) — C durch h(z) = 2/(2+ z). Es gilt nun h(1/n) =
2/(24+1/n) =2n/(2n + 1) fir beliebiges n € N. Fiir eine auf B(0, 3/2) holomorphe
Funktion gilt wegen Stetigkeit bei z = 0 im Speziellen f(0) = lim, , f(1/n) = 1.
Zudem ist auch h(0) = 1. Damit stimmen f und h auf {1/n|n € N} U {0} =: M C
B(0,3/2) iiberein. B(0,3/2) ist als offene Kreisscheibe laut Vorlesung ein Gebiet
und die Menge M hat den Haufungspunkt 0, da dieser der Grenzwert der Folge
(1/n)pen aus M ist. Der Identititssatz liefert nun, dass f = h bereits auf ganz
B(0,3/2) gilt. Damit ist durch f(z) = 2/(2 + z) die einzige holomorphe Funktion
mit den gewiinschten Eigenschaften gegeben.

(b) Das Maximumsprinzip fiir holomorphe Funktionen f : G — C auf einem be-
schrinkten Gebiet G C C mit stetiger Fortsetzung auf G U 0G besagt, dass f sein
(striktes) Betragsmaximum am Rand annimmt oder andernfalls konstant ist. Wir
unterscheiden nun zwei Fille, und setzen die Angaben in der Aufgabenstellung als
bekannt voraus. Falls f(c) = 0, dann haben wir bereits eine Nullstelle von f gefun-
den. Sei also f(c) # 0 vorausgesetzt. Angenommen, f hat keine Nullstelle in B(c, ).
Dann ist g := 1/f auf ganz B(c,r) wohldefiniert und eine holomorphe Funktion.
Zudem erlaubt g nach Voraussetzung, dass min{|f(z)||z € 0B(c,7)} > |f(c)] > 0
eine stetige Fortsetzung auf B(c,r) UJdB(c,r). Nach dem Maximumsprinzip nimmt
nun g sein striktes Maximum am Rand an, da f(c¢) > min{|f(z)||z € 0B(c,r)} be-
reits impliziert, dass g = 1/ f nicht konstant ist. Nun gilt max |g(z)||z € 0B(¢, 1)} =
1/min{|f(2)||z € 0B(c,7)} < 1/|f(c)| im Widerspruch zum Maximumsprinzip.
Damit ist die Annahme, f hétte keine Nullstelle in B(c,r), falsch und es gibt ein
z € B(e,r), sodass f(z) = 0. O

Aufgabe 105 (F13T2A1) (a) Gesucht sind alle (a,b) € R? mit der Eigenschaft,
dass u: R? = R, (z,y) — 2% + 2axy + by? den Realteil einer holomorphen Funktion
auf C erklirt. Da R? ein einfach zusammenhingendes Gebiet im R? ist, wird durch u

der Realteil einer holomorphen Funktion erklart, wenn u harmonisch ist, d.h., wenn
Au(z,y) = 0 auf R? Es gilt

Au(z,y) =24+20=0<b=—1. (1205)

Der Parameter a € R unterliegt keiner Einschriankung. Damit finden wir die Menge
M aller (a,b) € R? mit den beschriebenen Eigenschaften als {(a, —1)|a € R}.

(b) Gesucht ist nun der dazugehérige Imaginérteil v : R? — R, (z,y) — v(x,y) aller
holomorphen Funktionen, deren Realteil u ist. Zunéchst gilt d,u(x,y) = 2z + 2ay
und d,u(x,y) = 2ax — 2y. Mittels Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen finden
wir

v(z,y) —v(0,y) = —/ (2ax — 2y)dx = —ax® + 2z (1206)
0

y
v(0,y) —v(0,0) = / 2aydy = ay®. (1207)
0
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Indem wir ¢ = v(0,0) € R definieren, finden wir, dass sich der gesuchte Imaginérteil
v als

v(z,y) = —ax® + 2yxr + ay® + ¢ (1208)
angeben lasst, wobei a durch die Wahl von u festgelegt und ¢ € R beliebig ist. [

Aufgabe 106 (H19T1A1) (a) Zu berechnen sind zwei Kurvenintegrale.
e [Integral 1: Wir sollen das Integral

cos(2? +1)
I = / ———=dz 1209
9B(20,19) z? — 2019 ( )

berechnen, wobei 0B(20,19) einmal im mathematisch positiven Sinne durch-

laufen wird. Zunichst gilt 22 —2019 = (2++/2019)(z —/2019), sodass lediglich

V2019 € B(20,19), dem von 0B(20,19) berandeten Gebiet liegt. Zudem gilt

++/2019 §Z 0B(20,19). Mittels Partialbruchzerlegung finden wir
cos(z? 4+ 1) cos(z +1)
——————=dz —

2\/ 2019 0B(20,19) 2 — V 2019 2\/ 2019 8B(20,19) 2 + V 2019
Das zweite Integral ist ein Integral iiber eine auf B(20,20) 2 B(20,19) holo-

morphe Funktion. Nach dem Integralsatz von Cauchy verschwindet es also. Das
erste Integral konnen wir mittels der Integralformel von Cauchy umschreiben,

cos(z2 +1)

2\/20_1/88(2019 z — /2019
_ i {L/ cos(z2+1)dz
V2019 [ 2mi 8B(20,19) 2 — V2019
i
V2019

wobei die Cauchysche Integralformel im zweiten Schritt eingesetzt wurde.

(1210)

dz

c0s(2020),

e Integral 2: Wir sollen das Integral

B sin(z)
/= /613(0,2) (z—1)° (1211)

berechnen, wobei 0B(0,2) wiederum einmal und mathematisch positiv durch-
laufen wird. Es ist sin : C — C, z — sin(z) eine ganze Funktion und insbeson-
dere sin(1) # 0. Wir wenden die allgemeine Cauchysche Integralformel an, um
das obenstehende Integral umzuschreiben

7 :/ 81n(z)3dz
oB(02) (2 — 1)
172! sin(z)
== | = d
1

_ dsin(2)].,

N 2

—sin(1)
5
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(b) Gegeben sei nun der Weg v : [0,27] — C,t + cos(exp(it))?. Es gilt zum einen
~v(0) = cos(1) = v(27), sodass 7 geschlossen ist, zum anderen ist 7 stetig differen-
zierbar und es gilt v/(t) = —2sin(exp(it)) cos(exp(it))iexp(it) # 0 fir t € [0, 27],
sodass v eine C''-Kurve ist. Wir sollen die Windungszahl berechnen, n = n(7,0). Es
gilt

1 dz
n=—|[—
2mi ), 2
i /27r sin(exp(it)) cos(exp(it)) exp(it) gt
oS, cos(exp(it))?

= _?1/0 7Ttan(exp(it)) exp(it)dt

= i/ tan(z)dz
T JoB(0,1)

:0’

nach dem Integralsatz von Cauchy, denn z +— tan(z) ist holomorph auf B(0,7/2)

>
B(0,1). O

Aufgabe 107 (HO2T1A1) Seip > 0, G == {z|[2| < 1+p}und f: G - C
holomorph mit | f(exp(if))| < ¢ fir € [0,27] und es habe f eine einfache Nullstelle
bei z = 0. Zudem sei f(z) # 0 fir alle z € G\ {0}. Wir zeigen, dass es ein ¢; € C
mit |c;| = ¢ gibt, sodass f(2) = ¢;2. Da G 2 E, wo E die offene Einheitskreisscheibe
bezeichnet, ist f|g stetig und auf E holomorph. Setze nun g := ¢! f|g, denn ¢ > 0
wie aus der Voraussetzung folgt. Dann ist auch g auf E stetig fortsetzbar und nach
dem Maximumsprinzip fiir holomorphe Funktionen auf beschrinkten Gebieten gilt
lg(2)| < 1 auf E, denn andernfalls wire g und damit f(oc g) konstant auf E. Letzteres
geht nicht, denn f(0) =0 # ¢ = | f(1)], also f(1) # 0. Damit sehen wir, dass g : E —
E,z + ¢ ! f(z). Wir schreiben nun g(z) = zh(z) mit einer G' holomorphen und auf
E nullstellenfreien Funktion . Da h nullstellenfrei ist, liefert das Minimumsprinzip
fiir holomorphe Funktionen, dass h konstant auf E ist. Zusammen mit |g(z)| = 1 fiir
z € OF erhalten wir also h(z) = d mit C 3 d : |d| = 1. Somit ist f(z) = cg(z) =
(cd)z =: ¢;z und ¢; € C mit der Eigenschaft, dass |¢;| = c. O

Aufgabe 108 (H10T2A2) Sei E die offene Einheitskreisscheibe und f: E — C
holomorph und mit der Eigenschaft, dass | f(0)| < 1 und |f(z)| < 1 auf E. Wir zeigen,
dass sogar |f(z)| < 1 gilt. Falls f konstant ist, folgt die Behauptung aus f(z) = f(0)
fir alle z € E und |f(0)] < 1 laut Voraussetzung. Sei also f nicht-konstant. Da E
ein Gebiet ist, ist nach dem Satz von der Gebietstreue fiir das nicht-konstante f
f(E) C C ein Gebiet, also insbesondere offen. Bislang wissen wir f(E) C EDamit
kann es kein z € E geben, sodass |f(z)| = 1, d.h., f(z) € OE. Also ist f(E) C E und
damit |f(2)| < 1 fiir alle z € E. O
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Aufgabe 109 (F13T3A2) (a) Sei z = z +i4y € C mit z,y € R. Wir zeigen
|sin(z)| > 1/2(exp(|y|) — exp(—|y|)). Bekanntlich ist

1

sin(z e — e ) = !
2z

e Vel — Ve 1212
2

Bilden des Betrags auf beiden Seiten liefert dann

: _ 1 —y i —ix
|sin(2)| = 2—2,(6 Vet — eYe ")
= 2 |(ebe — eve )

> 5 |[e7ve] - [ere|

(1213)

lexp(—y) — exp(y)|
(

1/2(exp(y) —exp(~y)) ¥y >0
1/2(exp(—y) —exp(y)) y <0

(eXp(hA)-—eXp(—WyD)

wobei fiir die Ungleichung > die umgekehrte Dreiecksungleichung fiir den Absolut-
betrag auf C bemiiht wurde.

(b) Sei nun fir alle n € N f,, : C — C definiert durch f,(z) = sin(nz)/n. Wir
sollen die Menge M derjenigen z € C bestimmen, fiir die (f,,(2))nen konvergiert. Sei
zunéchst z = x + iy die Zerlegung von z in Real- und Imaginérteil.

e Fall 1: y=0. Dann ist z = x € R. Es gilt |sin(X)| <1 fiir alle X € R. Somit
konnen wir fiir beliebiges z = x € R abschétzen 0 > |f,.(2)| = |sin(nz)/n| <
1/n. Da (1/n),en eine Nullfolge ist, liefert das Quetschlemma, dass f,(z) — 0
wenn n — 0o. Insbesondere finden wir R C M.

e Fall 2: y # 0. Dann ist k = |y| > 0. Es gilt nun fiir beliebiges aber festes n € N
und z = x + iy € C mit y # 0, dass

sin(nz)| _ exp(nk) — exp(—kn)
- (2)] = > . 1214
Fu()] = 222 = (1214)

Sei nun N := [1/(2x)In(2)]. Dann gilt fiir alle n > N, dass
exp(nk) — exp(—kn) - exp(kn) (1215)

2n - 4n

Da aber nach L’Hopital fiir die glatte Funktion h : RT — R, x — exp(kx)/(4z)
gilt lim, ., h(z) = oo, finden wir, dass exp(kn)/(4n) — oo wenn n — oo.
Damit ist (|f,(2)|)nen und somit auch (f,,(2))nen. Also ist z € M. Damit gilt
wegen Beliebigkeit von z € C mit §[z] # 0, dass M CC\ (C\R) =

Insgesamt haben wir somit M = R C C nachgewiesen. Fiir z € M ist dann f : M —
C, z — 0 die Grenzfunktion, 0 = f(z) = lim, s fu(2). O
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Aufgabe 110 (HO0T1A5) (a) Wahr. Sei g : R — C die Einschrankung der kom-
plexen Sinusfunktion auf die reelle Achse. Jede Nullstelle von g ist somit auch eine
Nullstelle der komplexen Sinusfunktion. Wir zeigen, dass die komplexe Sinusfunk-
tion keine weitere Nullstelle hat. Angenommen, 2z = = + iy mit y # 0 ist eine wei-
tere Nullstelle der komplexen Sinusfunktion. Andererseits ist |sin(z)| > (exp(|y|) —
exp(—|y|))/2 nach der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir alle z = z + iy € R
und somit muss 0 = exp(|y|) — exp(—|y|) fir eine Nullstelle z = = + iy mit y # 0
der komplexen Sinusfunktion gelten. Das ldsst sich in 1 = exp(2|y|) umformen. Da
exp : R — R* bijektiv ist und exp(0) = 1 gilt, finden wir somit 2|y| = 0, also y = 0
im Widerspruch zu y # 0 nach der Annahme, dass z ¢ R Nullstelle der komplexen
Sinusfunktion ist. Somit hat die komplexe Sinusfunktion auflerhalb der reellen Ach-
se keine Nullstellen und die Nullstellenmenge der komplexen Sinusfunktion stimmt
mit der Nullstellenmenge ihrer Einschréinkung auf die reelle Achse iiberein, wobei
die Nullstellenmengen jeweils als Teilmengen von C verstanden werden.

(b) Falsch. Die Funktion f : C — C, exp(z)—1 ist holomorph und hat eine Nullstelle
der Ordnung 1 bei z = 0, denn f(z = 0) = 0 aber f’(2) = exp(z), also f'(0) =1 # 0.
Damit gibt es eine Funktion h : C — C, z — h(z), die die holomorphe Fortsetzung
von (exp(z) — 1)/z auf ganz C (von C \ {0} aus) ist. Da B;(0) C C liefert der
Residuensatz, dass |, 9B:(0) (exp(z) — 1)/zdz = 0, denn die Singularitét der Integran-
denfunktion bei z = 0 ist hebbar, da die Integrandenfunktion durch A holomorph
auf C fortsetzbar ist.

(¢) Wahr. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass exp : C — C* holomorph auf ganz
C und nullstellenfrei ist. Damit ist die Funktion h: C — C, z — f(z)/exp(z) wohl-
definiert und ganz. Nach Voraussetzung an f : C — C gilt |g(z)| < |¢] fiir ein ¢ € C.
Damit ist g eine ganze und beschrankte Funktion, nach dem Satz von Liouville also
konstant. Sei also ¢ € C dergestalt, dass g(z) = ¢ fiir alle z € C. Nach Einsetzen der
Definition von g folgt f(z) = cexp(z) fiir alle z € C. O

Aufgabe 111 (HO2T2A1) (a) Falsch. Gébe es eine solche holomorphe Funktion
f, so lieBe sie sich in einer gegebenenfalls kleineren offenen Umgebung von 0 als
gleichméBig konvergente Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0 darstellen. Fiir die
Koeffizienten a,, der Potenz 2" in der Potenzreihenentwicklung gilt laut Vorlesung
an, = f™(0)/n! fiir alle n € Ny. Andererseits ist |a,| = |f™(0)/n!| > (n!)?/n! = n!
fiir alle n € N. Zudem ist V/n! — 0o wenn n — oo, sodass die Formel von Hadamard
fiir den Konvergenzradius p der Potenzreihenentwicklung von f liefert, dass p = 0.
Damit gibt es insbesondere keine offene Umgebung der 0 in der sich f als Potenzreihe
darstellen lasst. Widerspruch! Eine holomorphe Funktion f mit den gewiinschten
Eigenschaften kann es somit nicht geben.

(b) Falsch. Angenommen, es géibe eine ganze Funktion f mit der beschriebenen
Eigenschaft. Dann ist f nicht-konstant. Nach dem kleinen Satz von Picard ist aber
das Bild von C unter einer nicht-konstanten, ganzen Funktion f ganz C oder C\ {p}
mit einem p € C. Da aber 0, —i ¢ f(C) trifft keiner der beiden Fille zu. Widerspruch!
Eine Funktion f, wie beschrieben, kann es somit nicht geben.

(c) Richtig. Sei f : C — C eine ganze Funktion mit der Eigenschaft, dass R[f](z) =
(3[f](2))? fiir alle z € C. Dann ist R[f](z) > 0 fiir alle 2 € C. Wir betrachten
h : C — C definiert durch h(z) = exp(—f(z)). h ist eine ganze Funktion. Ferner ist
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0 < |h(2)| < exp(—=R[f](2)) < 1, da x — exp(—z) auf R streng monoton fallend
und positiv und durch 1 = exp(0) nach oben beschriankt ist. Zusammenfassend
ist h als ganze und beschrinkte Funktion nach dem Satz von Liouville konstant,
d.h., h(C) = {p} mit einem p € C. Das Bild von C unter h ist somit insbesondere
kein Gebiet. Angenommen, f ist nicht konstant. Dann ist nach dem Satz von der
Gebietstreue f(C) = G’ C C ein nicht-leeres Gebiet. Da exp : C — C* holomorph
ist, ist auch h(G’) = G C C ein Gebiet. Zusammenfassend ergibt sich also h(C) = G,
wo G Gebiet ist. Das ist aber ein Widerspruch zur vorherigen Feststellung, dass
h(C) = {p} kein Gebiet ist. Also war die Annahme, f wére nicht-konstant falsch.
Somit ist f konstant, wie behauptet. 0
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