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1 Gruppentheorie

1.1 Grundlagen der Gruppentheorie

Definition (Gruppe & Kommutativitédt) Eine nicht-leere Menge G heifit Grup-
pe, falls eine Verkniipfung - : G x G — G mit den folgenden Eigenschaften existiert:
(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h., g-(h-k) = (g-h) -k fir alle g, h, k € G, (2)
es gibt ein Neutralelement e € G mit g-e = g = e- g fiir alle g € G und (3) jedes Ele-
ment besitzt ein Inverses, d.h., fiir alle g € G gibt esein h € Gmit g-h=h-g =e.
Gilt zudem fiir alle g,h € G, dass g-h = h- g, so heifit die Verkniipfung kommutativ
und die Gruppe G abelsche Gruppe.

Definition (Untergruppe) Sei G eine Gruppe, U C G. U heifit Untergruppe,
wenn gilt (1) e € U, (2) u-v € U fiir alle u,v € U und (3) v~ € U fiir alle v € U,
wobei v™! das Inverse von v in G ist. Im Zeichen schreibt man U < G.

Definition (Gruppenhomomorphismus & Kern) Seien G, H Gruppen. Eine
Abbildung ¢ : G — H heifit Gruppenhomomorphismus, falls fiir alle g, h € G jeweils
&(g-ch)=¢(g) -u &(h) gilt, wobei ¢, -i die jeweiligen Verkniipfungen auf G' bzw.
H sind. Der Kern des Homomorphismus ist ker¢ = {g € G : ¢(g) = ey}

Definition (Erzeugte Gruppe & Zyklische Gruppe) Sei G eine Gruppe und
S C @G nichtleer. Wir bezeichnen mit (S) die kleinste Untergruppe von G bzgl.
der Inklusion, die S enthélt. Sie heifit die von S erzeugte Untergruppe. Fiir eine
einelementige Menge S = {g} schreiben wir (g) = {¢"|m € Z) und nennen die in
diesem Fall resultierende Untergruppe zyklisch.

Definition (Ordnung) Sei G eine Gruppe. Die Ordnung eines Elements g € G
ist definiert als ord(g) = [(g)|. Die Gruppenordnung der Gruppe G ist |G].

Proposition (Charakterisierung der Ordnung) Sei G eine Gruppe mit Neu-
tralelement e und sei g € G. Die folgenden Aussagen sind jeweils dquivalent.

(1) Fiur endliche Ordnungen: (i) n = ord(g), (ii) n ist die minimale natiirliche Zahl
mit ¢" = e, (iii) ¢" = eg < n|m und (iv) (g) ~ Z/nZ.

(2) Fiir unendliche Ordnung: (i) ord(g) = oo, (ii) fiir alle m € Nist ¢ # e, (g) ~ Z.

Proposition (Kleiner Satz von Fermat) Sei G eine endliche Gruppe und g €
G. Dann gilt ¢/¢ = e.



Rezept (Euler-®-Funktion) Die Anzahl der Elemente der Ordnung d in einer
zyklischen Gruppe endlicher Ordnung n kann mithilfe der Euler-®-Funktion be-
stimmt werden. Diese ist definiert als ®(d) = [{m € Njm < d,ggT(d,m) = 1}|.
Falls d|n, gibt es genau ®(d) Elemente der Ordnung d in G. Eine effektive Berech-
nung ist mithilfe der folgenden Identitdten moglich: (i) Sind [, m € N teilerfremd, so
gilt ®(1-m) = ®(I) - ®(m). Fiir eine Primzahl p und m € N ist ®(p™) = (p—1)p™ !

Definition (Linksnebenklasse & Reprisentanten) Sei G eine Gruppe und
U < G. Eine Linksnebenklasse von U in G ist dann eine Menge der Form gU =
{gulu € U}, wobei das Element g € G als Reprdsentant der Nebenklasse bezeichnet
wird.

Proposition (Charakterisierung von Linksnebenklassen) Folgende Aussa-
gen sind dquivalent:

(1) gU = nU

(2) gUNKU # 0
(3) g 6 hU
(4)

Definition (Index) Bezeichne die Menge der Linksnebenklassen einer Unter-
gruppe U von einer Gruppe G als G/U. Der Index von U in G ist definiert als
(G:U)=1|G/U|.

Satz (Satz von Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe und U < G. Dann ist
1G] = (G- U)|U].

Definition (Normalteiler) Sei G eine Gruppe und N < G. N heifit Normalteiler
von G, im Zeichen, N < G, wenn eine der folgenden, dquivalenten Bedingungen
erfiillt ist:

(1) gN = Ng fir alle g € G

(2) gNg=! = N fiir alle g € G

(3) gNg~! C N fiir alle g € G.

Proposition (Hilfreiches iiber Normalteiler) (1) Jede Untergruppe vom In-
dex 2 ist ein Normalteiler.

(2) Normalteiler sind genau die Kerne von Homomorphismen. Ist ¢ : G — H
ein Gruppenhomomorphismus, so gilt ker ¢ < . Umgekehrt ist jeder Normaltei-
ler N < G Kern des Kanonischen Epimorphismus ©: G — G/N,g — gN.

Definition (Faktorgruppe) Sei G eine Gruppe, N < G. Mit der Verkniipfung
-¢/n : G/N xG/N — G/N,(gN,hN) = (gN) -¢/n (hN) = (9 ¢ h)N wird G/N zu
einer Gruppe, der sogenannten Fuaktorgruppe.



Satz (Homomorphiesatz) Seien G, H Gruppen, sowie N < G ein Normalteiler.
Ist ¢ : G — H ein Homomorphismus mit N C ker ¢. Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Homomorphismus ¢ : G/N — H, sodass ¢ om = ¢, wobei 7 der
kanonische Epimorphismus 7 : G — G//N ist und sodass gilt (1) ¢ ist injektiv genau
dann wenn ker¢ = N und (2) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn ¢ surjektiv ist.

Insbesondere induziert ¢ einen Isomorphismus ¢ : G/ ker ¢ ~ G.

Satz (Isomorphiesitze) Sei G eine Gruppe.

(1) Ist U € G Untergruppe, N < G ein Normalteiler, so ist das Komplexprodukt
UN C G eine Untergruppe, N < UN und UNN < U und es gilt U/(UN N) ~
UN/N.

(2) Sind N,M <G und N C M C G, so gilt auch N < M und M/N < G/N sowie
(G/N)/(M/N) ~G/M.

Satz (Elementarteilersatz) Sei G eine endliche erzeugte abelsche Gruppe. Dann
gibt es eindeutig bestimmte Zahlen r,s € N sowie €;..., € N mit €]...|e; und
G762 & ..07L[eZ &L Die €, ..., €5 heien Elementarteiler von G. r heift
Rang von G.

Satz (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen) Sei G eine end-
lich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es eindeutig bestimmte r, s € N sowie
nicht notwendigerweise verschiedene Primzahlen pq,...,ps und nq,....,ny € N mit

GeZ/pV'Z& .. 8L/ p»Z L.

Proposition (Niitzliches iiber Gruppen von Primzahl-(quadrat-)Ordnung)
Sei G eine Gruppe, p eine Primzahl.

(1) Ist |G| = p, so ist G zyklisch.

(2) Ist |G| = p?, so ist G abelsch.

1.2 Gruppenoperationen

Definition (Gruppenoperation) Sei G eine Gruppe und X eine beliebige Men-
ge. Eine Gruppenoperation von G auf X ist eine Abbildung - : G x X — X, sodass
fir g,h € G die Gleichungen e -z =zVr € X und g- (h-2) = (g-¢h) - zVr € X
erfiillt sind.Dabei bezeichnet e das Neutralelement von G.

Proposition (Zusammenhang Homorphismen und Gruppenoperation) Sei
G eine Gruppe, X eine Menge.

(1) Ist - : Gx X — X eine Gruppenoperation, so ist die Abbildung G — Per(X), g —
T, mit 7, : X — X, 2 — ¢ - 2 ein Gruppenhomomorphismus.

(2) Sei umgekehrt ¢ : G — Per(X) ein Gruppenhomomorphismus. Dann definiert
G x X — X, (g9,2) = ¢(g9)(z) eine Gruppenoperation.

Definition (Bahnen und Stabilisator) Sei G eine Gruppe, X eine beliebige
Menge und - : G x X — X eine Gruppenoperation.



(1) Die Bahn eines Elements z € X ist die Menge G(z) = {g - z|g € G} C X.
(2) Der Stabilisator von = € X ist die Menge G, = {g € G|lg -z =z} C G. Es gilt
sogar G, < G.

Proposition (Zerlegungseigenschaft) Die Menge aller Bahnen einer Gruppen-
operation - : G x X — X einer Gruppe G auf einer Menge X bilden einer Zer-
legung von X, d.h., gegeben zwei Bahnen G(z),G(y) fir z,y € X, gilt entweder
G(z) NG(y) = 0 oder G(z) = G(y) und die Vereinigung aller Bahnen ist ganz X.

Definition (Transitive Gruppenoperation) Sei G Gruppe, X Menge und - :
G x X — X Gruppenoperation. Gibt es ein a € X, sodass G(a) = X, heifit die
Operation transitiv.

Lemma (Berechnung der Bahnléinge) Sei G eine Gruppe und X eine beliebige,
aber endliche Menge. Dann gilt |G(z)| = (G : G,). Im Falle, dass auch G eine
endliche Gruppe ist, sind die Bahnlédngen insbesondere Teiler der Gruppenordnung.

Definition (Fixpunkt) Sei G Gruppe, X Menge und - : G x X — X eine
Gruppenoperation. Unter einem Fizpunkt der Operation versteht man ein x € X,
sodass g - ¢ = z fiir alle g € G gilt. Anders formuliert sind Fixpunkte also gerade
diejenigen Elemente aus X, deren Bahnen die Lange 1 haben.

Satz (Bahnengleichung) Sei G eine Gruppe, die auf einer endlichen Menge X
operiert. Sei weiter R ein Repréisentantensystem der Menge aller Bahnen der Lénge
> 1 und F' die Menge aller Fixpunkte der Operation. Dann gilt

X = [F|+ 3G G, (1)

zER

die sogenannte Bahnengleichung.

Proposition (Operation durch Konjugation) G x G — G, (g,h) — ghg™*
definiert eine Gruppenoperation der Gruppe G auf sich selbst, die sogenannte Ope-
ration durch Konjugation.

Definition (Zentrum & Zentralisator) Operiere eine Gruppe G auf sich selbst
durch Konjugation.

(1) Die Menge Z(G) = {g € G|gh = hg¥h € G} heiit Zentrum von G. Es ist eine
abelsche Untergruppe der i.A. nicht-abelschen Gruppe G und ein Normalteiler von
G. Es besteht aus den Fixpunkten der Operation durch Konjugation.

(2) Die Menge C'(h) fiir beliebiges h € G ist definiert als C'(h) = {g € G|ghg™ = h}
und besteht aus all denjenigen Elementen aus G, die mit A kommutieren. Dies ist
der Stabilisator des Elements h unter der Operation durch Konjugation.



Satz (Klassengleichung) Sei G eine endliche Gruppe, die auf sich selbst durch
Konjugation operiert. Sei R ein Représentantensystem der Bahnen der Léange > 1
der Operation. Dann gilt

Gl =12(G)| +)_(G: C(h)), (2)

heR

die sogenannte Klassengleichung.

Lemma (Auflésbarkeit von p-Gruppen) Sei G eine p-Gruppe fiir eine Prim-
zahl p, d.h., es gibt ein n € N, sodass |G| = p™. Dann ist das Zentrum vom G
nicht-trivial, also |Z(G)| > 1. Insbesondere sind p-Gruppen auflésbar.

1.3 Direkte und semidirekte Produkte

Definition (Komplexprodukt) Sei G eine Gruppe und N, M < G. Das Kom-
plexprodukt N M ist definiert als die Menge NM = {nm € G|n € N,m € M}.

Lemma (Bijektion und Komplexprodukt) Sei G eine Gruppe, N,M < G,
sodass G = NM, NN M = {e} gelten. Dann ist o : G — N x M,nm + (n,m) eine
(wohldefinierte) Bijektion.

Definition (Direktes Produkt) Sei G Gruppe, N,M < G und NN M = {e}.
Dann ist NM = {nm|n € N,m € M} mit der von G geerbten Verkniipfung eine
Untergruppe von G, das sogenannte innere direkte Produkt.

Lemma (Homomorphismus und direktes Produkt) Seien in der Situation
der obigen Definition N, M dergestalt, dass NM = G. Dann ist ¢ : G — N X
M, nm — (n,m) Bijektion und Gruppenhomomorphismus. Anders formuliert ist das
innere direkte Produkt von zwei Normalteilern isomorph zu ihrem dufleren direkten
Produkt.

Definition (Inneres Semidirektes Produkt) Seien N, M Untergruppen von
G, sodass N < (G. Dann heifit NM das innere semidirekte Produkt von N und M
und es gilt NM < G.

Definition (AuBleres Semidirektes Produkt) Seien N, M Gruppen, ¢ : M —
Aut(N) ein Homomorphismus. Dann wird N x M mit der Verkniipfung (nq,m;) *
(na, mg) = (n1¢(mq)(na), mims) zu einer Gruppe. Diese heifit duferes semidirektes
Produkt von N und M und wird als N x4 M notiert.

Satz (Klassifikation von inneren direkten bzw. semidirekten Produkten)
Sei G eine Gruppe, N, M < G.

(1) Ist G inneres direktes Produkt von N und M, d.h., gilt NN M <G, G = NM
und NN M = {e}, soist G~ N x M.

(2) Ist G inneres semidirektes Produkt von N und M, d.h.,ist N I G, G = NM



und N N M = {e}, so ist G isomorph zu N x4 M, wobei ¢ : M — Aut(N) gegeben
ist durch m — {n — mnm='}.

Proposition (Koinzidenz von direktem und semidirekten Produkt) Seien
N, M Gruppen und N abelsch. Das semidirekte Produkt N x, M ist genau dann
abelsch, wenn M abelsch ist und der Homomorphismus ¢ : M — Aut(N) trivial ist,
d.h., ¢(m) = idy fiir alle m € M. In diesem Falle gilt N x4y M = N x M.

Proposition (Niitzliche Identititen zum Rechnen) Sei G = (g) eine zykli-
sche Gruppe der Ordnung n.

(1) Ist H eine weitere Gruppe und h € H ein Element, sodass ord(h)|ord(g) = n, so
existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus ¢ : G — H mit ¢(g) = h.

(2) Die Abbildung (Z/nZ)* — Aut(G),7 — {g — ¢"} ist ein Isomorphismus.

Rezept (Konstruktion nicht-abelscher Gruppen) Ziel ist es, eine nicht-abelsche
Gruppe der Ordnung n zu konstruieren.

(1) Finde Zahlen I, m, sodass n = Im und ggT(®(m),l) > 1.

(2) Sind wir in der Lage, einen nicht-trivialen Homomorphismus ¢ : Z/IZ —
Aut(Z/mZ) zu finden, so liefert die vorangegangene Proposition, dass Z/mZxsZ/lZ
eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung ml = n ist. Dazu gehen wir wie folgt vor:

e Da Aut(Z/mZ) ~ (Z/mZ)* und letztere Gruppe oftmals zyklisch ist, finden
wir aufgrund der Anforderung an [, nicht-trivialer Teiler von ®(m) zu sein, ein
a € Aut(Z/mZ) mit einer Ordnung, die [ teilt.

e Der erste Teil der Proposition erlaubt es nun, einen Homomorphismus 1 :
ZJ17 — Aut(Z/mZ) anzugeben, sodass ¢ (1) = a fiir das a aus dem voran-
gegangenen Schritt. Der Homomorphismus ist ferner genau dann nichttrivial,
wenn a # id. Die Proposition iiber die Koinzidenz von direktem und semidi-
rekten Produkt liefert nun, dass das dazugehorige duflere semidirekte Produkt
nicht-abelsch ist.

1.4 Sylowséitze und ihre Anwendungen

Definition (p-Gruppe & p-Sylowgruppe) Sei G eine endliche Gruppe der Ord-
nung |G| = p"m mit r,m € N und p einer Primzahl mit p fm. Eine p-Untergruppe
ist eine Untergruppe, deren Ordnung eine p-Potenz ist. Eine p-Sylowgruppe von G ist
eine maximale p-Untergruppe von G, d.h., eine Untergruppe, deren Ordnung gleich
p" ist.

Satz (0O-ter Sylowsatz) Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und p* eine
p-Potenz, sodass p*||G|. Dann gibt es eine Untergruppe U von G, sodass |U| = p*.

Satz (Sylowsitze) Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = p"m mit
r,m € N und einer Primzahl p mit der Eigenschaft, dass p fm. Dann gilt:
(1) Jede p-Untergruppe von G liegt in einer p-Sylowgruppe von G.



(2) Sind P und P’ zwei p-Sylowgruppen, so existiert ein ¢ € G mit P = gP'g™*,
d.h., je zwei p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert.
(3) Fiir die Anzahl v, der p-Sylowgruppen von G gilt v,|m und v, = 1 mod(p).

Proposition (Normalteiler und Sylowsitze) Sei G eine Gruppe und P eine
p-Sylowgruppe von G. P < GG genau dann, wenn v, = 1.

Definition (Einfache Gruppe) FEine Gruppe G heifit einfach, wenn sie neben
den trivialen Normalteilern {e} und G keine weiteren Normalteiler besitzt, d.h., es
gibt kein N < G, sodass {e} C N C G und N < G.

Rezept (Finden von Normalteilern durch Elemente zidhlen) Sei G eine
Gruppe. Ziel ist es, zu zeigen, dass es einen Primfaktor p der Ordnung von G gibt,
sodass die zugehorige p-Sylowgruppe ein Normalteiler ist.

(1) Betrachte einen Primteiler p von |G|, der nur einmal in der Primfaktorzerlegung
von |G| vorkommt und sei v, die Anzahl der p-Sylowgruppen. Da p eine Primzahl ist,
sind laut dem Satz von Lagrange alle Elemente aufler dem Neutralelement Erzeuger
der p-Sylowgruppe. Das bedeutet, dass zwei verschiedene p-Sylowgruppen nur das
Neutralelement gemeinsam haben konnen. Die Anzahl der Elemente der Ordnung p
ist also v, - (p — 1).

(2) Verfahre ebenso mit den anderen Primteilern.

(3) Tritt ein Primfaktor ¢ mehrfach in der Primfaktorzerlegung von |G| auf, so stellt
es sich als deutlich schwieriger heraus, die Anzahl der verschiedenen Elemente in
der g-Sylowgruppe zu bestimmen. Immerhin kann man aber die Elementezahl der
g-Sylowgruppe einmal addieren, weil aufgrund der Teilerfremdheit von p und ¢ die
Elemente der ¢-Sylowgruppe in keiner der oben gezéhlten p-Sylowgruppe enthalten
sind. Hierbei vermeide man tunlichst Mehrfachzédhlungen des Neutralelements.

(4) Berechne schliefilich die Gesamtzahl. Ist diese echt grofler als |G|, so muss eine
der Anzahlen bereits 1 sein und die zugehorige Sylowgruppe ist ein Normalteiler von
G, was im Widerspruch zur Annahme, G sei einfach, steht.

Der dritte Schritt kann selbstverstandlich iibersprungen werden, falls bereits vorher
die Ordnung von G iiberschritten worden ist.

Rezept (Finden von Normalteilern durch Operation) Sei G eine Gruppe
und p ein Primteiler der Gruppenordnung. Wir setzen voraus, dass bereits bekannt
ist, dass v, € {1, ¢} fiir ein ¢ € N.

(1) Annahme: v, = ¢. Andernfalls wire die einzige p-Sylowgruppe ein Normalteiler
und wir wiren bereits fertig. Bezeichne die Menge der p-Sylowgruppen mit Syl,,.
(2) Betrachte die Operation von G auf Syl, gegeben durch - : (g, P) — gPg™", sowie
den daraus nach dem Korrespondenzsatz zwischen Homomorphismen und Grup-
penoperationen den #quivalenten Homomorphismus ¢ : G — Per(Syl,), g + 7, mit
74(P) = gPg".

(3) Der Kern dieses Homomorphismus ist stets ein Normalteiler. Um zu beweisen,
dass dieser nichttrivial ist, fithrt man zwei Widerspruchsbeweise: Wére ker ¢ = {e},
so wire [im¢| = |G| und somit miisste |G||[Per(Syl,)| = ¢!. Mit Gliick stimmt das
nicht. Wire ker ¢ = G, so wiire 7, = id fiir alle g € G. Damit folgt aber gPg~' = P

7



und die p-Sylowgruppe ist somit ein Normalteiler von G. Das bedeutet aber, dass
v, = 1 im Widerspruch zu v, # 1.

Lemma (Mi#chtigkeit semidirekter Produkte) Sei N < G und M < G mit
NNM = {e} und MN = G. Dann gilt |[M N| = |M||N]|.

Rezept (Isomorphie-Typ mittels Sylowsitze) Sei G eine endliche Gruppe,
sodass die Primfaktorzerlegung von |G| hochstens Quadrate (aber keine hohere Po-
tenzen) enthélt. Oft funktioniert Folgendes:

(1) Zeige, dass alle Sylowuntergruppen Normalteiler sind.

(2) Zeige, dass G das innere direkte Produkt seiner Sylowuntergruppen ist (bilde
hierzu ggf. schrittweise das innere direkte Produkt).

(3) Da das innere direkte Produkt stets isomorph zum &uBeren direkten Produkt
ist, lasst sich G als dufleres direktes Produkt seiner Sylowuntergruppen schreiben.
(4) Eine Gruppe der Ordnung p? ist entweder isomorph zu Z/p*Z oder zu Z/pZ x
Z/pZ. Fine Gruppe der Ordnung p ist isomorph zu Z/pZ. Wende dies zusammen mit
dem Chinesischen Restsatz sukzessive an, um die gewiinschte Liste zu fabrizieren.

Rezept (Isomorphie-Typ mittels Sylowsétze und semidirekter Produkte)
Sei G eine Gruppe.

(1) Verwende die Sylowsétze, um die Anzahlen der jeweiligen Sylowgruppen von
G einzugrenzen. Optimalerweise ist dann eine Sylowgruppe oder ein Produkt von
Sylowgruppen ein Normalteiler N von G und N abelsch und von bekanntem Iso-
morphietyp, da z.B. die Ordnung von N eine Primzahl ist.

(2) In aller Regel wird es nun eine Sylowgruppe P von G geben, die G = NP und
N N P = {e} aus Ordnungsgriinden erfiillt, von der man aber nicht wei}, ob sie ein
Normalteiler ist. Dann ist G’ zumindest isomorph zu P x4 P mit einem Homomor-
phismus ¢ : P — Aut(N).

(3) Kann man ausschliefien, dass es einen nicht-trivialen Homomorphismus ¢ : P —
Aut(N) gibt, sodass G ~ P x N. Dazu kann man meist eine der beiden gleichwer-
tigen Vorgehensweisen befolgen: (a) Ist a € P, dann muss ord(¢(a))|ord(a). Sind
|P| und |Aut(N)] teilerfremd, so muss ¢(a) = idy sein. Da a beliebig gewéhlt war,
folgt ¢(a) = idy fiir alle @ € P und somit ist ¢ trivial. (b) ¢(P) < Aut(N), sodass
|o(P)|||Aut(N)|. Laut Homomorphiesatz ist ebenfalls P/ker¢ ~ Aut(N), sodass
lo(P)|||P]. Ist ggT(|P],|Aut(N)|) = 1, so bleibt nur ¢(P) = {idy}, d.h., ¢ ist

trivial.

1.5 Auflésbare Gruppen

Definition (Auflésbarkeit) Eine Gruppe G heifit auflosbar, falls G eine abelsche
Normalreihe besitzt, d.h., es gibt ein r € Ny und eine Kette von Untergruppen
G; C G der Form {e} = Gy < G; < ... < G, = G, mit der Eigenschaft, dass
G;/Gi_1 fiir 1 € {1,...,r} jeweils eine abeslche Gruppe ist.

Lemma (Auflésbarkeit abelscher Gruppen) Abelsche Gruppe sind auflosbar.
p-Gruppen ebenfalls.



Satz (Notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Auflésbarkeit) Sei
G eine Gruppe, N < G. G ist auflosbar genau dann wenn N und G/N auflosbar
sind.

Definition (Radikalerweiterung) Eine Korpererweiterung L|K heifit Radika-
lerweiterung, wenn es ein r € Ny gibt und eine Kette von Korpererweiterungen
L =K, D# .. D# K; D# Ky = K gibt, wobei fiir i € {1,...,r} gilt K; = K;_1(a)
mit a; € Lund o € K;_ fiir ein e; > 2. Ist K} mit 0 < k < r der Zerfallungskorper
eines Polynoms f € K|z, so sind alle Nullstellen des Polynoms durch geschachtelte
Wurzeln darstelbbar und wir nennen f durch Radikale auflosbar.

Satz (Notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Radikalerweiterun-
gen) Sei K ein Korper mit der Charakteristik 0. f € K[z] ist genau dann durch
Radikale auflosbar, wenn seine Galoisgruppe Gal(f) = Gal(L|K) auflosbar ist, wo
L der Zerfallungskorper von f ist-

Lemma (Allgemeine Lésungsformel fiir Polynome vom Grad > 5) Es gibt
keine allgemeine Losungsformel fiir Polynome vom Grad > 5.

Rezept (Auflésbarkeit und Sylowsitze) Sei G eine endliche Gruppe.

(1) Finde mithilfe der Sylowsétze einen Normalteiler N von G und zeige, dass dieser
auflosbar ist. Das ist bspw. der Fall, wenn N Primzahl- oder Primzahlquadratord-
nung hat, da dann N zyklisch bzw. abelsch, somit auflésbar, ist.

(2) Berechne die Ordnung der Faktorgruppe G/N mit dem Satz von Lagrange. Ggf.
reicht dies wie bei (1) bereits, um zu zeigen, dass die Faktorgruppe auflosbar ist.
Sonst starte mit G/N anstelle von G bei (1).

(3) Das notwendige und hinreichende Kriterium fiir die Auflésbarkeit von Gruppen
liefert dann die Auflésbarkeit der Gruppe G.

1.6 Symmetrische Gruppen

Definition (Permutationsgruppe & Symmetrische Gruppe) Sei X eine be-
liebige Menge und Per(X') die Gruppe der bijektiven Abbildungen X — X, versehen
mit dem Komposition als Verkniipfung. Fiir den Fall, dass X = {1,2,...,n} fiir ein
n € N, nennen wir Per(X) die symmetrische Gruppe und bezeichnen sie mit S,,.

Satz (Satz von Cayley) Jede Gruppe der Ordnung n ist zu einer Untergruppe
von S, isomorph.

Definition (Triger & Disjunktheit) Sei n € N und o € S,. Dann heifit
supp(o) = {k € {1,...,n}o(k) # k} der Triger von o. Zwei Permutationen
0,7 € S, heilen disjunkt, falls supp(o) Nsupp(7) = 0.

Lemma (Kommutativitit) Seien 0,7 € S,, zwei Permutationen mit disjunkten
Tragern. Dann kommutieren o, 7, d.h., coT =7To00.



Lemma (Anzahl von k-Zykeln) Sein € Nund £ € N mit & < n. Dann gibt es
n

genau (k — 1)! ( I > k-Zykel in der S,,.

Proposition (Ordnungen in der symmetrischen Gruppe) Seien n,r € N,
2<k<nsowie 2 <kq,.. k. <n.

(1) Jeder k-Zykel in S, hat die Ordnung k.

(2) Sind o7, ..., 0, € S,, disjunkte k;-Zykel fiir 1 < ¢ < r, so hat das Produkt o;0...00,
die Ordnung kgV (k1, ..., k).

Proposition (Rechnen mit dem Signum) Fiir den Signumshomomorphismus
sgn : S, — {£1} gilt die folgende Charakterisierung: Sein € N, 2 < k < n.

(1) Jede Permutation in S, lasst sich als Produkt disjunkter Zykel darstellen.

(2) Ist 0 € S, ein k-Zykel, so gilt fiir diesen sgn(o) = (—1)*1.

Lemma (Konjugation in der symmetrischen Gruppe) Seien 0,7 € S,, und
7 ein Zykel, 7 = (a, b, ...). dann gilt o(a,b,...)o~ = (a(a), (D), ...).

Definition (Alternierende Gruppe) Der Kern des Signumshomomorphismus
ist die alternierende Gruppe, A, < S, fir alle n > 1.

Lemma (Einfachheit von A,) Fir n < 4 ist A, auflosbar, fir n > 5 ist A,
einfach.

Definition (Zerlegungstyp) Seio € S, und 0 = 0y o ...0, eine Darstellung von
o als Produkt disjunkter Zykel o; der Lange k; mit 2 < k; < ... < k,.. Das r-Tupel
(k1 ..., ky) heift Zerlegungstyp von o.

Lemma (Zerlegungstyp und Konjugation) Zwei Permutationen sind genau
dann konjugiert zueinander wenn sie den gleichen Zerlegungstyp besitzen.

Definition (Diedergruppe) Die Diedergruppe D,, ist die Symmetriegruppe des
ebenen, regelméafligen n-Ecks fiir n > 2.

Satz (Klassifikation der Diedergruppe) Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Dann
gibt es bis auf Isomorphie genau eine Gruppe G mit den folgenden Eigenschaften:
(1) |G| = 2n.

(2) Es gibt Elemente 0,7 € G mit ord(c) = n und ord(7) = 2, fiir die o7 = 70"}
gilt.

(3) G = (o,7).

Diese Gruppe ist gerade die oben definierte Diedergruppe D,,.

Lemma (Kleinsche Vierergruppe) Fiir n = 2 schreibt man Dy = V, und

bezeichnet Vj als Kleinsche Vierergruppe. Fiir diese gilt V, < Ay und Vy = Z/27 %
Z/27, sie ist also insbesondere abelsch.
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2 Ringtheorie

2.1 Ringe und Ideale

Definition (Ring) Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + : R X
R— Rund -: R x R — R, sodass

(1) (R, +) eine kommutative Gruppe ist,

(2) (R,-) ein kommutatives Monoid ist,

(3) das Distributivgesetz gilt, d.h., fiir alle r, s,¢ € R die Gleichung (r+ s)t = rt + st
erfiillt ist.

Das Neutralelement von (R, +) heifit 0, das Neutralelement von (R, -) heifit 1.

Definition (Teilring) Ist R ein Ring, so heifit eine Teilmenge S C R Teilring
von R, wenn 1 € S, a—b&€ S und ab € S fiir beliebige a,b € S.

Definition (Einheit, Nullteiler, Integritédtsbereich, Korper) Sei R ein Ring.
(1) Ein Element r € R heifit Finheit, falls es ein s € R gibt, sodass rs = 1. Die
Menge aller Einheiten von R notiert man als R* und nennt sie die Einheitengruppe
von R.

(2) Ein Element r € R heifit Nullteiler, falls es ein s € R\ {0} gibt, sodass rs = 0.
Es heifit nilpotent, falls es ein n € N gibt, sodass r™ = 0.

(3) Ist O der einzige Nullteiler in R, so heiit R Integrititsbereich. Aquivalent dazu
ist, dass fiir Elemente r, s € R mit rs = 0 bereits r = 0 oder s = 0 gilt.

(4) Ein Ring R heiit Kdrper, falls gilt R* = R\ {0}.

Rezept (Endliche Integritéitsbereiche) Ist R ein endlicher Integritétsbereich,
so ist R bereits Korper. Hierzu gibt es zwei Standardargumente:

(1) Sei a € R ein Element mit a # 0. Betrachte die Abbildung 7, : R — R,7
ar, welche infolge der Integritédtsbereichseigenschaft bereits injektiv ist. Da 7, eine
Abbildung zwischen endlichen und gleichméchtigen Mengen ist, muss sie bijektiv
sein. Insbesondere hat also 1 ein eindeutiges Urbild b € R, d.h., 1 = 7,(b) = ab.

(2) Sei @ € R mit a # 0. Da R endlich ist, kénnen die Potenzen von a nicht
alle verschieden sein, sodass es n,m € N gibt, mit n < m und a" = a. Also
a"(1 —a™ ™) = 0. Da R ein Integritdtsbereich ist, gilt 1 —a™ ™ = 0 oder a" = 0.
Im ersten Fall ist a eine Einheit, wie gewiinscht. Im zweiten Fall zeigt man mittels
Induktion, dass a = 0 ist.

Definition (Primelement, irreduzibles Element) Sei R ein Integritétsbereich,
p € Rmit p#0und p & R*.

(1) p heiBt Primelement, falls fir z,y € R die Implikation p|(xy) = plx oder ply
erfiillt ist.

(2) p heifit irreduzibles Element, falls fiir x,y € R die Implikation p = zy = = € R*
oder y € R* erfiillt ist.

Definition (Ideal, Hauptideal) Sei R ein Ring. Eine Menge I C R heif}t Ideal,
falls (1) 0 € I, (2) ar € I und (3) a+ b € [ fiir alle r € R, a,b € I. Ein Ideal I der
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Form I = (a) = {ar|r € R} fiir ein a € R heiBt Hauptideal. Sei S = {ay,...,a,} C
R eine r-elementige Menge an Ringelementen, die paarweise verschieden sind und
ungleich 0. Dann ist (aq, ..., a,) = {aim1 +.... +a,r.|r1, ..., € R} das von S erzeugte
Ideal.

Definition (Primideal, maximales Ideal) Sei R ein Ring.

(1) Ein Ideal p € R heiit Primideal, falls fir z,y € R die Implikationzy € p = x € p
oder y € p.

(2) Ein Ideal m C R heifit mazimales Ideal, falls fiir jedes Ideal I C R die Implikation
m C I C R bereits folgt I = m oder I = R.

Satz (Niitzliches iiber Faktorringe) Sei R ein Ring.

(1) Ein Ideal p C R ist genau dann prim, wenn R/p ein Integritétsbereich ist.

(2) Ein Ideal m C R ist genau dann maximal, wenn R/m ein Korper ist. Insbesondere
ist jedes maximale Ideal auch prim, denn jeder Korper ist ein Integritétsbereich.

Lemma (Einheitengruppen des Produktrings) (1) Sei R ein Ring. Zusam-
men mit der Multiplikation auf R, bilden die invertierbaren Elemente von R eine
Gruppe, die sogenannte Finheitengruppe R*.

(2) Sei S ein weiterer Ring, dann gilt (R x S)* = R* x S*.

Satz (Einheitengruppen der Restklassenringe) Sei n € N und p einer Prim-
zahl.

(1) (Z/nZ)* ist eine Gruppe der Ordnung ®(n), wo ® die Eulersche ®-Funktion
bezeichnet.

(2) Ist p ungerade, so gilt (Z/p"Z)* ~Z/(p"(p — 1)Z).

(3) Fiir n > 2 ist (Z/2"Z)% ~ Z,/2Z x Z/2"*Z.

Definition (Normabbildung) Sei d € Z eine quadratfreie Zahl und R = Z[/d).
Die Normabbildung ist dann definiert als N : R — Z, a + bv/d — a® — b2d.

Lemma (Eigenschaften der Normabbildung) (1) Die Normabbildung ist mul-
tiplikativ, d.h., N(rs) = N(r)N(s).
(2) Die Normabbildung bildet Einheiten auf Einheiten ab.

Rezept (Verwendung der Normabbildung) Gegeben sei ein Ring R = Z[/d],
wobei d € Z quadratfrei sei.

(1) Definiere die Normabbildung N : R — Z durch N(a + bV/d) = a* — db®. Falls
d < 0, hat diese die Darstellung N(z) = zZz, woran die Multiplikatvitdt direkt abge-
lesen werden kann.

(1) Die Normabbildung hat die niitzliche Eigenschaft, dass z € R* genau dann,
wenn N(z) € Z* = {£1}.

(3) Die Einheiten z = a + bv/d in R sind genau die Losungen der Gleichung
N(z) = #+1. Um die sogenannte Pell-Fermat-Gleichung a* — b*d = n zu lésen,
verwendet man meist eine der folgenden beiden Strategien: (i) Im falle, dass d < 0,
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muss die rechte Seite positiv sein. Wir behandeln den Fall n = 1: Angenommen,
b # 0, dann gilt b¥*> > 1. Dies fiihrt auf die Ungleichung 1 = a? — b?°d > a® — d.
Falls d < —2 ist dies bereits ein Widerspruch, sodass b = 0. Fiir d = —1 hat man
zusétzlich die Moglichkeiten b € {£1}. Man betrachtet nun den Fall b = 0. (ii) Man
reduziere die Gleichung modulo einer geeigneten Primzahl und schliefle Existenz von
Losungen # +1 aus.

(4) Auch im Zusammenhang mit irreduziblen Elementen ist die Normfunktion niitzlich.
Denn es ist N(z) = N(x)N(y) fir z = xy. Falls N(z) eine Primzahl ist, folgt be-
reits, dass z irreduzibel ist. In allen anderen Fillen macht man die Annahme, dass
z,y & R*. Also gilt N(z) # £1 # N(y). Man iiberpriift nun wie in in (3), ob die
Pell-Fermat Gleichung losbar ist.

(5) In Euklidischen Ringen ist jedes irreduzible Element auch ein Primelement. Da-
her kann das Vorgehen aus (4) dort fiir den Nachweis der Primelementeigenschaft
herangezogen werden. Umgekehrt zeigt man, dass ein Ring nicht faktoriell ist, indem
man ein irreduzibles Element findet, das nicht prim ist.

Definition (H6henfunktion, Hauptidealring, faktorieller Ring, euklidischer
Ring) Sei R ein Integritédtsbereich.

(1) Gibt es eine Abbildung |.| : R\ {0} — N, sodass es fiir beliebige z,y € R mit
y # 0 stets ¢,7 € Rmit = qy + r und |r| < |y| oder » = 0 gibt, so heifit R
euklidischer Ring. Die Abbildung |.| wird als Héhenfunktion bezeichnet.

(2) Falls jedes Ideal I C R ein Hauptideal ist, wird R als Hauptidealring bezeichnet.
(3) Lasst sich jedes a € R mit a # 0 und a # R* bis auf Assoziiertheit und Reihen-
folge als Produkt irreduzibler Elemente schreiben, so ist R ein faktorieller Ring.

Satz (Relationen zwischen den Ringtypen) (1) Jeder euklidische Ring ist ein
Hauptidealring.

(2) Jeder Hauptidealring ist ein faktorieller Ring.

(3) Ist K ein Korper, so ist K[z] ein Hauptidealring.

(4) Ist A ein faktorieller Ring, so ist A[z] auch ein faktorieller Ring.

(5) In einem Hauptidealring ist jedes Primideal auch maximales Ideal.

Proposition (Irreduzibilitit und Primelemente in faktoriellen Ringen)
Sei R ein faktorieller Ring und p € R\ {0} keine Einheit. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(1) p ist ein Primelement.

(2) p ist ein irreduzibles Element.

(3) (p) ist ein Primideal von R.

2.2 Rechnen in Restklassenringen

Definition (Faktorring) Sei R ein Ring, I C R Ideal. Mittels der Verkniipfungen
+: R/ I xR/I - R/I,(x+1,y+1I)— (x+y)+Iund - : R/I x R/I —
R/I,(x+1,y+1I) — (x-y)+I wird R/I zu einem Ring, dem sogenannten Faktorring.
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Rezept (Erweiterter euklidischer Algorithmus) Sei R ein euklidischer Ring
mit Hohenfunktion |.| : R\ {0} — N. Der euklidische Algorithmus ist ein Verfahren,
mit dem der grofite gemeinsame Teiler d zweier Elemente a,b € R sowie Elemente
x,y € R mit ax + by = d bestimmt werden konnen.

(1) Starte mit den folgenden beiden Zeilen

1{— a 1 0

- b 0 1° (3)
(2) Dividiere nun in jedem Schritt a;_; durch a; mit Rest, d.h., finde r, g, sodass
ag—1 = qray + 1, und |ry| < |ag| und fiithre die beiden Zeile aus dem Schritt (1) wie

folgt weiter:

kE—1]|qp Ap—1 Tk—1 Yk—1
k qx ag T Yk : (4)
E+1|q+1 T =ak—1 — @ar Th—1 — QTk Yk—1 — Yk

(3) Die letzten beiden Zeilen werden folgendermafien aussehen.

=1 @1 a1 x—1 Y1
Il 0 - - (5)

Setze dann d = ;1 und x = x;_1 und y = y;_1. Das Verfahren kann bereits trunkiert
werden, wenn in der Zeile eine Einheit steht.

Rezept (Berechnung von Inversen) Sei R eine euklidischer Ring und (p) C R
ein Ideal. Wir berechnen das multiplikative Inverse von ¢ € R in R/(p).

(1) Bestimme mittels euklidischem Algorithmus z,y € R, sodass xp + yq = 1.

(2) Modulo (p) resultiert (y+ (p))(g+ (p)) = 1+ (p), weswegen y+(p) = (¢+(p)) ™"

Satz (Homomorphiesatz fiir Ringe) Sei ¢ : R — S ein Homomorphismus von
Ringen, I C R ein Ideal mit ker¢ C [I. Dann gibt es einen eindeutig bestimm-
ten Ringhomomorphismus ¢ : R/I — S, sodass ¢ o 7 = ¢ mit dem kanonischen
Ringepimorphismus 7 : R — R/I. Ferner ist der Homomorphismus ¢ genau dann
injektiv wenn ker ¢ = I und genau dann surjektiv, wenn ¢ surjektiv ist. Insbesondere
induziert ¢ einen Isomorphismus von Ringen R/ ker ¢ ~ im¢.

Satz (Korrespondenzsatz fiir Ringe) Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und
7m: R — R/I der knaonische Epimorphismus. Dann sind durch

{J C R|J1deal, I C J} = {J C R/I|J Ideal} (6)
J s J=7(J) (7)
J=aJ)+J (8)

zueinander inverse Bijektionen gegeben. Es werden ferner Primideale auf Primideale
abgebildet.
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2.3 Chinesischer Restsatz und simultane Kongruenzen

Definition (Relativ prime Ideale) Sei R ein Ring und I,J C R Ideale. Gilt
I+ J = R, sonennt man (I, J) ein Paar koprimer bzw. relativ primer Ideale.

Satz (Allgemeiner chinesischer Restsatz) Sei R ein Ring, I4,...,I, C R eine
endliche Anzahl paarweise relativ primer Ideale. Dann ist die Abbildung

H:R/ﬁ],-%R/Il X .. X R/, (9)

=1

at+ (Vi @+, .oa+1,) (10)

i=1

ein Isomorphismus von Ringen.

Lemma (Lemma von Bézout) Seien a,b € Z. Dann gibt es z,y € Z, sodass
zra + yb = ggT(a,b).

Satz (Chinesischer Restsatz in Z) Seien ny,...,n; € Z paarweise teilerfremd
und definiere n = [[}_, n;. Dann ist die Abbildung

I:Z/nZ — Z)nZ X ... X Z/nyZ (11)
a+nZvw— (a+mZ,..,a+ nyZ) (12)

ein Isomorphismus von Ringen.

Rezept (Losung simultaner Kongruenzen — Strategie 1) Gegeben sei ein
System simultaner Kongruenzen a = a; mod(a;) fiir ¢ € {1,...,1}.

(1) Stelle sicher, dass die n; teilerfremd sind.

(2) Lose zunichst die ersten beiden Kongruenzen. Da nq, ny teilerfremd sind, gibt
es nach Bézout z,y € Z, sodass xn; + yny = 1. Diese Zahlen kénnen mittels Eukli-
dischem Algorithmus bestimmt werden. Sei nun Il : Z/(nyn2)Z — Z/mZ x Z/nZ
der Isomorphismus aus dem chinesischen Restsatz. Dann gilt II(zn;) = (0,1) und
H(yny) = (1,0). Damit findet man (ajyny + azazng) = (a;,az). Setze nun z =
a1Yyno + asxny.

(3) Gehe nun induktiv vor. Eine Losung z,,_1 der ersten m — 1 Kongruenzen sei
bereits konstruiert. Setze M = Hy:ll n;. Dann sind M, n,, teilerfremd und eines
Losung z,, des Systems z,, = z,,_1 mod(M) und z,, = a,, mod(n,,) kann dann iiber
das Verfahren aus Schritt (2) bestimmt werden. Da n;|M fiir 1 < i < m — 1, ist
dann z,, = z,_1 = a; mod(n;). Insgesamt erhalten wir so, dass z,, eine Losung der
ersten m Kongruenzen ist.

(4) Probe: Uberpriife, dass a = z eine Losung der urspriinglichen Systems ist.

Rezept (Losung simultaner Kongruenzen — Strategie 2) Gegeben sei ein
System simultaner Kongruenzen a = a; mod(n;) fir i € {1, ...,[}.
(1) Stelle sicher, dass die n; paarweise teilerfremd sind.
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(2) Setze nf :=[]" n;.

J=1j#i
(3) Berechne fiir jedes der n’; ein Inverses m; modulo n;.
(4) Setze a = ', a;nym; und verifiziere, dass a das Kongruenzensystem tatssichlich
16st.
Die explizite Umkehrabbildung zum Isomorphismus aus dem Chinesischen Restsatz
ist dann

I Z/mZx ... x ZjnZ — Z) | [ niZ, (13)
=1

gegeben durch I17Y(ay, ..., a;) = 2221 anim;.

2.4 Quadrate und Legendre-Symbole

Satz (Anzahl Quadrate in Einheitengruppen von und endlichen Kérpern
selbst) Sei ¢ = p™ fiir ein n € N und eine Primzahl p. (1) Der Homomorphismus
7:F; — F ist ein Gruppenhomomorphismus und wir nennen Q = im7 die Menge
der Quadrate (ungleich Null). Es gilt |Q| = |F,/{1}| = ¢ — 1 fiir p = 2 und |Q] =
[Fx/{1,-1}| = (¢ — 1)/2 falls p ungerade ist.

(2) Falls nach der Anzahl der Quadrate in ganz F, gefragt ist, muss man die 0 noch
dazuzéahlen.

Definition (Quadratischer Rest, quadratischer Nicht-Rest) Eine Zahl a €
Z heilt quadratischer Rest modulo p, falls es ein x € Z gibt, sodass 22 = a mod(p).
Andernfalls heiit a quadratischer Nicht-Rest modulo p.

Definition (Legendre-Symbol) Fiir eine Primzahl p € Z ist das Legendre-
Symbol definiert als

¢ -1 2? #Z amod(p) . (14)

1 22 =amod(p),a # 0mod(p)
(_) 0 a = 0mod(p)

Proposition (Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol) Sei p eine ungerade
Primzahl und a,b € Z. Es gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) a = bmod(p) = ( > = <§)

2) (5> = 4" mod(p).

o (2)- () ()

Satz (Quadratisches Reziprozititsgesetz) Seien p # ¢ ungerade Primzahlen.

Dann gilt
()= ()
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Proposition (Erginzungssitze) Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

(1) = oy = 2 2=ty a8

(2)=yfe = 1) petimeds o

Rezept (Berechnung von Legendre-Symbolen) Sei p eine Primzahl und n €
Z.

(1) Zerlege n in Primfaktoren, d.h., finde eine Darstellung n = £ [[\*, ¢* mit Prim-
zahlen ¢; und natiirlichen Zahlen v;.

(2) Nach den Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol ist dann

(5)-GHue) ®

Hierbei reicht es, die Exponenten v; modulo 2 zu reduzieren, denn gerade Exponen-
ten liefern (£1)? = 1 und somit keinen Beitrag, der das Ergebnis dndert.

(3) Die einzelnen Faktoren berechnet man nun unter Verwendung des quadratischen
Reziprozititsgesetzes und anschlieBender Reduktion des vormaligen Nenners mittels
der Kiirzungsregel fiir das Legendre-Symbol, die in den Rechenregeln (1) aufgelistet
wurde. Fithrt man das lange genug durch, kann man schlielich die Ergénzungssétze
anwenden oder aber Rechenregel (2).

Rezept (Nicht-Losbarkeit quadratischer Gleichungen) Eine hiufige An-
wendung des Legendre-Symbols besteht darin, die Existenz einer ganzzahligen Losung
einer Gleichung der Form 2 4+ ny* = a fiir gewisse Zahlen n,a € Z, k € Ny auszu-
schlieen. Dazu geht man folgendermafien vor:

(1) Wéhle einen Primteiler p von n und reduziere die obenstehende Gleichung mo-
dulo p. Dann erhilt man 2? = amod(p), d.h., a ist ein quadratischer Rest modulo
.

(2) Berechne das Legendre-Symbol <%> Ist das Ergebnis —1, so hat man den
gewiinschten Widerspruch und es kann keine ganzzahlige Losung geben.

2.5 Irreduzibilitit von Polynomen

Proposition (Irreduzibilititskriterium fiir Polynome kleinen Grads) Sei
K [x] der Polynomring iiber einem Korper K. Ist f ein Polynom aus K[z| mit Grad
2 oder 3, so ist f irreduzibel dann und nur dann, wenn f keine Nullstellen in K hat.

Proposition (Rationale Nullstellen) Sei f =Y ,_,axz" € Z[z|. Dann gilt fiir
jede vollstéindig gekiirzte Nullstelle p/q € Q, dass ¢la, und p|ay.

Satz (Lemma von Gauss) Sei R ein Ring und K sein Quotientenkorper.
(1) Jedes nicht-konstante Polynom f € Rz], das in R[z| irreduzibel ist, ist auch in
K |[z] irreduzibel.

(2) Ist f primitiv, so ist f genau dann irreduzibel, wenn es in K[z] irreduzibel ist.
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Proposition (Zerlegung normierter Polynome iiber faktoriellen Ringen)
Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K und seien f, g, h € K[z] nor-
mierte Polynome mit f = gh. Ist f € R[z|, dann gilt auch g, h € R[z].

Lemma (Multivariater Polynomring) Ist R faktorieller Ring, so auch R|z,y],
was als bivariater bzw. allgemeiner multivariater Polynomring bezeichnet wird.

Satz (Eisensteinkriterium) Sei R ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkorper
und f = Y }_,axz" ein Polynom vom Grad > 0. Gibt es ein Primelement p € R
mit p fa,, pla; fiir i € {0,...,n — 1} und p? Jfag, so ist f irreduzibel iiber K|z].

Satz (Reduktionskriterium) Sei R ein faktorieller Ring, p € R ein Primele-
ment und f = >,_,arz® € R[z] ein Polynom, dessen Leitkoeffizient nicht von
p geteilt wird. Weiter sei @ : R — R/(p) der kanonische Epimorphismus. Ist
T(f) = Yop_om(ag)z”® irreduzibel in R/(p)[x], so ist f irreduzibel in K[z], wobei
K den Quotientenkorper von R bezeichnet.

Rezept (Irreduzibilitit mittels Koeffizientenvergleich) Sei f € Klz] ein
Polynom im Polynomring iiber einer Kérper K mit Grad > 4. Es geniigt nun nicht
mehr, die Nullstellenfreiheit von f iiber K nachzuweisen, da hier auch quadratische
Faktoren in Frage kommen konnen.

(1) Priife zuerst, ob f Nullstellen in K hat. Wenn ja, so ist das Polynom in K|x]
reduzibel, da man einen Linearfaktor abspalten kann. Eine Zerlegung findet man
explizit durch Ausklammern und Polynomdivision. Wenn nein, so enthélt eine Zer-
legung auf jeden Fall keinen Linearfaktor.

(2) Bestimme mittels Gradargumenten alle restlichen Moglichkeiten, welche Grade
Teiler von f haben konnen.

(3) Leite aus den Kombinationen von Schritt (2) Gleichungen fiir die Koeffizienten
der in Frage stehenden Polynome ab.

(4) Aus dem Gleichungssystem aus Schritt (3) ergibt sich optimalerweise ein Wider-
spruch, dass so eine Zerlegung nicht moglich ist oder aber man findet eine Zerlegung
fiir f. Ist die Zerlegung nicht moglich, dann ist f bereits irreduzibel.

3 Korpertheorie

3.1 Algebraische Korpererweiterungen

Definition (Korpererweiterung, Zwischenkérper) Eine Kdrpererweiterung
L|K ist ein Paar von Koérpern L bzw. K mit K C L. Ein Zwischenkdrper dieser
Erweiterung ist ein M mit K C M C L.

Definition (Grad einer Korpererweiterung, endliche Erweiterung) Sei
L|K eine Korpererweiterung.

(1) Die Dimension L bzw. K-Vektorraum wird Grad von L iiber K genannt und
mit [L : K] bezeichnet.
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(2) Falls [L : K] endlich ist bzw. unendlich ist, heiit L|K endliche bzw. unendliche
Korpererweiterung.

Satz (Gradformel) Sei L|K eine Korpererweiterung und M ein Zwischenkorper.
Dann gilt [L : K| = [L : M|[M : K]. Insbesondere ist L|K genau dann endlich,
wenn die Erweiterungen L|M und M|K beide endlich sind.

Definition (algebraisches Element, transzendentes Element, algebraische
Erweiterung) Sei L|K eine Korpererweiterung.

(1) Ein Element o € L heifit algebraisch iiber K, wenn es ein Polynom f € K|x]
gibt mit f(a) = 0 gibt. Andernfalls heifit « transzendent iiber K.

(2) Ist jedes Element aus L iiber K, so heifit L|K algebraische Korpererweiterung.

Proposition (Notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Algebraizitit)
Sei L|K eine Korpererweiterung und M ein Zwischenkorper. Ist oo € L algebraisch
tiber M und M|K algebraisch, so ist auch « algebraisch tiber K. Somit ist L|K
genau dann algebraisch, wenn L|M und M|K algebraisch ist.

Proposition (Zusammenhang zur Ringtheorie) Sei L|K eine Koérpererweiterung.
a € L ist algebraisch iiber K genau dann wenn der Einsetzungshomomorphismus
Yo : K|x] = L, f — f(«) nicht injektiv ist.

Definition (Minimalpolynom) In der Situation der obigen Proposition und un-
ter der zusétzlichen Forderung, dass das das Hauptideal ker ¢, erzeugende Element
[to,k Dormiert ist, bezeichnen wir p, i als Minimalpolynom von « iiber K.

Lemma (Niitzliche Eigenschaft des Minimalpolynoms) Sei L|K eine Korpererweiterung
und « € L algebraisch {iber K mit Minimalpolynom fi, . Fiir alle ¢ € K[z] mit
der Eigenschaft g(a) = 0 gilt pia. x|g-

Proposition (Notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Minimalpo-
lynom) Sei L|K eine Korpererweiterung, o € L algebraisch iiber K und f € K|[z]
ein Polynom. Dann sind die folgenden Aussagen jeweils paarweise dquivalent:

(1) f ist das Minimalpolynom von a.

(2) f ist ein normiertes und irreduzibles Polynom mit der Eigenschaft f(«) = 0.

(3) f ist normiert und dasjenige Polynom minimales Grades, das f(«) = 0 erfiillt.
4) f 1st normiert und erzeugt den Kern des Einsetzungshomomorphismus ¢, :
K] —

Definition (Einfache Erweiterung) FEine Korpererweiterung L|K heifit einfach,
falls gilt L = K(a) mit einem o € L.
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Proposition (Niitzliches iiber Korpererweiterungen) Sei L|K eine Korpererweiterung.
Dann sind (1)-(3) jeweils gleichwertig.

(1) LK ist eine endliche Erweiterung.

(2) L|K ist endlich erzeugt und algebraisch.

(3) L wird tiber K von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugt.

(4) Es gilt: K(a) = K|a] falls o algebraisch iiber K.

(5) Es gilt [K(«) : K| = deg fta k-

Rezept (Berechnung von Korpererweiterung) Viele Aufgaben erfordern das
Berechnen von Graden von Kérperweiterungen. Hierzu gibt es die folgenden Metho-
den:

(1) Der Korpererweiterungsgrad [K(«) : K] mit einem iiber K algebraischen Ele-
ment entspricht dem Grad des Minimalpolynoms von « iiber K.

(2) Erweiterungsgrade der Form K[(«, ) : K] lassen sich gegebenenfalls schrittweise
bestimmen. Es ist [K(«) : K] = n,[K(f) : K] = m jeweils natiirlich und nach der
Gradformel gilt n, m|[K(«, 8) : K], sodass kgV(n,m) < [K(a, ) : K]|. Andererseits
ist das Minimalpolynom von g iiber K(«) ein Teiler vom Minimalpolynom von /3
tiber K. Damit ist [K(«, ) : K(«a)] < [K(B) : K|. Die Gradformel liefert nun die
Abschétzung [K(a, 5) : K| < nm.

(3) Sind n, m teilerfremd, so folgt bereits [K(a, ) : K| = nm. Andernfalls kann man
versuchen, das Minimalpolynom von « iiber K(f3) bzw. von § iiber K(«) genauer
zu bestimmen.

(4) Mochte man an einer gewissen Stelle Q(«) = L ausschliefien, d.h., [L : Q(«a)] =1
so bietet sich in ein Argument folgender Art an: Ist a € R, so gilt auch Q(«) C R.
Falls also L € R, hat man bereits den gewiinschten Widerspruch.

3.2 Normale und separable Erweiterungen

Satz (Algebraischer Abschluss) Sei K ein Korper. Dann gibt es K, sodass
K|K algebraische Korpererweiterung ist und jedes nicht-konstante Polynom aus
K|[z] iiber K in Linearfaktoren zerfillt. Dieser Kérper wird algebraischer Abschluss
von K genannt.

Definition (Zerfallungskorper) Sei K ein Korper und f € Klz] ein nicht-
konstantes Polynom. Ein Erweiterungskoérper L von K wird Zerfallungskorper von f
iiber K genannt, falls (1) f tiber L Linearfaktoren zerfillt, d.h., es gibt vy, ..., a, € L
und ¢ € K* mit

n

f=c]](xX-a) (19)

i=1

und (2) L iiber K von Nullstellen von f erzeugt wird.

Lemma (Form des Zerfillungskérpers) Sei K ein Kérper und K ein alge-
braischer Abschluss, f € K|x] nicht-konstantes Polynom. Seien aq, ..., a,, € K die
Nullstellen von f. Dann ist L = K(«q, ..., a,) der eindeutige Zerfiallungskorper von
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f iiber K in K. Verindert man den algebraischen Abschluss, dann erhilt man einen
zu L isomorphen neuen Zerféallungskorper des Polynoms.

Definition (Normale Erweiterung) Eine algebraische Erweiterung L|K heifit
normal, wenn sie eine der folgenden, dquivalenten Bedingungen erfiillt:

(1) Jedes irreduzibles Polynom aus Klz], das in L eine Nullstelle besitzt, zerfillt
iiber L bereits in Linearfaktoren.

(2) Es gibt ein nicht-konstantes Polynom f € K|[z], sodass L der Zerfallungskorper
von f iiber K ist.

(2) Fiir einen algebraischen Abschluss L von L gilt die Gleichung Homg (L, L) =
Autg (L), d.h., jeder K-Homomorphismus L — L beschriinkt sich zu einem K-
Automorphismus von L.

Lemma (Normalitit von Erweiterungen vom Grad 2) Sei L| K eine Koérperweiterung
mit [L : K] = 2. Dann ist L|K bereits normal.

Definition (Separabilitéit) Sei L|K eine Korpererweiterung.

(1) Ein nicht-konstantes Polynom f € K[z] heifit separabel, wenn f in einem alge-
braischen Abschluss K von K nur einfache Nullstellen hat.

(2) Ein Element o € L heifit separabel, wenn « algebraisch iiber K ist und sein
Minimalpolynom iiber K separabel im Sinne von Teil (1) ist.

(3) Die gesamte Korpererweiterung L|K heifit separabel, wenn jedes a € L separabel
iiber K ist.

Definition (Formale Ableitung) Sei f =Y _,axz* € K[z]. Die formale Ab-
leitung von f, bezeichnet als f', ist das Polynom f' = ZZ: Y

Lemma (Separabilititskriterien) Sei K ein Korper.

(1) Ein Element o € K ist genau dann mehrfache Nullstelle eines Polynoms f €
K[z], wenn f(a) =0= f'(«a).

(2) Ein nicht-konstantes Polynom f € KJz| ist genau dann separabel wenn f und
f! teilerfremd sind.

(3) Ein irreduzibles Polynom ist genau dann separabel wenn f’ # 0.

Proposition (Separabke Erweiterungen) Jede algebraische Koérpererweiterung
eines Korpers der Charakteristik 0 und jede algebraische Erweiterung eines endlichen
Korpers ist separabel.

Definition (Vollkommene Korper) Ein Korper K, fiir den jede Korpererweiterung
L|K separabel ist, heiBBt vollkommener oder perfekter Korper.

Proposition (Separabilitit und Zwischenkorper) Eine Korpererweiterung
L|K ist genau dann separabel, wenn fiir jeden Zwischenkorper M der Erweiterung
gilt, dass M|K und L|M separable Erweiterungen sind.
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Satz (Satz vom primitiven Element) Sei L|K eine endliche und separable

Korpererweiterung. Dann existiert ein sogenanntes primitives Element o € L, sodass
L=K(a).

Rezept (Bestimmung eines primitiven Elements) Der Beweis des Satzes
liefert fiir eine Korperweiterung der Form L = K(f,v) den Ansatz o = b + ¢,
wobei b, c € K*, sodass K(a) = K(,). Bisweilen stellen sich aber andere Ansétze,
wie bspw., v = af als 6konomischer heraus.

Satz (Fortsetzungssatz) Sei L|K ein Korper, a € L mit Minimalpolynom f €
K[z] und ¢ : L — L’ ein Kérperhomomorphismus mit einem weiteren Korper L'
Dann gilt: (1) Ist 7 : K(a) — L’ eine Fortsetzung von o, d.h., 7|k = o, so ist
7(«) eine Nullstelle von f?. (2) Ist 5 € L' eine Nullstelle von f7, so gibt es einen
Homomorphismus 7 : K(«) — L' mit 7(a) = f und 7| = 0.

Definition (K-Homomorphismus, K-Automorphismus) In der Situation des
Fortsetzungssatzes bezeichnen wir Fortsetzungen der Identitdat idg : K — K als
K -Homomorphismus. Die Menge der K-Homomorphismen von L — L' wird als
Homg (L — L'). Entsprechend ist Auty (L — L) die Menge der K-Automorphismen,
also der bijektiven K-Homomorphismen von L nach L.

3.3 Einheitswurzeln

Definition (Einheitswurzeln) Sei K ein Korper und f,, :== X" —1 € K[X]. Die
Menge der Nullstellen bilden eine Gruppe in K, die wir mit p, (K) bezeichnen.

Proposition (Struktur der Gruppe der Einheitswurzeln) Sei n € N und
K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Dann ist p1,(K) eine zyklische Gruppe.
Falls char(K') fn, dann hat u,(K) die Ordnung n.

Definition (Primitive n-te Einheitswurzel) Ein Erzeuger von p,(K) heif}t
primitive n-te Finheitswurzel. Im Falle K = C kann man auf kanonische Weise eine
solche primitive n-te Einheitswurzel angeben, ndmlich (, = exp(27i/n).

Definition (Kreisteilungskorper, Kreisteilungspolynom) Q(u,(C)) = Q((,)
heifit n-ter Kreisteilungskorper oder zyklotomischer Kérper. Das Minimalpolynom
von (, heifit n-tes Kreisteilungspolynom und wird als ®,, notiert.

Satz (Uber Kreisteilungspolynome) Sein € N und ®, das n-te Kreisteilungs-
polynom.

(1) @, ist ein Polynom vom Grad Phi(n), wobei ® die Euler’sche ®-Funktion be-
zeichnet.

(2) Es gilt die Formel 2" — 1 =[], ®a.

(3) Fiir eine Primzahl p gilt &, = XP~' + XP2 + .. + X + 1.
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Satz (Galoistheorie der Kreisteilungskorper) Sein € Nund ¢, eine primitive
n-te Einheitswurzel. Dann ist Q(¢)|Q eine Galois-Erweiterung und die Abbildung
(Z/nZ)* — Gal(Q(¢n)|Q), 7+ {C, — ¢} ist ein Isomorphismus von Gruppen.

3.4 Galois-Theorie

Definition (Galois-Erweiterung, Galois-Gruppe) Sei L|K eine Korperweiterung,
die normal und separabel ist. Dann heifit L| K eine Galoiserweiterung oder galoissch.
Die Gruppe der K-Automorphismen Autg(L) heiit Galois-Gruppe und wird als
Gal(L|K) notiert.

Lemma (Ordnung der Galois-Gruppe und Erweiterungsgrad) Sei L|K ei-
ne endliche Galois-Erweiterung. Dann gilt |Gal(L|K)| = [L : K].

Definition (Fixkérper) Sei H < Gal(L|K) fiir eine Galois-Erweiterung L|K.
Dann heifit L := {a € L|o(a) = aVo € H} Fizkérper von H.

Lemma (Ordnung der Galois-Gruppe und Erweiterungsgrad Teil 2) Sei
LIK Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe Gal(L|K). Sei ferner H < Gal(L|K)
eine Untergruppe von endlichem Index. Dann gilt (Gal(L|K) : H) = [L* : K].

Satz (Hauptsatz der Galoistheorie) Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung
mit Galoisgruppe G = Gal(L|K). Dann sind durch

{U|U < G} — {M|M Zwischenkérper von L|K'}
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Hw L (20)

{M|M Zwischenkorper von L|K} — {U|U < G} (21)
M — Gal(L|M)

zueinander inverse, inklusionsumkehrende Bijektionen gegeben. Dabei ist L7 |K ge-
nau dann normal und damit galoissch, wenn H < G.

Proposition (Niitzliches iiber Galois-Erweiterungen I) Sei L|K eine endli-
che Galois-Erweiterung und E ein Zwischenkorper, sodass auch F|K galoissch ist.
Die Restriktion Gal(L|K) — Gal(E|K),o — o|g ist ein surjektiver Gruppenhomo-
morphismus mit Kern Gal(L|FE). Insbesondere gilt die Isomorphie von Gruppen:

_ Gal(L|K)

Gal(B|K) = G

(22)

Definition (Kompositum) Sei L| K eine Kérpererweiterung und E, E' seien zwei
Zwischenkorper. Das Kompositum ist definiert als £ - E' = E(F') = E'(E).
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Proposition (Niitzliches iiber Galois-Erweiterungen IT) Sei L|K eine Kérpererweiterung
und ferner E, F' zwei Zwischenkorper dieser Erweiterung, mit der Eigenschaft, dass

E|K und F'|K jeweils selbst endliche Galois-Erweiterungen sind. Dann gilt:

(1) Die Erweiterung E - E'| K ist endlich sowie galoissch und die Abbildung Gal(E -

F'|K) - Gal(E'|ENE'),0 — o|p ist ein Isomorphismus von Gruppen.

(2) Der Gruppenhomomorphismus

Gal(E - F'|K) — Gal(F|K) x Gal(E'|K) (23)

o= (olp,olp)
ist injektiv. Im Falle EN E’ = K handelt es sich bei dem obigen Gruppenmonomor-
phismus sogar um einen Gruppenisomorphismus.

Rezept (Isomorphie-Typ von Galois-Gruppen) Sei L|K eine endliche Galois-
Erweiterung. Will man den Isomorphietyp von Gal(L|K) bestimmen, so konnten
folgende Schritte hilfreich sein.

(1) Bestimme die Ordnung der Galois-Gruppe. Diese betrigt [L : K].

(2) Welche Gruppen der Ordnung [L : K] gibt es? Fiir kleine Ordnungen sind dies
nicht allzu viele.

(3) Uberpriife charakteristische Merkmale der Gruppen aus (2):

(i) Welche Elementordnungen sind moglich? Gibt es beispielsweise ein Element der
Ordnung [L : K] in Gal(L|K), so muss die Galois-Gruppe zyklisch sein.

(ii) Ist die Gruppe abelsch? Gibt es 0,7 € Gal(L|K), sodass o o T # T 0 g, so kann
die Galoisgruppe nicht abelsch sein.

(iii) Welche Normalteiler hat die Gruppe? In einer abelschen Gruppe ist jede Un-
tergruppe ein Normalteiler. Wire Gal(L|K') abelsch, dann miisste jede Zwischener-
weiterung normal sein.

(iv) Welche Untergruppenstruktur hat die Gruppe? Eine zyklische Gruppe hat bspw.
zu jedem Teiler d der Gruppenordnung genau eine Untergruppe vom Index d. Laut
Hauptsatz der Galoistheorie gibt es also genau einen Erweiterungskérper M mit
(M : K] = d, falls textGal(L|K) zyklisch ist.

Lemma (Galoisgruppe und Nullstellen von Polynomen) Sei L|K eine end-
liche Galoiserweiterung mit Galois-Gruppe G = Gal(L|K). Ferner sei f € K|[z] ein
nicht notwendigerweise irreduzibles Polynom mit der Eigenschaft, dass f eine Null-
stelle v in L hat. Fiir alle 0 € G gilt dann f(o(a)) = 0 = f(«). Umgekehrt gilt auch

fle™Ha)) = 0= f(a).

Rezept (Explizite Bestimmung von K-Automorphismen) Sei L|K eine
endliche Galois-Erweiterung und seien av, ..., o, € L dergestalt, dass L = K(ay, ..., a,).
Will man Gal(L|K) explizit bestimmen, kann man beispielsweise folgendermafen
vorgehen:

(1) Finde Polynome fi, .., f, mit moglichst kleinem Grad, die oy, ..., v, als Nullstel-
len haben.

(2) Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es ein f € L, sodass L = K(f),
sodass es geniigen wiirde, das Minimalpolynom von (£ zu bestimmen. Das gestaltet
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sich regelméfig als schwierig.

(3) Die Nullstellen von f; miissen fiir jedes 1 < i < n wieder auf Nullstellen des
Polynoms abgebildet werden. Dies liefert Bedingungen an die Bilder der oy, ..., a,
unter den K-Automoorphismen.

(4) Jede Relation zwischen den ay, ..., a;, kann weiterhelfen.

(5) Da «ay, ..., o, Erzeuger von L als K-Vektorraum sind, ist jedes o € Gal(L|K)
bereits durch o(ay), ..., 0(ay,) eindeutig festgelegt.

(6) Dann bleibt bspw. mittels Fortsetzungssatz zu begriinden, dass es zu den so-
eben erhaltenen Abbildungsvorschriften tatséchlich K-Homomorphismen L — L
und damit dann K-Automorphismen gibt.

Definition (Galoisgruppe eines Polynoms) Sei f € Klz| ein separables Po-
lynom iiber K und L sein Zerfallungskorper. Dann ist L|K ebenfalls eine Galoi-
serweiterung. im Die dazugehorige Galois-Gruppe wird auch als Gal(f) notiert und
Galoisgruppe von f genannt.

Satz (Gruppenmonomorphismus zwischen Galoisgruppen von Polynomen
und den symmetrischen Gruppen) Sei K ein Korper, f € K|x] ein separables
Polynom vom Grad n > 0 sowie L der Zerfallungskorper von f iiber K. Seien
ai, ..., € L die Nullstellen von f, so definiert Gal(L|K) — Per({ay,...,an}) ~
Sn,0 = 0l{a;,...an} €inen injektiven Gruppenhomomorphismus. Insbesondere lasst
sich Gal(L|K) als Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,, auffassen.

3.5 Endliche Koérper

Definition (Charakteristik) Sei R ein Ring mit 1 und ¢ : Z — R ein Ringho-
momorphismus gegeben durch n +— n - 1. Die Charakteristik von R ist definiert als
dasjenige n € Z mit ker ¢ = nZ und wir schreiben n = char(R). Im Falle, dass R
ein Integritétsbereich ist, ist n € P U {0}.

Satz (Existenz und Eindeutigkeit endlicher Kérper) (1) Ist p eine Primzahl,
n € N, so gibt es einen Korper der Ordnung p", der als F,,» bezeichnet wird.

(2) Ist K ein Korper der Ordnung |K| = ¢ und p = char(K), so gibt es ein n € N
mit ¢ = p” und K ~ [Fpn.

Proposition (Einheitengruppe) Sei p eine Primzahl und ¢ = p™ fiir ein n € N.
Dann ist F eine zyklische Gruppe der Ordnung ¢ — 1 = p" — 1.

Lemma (Zerfillungskérper-Eigenschaft) Sei P, = X?" — X € F,[X] fiir ein
n € N und eine Primzahl p. Dann ist Fy» der Zerfallungskérper von P, iiber [F, und
die Erweiterung I, |F,, ist galoissch.

Proposition (Frobenius-Homomorphismus) Sei p eine Primzahl und n € N.
Der Frobenius-Homomorphismus ist ein Kérper-Homomorphismus, gegeben durch
Fpn — Fpn,a — aP.
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Proposition (Freshman’s dream) Sei p eine Primzahl, n € N. Fiir alle r € N
gilt der sogenannte freshman’s dream, d.h., (a + b)P" = a? + b*" fiir beliebige a,b €
F .

Proposition (Erweiterungen endlicher Koérper) Es seien p eine Primzahl,
F, ein algebraischer Abschluss von F, und n,m € N. Dann gilt die Aquivalenz
Fym C Fyn < min. Ferner gilt fur die Erweiterung F» |F,, dass [F,» : F,] = n.

Definition (Primkorper) Sei K ein Korper und bezeichne 7 die Menge aller
Teilkorper von K. Dann heifit

Prim(K) = (] T (24)

TeT

der Primkdrper von K. Fiir beliebiges n € N und eine Primzahl p gilt also Prim(IF,») =
F,.
Satz (Galois-Theorie endlicher Korper) Sei K ein endlicher Korper, der als
Ring die Charakteristik p hat, wobei p eine Primzahl bezeichnet. Sei ferner L|K
eine endliche Korpererweiterung. Dann ist L| K eine Galois-Erweiterung. Die Galois-
Gruppe Gal(L|K') wird vom Frobenius-Homomorphismus erzeugt, d.h., Gal(L|K) =
(p), wobei ¢ : L — L,a — oP. Insbesondere handelt es sich um eine zyklische
Gruppe der Ordnung n.

3.6 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Definition (Konstruierbarkeit) Identifiziere R? ~ C. Sei z € C. Er ist konstru-
ierbar aus einer Menge M C C, falls er sich durch Kombination der folgenden drei
Konstruktionsschritte mit Zirkel und Lineal aus den Punkten in M konstruieren
lasst:

(1) Ziehen einer Verbindungsgerade durch drei Punkte.

(2) Abtragen von Streckenléngen.

(3) Zeichnen eines Kreises um einen vorgegebenen Punkt, dessen Radiusldnge in
Form der Entfernung zweier Punkte gegeben ist.

Die Menge aller aus M konstruierbaren Punkte wird als (M) bezeichnet.

Proposition (Kérpereigenschaft der Menge aller konstruierbaren Punkte)
Sei M C C eine Teilmenge, sodass {0,1} C M. Dann ist K(M) ein Korper.

Lemma (Weitere Eigenschaften) (1) (M) ist invariant unter komplexer Kon-
jugation.

(2) K(M) ist quadratisch abgeschlossen.

(3) Aus z € K(M) folgt z,/z € K(M).

(4) Es gilt Q(M U M) C K(M).
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Satz (Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal) Sei M C C und {0,1} C M
sowie z € C ein Punkt. Dann sind dquivalent:

(1) z € K(M).

(2) Es gibt einen Korperturm Q(M U M) = Ly C L, C ... C L,, sodass z € L, und
jeweils [L; : L; 1] = 2 fiir alle i € {1,...,n} gilt.

(3) Es gibt eine Galoiserweiterung L|Q(M C M), sodass z € L und [L : Q(M U M)]
eine Potenz von 2 ist.

Korollar (Implikation fiir das Minimalpolynom konstruierbarer Punk-
te) Sei z € K(M) konstruierbar. Dann gilt fiir p, oumy € Q(M U M)[z], dass
deg(i. g(munr)) eine Potenz von 2 ist.

4 Lineare Algebra

4.1 Vektorridume und Basen

Definition (Vektorraum) Sei K ein Korper. Sei (V,+) eine nichtleere Men-
gen versehen mit einer Additionsverkniipfung, so dass (V,+) eine abelsche Gruppe
ist. Sei - : K x V — V eine zusétzliche Verkniipfung, die sogenannte Skalarmul-
tiplikation, sodass die folgenden Distributivgesetze gelten A - (- v) = (A ) - v,
A+p)-v=Xv+p-v,\-(v+w)=X-v+A-w,1-v=wv. Dann heifit (V,+,-, K)
K -Vektorraum.

Definition (Basis) Eine Basis B existiert fiir jeden K-Vektorraum und ist cha-
rakterisiert durch eine der folgenden, dquivalenten Definitionen:

(1) Linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

(2) Minimales Erzeugendensystem.

(3) Maximale, linear unabhéngige Menge.

(4) Jeder Vektor besitzt eine eindeutige Darstellung als Linearkombination von Vek-
toren aus B.

(2) und (3) gelten nur im Falle, dass die Basis endliche Méchtigkeit hat.

Definition (Dimension) Die Méchtigkeit eines Basis heifit Dimension von V| im
Zeichen dimg V.

Proposition (Isomorphie von Vektorrdumen) Sein € Nund V ein n-dimensionaler
K-Vektorraum. Dann induziert die Koordinatenabbildung einen Isomorphismus V' ~

K" von K-Vektorrdumen. Insbesondere sind alle K-Vektorrdume vorgegebener po-
sitiver Dimension paarweise isomorph.

Proposition (Darstellungsmatrix) Seien V,W zwei K-Vektorrdume endlicher
aber nicht notwendigerweise gleicher Dimension mit Basen By = {vy,...,v,} bzw.
By = {wi,...,wy}. Jede lineare Abbildung L : V' — W ist durch die Bilder der
Basisvektoren aus By bereits eindeutig festgelegt, sodass die gesamte Information

It i R
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festgelegt ist, wobei L(v;) = Y ", a;;w; fir alle j € {1,...,n}. Diese Matrix wird
als Darstellungsmatriz von L bezeichnet und auch als [L]g, g, notiert. Umgekehrt
erhélt man zu einer Matrix A € M(m x n, K) durch ¢5"°" : V — W, v — Av eine
lineare Abbildung.

Satz (Matrizen & Lineare Abbildungen) Die beiden Isomorphismen von K-
Vektorrdumen

M(n x m, K) — Homg (V, W),A s ¢5v-Bw (25)
HomK(V, W) — M(” X m, K),L = [L]B\ABW <26)

sind zueinander invers.

Rezept (Abzihlen von Basen) Desofteren ist es notig, die Anzahl der Basen
bzw. Untervektorrdume iiber einem endlichen Kérper zu bestimmen. Sei dazu V' =~
[y ein F,-Vektorraum der Dimension n, wobei ¢ = p” fiir eine Primzahl p und ein
k€ N.

(1) Der erste Vektor v, ist ein beliebiger Vektor aus I\ {0}, denn der Nullvektor ist
zu jedem Vektor linear abhéngig. Es gibt hier also |F7 \ {0}] = ¢" — 1 Méglichkeiten
der Wahl.

(2) Ist der k-te Basisvektor vy bereits gewéhlt, so kann v, aus allen Vektoren
gewahlt werden, die zu den bisher gewéhlten Basisvektoren linear unabhéngig sind,
d.h., aus F2\ (v1, ..., vg). Als Vektorraum iiber K der Dimension k ist (vy, ..., vg) ~ Fh
und hat damit ¢* Elemente. Wir haben also ¢" — ¢* Wahlmoglichkeiten fiir vy .
(3) Die Anzahl der moglichen Basen ergibt sich durch Produktbildung

n—1

#(Basen) = [[(¢" — ). (27)

k=0

(4) Um die Anzahl der m-dimensionalen (m < n) Untervektorraume von V' zu eruie-
ren, stellen wir fest, dass es (¢"—1)(¢"—q)-...-(¢" —¢™ ') Méglichkeiten gibt, Basen
der Lange m zu wahlen. Da aber bereits in jedem m-dimensionalen Untervektorraum
(™ — 1) (g™ —q) - ... - (¢™ — ¢™ ') Moglichkeiten bestehen, eine Basis zu wihlen,
ist die Gesamtzahl der unterschiedlichen m-dimensionalen Untervektorrdume von V'
gegeben durch

m—1, n
k=0 (" — qk)
m—1 :

ro (@™ — q")

#(m-dimensionale Untervektorrdume) = (28)

4.2 Diagonalisierbarkeit

Definition (Ahnliche Matrizen) Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n.
Zwei Matrizen A, B € M (nxn, K) heiflen dhnlich, wenn es eine Matrix 7" € GL,,(K)
gibt, sodass A = T-'BT.
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Definition (Eigenwert & Eigenraum) Sei V ein K-Vektorraum und A €
M(n x n, K) eine Matrix.

(1) Ein Skalar A € K heifit Eigenwert von A, falls es einen Vektor v # 0y gibt, mit
der Eigenschaft, dass Av = Av. In diesem Fall nennt man v Figenvektor von A.

(2) Der Untervektorraum aller Eigenvektoren (zusammen mit dem Nullvektor) zu
einem Eigenwert A € K notieren wir als Eig(A,\) = {v € V]|Av = Av} U {0y} und
nenne ihn den Eigenraum von A zun Eigenwert .

Definition (Charakteristisches Polynom) Sei V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und A € M (n x n, K) eine Matrix. Dann heiit y4 = det(A —z- E,) €
K|[z] das charakteristische Polynom von A.

Satz (Bestimmung von Eigenwerten) In der Situation der vorangegangenen
Definition gilt: A € K ist Eigenwert von A genau dann wenn y 4(A\) = 0.

Definition (Diagonalisierbarkeit) Eine Matrix A € M(n x n, K) heifit dia-
gonalisierbar (iber K ), wenn sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist, d.h., es gibt
AL,y Ay € K sodassesein T' € GL,(K) gibt, mit der Eigenschaft, dass diag(Ay, ..., \,) =
T-TAT.

Definition (Geometrische, Algebraische Vielfachheit) Sei K ein Korper,
neN, M e M(nxn,K)und A, ..., \,, € K die verschiedenen Eigenwerte von M.

(1) Sei xar(2) = [They(z — Ap)PeMA) eine Zerlegung des charakteristischen Poly-
noms iiber K|z] in Linearfaktoren, so heiit p,(M, A\;) die algebraische Vielfachheit

des Eigenwerts \j. Sie entspricht der Vielfachheit der Nullstelle A\, von xj,.

(2) Die geometrische Vielfachheit iy(M, \i) des Eigenwerts A, ist definiert als 4 (A, M) =
dimg Eig(M, A) fir 1 <k < m.

Lemma (Niitzliches iiber Eigenwerte und Eigenrdume) Sei K ein Korper,
neNund M € M(n xn,K).

(1) Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

(2) Fiir jeden Eigenwert A € K von M gilt 1 < py(M, \) < po (M, N).

Satz (Diagonalisierbarkeitskriterien) Sei K ein Korper, n € N und M €
M (n x n, K). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) M ist diagonalisierbar.

(2) Es gibt eine Basis von K" aus Eigenvektoren von M.

(3) Das charakteristische Polynom y,, zerféllt in Linearfaktoren und fiir jeden Ei-
genwert A € K von M gilt p,(M, \) = pg(M, N).

Rezept (Diagonalisieren von Matrizen) Sei M € M(n x n, K) eine Matrix.
(1) Priife, ob Bedingung (3) aus dem Satz “Diagonalisierbarkeitskriterium” erfiillt
ist.

(2) Bestimme Basen aller Eigenrédume.

(3) Schreibe die Vektoren dieser Basis als Spalten in eine Matrix 7. Dann ist T—'AT
in Diagonalform.

29



4.3 Jordan-Normalform

Definition (Einsetzungshomomorphismus und Minimalpolynom von Ma-
trizen) (1) Die Abbildung p4 : K[z] = M(nxn,K), f = > _,arz® — >}, ap A
ist ein Homomorphismus von Ringen.

(2) Das eindeutig bestimmte Polynom minimalen Grades p4 € K|[z| mit der Eigen-
schaft, dass (ua) = ker @4 heifit Minimalpolynom von A.

Satz (Cayley-Hamilton) Sei n € N; K ein Korper und sei A € M(n x n, K)
mit charakteristischem Polynom x4 und Minimalpolynom p4. Dann gilt y4(A4) =
0=pa(A) und pa|xa in K[z].

Proposition (Eigenwerte und Minimalpolynom) Unter den Bezeichnungen
des Satzes von Cayley-Hamilton ist A € K genau dann Eigenwert von A, wenn gilt

,U,A<)\> =0.

Proposition (Minimalpolynom und Diagonalisierbarkeit) Sei K ein Korper,
n € Nund M € M(n xn, K). Dann sind die folgenden Aussagen gleichwertig: (1) A
ist diagonalisierbar und (2) das Minimalpolynom g4 von A zerfillt in Linearfaktoren
und hat nur einfache Nullstellen.

Definition (Verallgemeinerter Eigenraum) Sei K ein Kérper, n € N und
M e M(n xn,K). Ist A € K ein Eigenwert von A, so nennen wir Eig'(A,\) =
ker(A — AE,,)" den verallgemeinerten Eigenraum i-ter Stufe von A zum Eigenwert

A

Definition (Jordan-Kistchen, Jordan-Normalform) (1) Eine Matrix

A 10 -0
Jovm)=| ° | e M(m x m, K). (29)
0 v o 0 A

hei3t Jordan-Kdastchen der Linge m zum Eigenwert A € K.
(2) Eine Matrix A liegt in Jordan-Normalform vor, falls A die Form A = diag(J (A1, m1), ..., J(Ar, m;.))
besitzt.

Satz (Hauptsatz der Jordan-Normalform) Sei A € M(n xn, K) eine Matrix
deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfallt. Dann ist A dhnlich zu
einer Matrix in Jordan-Normalform.

Proposition (Hilfreiches zur Bestimmung der Jordan-Normalform) Sei
A € M(n x n, K) eine Matrix, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren
zerfillt und T € GL,(K) eine Matrix, sodass B = T~'AT in Jordan-Normalform
ist.

(1) Die Zahl der Jordan-Késtchen zum Eigenwert A in B entspricht dimg Eig(A, \).
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(2) Die GroBe des grofiten Jordan-Késtchens zum Eigenwert A in B entspricht der
Vielfachheit der Nullstelle A vom Minimalpolynom g4 von A.

(3) Die Zahl der Jordan-Késtchen der Gréfie m zum Eigenwert A in B ist gegeben
durch 2dimg Eig"™(A, \) — dimg Eig™ (A, \) — dimg Eig™ ' (A, ).

Rezept (Bestimmung der Jordan-Normalform) Sei K ein Kérper und A €
M(n x n,K) eine Matrix. Gesucht ist einen Basis B, sodass A bzgl. B Jordan-
Normalform hat.

(1) Priife, ob das charakteristische Polynom von A iiber K in Linearfaktoren zerféllt.
In diesem Fall ist es moglich, A auf Jordan-Normalform zu bringen.

(2) Bestimme die Jordan-Normalform, also zu jedem Ay, ..., A, die Zahl s();) der
Jordan-Késtchen sowie deren Léange k;(\;) fiir 1 < j <s(\;) und 1 <7 <m.

(3) Friihstiicke die Jordan-Késtchen der Reihe nach: Wihle fiir das erste Kédstchen
einen Vektor vy, () € Eigh ) (\) \ Bigh*)=1(\)).

(4) Arbeite riickwéirts, indem man vy, (x,)—s = (A=A Ep) Uk, (0)—s41 fiir s € {1, ..., k1 (M) —
1} setzt.

(5) Arbeite analog fiir die anderen Jordan-Késtchen zum Eigenwert A\;: Wihle einen
Vektor vg, (a)+ka(01) € Eigh O\ (Eigh D=1 (X)), M), wobei M die Menge der schon
bestimmten Vektoren ist und setze v, )+ko(r)—s = (A — A Ep)Vk (A1) 4ka(A0)—s+1
fir s € {1,...,k2(A\1) — 1} und verfahre analog fiir gegebenenfalls weitere Jordan-
Késtchen.

(6) Gehe zum néchsten Eigenwert, indem die Schritte (3) bis (5) fiir den neuen Ei-
genwert durchgefiihrt werden.

(7) Schreibe die Vektoren vy, ..., v, als Spalten in die Transformationsmatrix 7". Die
Matrix T-*AT hat dann Jordan-Normalform.

5 Kurs im Wintersemester 18/19

Aufgabe 1 Sei G Gruppe, N < G und U < G. Definiere UN = {un € Glu €
UneN}.DaN <G, gilt UN < G. Zuzeigen ist U/(UNN) ~ UN/N. Offenbar ist
N <QUN. Denn sei h € UN beliebig. Dann gibt es u € U,n € N so dass h = un. Sei
nun m € N beliebig. Es gilt hmh™! = (un)m(un)~! = unmn~'u~!. Da N Gruppe,
ist n/ = nmn~! € N und da N < G, gibt es ferner n” € N so dass n'g = gn” fiir
festes g € G, insbesondere also fiir ¢ = v~ € G. Damit folgt un/u=! = uu='n" =
egn” =n" € N. Beliebigkeit von m € N lieferthNh=t C N und da h € UN beliebig
war, folgt hNh™' C N fiir alle h € UN. Laut Vorlesung ist dies dquivalent zu
N <UN. Mithin erlaubt der kanonische Epimorphismus 7 : UN — UN/N, h — hN
das Rechnen in der Faktorgruppe UN/N. Definiere nun ¢ : U — UN/N,u > [u],
wobei [u] die Linksnebenklasse ulN € UN/N bezeichnet. Hierbei wurde U C UN
verwendet, denn wegen N < G gilt e¢ € N und somit 4 = u-eg € UN. Als
Abbildung ist ® somit wohldefiniert. Um den Homomorphiesatz anzuwenden, ist
nachzuweisen, dass ® Gruppenhomomorphismus (1) ist, der surjektiv (2) ist und
ker® = U N N hat. Fiir (1) sei uy, us € U beliebig aber fest. Dann gilt ®(ug - ug) =
O (uyug) = (wgug) N = (uyN) - (ugN) = ®(uy)P(ug) nach den Rechenregeln in der
Faktorgruppe UN/N. Damit ist die Gruppenhomomorphismuseigenschaft von &
nachgewiesen. Zum Beweis der Surjektivitidt (2) sei R Reprisentantensystem von
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UN/N und r € R beliebig. Wegen R Reprisentantensystem, gibt es ein eindeutiges
h = un € UN mit, nicht notwendigerweise eindeutigen v € U,n € N, so dass
r € hN = unN = ulN. Hierbei wurde nN = eqN fir n € N verwendet. Wahle
also ein auf diese Weise erhaltenes u. Dann gilt ®(u) = [u] = uN. Wegen r € uN
folgt aus der Reprisentantensystemeigenschaft von R 3 r, dass ulN 2 r. Dar € R
beliebig war, folgt die Surjektivitdt von ®. & ist also Epimorphismus. Zu zeigen
bleibt ker ® = U N N, (3). Fiir u € U gilt die Aquivalenz u € ker ® < [u] = [eq] &
uN =N&Vne N:unec NS Vne Ndne N :un=m <& Vnec Ndm € N :
u=mn"t < uc N, weil N als Gruppe abgeschlossen ist. « € U laut Voraussetzung
und nun zusétzlich v € N ist dquivalent zu u € U N N. Damit ist die Gleichheit von
Mengen, ker ® = U N N nachgewiesen. Laut Homomorphiesatz ist der induzierte
Homomorphismus ® : U/ker® = U/(U N N) — UN/N Gruppenisomorphismus,
d.h., U/(UNN) ~UN/N wie behauptet. O

Aufgabe 2 Sei ¢ = p" mit p € P und r € N. Fiir beliebiges n € N, gilt

n—1

ord(SL,(F,)) = k—OP(f - ;p

nr

rk)

(30)

Wir zeigen mittels vollsténdiger Induktion zunéchst ord(G,) = ord(GL,(F,)) =
P — p*) fiir alle n € N Fiir n = 1ist A = (a) € Gy < det(a) # 0 < a #
0 < a€F; fir a € F, einziger Eintrag in der 1 X 1-Matrix. Da F, endlicher Kérper

gilt die Aquivalenz a # 0 < a € [y von oben. Direkt aus den Korperaxiomen

folgt aber auch [FX| =¢—1=p" —1 = i;é(pnr — p®). Sei nun die Giiltigkeit
ord(G,) = Z;é (p™ — p'*) vorausegesetzt fiir festes n € N. Wir zeigen, dass dar-

aus auch ord(Gyy1) = [[i_o(p" ™" — p*) folgt. Ein beliebiges A € GL,11(F,)
hat n + 1 linear unabhéngige Spaltenvektoren aus dem F,-Vektorraum IFZ’“. Wir
schreiben A = (vq,...,U,41) und setzen vy, ..., V41 € ]FZJrl als linear unabhingig
an. Fir vy gilt v; # OIF;H, also gibt es ¢"*! — 1 Moglichkeiten, einen Nicht-Null-
Vektor v; zu wéhlen. Damit die {v;}1<;<p41 linear unabhéngig sind, muss gelten
[va], ..., [Unsa] € Fpt!/ling, (vy) ~ F7 linear unabhéngig, wobei v ~ w & v —w €
ling, (v1). Damit wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf [A] = ([vs], ..., [Un41])
an, denn die oben genannte Isomorphie von F,~Vektorrdumen generalisiert spal-
tenweise auf GL,(F;+!/ling, (v1)) ~ GL,(F}). Zu [A] korrespondiert also in bijek-
tiver Weise ein B = (wy, ..., w,) € GL,(F,). Infolge der Aquivalenzklassenbildung
ist jedes [vg], ..., [Unt1] nur bis auf Addition von z - vy mit z € F, bestimmt. Die
ord(GL,(F,)) Moglichkeiten, die [vs], ..., [v,] zu erhalten sind also noch mit ¢" zu
multiplizieren, um die Anzahl moglicher vy, ...,v,11 € IFZH \ ling, (v1), die linear
unabhéngig sind, zu erhalten. Die Anzahl entsprechender Moglichkeiten ist also
q" HZ;S(q” — ¢") = TTi_, (@™ — ¢*) nach Redefinition des Produktindex. Da be-
reits ¢" ™! — 1Moglichkeiten existieren, v; den oben genannten Anforderungen an die
Matrix A entsprechend zu wihlen, gibt es also insgesamt ¢" ™ — 1-T[}_, (¢"™ — ¢¥)
das (n + 1)-Tupel von linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v,41 € FZH zu wéhlen.
Einsetzen von ¢ = p" und Beliebigkeit des gewéhlten A € GL,(F,) liefert nun
ord(Gpi1) = [Tr_o(P™ V" — p*). Nach dem Induktionsprinzip ist die Behauptung
damit fiir alle n € N bewiesen. Sei nun n € N beliebig aber fest. Nach Definition
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ist A € SL,(F,) genau dann wenn A € GL,(F,) und det A = 1. Bekannt ist aus
der linearen Algebra, dass det : GL,(F,) — Fx, A — F,; Gruppenhomomorphis-
mus definiert. Fiir beliebiges a € F ist die diagonale Matrix A = diag(a, 1,...,1)
mit (n — 1) Eintrégen 1 auf der Diagonalen in GL,(F,) und es gilt det A = a.
Dies zeigt Surjektivitit von det. Fiir beliebiges A € GL,(F,) gilt die Aquivalenz
A € kerdet < det A =1« A € SL,(F,). Beliebigkeit von A € GL,,(F,) liefert die
Gleichheit von Mengen: ker det = SL,,(F,). Laut Homomorphiesatz ist der induzierte
Homomorphismus von Gruppen, det : GL,(F,)/SL,(F,) — F also cin Isomorphis-
mus von Gruppen. Da isomorphe Gruppen die gleiche Ordnung haben und sowohl
ord(Fy) = q — 1 als auch ord(GL,(F,)) = 'o(q™ — ¢*) endlich sind, liefert der
Satz von Lagrange: ord(GL,(F,)/SL,(F,)) = ord(GL,(F,))/ord(SL,(F,)) und der
Isomorphismus det aus dem Homomorphiesatz-Argument von oben die Gleichheit
des letztgenannten Quotienten zuord(F)). Umformen und Einsetzen der entspre-
chenden bereits vorher hergeleiteten Gruppenordnungen liefert

_ ord(GL,(F,)) _ [Tio (@™ — ™)

ord(IFx) pr—1 ’ (31)

ord(SL,(F,))
was zu beweisen war. OJ

Aufgabe 3 Sei G Gruppe, H < G und g € G beliebig. Es ist &, : G — G, h —
ghg™ in Aut(G), insbesondere also Gruppenhomomorphismus. Damit ist ®,(H) =
gHg™' = {ghg™'|h € H} insbesondere Untergruppe von G und H ~ gHg™'. Sei
nun R C G Reprisentantensystem von G/H. Zu zeigen ist ®,(R) = gRg™' ist
Représentantensystem von G/®y(H). Sei also r € R beliebig. Zu zeigen ist, dass
es zu beliebiger Linksnebenklasse ¢'gHg™' € G/®,(H) genau ein 1/ € R’ gibt,
so dass 1’ € ¢"gHg '. Da ®, Automorphismus ist, es also genau ein ¢’ € G mit
®4(g) = ¢" gibt, und r’ von der Form grg~! fiir ein eindeutiges r € R ist, gilt
die Aquivalenz 1’ € ¢"gHg < grg! € g¢'g 'gHg < grg! € g¢Hg ' < 3h €
H:grg' = gghg™' <+ 3h € Hr = ¢h & r € ¢’H. Da R Repriisentantensystem
von G/H folgt die Existenz eines geeigneten ' € R'. Die Eindeutgkeit des r’ ergibt
sich ebenfalls aus der Aquivalenz und der eindeutigen Existenz eines r € R zu
vorgegebener Linksnebenklasse ¢’ H mit beliebigen ¢’ € G. 0

Aufgabe 4 - F13T2A1 Sei x € Q und sei [z] = x + Z. Zu zeigen ist, dass ein
beliebiges [z] € Q/Z endliche Ordnung besitzt. Ein [z] € Q/Z ist von der Form
[z] = m/n+Z fir ein n € N und nicht—negatives m mit 0 < m < n. Wegen n - [z] =
[z]+ ...+ [z =m+Z =0+Z, also n[z] = 0 in Q/Z folgt ord([x])|n. Da n endlich,
ist inbesondere ord([z]) < n endlich. Jedes [z] € Q/Z hat also endliche Ordnung.
Sei nun die Faktorgruppe R/Z unter Betrachtung und dazu z € R und [z] = z + R.
Sei [x] € R/Z ein Element endlicher Ordnung. Dann gilt ord([z]) - [z] € [0] + Z.
Es gibt also ein k € Z so dass ord([z]) - # = k. Da ord(z) € N insbesondere von 0
verschieden ist, folgt © = k/ord(x). Damit folgt, dass jedes Element [x] mit endlicher
Ordnung aus R/Z aus = € Q ensteht. Damit sind die Elemente endlicher Ordnung
in R/Z gerade [z] € Q/Z. Sei nun zu x € R [[z]] € R/Q gegeben durch [[z]] = 2+ Q.
Offenbar hat [[0]] als Neutralelement der Faktorgruppe die endliche Ordnung 1. Sei
also [[z]] # [[0]]. Dann ist ord([[z]]) = oco. Denn, angenommen, die Ordnung von
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[[z]] wére endlich, dann gilt ord([[z]])[[z]] = [[0]] & Jq € Q : ord([[z]])x = ¢ und
wegen ord([[z]]) € N also auch z € Q. Dann ist aber [[z]] =z 4+ Q = 0+ Q = [[0]]
im Widerspruch zu [[z]] # [[0]]. Damit hat also nur das Neutralelement [[0]] der
Faktorgruppe R/Q endliche Ordnung. O

Aufgabe 5 - H17T3A2 (a) Sei G endliche ablesche Gruppe und exp(G) =
min{n € Njna = 0Va € G}. Da G endlich in (a) ist, existiert das Minimum in
der Definition des Exponenten von G stets: Fiir alle a € G gilt ndmlich laut Vorle-
sung ord(a) < ord(G) < oo nach Voraussetzung der Endlichkeit von G. Zu zeigen
ist, dass exp(G) = max{ord(a)la € G} =: M. Wir zeigen zuerst exp(G) > M. An-
genommen, exp(G) < M. Dann gibt es ein a € G so dass M = ord(a) > exp(G).
Nach Definition von exp(G) gilt aber fiir alle g € G, also insbesondere fiir g = a,
expG - a = 0. Nach Definition ist aber ord(a) die kleinste natiirliche Zahl m, die
ma = 0 erfiillt. Da expG < M = ord(a) kann es also ein Element a € G mit der
geforderten Eigenschaft nicht geben. Daher ist die Annahme falsch gewesen und es
gilt exp G > M. Wir zeigen nun M > exp G. Da G endlich ist, ist G insbesondere
durch die Menge seiner Elemente endlich erzeugt. Da ferner G abeslch ist, kénnen
wir den Hauptsatz iiber endlich erzeugte ablesche Gruppen auf G anwenden: Sei
dazu N = ord(G). Ferner sei I C N eine endliche Indexmenge und {d;|i € I} ei-
ne Menge natiirlicher Zahlen grofler 1, so dass di|G und d;;|G/d; fiir alle i € I
und N = d; - ...dj;;. Der Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen lie-
fert nun die Existenz eines I wie beschrieben und eines {d;}1<;< ebenfalls wie
beschrieben, so dass G ~ Z/(d\Z) x ... x Z/(dj;)Z =: H. Insbesondere hat ein
g € G dieselbe Ordnung wie sein Bild unter dem nach dem Hauptsatz iiber end-
lich erzeugte abelsche Gruppen existierenden Isomorphismus ¢ : G — H, so dass
wir G = Z/(d\Z) x ... x Z/(dZ) fiir ein I und {d;}1<i<|; annehmen kénnen. Fiir
n = kgV(dy,...,djy) gilt nun ng = n(a1,...,a) = (nay,...,nay) = (0,...,0) fir
G >g=(ay,..,ayq) mit a; € Z/(d,Z) fiir alle i € I. Also n > exp((). Andererseits
ist durch go = (b1, ..., bjy) mit b; = 1 fiir alle ¢ € I gerade ein Element der Ordnung n
in G gegeben. Andernfalls géibe es ein d;, dass ord(gp) nicht teilte, im Widerspruch
zu ord(go)go = ec = (0, ...,0). Also gilt ord(gp) = n und n > exp(G). Nach Defini-
tion von M, M > n > exp(G), also exp(G) < M. Zusammen mit exp G > M folgt
exp G = M, wie behauptet. 0
(b) Wir weisen zuerst nach, dass (laut Voraussetzung: die abelsche Gruppe) G =
Q/Z Torsionsgruppe ist. Sei dazu x € Q/Z beliebig. Dann gibt es m € Zund n € N,
so dass ¢ = m/n + Z. Offenbar gilt nx = m + Z = 0 + Z. Damit ist ord(z)|n und
insbesondere endlich. Wir zeigen nun, dass exp G = co. Angenommen, exp G < 0.
Dann gibt es ein n € N, so dass exp(G) = n. Sei nun p € P die kleinste Primzahl,
die echt grofler als n ist. Es gilt n teilt p nicht, da p prim, und p teilt n nicht, da
p echt grofer als n. Andererseits gilt offenbar 1/p ¢ Z und 1/1 € Q. Wir behaup-
ten p = ord([1/p]): Denn ord([1/p])[1/p] = [0] < ord([1/p])1/p € Z. Da 1/p > 0
und ord([1/p]) wegen der Torsionsgruppeneigenschaft endlich und nach Definition
der Ordnung natiirlich, also positiv ist, erhalten wir ord([1/p])1/p = 1. Damit gilt
ord([1/p]) = p > n = exp G nach Wahl von p. Damit haben wir den Widerspruch
zur Annahme, es gibe ein endliches exp(G). O
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Aufgabe 6 Zu zeigen ist, dass die Gruppen G = Z/4AZ x Z/AZ x Z]2Z und
H = Z/AZ x Z)2Z x 7)2Z x 7/2Z jeweils versehen mit der komponentenweisen
Multiplikation nicht zueinander isomorph sind. Wir nehmen an, G ~ H. Dann gibt
es einen Isomorphismus von Gruppen, ¢ : G — H, g — 1(g). Fiir ein Element g € G
gilt, dass ¢(g) € G dieselbe Ordnung wie g hat. Denn wére ord(g) < ord(¢(g)),
so folgte ey = Y(eq) = ¥(g”49)) = (g9)7@) £ ey, da ord(¢(g)) die kleinste
natiirliche Zahl mit der Eigenschaft ()49 = ey ist. Im anderen Falle gilt
ord(g) > ord(¢(g)). Da Ordnungen von Gruppenelementen natiirliche Zahlen sind,
und das Neutralelement das eindeutige Element mit Ordnung 1 in der jeweiligen
Gruppe ist, folgt ¥(k(# eq)) = ¥ (g”W9)) = (Y(g))d¥¥) = ey, Da bereits
infolge der Homomorphismeneigenschaft i(eq) = ey gilt und die obenstehende
Rechnung auch ¢ (k) = ey fir das k # eq liefert, folgt ker(v)) O {eg,k}. Dies
widerspricht aber der Tatsache, dass v Isomorphismus von Gruppen, also insbe-
sondere Gruppenmonomorphismus ist: Letzteres ist vorlesungsgeméfl dquivalent zu
ker(v)) = {eg} im Widerspruch zum oben erhaltenen Ergebnis. Damit ist gezeigt,
dass Elemente der Ordnung k£ aus G auf Elemente der Ordnung k in H vermoge
des Isomorphismus ¢ abgebildet werden. Da ) bijektiv ist, folgt ferner, dass zwei
verschiedene Elemente ¢, ¢’ € G auf zwei verschiedene Elemente h, h’ € H abgebil-
det werden, wobei ord(g) = ord(h) und ord(¢g’) = ord(h’) gilt. Letzteres Ergebnis
impliziert nun, dass die Anzahl der Elemente einer fest vorgegebenen Ordnung in G
mit der Anzahl der Elemente derselben Ordnung in H iibereinstimmen. Wir zédhlen
fiir die Spezifikationen von G und H von oben die Elemente in G und H die je-
weils die Ordnung 2 haben. In G gibt es in jedem der beiden Faktoren ein Element
der Ordnung 1, eines der Ordnung 2 und zwei der Ordnung 4. Im dritten Fak-
tor in der dufleren Prdouktdarstellung von G gibt es ein Element der Ordnung 1
und ein Element der Ordnung 2. Ein Element aus G hat die Form g = (g1, g2, g3),
wobei g1, g2 € Z/(47) und g3 € Z/(2Z). Aus der Vorlesung ist bekannt, dass in die-
sem Fall dann ord(g) = kgV(ord(g:),ord(gz),ord(gs)). Damit finden wir, dass nur
(ord(g1),ord(g2),0rd(g3)) € {(1,1,2),(2,1,1),(1,2,1),(2,2,1),(2,1,2),(1,2,2),(2,2,2)}
zuléssig sind. Insgesamt liefert das 1-1-14+1-1-14+1-1-1+1-1-141-1-1+1-1-14+1-1-1 =7
Kombinationen, um ein Element der Ordnung 2 in G zu produzieren. Analog finden
wir fiir die Anzahl der Elemente von Ordnung 2 in H, dass es 2* — 1 = 15 solche
Elemente gibt: Hierbei haben wir die Anzahl der Kombinationen von Elementen
der einzelnen Faktoren zu Elementen der Ordnung < 2 berechnet (— 2*) und dann
die Anzahl der Elemente der Elemente subtrahiert, deren Ordnung < 2 ist. Da nur
das Neutralelement in H Ordnung 1 hat, reproduzieren wir die obige Rechnung. Da
7 # 15, folgt der Widerspruch zur Annahme, v : G — H wére Isomorphismus von
Gruppen. Mithin sind G und H nicht isomorph. 0

Aufgabe 7 Gesucht sind bis auf Isomorphietyp alle abelschen Gruppen der Ord-
nung 500. Es handelt sich also um endliche, insbesondere endlich erzeugte, abelsche
Gruppen, die gesucht sind. Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche
Gruppen in der Formulierung fiir endliche abelsche Gruppen, gibt es also ein r € N,
so dass G ~ (' X .... x C,., wobei die Faktoren C; alle endlich und zyklisch von Prim-
zahlpotenzordnung gew#hlt werden konnen (Konsequenz des chinesischen Restklas-
sensatz). Wir bilden also die Primfakorzerlegung von 500: Es gilt 500 = 52 - 22, Da

35



die Ordnung jedes Faktors insbesondere die Ordnung von G teilen muss, finden wir
die 3 - 2 = 6 Optionen

G ~7/(5°7) x 7.)(2*Z) = G4 (32)
G ~7/(5°7) x (Z)(2Z) x 7./ (27)) = G4 (33)
G~ Z/(5Z) x Z/(5°Z) x L/ (2*Z) = G (34)
G ~7/(57) x Z)](5°7) x (Z/(27) x 7./ (27)) = G4 (35)
G ~7/(5Z) x Z/](5Z) x ] (5Z) x Z./(2°Z) = G5 (36)
G ~7/(5Z) x Z)(5Z) x Z)(5Z) x L/(2Z) x Z.](2Z) = G. (37)

Zu zeigen verbleibt, dass G; % G; fur ¢ # j und 7,5 € {1,...,6} gilt, d.h., dass
wir genau sechs verschiedene Isomorphietypen fiir das GG laut Voraussetzung haben.
Letzteres folgt aber bereits aus der Tatsache, dass die Gruppen G’ = (Z/(pZ))*
und G” = Z/(p*Z), fiir k > 2 natiirlich und p prim, nicht isomorph sind: Wiren
G' und G" isomorph, so hétten sie insbesondere dieselbe Anzahl an Elementen der
Ordnung p. In G’ gibt es genau p* — 1 Elemente der Ordnung p, da jeder Faktor
zyklische Gruppe der Ordnung p € P ist, und nur das Neutralelement in jedem
Faktor Ordnung 1 hat. In G” gibt es hingegen genau ®(p*) = p* — p*~! Elemente
der Ordnung p”*, wobei ® die Euler’sche ®-Funktion bezeichnet. Da G”-Ordnung
p¥ hat, folgt fiir die Anzahl der Elemente, die lediglich Ordnung ungleich p* und
ungleich 1 (Neutralelement) haben, p* — (p* — p*1) =1 =p* 1 — 1. Fiiralle p € P
und k£ > 2 natiirlich ist das echt kleiner als die Anzahl p¥ — 1 der Elemente der
Ordnung p in G’. Da ferner die Anzahl der Elemente der Ordnung p in G” kleiner
oder gleich p*=! — 1 ist, folgt der Widerspruch zur Annahme G’ ~ G”. Da die
Gruppen G; fiir 1 < i < 6 jeweils zyklische Faktoren von Primzahlpotenzordnung
haben, ergibt sich die Behauptung, dass verschiedene G;’s aus der obenstehenden
Auflistung nicht isomorph sind. Da der Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche
Gruppen diese abschlielend klassifiziert, gibt es also genau 6 Isomorphietypen fiir
abelsche Gruppen der endlichen Ordnung 500,ndmlich gerade die oben Angegebenen.
O

Aufgabe 8 Gesucht sind alle natiirlichen m, so dass es in der alternierenden Grup-
pe Ag ein Element der Ordnung m gibt. Da Ag < Sg, kénnen wir jedes 0 € Ag in
disjunkte Zykel zerlegen. Ag besteht gerade aus denjenigen Elementen von Sg, die
gerades Signum besitzen. Wir behandeln das Problem in Sg und schliefen hinterher
diejenigen Elemente aus, die in der disjunkten Zykel-Zerlegung eine gerade An-
zahl von Zykel-Faktoren gerader Linge haben. In Sg gibt es Zykel der Lénge k mit
2<k<8 Seioc=p ©..0p, fir r € Ny eine Zerlegung von ¢ in disjunkte Zykel.
Nach Definition von Ag gilt +1 = sgn(o) = [[_, sgn(p) = [T—,(—=1)"”I~1, wobei |p|
die Lénge eines Zykels p € Sg anzeigt. In der Rechnung wurde die Homomorphismus-
Eigenschaft des Signums benutzt und, dass ein Zykel p Signum (—1)”I=! besitzt. In
der disjunkten Zykel-Zerlegung gilt ferner fiir die Ordnung eines Elements in Sg (und
damit auch die Ordnung in Ag):

ord(o) = kgV(ord(py), ...,ord(p,)) (38)
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wenn o in r disjunkte Zykel zerlegt werden kann. Da fiir Zykel die Ordnung gerade
die Lénge des Zykels ist, miissen wir zusétzlich nur noch die Signumsbedingung
erfiillen: Das ist gerade die Bedingung

> ord(p) —r € 2N,. (39)
=1
Ferner gilt wegen Disjuktheit der Zykel die Bedingung 2 < >~/ ord(p;) < 8 fiir die
Gesamt-Lénge der Trager, wobei wir die Identitét id € Ag als Element der Ordnung
1 bereits im Vorfeld angeben.

e Fall r = 1: Dann ist ord(p;) € {1,3,5,7} und wegen o = p; gibt es also
Elemente der Ordnung 3,5,7 in Ag, da ord(p;) = 1 nur formal zur Identitét
korrespondiert und echte Zykel die Linge > 2 haben.

e Fall r = 2: Dann ist ord(p;) + ord(p2) € {2,4,6,8}. Der Fall, dass die Ge-
samtlange des Zykels 2 ist, scheidet wegen r = 2 aus. Damit finden wir Ele-
mente der Ordnung 2, der Ordnung 3 (3+3 = 6), der Ordnung 4, der Ordnung
6, und der Ordnung 15, indem wir alle mogliche Wahlen fiir natiirliche Zahlen
2 < ord(p;) < ord(py) durchspielen, so dass ord(p;) + ord(p2) € {4,6,8} und
von den so erhaltenen Ordnungen dann das kgV(ord(p;), ord(ps)) bilden.

e Full r = 3: Dann ist ord(p;) + ord(pz) + ord(ps) € {3,5,7}. Da r = 3,
ist ord(p;) fiir 1 < i < 3 jeweils grofleroder gleich 2. Also bleibt nur die
Méglichkeit ord(p;) + ord(p2) + ord(ps) = 7 zu tberpriifen. Hier kénnen
wir nur (bis auf Reihenfolge) (ord(p;),ord(ps),ord(ps)) = (2,2, 3) haben. Da
kgV(ord(py),ord(ps),ord(ps)) = 2 -3 = 6, produzieren wir hier wieder ein
Element der Ordnung 6.

e Fall r = 4: Dann ist ord(p;) + ord(ps) + ord(ps) + ord(ps) € {4,6,8}. Wegen
r = 4ist ord(p;) > 2fiir alle 1 < ¢ < 4, also ist nur eine Zerlegung in 4 disjunkte
2-Zykel moglich. Das liefert uns Elemente der Ordnung kgV(2,2,2,2) = 2 in
As.

Es gibt also Elemente der Ordnung m € {1,2,3,4,5,6,7,15} in As. O

Aufgabe 9 (a) Gesucht ist die Ordnung von

(12 3456 7 8
o= 9

9 10
31056741209 8)6&“ (40)

Hierzu zerlegen wir o in disjunkte Zykel. Es ist o = (1357) ® (2108) ® (46). Laut
Vorlesung gilt nun

ord(o) = kgV(ord(1357), 0rd(2108), ord(46)) = kgV (4, 3,2) = 12, (41)

da fiir einen Zykel der Lénge k£ die Ordnung dieses Zykels gerade k ist.

(b) Gesucht ist die Ordnung von o = (345) ® (456) ® (567) € S;. Offenbar ist o nicht
in disjunkte Zykel zerlegt. Es gilt ¢ = (67) ® (453) in disjunkter Zykel-Zerlegung.
Damit ldsst sich das Vorgehen zur Ordnungbestimmung aus Teil (a) anwenden:
ord(o) = kgV(ord(67),ord(453)) = kgV(2,3) =2-3 = 6. O
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Aufgabe 10 Gesucht ist die Anzahl der Elemente vom Zerlegungstyp (33) in Sg.
Da jedes Element in Sg eine bis auf Reihenfolge eindeutige Zerlegung in disjunkte
Zykel erlaubt, erhalten wir die gewiinschte Anzahl, indem wir ¢ = p; - po darstellen,
wobei py, po disjunkte 3-Zykel sind. Die Anzahl der gesuchten Elemente ist also die
Anzahl aller moglichen Kombinationen disjunkter 3-Zykel (bis auf Reihenfolge). Fiir
die Wahl des ersten 3-Zykels haben wir (3 — 1)! g = 2- 20 = 40 Moglichkeiten
laut eines Vorlesungsresultats. Der Tréager des zweiten 2-Zykels liegt nach Wahl des
ersten 3-Zykels bereits fest. Also haben wir nur noch (3 — 1)! = 2 Moglichkeiten,
den zweiten 3-Zykel zu wihlen: Naiv gibt es 3! Moglichkeiten, die verbleibenden
3-Elemente anzuordnen, aber wegen der Zykel-Eigenschaft sind je 3-Moglichkeiten
durch zyklische Vertauschung erhalten, definieren also denselben 3-Zykel. Insgesamt
haben wir also 2 - 40 = 80 Moglichkeiten, die beiden 3-Zykel anzuordnen. Da die
beiden Zykel disjunkt sind, kommutieren sie, d.h., die Anzahl aller Kombinationen
der 3-Zykel, 80, ist durch die Anzahl der Moglichkeiten zu dividieren, die Zykel
anzuordnen. Dies sind 2! = 2. Damit finden wir, dass es 80/2 = 40 Elemente von
Zerlegungstyp (33) in Sg gibt. O

Aufgabe 11 Gesucht ist die Anzahl der Elemente der Ordnung 2 in Sg. Sei o € Sy
beliebiges Element der Ordnung 2. Als Element einer symmetrischen Gruppe, kann
o in disjunkte Zykel o0 = p; ®...©® p, mit r € N zerlegt werden. Fiir die Ordnung von
o gilt dann laut Vorlesung ord(o) = kgV(ord(p,), ...,ord(p,)). Da ord(c) = 2 € P,
muss ord(p;) = 2 fiir alle 1 < ¢ < r der r Zykel in derdisjunkten Zykel-Zerlegung von
o gelten. Da die Zykel disjunkt sind, ist nur r € {1, 2, 3,4} moglich. Wir bestimmen
also die Anzahlen fiir jeden moglichen Wert von r separat.

8
2
einen 2-Zykel aus Sg zu finden. Da nun o = p; mit dem 2-Zykel p; gilt, haben
wir 28 Moglichkeiten, o € Sg zu finden.

e Fuallr = 1: Laut einem Vorlesungsresultat gibt es (2—1)! = 28 Moglichkeiten,

o Fall r = 2: Dann gilt 0 = p; ® p mit zwel disjunkten 2-Zykeln p;,ps €
Ss. Fiir den ersten 2-Zykel gibt es nach Fall 1 28 Moglichkeiten. Fiir den

zweiten 2-Zykel zur Definition des Tréagers nur noch 6 Auswahlmdoglichkeiten

zur Verfiigung. Entsprechend gibt es fiir diesen nur noch (2 — 1)! ( g ) =15
Moglichkeiten. Wir haben 15 - 28 Moglichkeiten, ein Paar disjunkter 2-Zykel
in Sg zu finden. Aus der Vorlesung ist ferner bekannt, da disjunkte Zykel
kommutieren. Daher definieren je 2 der 28-15 Mdoglichkeiten dasselbe 0. Damit
finden wir 28 -15/2 = 14 - 15 = 210 verschiedene Méglichkeiten o aus 2-Zykeln

aufzubauen.

o full r = 3: Dann gilt ¢ = p; ® pa ® p3 mit paarweise disjunjten 2-Zykeln
p1, P2, p3 € Sg. In Fall 2 haben wir bereits gesehen, dass es 28 - 15 = 420
Méglichkeiten gibt, ein Paar von disjunkten 2-Zykeln (p1,p2) € Ss X Sg zu
wiahlen. Fiir den Tréger des dritten Zykels stehen nun noch (2 —1)! ;l ) =6

Moglichkeiten zur Verfiigung. Somit haben wir 420-6 Moglichkeiten, ein Tripel
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paarweise disjunkter 2—Zykel in Sg x Sg X Sg zu finden. Da die Zykel jeweils
paarweise disjunkt sind, kommutieren sie jeweils paarweise. Wir haben 3! = 6
Moglichkeiten, die drei 2-Zykel anzuordnen und dasselbe 0 = p; ® ps ® p3 zu
produzieren. Damit finden wir 6 - 420/6 = 420 Moglichkeiten, ein o € Sg vom
Zerlegungstyp (2,2,2) zu produzieren.

o fuallr =4: Dann gilt 0 = p; ©® p2 ® p3 ® py mit paarweise disjunkten 2-Zykeln
P1, P2, P3, P4 € Sg. Da durch die Angabe der ersten drei 2-Zykel bereits der
Tréager des Zykels py festgelegt ist und weil dariiber hinaus p, bereits dadurch
als 2-Zykel festgelegt ist, haben wir wie in Fall 3 genau6-420 Moglichkeiten das
Quadrupel (p1, p2, p3, p4) von paarweise disjunkten 2-Zykeln py, po, p3, ps € Sg
zu wihlen. Infolge der Disjunktheit der Zykel, kommutieren diese 2-Zykel je-
weils paarweise, so dass wir die Anzahl der Moglichkeiten, das obige Qua-
drupel zu wéhlen, durch die Anzahl der Moglichkeiten, die Komponenten mit
der Komposition ® in Sg anzuordnen, dividieren miissen. Wir haben r! = 4!
Méglichkeiten, dies zu tun. Somit finden wir 6 - 420/4! = 105 verschiedene
o € Sg, die eine Zerlegung in 4 disjunkte 2-Zykel erlauben.

Die Anzahl aller Moglichkeiten, o € Sg der Ordnung 2 zu erhalten, ergibt sich indem
wir die Anzahlen aller Moglichkeiten, o € Sg der Ordnung 2 und von vorgegebenen
Zerlegungstyp geméfl der obigen Fallunterscheidung, addieren. Das liefert 284210+
420 + 105 = 763 verschiedene Elemente der Ordnung 2 in der Sg. U

Aufgabe 12 (H15T2A1) Gesucht sind alle Matrizen A in GLy(C), so dass AB =

BA fiir die Matrix
1 1
s (1) .

gilt. Sei dazu die Matrix A in der Form

a b
mit a,b,c,d € C und det A = ad — be # 0, dargestellt. Wir rechnen

[ a b 1 1\ [(a a+d
a= (50 ) (o 1)= (0 ) (o
(11 a b\ (a+c b+d
I [ BT -
Wegen AB = BA erhalten wir die Gleichungen a =a+c¢,a+b=5b+d, ¢c = c und

¢+ d = d durch Gleichsetzen der jeweiligen Eintréige in AB und BA. Damit finden
wir ¢ = 0 und d = a. Die gesuchten Matrizen sind also von der Form

A:(SS), (46)

wobei die Forderung A € GLy(C) & det A = a® # 0, also a # 0 erzwingt. Die
Menge M aller Matrizen mit den gewiinschten Eigenschaften ist daher

M:{(Sb)eM@xz©

a

aGCX,bGC}. (47)
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Aufgabe 13 (H13T2A5) Sei G = S5. Wir finden zunéchst die Anzahl der Ele-
mente der Sj, die Ordnung 4 haben. Sei dazu ¢ € G Element der Ordnung 4.
Als Element einer symmetrischen Gruppe hat o eine Zerlegung in paarweise dis-
junkte Zykel pi,...,p, € S5 fiir ein r € Ny, d.h., 0 = p1 ® p2 ® ...p, wenn wir
die Verkniipfung auf G mit ® bezeichnen. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass
die Ordnung von ¢ und der Faktoren py, ..., p, in der disjunkten Zykeldarstellung
tiber ord(o) = kgV(ord(p1), ..., ord(p,)) zusammenhéngen. Da Zykel in der S nur
Léngen k € {2,3,4,5} haben (Identitét bleibt unbeachtlich), kénnen wir o nur
durch einen 4-Zykel reprasentieren. Die Moglichkeit, o durch einen 4- und einen
dazu disjunkten 2-Zykel darzustellen, scheidet aus, da die Disjunktheit bereits er-
zwingt, Permutationen der Mg = {1,2,3,4,5,6} zu betrachten, wir aber nur in
G = S5 = Per(M;) arbeiten. Damit ist o bereits auf den Zerlegungstyp (4) festge-
legt. Die Anzahl der verschiedenen 4-Zykel in S5 berechnet sich nach Vorlesungser-

i =5-6 = 30. Also gibt es 30 verschiedene Elemente

der Ordnung 4 in S5. In einem zweiten Schritt ist die Anzahl der Untergruppen der
S5 zu kldren, die die Ordnung 4 haben. Sei U < G Untergruppe der Ordnung 4. Da
4 = 22 ein Primzahlquadrat ist, ist U laut Vorlesung abelsche Gruppe. Als endliche
abelsche Gruppe ist auf U der Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen in
der Fassung fiir endliche abelsche Gruppen anwendbar. Dieser liefert nun die Kan-
didaten U ~ Z/27 x Z/2Z = U, und U ~ Z/4Z = U, als Isomorphietypen. Diese
sind tatséchlich verschiedene Isomorphietypen fiir 4-elementige Gruppen, da in Uy
nur Elemente der Ordnung 2 vorkommen, U, aber zyklisch von Ordnung 4 ist, also
ein Element der Ordnung 4 enthélt. Wir unterscheiden also:

gebnissen geméf} (4 — 1)!

o [ull U ~ U,: In diesem Fall wird U von einem 4-Zykel o € S5 erzeugt. Sei
g € U Element der Ordnung 4. Wegen ®(4) = 22 — 2! = 2, gibt es in U
genau 2-Elemente der Ordnung 4. Also liegen jeweils zwei (geeignete) 4-Zykel
in einer Untergruppe U =~ U,. Die Anzahl der Untergruppen vom Typ U,
ist also gerade halb so grof§ wie die Anzahl der 4-Zykel in S5: Damit gibt es
30/2 = 15 zyklische Untergruppen der Ordnung 4 von Ss.

o [full U ~ U;y: In diesem Fall benotigen wir zwei verschiedene Elemente der
Ordnung 2, die U erzeugen. Da aber U =~ Z/27 x 7/27, also isomorph
zu einem &uferen direkten Produkt von Gruppen ist, in dem jeder zykli-
sche Faktor Normalteiler ist, liefert die Isomorphie oy(cy)o; " = (0;) wobei
o1 € (o01) ein erzeugendes Element ist. Die Elemente der Ordnung 2 in Sj
sind Transpositionen und Doppeltranspositionen. Sei zunéchst o; = (ij) und
oy = (kl). Falls k& € {i,j}, ohne Beschrankung der Allgemeinheit k& = i, gilt
oro907t = (i) (i) (if) = (jil) & ((il)} fiir j # . Falls j = [, gilt 07 = 09 im
Widerspruch dazu, dass o; # o9 gelten muss. Fiir den Fall von Transposition
sind also nur (ij) und (jk) mit paarweise verschiedenen i, j, k,| € M; zugelas-
sen. Betrachten wir den Fall, dass o; = (ij) Transposition und oy = (kl)(mn)
Doppeltransposition ist. Einer der Eintrédge k,[,m,n stimmt mit einem der
Eintrédge 4,7 iiberein. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit & = j. Dann
gilt o090, = (i5)(j1)(mn)(ij) = (ilj)(mn), was aber im Widerspruch da-
zu steht, dass es in U kein Element der Ordnung 3 gibt. Also féllt ein wei-
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terer Eintrag der Doppeltransposition mit dem FEintrag ¢ der Transposition
zusammen. Dann gilt (kl)(mn) = (ji)(mn) oder (kl)(mn) = (51)(in). Im er-
steren Fall gilt o090, = (i)(ji)(mn)(ij) = (ij)(mn) = oy € (03). Frei
wihlbar ist also nur (mn) mit m,n € Mj; verschieden und paarweise verschie-
den von i, 7 € Ms. Wegen ooy = (mn) entspricht dieser Fall aber gerade dem
Fall, dass wir zwei Transpositionen (ij) und (kl) mit paarweise verschiede-
nen i, j, k,l € M5 wéhlen. Im zweiten Fall gilt (i7)(jl)(in)(ij) = (iljn), aber
es gibt kein Element der Ordnung 4 in U im Falle U ~ U;. Also kénnen
wir uns auf den Fall zuriickziehen, dass U von zwei disjunkten Transposi-
tionen erzeugt wird. Fiir die Wahl eines Paares disjunkter Transpositionen

aus S5 haben wir < g ) ( 3 ) = 30 Moglichkeiten. Da disjunkte Trans-

positionen kommutieren, erzeugen gibt also doppelt so viele Mdéglichkeiten,
Paare disjunkter Transpositionen zu bilden wie von ihnen erzeugte, verschie-
dene Untergruppen. Damit finden wir 30/2 = 15 verschiedene, von disjunk-
ten Transpositionen in S5 erzeugte Untergruppen. Zuletzt betrachten wir den
Fall, dass o7 und o, Doppeltranspositionen sind. Offenbar muss zusétzlich
o1 # o9 gelten. Als Doppeltranspositionen haben oy und oy je einen Fix-
punkt. Es haben o; und o, sogar einen gemeinsamen Fixpunkt: Denn falls ¢
Fixpunkt von oy aber i — j unter oy, dann gilt o(02(i)) = 01(i) = j aber
o9(01(1)) = 09(j) # i. Das ist ein Widerspruch zur Normalteiler-Eigenschaft
(0;) < U fiir i € {1,2}, denn 0y 0 090, " € {(0y) impliziert oy0507 = id oder
010901 = 09, da ord(oq) = 2 = ord(0y). Ersteres scheidet aus, denn andernfalls
folgt 01 = 09 im Widerspruch dazu, dass |[U| = 4 > 2. Im zweiten Fall haben
wir 0109 = 0901, d.h., 01 und o9 kommutieren. Wenn also, im obigen Teil o
und oy keinen gemeinsamen Fixpunkt haben, dann kommutieren o; und o9
also nicht. Da nun U = {id, 01, 02, 01 003} und o7 003 als Fixpunkt den bereits
von o1 und oy gemeinen Fixpunkt hat, konnen wir die Anzahlen fiir den Fall,
dass U von zwei Doppeltranspositionen erzeugt wird angand der Anzahlen der
moglichen Fixpunkte (aller Gruppelemente) abzéhlen. Da |M;| = 5, gibt es
also genau 5 Moglichkeiten, U aus Doppeltranspositionen zu erzeugen.

Insgesamt haben wir also 15 + 15 + 5 = 35 Untergruppen der Ordnung 4 in Ss.

Aufgabe 14 (FO4T2A1) Gesucht ist explizit eine Untergruppe der Ordnung 21
von S7. Sei U Untergruppe der Ordnung 21 von S;. Da |[U| =21 =37 gibt es in U
echte Untergruppen nur von Primzahlordnung. Nach dem Satz von Cauchy gibt es
ferner in U ein Element der Ordnung 3 und eines der Ordnung 7. Sei V' Untergruppe
der Ordnung 7 von U. Da (U : V') = 3 und 3 der kleinste Primteiler von |U| = 21 ist,
ist die Untergruppe der Ordnung 7 Normalteiler von U. Die Elemente der Ordnung
7 in S7 beinhalten die 7-Zykel. Wihle also den 7-Zykel o = (1234567) € S7 und setze
V' = (o). Wir benétigen nun noch eine Untergruppe der Ordnung 3 von S7. Hierzu
wiahle z.B. den 3-Zykel p = (123), der als 3-Zykel die Ordnung 3 hat. Offenbar
ist (p) N (o) = {id} in S7, denn jedes Element aus (p), das nicht die Identitét
ist, hat die Fixpunktmenge M, = {4,5,6,7}, wohingegen jedes von der Identitét
verschiedene Element aus (o) keinen Fixpunkt besitzt. Abgesehen von der Identitét
konnen also (p) und (7) kein weiteres gemeinsames Element besitzen. Damit ist
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das innere semidirekte Produkt U = (p)(o) eine Untergruppe mit den gewiinschten
Eigenschaften. Die Gleichheit U = (p)(c) folgt dabei daraus, dass (p){(c) C U nach
Definition des inneren semidirekten Produkts und der Satz von Lagrange liefert
nun die Gleichheit der Ordnungen von U und (p)(c), denn (o) N (p) = {id} wegen
Teilefremdheit der Ordnungen. U

Aufgabe 15 (H11T3A1) Zu bestimmen sind fiir alle n > 5 natiirlich die Nor-
malteiler der symmetrischen Gruppe S,. Dabei ist vorauszusetzen, dass A,, einfach
ist, wiederum fiir alle n > 5. Sei also n > 5 natiirlich. Als Kern des Signums-
Homomorphismus sign : S,, — {—1,1}, wobei {—1,1} mit der gewohnliche Multi-
plikation zu einer Gruppe wird, ist die A, Normalteiler von S,. Denn A, := {0 €
Sy, : sign(o) = 1} per Definition. Laut Vorlesung ist zu einer beliebigen Gruppe G
stets die triviale Untergruppe, die nur das Neutralelement enthélt, und die Gruppe
selbst Normalteiler. Also gilt {id} < S,, und S,, < S,,, indem wir das Resultat auf
G = S, anwenden. Laut Angabe ist die A, fiir n > 5 einfach. Das bedeutet, die
A, hat genau zwei Normalteiler, ndmlich die triviale Untergruppe {id} < A, und
sich selbst A,, < A,,. Wir behaupten, dass fiir n > 5 fiir einen beliebigen Normal-
teiler N von S, gilt N € {{id, A,,S,} = N. Nachgewiesen wurde schon, dass es
sich bei allen Elementen in der angegebenen Menge um Normalteiler handelt. Zu
zeigen ist noch, dass die Menge wirklich alle Normalteiler der S,, enthélt. Sei dazu
N Normalteiler von S,, aber N ¢ N. Dann ist N’ = N N A,, Normalteiler von A,
laut Vorlesung. Falls N C A, folgt N € N, im Widerspruch zur Voraussetzung
N ¢ N. Falls N € A,, gibt es ein Element 0 € S, \ A,, so dass 0 € N. Da
N'" < A, ist entweder N’ die triviale Untergruppe oder ganz A,,. Im ersteren Fall
ist o ein Element der Ordnung 2 in S,,. Da aber aus Griinden der Gruppenordnung
gilt (N U A,) = S, liefert der erste Isomorphie-Satz zusammen mit dem Satz von
Lagrange den Widerspruch |A,/N’'| = |A,| = |S,|/2 = |S,/N|, denn N enthélt mit
einem Element o der Ordnung 2 auch alle anderen Elemente der Ordnung 2 und
vom selben Zerlegungstyp. Fiir n > 5 ist dies mehr als eins. Im zweiteren Fall ist N
bereits ganz S, aus Griinden der Gruppenordnung, (N U A,) = S,. O

Aufgabe 16 (H12T3A2) Sein € Nund G = S,,. Zu zeigen ist, dass Cg((12...n)) =
((12...n)). Sei o € C((12...n)). Dann gilt ¢(12...n)o ! = ¢. Durch die Aquivalenzumformung
“Multiplikation mit o von rechts bzgl. der Verkniipfung auf S,,” finden wir 0(12....n) =
(12..n)o. “2”: Ein beliebiges ¢ € ((12...n)) ist von der Form ¢ = (12...n)"
mit 0 < k£ < n — 1. Damit folgt 0(12..n) = (12..n)*(12..n) = (12..n)F =
(12..n)k+Dmedm) ynd (12..n)o = (12..n)(12..n)F = (12..n)F = (12..n)F =
(12...n)((k + 1) mod(n)), also in der Tat o(12..n) = (12...n)c und damit ¢ €
Ce((12...n)). “C”. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass |G((12...n))| = (G : Cs((12...n))).
Wegen G((12..n)) = {0’ € S,, : ¢/ = 0(12...n)07 ', 0 € G}, ist ¢’ ein zu o konjugier-

tes Element und insbesondere vom selben Zerlegungstyp, also ebenfalls ein n-Zykel

der S,,. In S,, gibt es aber (n—1)! n-Zykel, so dass |G((12...n))| = (n—1)!. Nach dem
Satz von Lagrange gilt also (G : C¢((12...n))) = |G|/|Ca((12...n))| = |G((12...n))],
d.h., |Ce((12...n))] = |G|/|G((12....n))| = n!/(n — 1)! = n. Damit ist Cg((12...n))
eine Untergruppe der S,, von Ordnung n, die die zyklische Gruppe ((12....n)), eben-
falls von Ordnung n, enthélt, wie im ersten Teil des Beweises gezeigt wurde. Also
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gilt aus Ordnungsgriinden Cg((12....n)) = ((12...n)). O

Aufgabe 17 (H12T1A1) Seip € Pund g = p! fiir [ € N und G = SLy(F,). Zu
zeigen ist zunéchst [SLo(F,)| = ¢*(¢* — 1). Nach Definition ist die spezielle lineare
Gruppe gerade der Kern des Gruppenhomomorphismus det : GLy(F,;) — F, von
der allgemeinen linearer Gruppe iiber F, in die Einheitengruppe F; von F,. Der
Homomorphiesatz liefert nun eine Isomorphismus det : GLy(IF,)/(SLy(IF,)) — F;.
Es gilt dann mit dem Satz von Lagrange |GLy(F,)!/|SLa(F,)| = [Fy| = ¢ — 1,
wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass jedes von Op, verschiedene Element
von F, in der Einheitengruppe Fy liegt und F, der Kérper mit ¢ Elementen ist.
Durch Umformung ergibt sich nun [SLy(F,)| = |GL2(F,)|/(¢ — 1). Aus der linearen
Algebra ist bekannt, dass A € GLy(IF,,) dquivalent dazu ist, dass die Spaltenvektoren
V1, Vg € IF?I linear unabhéngig sind. Fiir v; konnen wir einen beliebigen Vektor v; €
F2\ {(O,, O,)} wihlen. Es gibt also ¢> — 1 Moglichkeiten, v; zu wéhlen. Der Vektor
vy kann nun aus F? \ ling, (v;) beliebig gewéhlt werden: Wir haben also fiir die
Wahl von v, genau ¢? — ¢ Moglichkeiten. Zusammen haben wir also (¢* — 1)(¢* — q)
Méglichkeiten vy, v9 linear unabhéngig und damit A € GLy(F,) zu wihlen. Damit
ist |GLa2(Fy)| = (¢* — 1)(¢* — q)- Also [SLa(F,)| = [GLa(Fy)| /(g — 1) = (¢* — 1)(¢* —
q)(g—1) = q(¢> — 1). Seien N~ und B wie in der Angabe definiert. Laut Angabe
sind N™ < G und B < G. Da G und damit auch die Untergruppen N~, B von
endlicher Ordnung sind, liefert der Satz von Lagrange |Q2| = |G|/|B|. Die Ordnung
der Gruppe B ldsst sich direkt aus der Definition ablesen: |B| = (¢ — 1)g, denn F
enthélt keine von der 1 verschiedenen Elemente, die zu sich selbst invers sind. Es
folgt |2] = ¢+ 1. Fiir N~ ergibt sich |F,| = ¢. Zu zeigen ist nun, dass die Operation
®: N xQ = Q(ADb) — A- B einen Fixpunkt besitzt. Bezeichne dazu F die
Fixpunktmenge der Operation und R C B ein Représentantensystem der Bahnen
der Operation, so dass die Bahnen mindestens die Lénge 2 haben. Dann gilt die
Bahnengleichung:

Q| = |F| + Z(N‘ . N3, (48)

wobei Nz den Stabilisator des Elements B € B unter der betrachteten Operation
bezeichnet. Da Nz < N~ laut Vorlesung und |[N~| = ¢ endlich ist, gilt nach La-
grange 2 < (N~ : N5) = |N"|/|N5| = q/|N5|. Da ¢ = p' mit natiirlichem [, muss
NGl e {1,....,p""'}. Wegen |[Q] = ¢ + 1 folgt mit der obigen Bahnengleichung

l
! _ p
p+1=|F+ Z H(B) (49)
BeR

und k(B) € {1,....,1 — 1}. Jeder Beitrag zur Summe iiber B ist durch p teilbar, so
dass

1= (¢! + 1) mod(p) = |F| mod(p). (50)

also |F| = 1+Ip mit [ € Ny gilt, insbesondere also |F'| > 1. Somit hat die betrachtete
Operation mindestens einen Fixpunkt. O
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Aufgabe 18 Sei U < S; definiert als U = ((12)(34)(567)) und definiere die Ab-
bildung « : U x M; — My, (0, k) — o(k). Wir zeigen, dass « eine Gruppenope-
ration ist. Es ist a(id, k) = id(k) = k fir alle k € M;. Fir o,7 € U gilt ferner
alo(a,7(k))) = alo, (7(k))) = o(r(k)) = (0 o7)(k) = a(c o 7, k) fir alle k € Mj.
Damit ist « : U x M; — M5 in der Tat eine Gruppenoperation. Gesucht sind
nun die Bahnen G(k) fir alle & € M. Es gilt G(1) = {1,2} = G(2), G(3) =
{3,4} = G(4) und G(5) = G(6) = G(7) = {5,6,7}. Dies sind alle Bahnen, denn
G(1)WG(3)WG(5) = M. Da jede Bahn die Langer > 2 hat, gilt fiir die Ordnung des
Stabilisators Uy, dass |Ug||||U] als echter Teiler (also |Uy| < |U| = kgV(2,2,3) = 6).
Da die Operation aber nicht-transitiv ist, weil bereits G(5) N G(1) = 0, gibt es
nur die Mé’)glichkeiten |Ux| € {2,3}. Genauer gilt nun mit o = (12)(34)(567), dass

= {id, 0%, o'} = fiir k € {1,2,3,4} und U, = {id, 03} fiir k € {5,6,7}. O

Aufgabe 19 Gesucht sind alle Untergruppen U der Ordnung 4 von Ss, so dass
U nur die Identitdt und Doppeltranspositionen enthélt. In der S5 gibt es 10 Trans-
positionen. Ist eine Transposition fixiert, gibt es noch 3 weitere Moglichkeiten eine
weitere Transposition mit disjunktem Tréger zu wihlen. Da die beiden Transposi-
tionen disjunkte Tréager haben,kommutieren sie miteinander, so dass wir insgesamt
3 -10/2! = 15 Doppeltranspositionen in S5 haben. Sei nun U eine Untergruppe
mit den geforderten Eigenschaften und seien o, 7 Doppeltranspositionen in U. Da
|supp(c)| = 4 = |supp(7)| = 4 = 5 — 1, hat jede Doppeltranspositionen einen
Fixpunkt ¢ = i(7) € Ms, der von der jeweiligen Doppeltransposition 7 abhéngt.
Wir zeigen nun, dass fiir 0,7 € U, die Fixpunkte der beiden Doppeltranspositio-
nen identisch sind. Angenommen, dies ist nicht so. Bezeichne i € M;5 den Fixpunkt
von o. Dann gilt (i) = i infolge der Fixpunkteigenschaft von i. Nach Annahme gilt
j = 7(i) # i, da 7 und o verschiedene Fixpunkte haben. Dann gilt 7(o (7)) = 7(i) = j
aber o(7(i)) = 0(j) # j, da j nicht Fixpunt von o. Da |U| = 4 = 22 Primzahlqua-
drat, ist U abelsch, so dass 0 o7 = 7o ¢ fiir 0,7 € U. Insbesondere miisste gelten
(coT)(i) =0(j) =j = (roo)(i) im Widerspruch zu o(j) # j. Daher war die An-
nahme falsch und die Doppeltranspositionen in einer Untergruppe U haben jeweils
denselben Fixpunkt i € M;5. Wir haben insgesamt 5 Mdoglichkeiten, diesen Fixpunkt
zu wahlen, also 5 Untergruppen der Ordnung 4 mit der geforderten Eigenschaft.
Explizit:

Uy = {id, (23)(45), (24)(35), (25)(34) }, (51)
Uy = {id, (13)(45), (14)(35), (15)(34)}, (52)
Us = {id, (21)(45), (24)(15), (25)(14) }, (53)
U, = {id, (23)(15), (21)(35), (25)(31)}, (54)
Us = {id, (23)(41), (24)(31), (21)(34)} (55)

0J

Aufgabe 20 Gesucht sind zwei Matrizen A, B € GL,(C), so dass gilt: (i) A ist
nicht &hnlich zu B, (ii) die charakteristischen Polynome x4, xp € C[z] stimmen
tiberein, y4(z) = xp(x) fir alle z € C und (iii) die Minimalpolynome p4, up € C|x]
stimmen iiberein, p4(z) = pp(z) fur alle x € C. n € Nist hierbei frei wihlbar. Setze
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n = 4. Es reicht aus, Matrizen A und B mit verschiedenen Jordan-Normalformen
anzugeben, in dem Sinne, dass die Jordankéstchen in A und B nicht bis auf Rei-
henfolge iibereinstimmen. Da die Jordan-Normalformen nicht iibereinstimmen, lie-
fert der Hauptsatz iiber die Jordan-Normalform, dass die Matrizen A und B nicht
dhnlich sind. Sei A € C* = C\ {0¢} beliebig aber fest. Definiere die Matrizen A und
B durch:

A1 00 A1 00
0 X 00 0O AxN 00

A= 00 X1  B= 00 X O (56)
00 0 A 00 0 A

Offenbar haben die Matrizen A und B eine im oben beschriebenen Sinne verschiedene
Jordan-Normalform, sind also nicht &hnlich zueinander (Teil (i)). Die Forderung,
A\ € C*, stellt sicher, dass det A = A\* = det B insbesondere von Null verschieden ist,
die Matrizen A, B also tatschlich also der Gruppe der invertierbaren 4 x 4-Matrizen
mit Koeffizienten aus C stammen. Beide Matrizen liegen in Jordan-Normalform
vor, und haben den Eigenwert A mit algebraischer Vielfachheit 4. Mithin gilt fiir die
charakteristischen Polynome y(z) = (z — A\)* und xp(z) = (z — \)?, insbesondere
also x4 = xp (Teil (ii)). Sei nun pa, up € Clz] das Minimalpolynom von A bzw.
B. Laut Hauptsatz iiber das Minimalpolynom gilt, dass im Falle, dass die Matrix A
bzw. B nur einen Eigenwert hat, dieser alleinige Nullstelle von p4 bzw pp ist, wobei
die Vielfachheit gerade die Lange des grofiten Jordankéstchens zu diesem Eigenwert
ist. Da X alleiniger Eigenwert von A bzw. B und das grofite Jordan-Késtchen zu A fiir
beide Matrizen Lénge 2 hat, liefert der oben angefithrte Hauptsatz zusammen mit
der Normiertheitsforderung fiir die Minimalpolynom g, pup also pa(z) = (z — \)?
und pp(z) = (x — \)?, also insbesondere py4 = pp (Teil (iii)). Damit sind die beiden
Matrizen A und B aus GL,(C) mit den gewiinschten Eigenschaften (i) bis (iii). [

Aufgabe 21 (F15T2A4) (a) Sei ©® : G x Q — Q,(g,z) — g ® z eine transititive
Gruppenoperation der Gruppe G auf die Menge 2 mit || > 1 und der Eigenschalft,
dass jedes g € G einen Fixpunkt besitzt, d.h., es gibt es x € € zu vorgegebenem
g € G, s0 dass g ® x = x. Zu zeigen ist, dass es ein U < G, d.h., eine echte
Untergruppe U von G gibt, so dass

G=Jnn. (57)

heG

Sei ¢’ € G beliebig aber nicht das Neutralelement, so dass a € 2 Fixpunkt von ¢'.
Dies ist moglich, da G transitiv auf eine Menge der Méchtigkeit echt grofler als 1
operiert. Bezeichne G, = {g € G : ¢ ® a = a} den Stabilisator von « in G. Aus
der Vorlesung bekannt ist, dass GG, eine Untergruppe von G ist. Da die Operation ®
transitiv ist, gilt G(a) = Q, also |G(«)| = |2] > 1, so dass gilt G(a) = (G : G,) > 1,
weswegen bereits G, C G gilt. Es bleibt zu zeigen, dass die angegebene Gleichung
stimmt. Klar ist, dass hUh™! C G fiir beliebiges h € G, also auch

G2 Jrun™! (58)
heG
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gilt. Um zu zeigen, dass auch G in der Vereinigung von Konjugationsklassen ent-
halten ist, sei g € G beliebig vorgegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein § € €,
so dass ¢ ® B = (. Wegen der Transitivitdit von ® gibt es ein £ € G, so dass
k©a=p3 Nungiltg e kUk™' & klgk € U & (k7'gk) ® a = a. In der Tat,
1 ogo(koa) =k1'®(gop) =k ®B = anach den Rechenregeln fiir
Gruppenoperationen. Also gilt g € kUk™" und erst recht g € (J,co hRUR™'. Damit
ist die Gleichheit von Mengen nachgewiesen. U
(b) Sei nun n > 1 und gesucht ist eine echte Untergruppe von G = GL,,(C) mit der
Eigenschaft, dass GG die Vereinigung aller Konjugationsklassen dieser Untergruppe
ist. Wir definieren zunéchst Y = {V' C C"|U ist Untervektorraum von C", dim¢ U =
1}. Da n > 1, sind bereits durch ling(é;), ling(éy) zwei Elemente aus U gege-
ben, also |[U| > 1. Ferner definieren wir die Abbildung ® : G x U — U durch
(A,U) - Ao U = A(U). Zu iberpriifen bleibt, dass hierdurch eine wohldefinierte,
transitive Gruppenoperation zustandekommt, so dass zu jedem A € G ein U € U
mit A®U = U existiert. Zur Wohldefiniertheit. Sei U € U beliebig. Da dimc U = 1,
gibt es einen Vektor v € C™\ {0}, so dass U = ling(v). Sei nun A € G auch beliebig.
Da A invertierbar, ist Av # 0. Ansonsten wire ker A # {0}, im Widerspruch zur
Injektivitdt des durch A definierten Endomorphismus ¢4 : C* — C", v — Av. Also
gibt es ein w € C"\ {0} so dass w = Av. Es gilt also w € A® U. Sei nun A € C
beliebig, dann gilt A(Av) = AAv = Aw € A(U). Wegen U = lin¢(v) folgt also sogar
bereits ling(w) = A(ling(v)). Da dime ling(w) = 1, folgt A(U) € U fiir beliebige
A € G, U € U. Mithin ist ® als Abbildung wohldefiniert. Zur Gruppenoperation:
Es gilt fiir U € U beliebig I, U = I,,(U) =U. Fir A, Be G,U elUU gilt A-Be G
und A (BoU) = A0 (B(U)) = ABU)) = {w € C": w = Avfireinv €
BU)} = {w e C": w = Avfireinv € {w € C" : v = Bufireinu € U}} =
{weC":w=(A-B) fireinv e U} = (A- B)(U). Zur Transitivitat: Fir den
Nachweis der Transitvitat reicht es zu zeigen, dass fiir ein U € U gilt G(U) = U.
Andernfalls entsteht ein Widerspruch dazu, dass die Bahnen der Operation einer
Zerlegung von U bilden. Sei V' € U beliebig und setze U = ling(é;). Da dim¢ V' = 1,
gibt es ein v = vy € C"\ {0}, so dass V' = ling(vy). Da vy Nicht-Nullvektor ist, gibt
es nach dem Basisergidnzungssatz Vektoren vs, ..., v, € C"\ {0}, so dass {vy,...,v,}
eine n-elementige Menge linear unabhéngiger Vektoren in C" ist, also eine Basis von
C™. Insbesondere gilt nach einer bekannten Charakterisierung invertierbarer n x n-
Matrizen, dass A = (vq,...,v,), bestehend aus den soeben gefundenen Vektoren, in
G liegt. Mithin gilt nach Definition der Bahn G(U) > V. Beliebigkeit von V € U
impliziert nun zusammen mit der Definition des Bildbereichs der Gruppenoprati-
on U = G(U). Zusammen mit der eingangs gemachten Bemerkung ist das zuletzt
genannte Ergebnis gerade die Transitivitdt der Gruppenoperation ®. Es bleibt zu
zeigen, dass es zu fest vorgegebenem A € G einen Fixpunkt U € U der Operation
® gibt. Sei A € G also beliebig und bezeichne mit x4 € Clz] das charaketristi-
sche Polynom von A. Da C algebraisch abgeschlossen ist, ist C Zerfallungskorper
von x4. Da A € G, also invertierbare n x n-Matrix ist, sind die Eigenwerte von A,
d.h., die Nullstellen des charakteristischen Polynoms y 4, alle von O¢ verschieden.
Ansonsten entsteht ein Widerspruch zur zur Invertierbarkeit dquivalenten Bedin-
gung det A # 0. Sei also A € C* Eigenwert von A. Dann gilt Av = v fiir ein
v e C"\ {0}, da die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes stets grofier als 1
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ist. Da v € C*\ {0} ist dimcling(v) = 1, also U = ling(v) € Y. Da mit v € U
auch \™'v € U folgt AN ") = M™'v =v € A® U, so dass ling(v) C AU
und aus Dimensionsgriinden ling(v) = A ® U. Also hat A einen Fixpunkt und die
Beliebigkeit von A liefert, dass jedes A € G einen Fixpunkt im obenstehenden Sin-
ne hat. Im Ergebnis liegen alle Voraussetzungen vor, Teil (a) anzuwenden. Dieser
liefert die Existenz einer echten Untergruppe U von G, so dass GG die Vereinigung
aller Konjugationsklassen von U in G ist. U
(¢c) Definiere nun e : G x (U xU) = U x U, (A, (U,V)) — (AU), A(V)). Zu un-
terstellen ist, dass e eine Gruppenoperation ist. Zu zeigen ist, dass es genau zwei
Bahnen gibt. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Bahnen einen Gruppenope-
ration eine Zerlegung der Menge ist, auf die die Gruppe operiert. Sei nun U € U
beliebig. Dann ist G((U,U)) = {(V,V) e U xU|FA € G : V = A(U)}. Ferner gilt
UxU\G((U,U)) ={(V1,Va) eU xUVy # Va} = {(V1,V2) eU xU[ViNVz = {0}},
wobei fiir das Gleichheitszeichen verwendet wurde, dass zwei ein-dimensionale Unter-
vektorrdume eines Vektorraums C" entweder gleich sind oder aber trivialen Schnitt
haben. Wir behaupten nun, dass G(ling(é;),ling(éz)) = U x U \ G((U,U)). C. Sei
A € G beliebig aber fest. Angenommen, A e (ling(é,),ling(és)) €U xU\ G((U,U)).
Dann gibt es ein W € U, so dass A(ling(é1)) = W & A(ling(éz)) = W. Insbesonde-
re gibt es dann Vektoren wi,ws € W \ {0}, also insbesondere linear abhingig,
so dass wy; = Aé;, wy = Aés. Die lineare Abhéngigkeit von w; und wsy liefert
(A, Ag) € Cx C\{(0¢c,0¢)}, so dass 0 = \jvy + Agwy, also 0 = A\(Aér) + Aa(Aéy) =
AN €1 + Aaéa) mit Ajé; + Aaéa # 0, im Widerspruch zur aus der Invertierbar-
keit von A folgenden Bedingung ker A = {0}. Also gilt G(ling(é),ling(és)) C
UxU\G(U,U)). Dt Sei nun umgekehert (V1,V2) € U x U \ G((U,U)) gegeben.
Zu zeigen ist (V1,Vy) € G(ling(é1),ling(éz)), also die Existenz eines A € G, so dass
A(ling(éy), ling(é2)) = (Vi,V2). Da V4, Vo € U gibt es vy, v, € C*\ {0}, so dass
Vi = ling(v;) fiir alle ¢ € {1,2}. Ferner sind vy, vy nach Voraussetzung an Vj, Vs,
Vi N Vy = {0}, linear unabhéngig. Nach dem Basisergénzungssatz finden wir also
(n — 2) geeignete, paarweise linear unabhéngige Vektoren vs, ....v, € C"\ {0}, so
dass {vy, vg,v3, ..., v, } n-elementige Menge paarweise linear unabhéngiger Vektoren
in C" ist. Da n < oo, bilden sie einen Basis von C". Setze nun A = (vq, vg, U3, ..., Uy, ).
Es gilt A € G, denn nach einer bekannten Charakterisierung invertierbarer n x n
Matrizen, ist die Invertiebarkeit dquivalent dazu, dass die Spalten der Matrix n
linear unabhéngige Vektoren sind. Dann gilt A(ling(é;)) = linc(v;) = V; fiir alle
i €{1,2}, also (V4,V2) € G((linc(éz),linc(éz))). Beliebigkeit des Paares (V1, V2) lie-
fert nun G(ling(é1),ling(é2)) DU x U \ G((U,U)). Zusammen mit dem ersten Teil
folgt Gleichheit von Mengen. Infolge der Bemerkungen am Anfang des Beweises zur
Zerlegungseigenschaft der Bahnen, folgt nun, dass wir zwei Bahnen gefunden haben,
die eine Zerlegung von U x U bilden. Da jede Bahn mindestens ein Element bein-
haltet, haben wir somit alle Bahnen der Operation e bestimmt — deren Anzahl ist
also genau 2. ([l

Aufgabe 22 (H14T2A5) Laut Hauptsatz iiber die Jordan-Normalform gibt die
geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A = 1 der (speziell hier) Matrix A = Is+ N
mit einer nilpotenten Matrix N mit Nilpotenzindex 3 an, wie viele Jordan-Késtchen
es gibt. Die Jordan-Normalform von A besteht also aus 3 Jordan-Késtchen, so dass
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die Langen der drei Jordan-Késtchen sich zu 6 addieren. Da A = 1 die Vielfach-
heit 6 hat, ist A = 1 auch der einzige Eigenwert der Matrix A € Mg(R). Nach
dem Hauptsatz iiber das Minimalpolynom der Matrix A ist also die Vielfachheit
der Nullstelle A = 1 des Minimalpolynoms gerade der Nilpotenzindex der Matrix
A—XNg=A—1Is = N.Esgilt A—1Is = N, (A—I)*> = N? # 0 nach Auf-
gabenstellung, aber (A — I5)> = N3 = 0. Also hat auch A Nilpotenzindex 3. Fiir
das Minimalpolynom p4 von A gilt also, dass es die drei-fache Nullstelle 1 hat.
Nach einem Zusatz zum Hauptsatz iiber die Jordan-Normalform ist die Vielfachheit
einer Nullstelle © des Minimalpolynoms ;4 gerade die Grofle des grofiten Jordan-
Késtchens zum Eigenwert p von A. Da hier A = p = 1 einziger Eigenwert, ist das
grofite Jordan-Késtchen in der Jordan-Normalform von A ein 3-er Jordan-Késtchen.
Wir bezeichnen dieses mit J;. Da die Matrix insgesamt 3 Jordan-Késtchen besitzt,
verbleiben zwei Jordankéstchen J5, J3 der Lénge [y, I3 respektive. Da fiir die Summe
der Léangen aller Jordan-Késtchen gilt 3+1ly+13 = 6 < lo+13 = 3, ist entweder [, = 2
und l3 = 1 oder [, = 1 und I3 = 2 moglich. Da nach einem Satz iiber die Eindeutig-
keit der Jordan’schen Normalform, diese nur bis auf Reihenfolge der Jordan-Blécke
festgelegt ist, wiahlen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit I = 2, I3 = 1. Zu-
sammen mit der Voraussetzung, dass der Eigenwert A = 1 ist, haben wir fiir die
Jordan-Normalform J[A] von A:

S OO OO
[l eNeBeol S -
O OO = = O
OO O OO
O == O oo
_— o oo oo

bis auf Reihenfolge der Jordan-Késtchen. 0

Aufgabe 23 (F18T3A1(b)) Sei ¢ : F} — F?2 surjektive und lineare Abbildung.
Zu bestimmen ist | ker ¢|. Da v surjektiv ist, und F¥ fiir k{2, 3} ein F5-Vektorraum
iiber dem endlichen Koérper Fjy ist, liefert der Kern-Bild-Satz fiir lineare Abbildun-
gen: dimimy + dimkert = 3. Da ¢ surjektiv ist, dimimy = dimF? = 2, so dass
dimkery = 1, also ker ¢ ~ 5 vermoge eines Vektorraum-Isomorphismus. Da dieser
eine Bijektion zwischen zwei endlichen Mengen ist, folgt | ker¢| = |F5| = 5. O

Aufgabe 24 (F18T2A1(d) Seien Py, P, ..., Ps € R? von der Form P; = (z;,v;)
fir j € {1,2,3,4,5}. Zu zeigen ist, dass es (a,b,c,d,e, f) € RO\ {Ogs} gibt, so
dass ax? + bxjy; + cyj + dx; + ey; + f = 0 fiir alle j € {1,2,3,4,5}. Es gibt
RS > (a,b,c,de, f) # (0,0,0,0,0,0) genau dann wenn das lineare Gleichungs-
system definiert durch 0 = A;;z; mit z = Z?.:l zjé; = (a,b,c,d,e, f) und A =
(Aij)1§i§5,1§j§6 gegeben durch A = x?, Aip = TilYi, Az = %27 Ay = x4, Ais = Yi
und A;s = 1 eine nicht-triviale Losung, d.h., einem vom Null-Vektor verschiedene
Losung, hat. Sei r = rang(A) der Rang der 5 x 6-Matrix A iiber R. Laut Vorle-
sung ist der Losungsraum £ = {z € R% : Ogs = A - 2z} des betrachteten linearen
Gleichungssystems ein Untervektorraum von R und genauer gilt fiir die Dimension
dim £ = dimgs —r. Als 5 x 6-Matrix, kann A maximal Spaltenrang 6 und maximal
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Zeilenrang 5 haben, nach der Gleichheit von Zeilen- und Spaltenrang also maximal
Rang 5, 0 < r < 5. Damit gilt 6 < dimg £ > 1 und insbesondere gibt es ein nicht-
verschwindendes 2y € RS, so dass ling C £. Die Komponenten dieses z erfiillen die
Eigenschaften des gesuchten (a,b,c,d, e, f) € RS\ {Ogs}. Damit ist gezeigt, dass
mindestens ein vom Nullvektor verschiedenes 6-Tupel (a,b,c,d, e, f) € R® mit den
gewiinschten Eigenschaften existiert. 0

Aufgabe 25 Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl, P eine p-Sylowgruppe
von G. Zu zeigen ist Ng(P) = Ng(Ng(P)). Sei also p Primzahl und P eine, nicht
notwendigerweise die einzige p-Sylowgruppe von G. Nach Definition ist der Nor-
malisator Ng(P) von P in G die maximale Untergruppe von G, die P enthilt
und in der P ein Normalteiler ist, Ng(P) = {g € G : gPg~' C P}. Wir zei-
gen zuerst Ng(P) € Ng(Ng(P)). Da P als Gruppe abgeschlossen ist, gilt P C
Ng(P). Da stets gNg(P)g~! C Ng(P) fiir alle ¢ € Ng(P), folgt automatisch
Ng(P) € Ng(Ng(P)). Damit ist die Inklusion C nachgewiesen. Wir zeigen nun
Ng(Ng(P)) € Ng(P). Zunéchst gilt, dass P < Ng(P) nach Definition des Nor-
malisators, s.0.. Da Ng(P) < G und P als p-Sylowgruppe insbesondere Unter-
gruppe von G ist, liefert die Inklusion P C Ng(P) bereits, dass P ebenfalls ei-
ne Untergruppe von maximaler p-Potenzordnung, also p-Sylowgruppe von Ng(P)
ist. Da P < Ng(P), liefert die Folgerung aus dem zweiten Sylowsatz, dass P
die einzige P-Sylowgruppe von Ng(P) ist. Sei nun g € Ng(Ng(P)) vorgegeben.
Dann gilt gNg(P)g~' € Ng(P). Sei nun weiter h € Ng(P) vorgegeben. Dann gilt
ghg™ € Ng(P), also (ghg ')P(ghg™')™' C P & h(g~'Pg)h~! € g7' Pg. Laut dem
zweiten Sylowsatz sind je zwei p-Sylowgruppen der Gruppe G zueinander konjugiert.
Damit ist Q = ¢! Pg eine p-Sylowgruppe von G und es gilt h € Ng(Q = g~ ' Pg).
Da h € Ng(P) beliebig war, folgt Ng(P) C Ng(Q). Wir oben stellen wir fest, dass
Q) < Ng(Q). Ebenso wie P ist auch @) p-Sylowuntergruppe von Ng(Q), fiir P ergibt
sich dies daraus, dass P dieselbe maximale p-Potenzordnung wie ) hat. Wire nun
() # P, dann hitte Ng(Q) zwei verschiedene p-Sylowgruppen. Laut Folgerungen
aus zweitem Sylowsatz ist aber @Q 9 Ng(Q) dquivalent dazu, dass es genau eine p-
Sylowgruppe in Ng(Q) gibt. Das widerspricht der Annahme, P # Q. Damit ist also
P=Q=g'Pg& gPg~! = P. Das ist aber dquivalent dazu, dass g € Ng(P), denn
Ng(P) < G ist per Definition die grofite Untergruppe von G in der P Normalteiler
ist. 0

Aufgabe 26 (F11T2A3) Sei V = F2 und definiere G = {v — Av + b|A €
GL2(IFy),b € V}. Als bereits bewiesen ist zu unterstellen, dass G eine Gruppe ist,
die sogenannte Gruppe der affinen Abbildungen von V. Wir geben zunéchst alle
Elemente aus GLy(FFy) an. Dies ist die Gruppe der invertierbaren 2 x 2-Matrizen

mit Eintragen aus dem Korper Fo, so dass die Determinante det A # 0 fiir eine
beliebige Matrix A € GLy(F2). Es gilt fiir A € Myyo(Fs)

A:(Cl 02), (60)
C4 C3

wobei ¢y, ¢, c3,c4 € Fy beliebig. Da det : Myyo(Fy) — Fo und 1 € Fy das einzige
Element in der Einheitengruppe von Fy ist, muss det A = 1 gelten, damit A €
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GL2(FFy). Bekannt aus der Vorlesung ist, dass fiir die Determinante einer 2 x 2-
Matrix gilt: det A = ¢1¢3—cq¢o, wobei hier in Fy zu rechnen ist. Es gilt also det A # 0
genau dann wenn cycg # cicy in Fy. Das gilt fiir cie3 # 0, .h., ¢4 = 1 = ¢3 wenn
cocy = 0, also cg = 0,¢4 = 1 oder ¢co = 1,¢4 = 0 oder ¢ = 0,¢4 = 0. Fiir cocq # 0,
also co = 1 = ¢4 ergibt sich ¢iec3 = 0, also ¢; = 0 = ¢3 oder ¢; = 0,¢c3 = 1 oder
c1 = 1,c3 = 0. Damit haben wir alle Moglichkeiten durchgetestet, denn sonst wére
ci1c3 # 0und cocy # 0, also cie3 = 1 = cocq und somit det A = cie3—cocs =1—-1=0
oder ¢iec3 = 0 und cocy = 0 und somit ebenfalls det A = cic3 — cacy = 0—0 = 0,
d.h., A & GLy(FFy). Es folgt:

GLQ(FQ):{@?)((%D’(}D (61)
(50): (o) (V) @

Insbesondere gilt |GLy(Fs)] = 6. Nun zeigen wir, dass G ~ S;. Definiere dazu
die Abbildung ® : G x V. — V,((A,b),v) — Av+b =: (A,b) ® v, wobeil wir
ein gegebenes Element aus G durch das Tupel (A,b) mit A in GLy(Fy) und b €
V' angeben. Wohldefiniertheit ist klar, denn fiir beliebiges (A,b) € G,v € V gilt
(A,b) ®v = Av + b, was wegen der Fo-Vektorraumeigenschaft von V' = F3 und
A € GLy(Fy) wiederum in V liegt. Wir zeigen, dass @ : G x V' — V wie angegeben
eine Gruppenoperation ist. Das Neutralelement in G ist offenbar (I3,0). Es gilt
(13,0) ®v = Iyv + 0 = v fiir beliebiges v € V. Ferner gilt fiir (A4,0),(4",V) € G
(A, D)0 ((A,V)ov) = (A, D)o (Av+b) = A(Av+V)+b = AAv+(AV+b) = ((A4,b)-
(A’ b)) ®v, das heifit die Abbildung ® ist mit der Komposition affiner Abbildungen
als Verkniipfung auf G vertréaglich. Laut Vorlesung definiert eine Gruppenoperation
©® : GxV — V einen Gruppenhomomorphismus ® : G — Per(V'), wobei Per(V') die
Gruppe der bijektiven Abbildung von V nach V bezeichnet. Da |V | = |Fy|? = 2% = 4,
gilt Per(V') ~ Sy, wobei Sy die Symmetrische Gruppe der Ordnung 4 bezeichnet. Wir
miissen zeigen, dass ® sogar ein Isomorphismus von Gruppen ist, also bijektiv. Wir
zeigen zuerst, dass ® injektiv ist. Das Neutralelement in Per(V) ist die Identitét. Es
gilt ker & = {(A,b) € G : (A,b) ®v = v}, also gilt fiir (A,b) € ker &, dass Av+b=v
fiir alle v € V. Durch Inspektion der Elemente aus GLo(F2) aus Teil (a) stellt man
fest, dass die vorher genannte Gleichung nur fiir A = Iy, b = 0 erfiillt wird. Damit
folgt g € {(12,0)} und ker & C {(I5,0)}. Die umgekehrte Inklusion ist trivial nach
Definition eines Gruppenhomomorphismus, so dass ker & = {(/5,0)}. Laut Vorlesung
folgt daraus, dass ® injektiv ist. Zum Nachweis der Surjektivitéit sei ¢ € Per(V)
vorgegeben. Wir behaupten, dass (A = (¢(e1) —1(0),¥(ea) — ¥ (0)),b = ¢(0)) € G
durch ® auf 1 abgebildet wird, wobei e; = (1,0)7 und e; = (0,1)7 und 0 der
Nullvektor ist. Das angegebene Element ist in der Tat in G, denn ¢(0) € V ist wegen
Y € Per(V) klar, die lineare Unabhéngigkeit von (¢ (e1)—1(0)) und (¢(e1)—1(0)) In
der Tat gilt mit dem soeben definierten (A, b) fiir beliebiges v = 0, dass (A4,b) ©®v =
(40+15(0)) = $(0), fiir v = ey, dass (A,b) v = ((er)—(0)) +(0) = (1), fiir v =
ey, dass (A,0) ©v = (¢Y(ez) —1(0)) +1(0) = ¢(e2) und somit (A,b) ©v = (e +e2),
da (A, b) ®v nicht aus {1(0), ¥ (e1), ¥ (ez)} und 1 bijektiv. Damit ist ® bijektiv, also
ein Isomorphismus und es folgt G ~ S;. Nun miissen wir zeigen, dass GLy(Fy) ~ S;.
Durch Einschrankung der Operation ® auf G > U := GLy(F2) x {0} ~ GLy(Fy),
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erhalten wir eine Operation ®|y : U XV — Vo — Av+b = Av = (A,0) Op v.
Wir stellen fest, dass 0 € V' Fixpunkt der Operation ist, denn fiir alle A € GLy(Fs)
gilt A0 = 0. Damit gilt fiir die Einschrinkung des obigen Gruppenisomorphismus
S|y : U — W < Sy, wobei W eine Untergruppe der S ist, deren Elemente selbst
einen Fixpunkt besitzen, d.h., es gibt es ein m € {1,2,3,4}, so dass 7(m) = m
fiir alle 7 € W. Bezeichnet 0 das zu m gehorige Element,so gilt andernfalls 0 =
(A,0)(0) = 1(0) # 0 fiir » = ®((A,0)) zu beliebigem A € U, also ein Widerspruch.
Als Untergruppe der Sy, die einen Fixpunkt besitzt, ist W ~ S3 und somit vermoge
Oy U ~ W ~ Ss.also GLy(Fy) ~ S5 wie behauptet. Besser ist vermutlich zu Fuf:
Wir definieren o : U x W — W, wobei U = GLy(Fy) und W = F3 \ {0}. Diese
Abbildung ist wohldefiniert, denn Av = 0 < v = 0, da A € GLy(Fy), also Av # 0
fiir v # 0. Wiederum ist e Gruppenoperation, diesmal von U auf W, denn fiir
das Neutralelement I, € U gilt: o(I,v) = lyv = v fiir alle v € W. Ferner gilt fiir
A, B € U beliebig Ae(Bev) = Ae(Bv) = A(Bv) = (AB)v = (AB)ev fiirallev € W.
Laut Vorlesung gibt es damit einen Gruppenhomomorphismus ¢ : U — Per(W).
Wegen |W| = 3 folgt Per(WW) ~ S5. Wir zeigen nun noch, dass ¢ bijektiv ist, also
ein Isomorphismus von Gruppen ist. Zur Injektivitéit: A € ker ¢ < Aev = idy (v) =
v & A = I, da idy das Neutralelement in Per(W) ist. Zur Surjektivitdat: Wir
bemerken, dass durch vy — ¥ (vy) und vy — ¥(vy) fiir zwei verschiedene Elemente
v1,vy € W bereits das Bild des verbleibenden Dritten vs & {v1, vy} festgelegt ist,
denn ¢ € Per(W) ist bijektiv. Es gilt 1(vs3) € W\ {¢(v1), ¥ (v2)}, wobei letzteres eine
einelementige Menge ist. Da e; = (1,0)7 # (0,1)T = e, verschiedene Elemente aus
w sind, sei zu beliebigem ¢ € Per(w) A = (¢(e1), ¥ (e2)). Wir behaupten: ®(A) = ).
Sei néamlich v € W, dann gilt A ee; = Ae; = P(e1), Aeey = Aey = (es) nach
Definition von A und A e (e; + e3) = A(e; + e3) = Aey + Aey = (ey) + (es) &
{¥(e1),1¥(e2)}, also A e (e + e3) = 1h(eg + e2) wegen obenstehender Ausfithrungen.
Damit folgt Aev = 1(v) fiir alle v € W, d.h., ¢(A) = 1. Damit ist ¢ auch surjektiv.
Alternativ bemerkt man, dass |U| = 6 = |Per(W)|, und |¢p(U)| = 6 da ¢ injektiver
Gruppenhomomorphismus. Da Per(W) die einzige Untergruppe von Per(W) mit
genau 6 Elementen ist, folgt ¢(U) = Per(W) also die Surjektivitit. Insgesamt ist ¢
somit bijektiv, also U ~ Per(W) ~ S;, wie behauptet. O

Aufgabe 27 (H13T2A1) Sei G Gruppe der Ordnung 750 = 2 - 3 - 5% und sei
Syls die Menge der 5-Sylowgruppen von G, ns = |Syl;|. (a) Es gilt nach dem drit-
ten Sylow-Satz: ns|2 - 3, also ns € {1,2,3,6} und ns = 1 mod(5). Also gilt wegen
2 # 1mod(5) und 3 # 1mod(5) sogar ns € {1,6}. (b) Falls nun n; = 1 und
P die einzige 5-Sylowgruppe von G bezeichnet, dann ist nach einer Folgerung aus
dem zweiten Sylow-Satz P < G. Da |{eg}| =1 < |P| = 5® = 125 < 750 = |G|,
also {eg} € P C G. Damit ist P ein nicht-trivialer Normalteiler, G also nicht
einfach. (c¢) Definiere nun ® : G x Syl — Syl, (¢, P) — gPg~'. Wir sollen zei-
gen, dass ® eine Gruppenoperation und transitiv ist. Aus der Vorlesung ist be-
reits bekannt, dass die Gruppe G von Ordnung p"m mit p /|m wie angegeben
auf die Menge ihrer p-Sylowgruppen operiert. Fiir die konkrete Gruppenordnung
liefert das Resultat, dass ® eine Gruppenoperation von G der Ordnung 750 auf
die Menge ihrer 5-Sylowgruppen darstellt. Wir zeigen noch, dass ® transitiv ist.
Sei dazu P € Syly beliebig. Wir miissen zeigen, G(P) = Syl;. Sei nun ein be-
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liebiges () € Syl; weiter vorgegeben. Nach dem zweiten Sylowschen Satz sind je
zwei p-Sylowgruppen, also 5-Sylowgruppen in unserem Beispiel, zueinander konju-
giert. Es gibt also hier ein ¢ € G, so dass Q = gPg~!. das bedeutet Q € G(P).
Da @ beliebig ist, folgt Syl € G(P). Die Inklusion G(P) C Syl; ist klar nach
Definition der Bahn des ElementesP unter der Gruppenoperation ©. Insgesamt
also G(P) = Syl;. Mithin ist ® einer transitive Gruppenoperation. (d) Wir neh-
men nun an, dass ny = 6 > 1. Zu zeigen ist, dass G nicht einfach ist. Wenn
wir also einen nicht-trivialen Normalteiler von G gefunden haben sind wir fertig.
Nach dem Satz iiber den Zusammenhang von Gruppenoperationen und Gruppen-
homomorphismen definiert ® einen Gruppenhomomorphismus ® : G — Per(Syl;).
Nach Voraussetzung n; = 6 gilt Per(Syl;) ~ Sg. Im Falle ker ® ¢ {{e¢}, G} sind
wir fertig, da ker ® <« G' nichttrivialer Normalteiler von G ist, G also nicht einfach
ist. Sei zunéchst also ker ® = {eqg}. Das heifit, ® ist injektiv. Wegen |G| = 750
aber |Per(Syl;)| = [S¢| = 6! = 720 < 750 haben wir einen Widerspruch, denn
|®(G)|||S6| nach Lagrange. Sei nun ker ® = G. Dann gilt ®(G) = {idsy.}, also
g® P =gPg! =idgy, (P) = P fiir ein P € Syl; und fiir alle g € G. Das bedeutet,
dass P Normalteiler von G ist. Da [{eq}| = 1 < |P| = 125 < |G|, folgt P < G
als nicht-trivialer Normalteiler. Nach der Folgerung aus dem zweiten Sylowschen
Satz gilt dann ns = 1, was im Widerspruch zu ns = 6 steht. Damit gilt in der Tat
Grker® ¢ {{eg}, G}, G ist mithin nicht einfach. O

Aufgabe 28 (F15T1A3) Sei G Gruppe der Ordnung |G| = 105 =3-5-7. (a)
Wir zeigen zunédchst, dass G einen Normalteiler der Ordnung 5 oder 7 hat. Sei v,
die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Fiir p = 5 gilt nach dem dritten Sylowsatz
vs|3 - 7, also vs € {1,3,7,21}. Ferner gilt v5 = 1mod(5). Da 3 # 1mod(5) und
7 = 2mod(5) # 1mod(5), aber 4-5 4+ 1 = 21 = 1mod(5), folgt v5 € {1,21}. Fiir
p = 7 finden wir nach dem dritten Sylowsatz v4|3-5, also v € {1,3,5,15}. Ferner gilt
vz = 1mod(7). Wegen 3 # 1 mod(7) und 5 # 1 mod(7) aber 2-74+1 = 15 = 1 mod(7)
folgt 17 € {1,15}. Dass G einen Normalteiler der Ordnung 5 oder 7 besitzt, ist nach
der Folgerung zum zweiten Sylowschen Satz dquivalent dazu, dass G genau eine
p-Sylowgruppe P zu p = 5 bzw. p = 7 besitzt. Indem wir also ausschlieflen, dass
es v5 = 21 5-Sylowgruppen und v; = 15 7-Sylowgruppen von G gibt, zeigen wir,
dass G eine p0—Sylowgruppe zu p = 5 oder p = 7 besitzt, nach obenstehender
Ausfiithrung also einen Normalteiler der gewiinschten Ordnung. Angenommen, v5 =
21 und v7; = 15. Die 5-Sylowgruppen von G sind von maximaler 5-Potenzordnung,
d.h., von Ordnung 5. Da 5 Primzahl, sind die 5-Sylowgruppen zyklisch. Analog sind
die 7-Sylowgruppen von G von maximaler 7-Potenzordnung, also von Ordnung 7. Da
7 Primzahl, sind die 7-Sylowgruppen von GG ebenfalls alles zyklisch. Laut Vorlesung
ist fiir eine zyklische Gruppe der Ordnung p (prim) die Anzahl der Elemente der
Ordnung p gerade ®(p) = p — 1, wo ® die Euler’sche ®-Funktion ist. Wir haben
also in G auf jeden Fall ns - ®(5) = 21 -4 = 84 Elemente der Ordnung 5, da die
5-Sylowgruppen jeweils paarweise trivialen Schnitt haben. Analog finden wir, dass
es in G auf jeden Fall n; - ®(7) = 15 -6 = 90 Elemente der Ordnung 7 gibt. Da fiir
zwei verschiedene Primzahlen p, q je eine p-Sylowgruppe und eine ¢-Sylowgruppe
trivialen Schnitt hat, finden wir zusammen mit dem Element der Ordnung 1, dem
Neutralelement, dass in G mindestens n; - ®(5) + ny - &(7) + 1 = 175 verschiedene
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Elemente enthalten sind. Da aber |G| = 105 < 175 haben wir einen Widerspruch
dazu, dass G genau 105 Elemente enthélt. Insofern kann der Fall ns = 21 und
ny = 15 nicht auftreten. Also gilt n5 = 1 oder n; = 1. Im ersteren Fall ist, wie oben
beschrieben, die einzige 5-Sylowgruppe Ps von G Normalteiler von G, im zweiten
Fall ist analog die einzige 7-Sylowgruppe P; von GG Normalteiler. In jedem Fall hat
G einen Normalteiler der gesuchten Ordnung. (b) Wir zeigen nun, dass G auflosbar
ist. Wir halten fest, dass fiir N <« G fiir eine beliebige Gruppe Normalteiler ist, G
auflosbar dquivalent dazu ist, dass G/N und N auflosbar sind. Bekannt ist ferner,
dass abelsche Gruppen auflésbar sind.

e Full vs = 1: Dann hat GG eine Normalteiler der Ordnung 5, ndmlich die einzige
5-Sylowgruppe Ps. Die Faktorgruppe Hs = G/Ps hat nach dem Satz von
Lagrange die Ordnung 21. Fiir die Anzahl p7 der 7-Sylowgruppen von Hj gilt
nach dem dritten Sylowsatz p7|3, also pu7 € {1,3}. Ebenfalls nach dem dritten
Sylowsatz gilt p7 = 1mod(7), so dass wegen 3 #Z 1 mod(7) nur p; = 1 gelten
kann. Nach der Folgerung zum dritten Sylowschen Satz ist also die einzige 7-
Sylowgruppe Q7 von Hj ein Normalteiler von Hs. Nach dem Satz von Lagrange
gilt fur die Ordnung der Faktorgruppe Hs/Q7 also |H5/Q7| = 3. Das ist eine
Primzahl, so dass Hs/Q)7 ~ 7 /(37) isomorph zu einer zyklischen, insbesondere
also abelschen Gruppe ist, und damit selber abelsch ist. ()7 ist als Gruppen
von Primzahlordnung ebenfalls zyklisch und damit abeslch. Zusammen ist also
Hs/Q7 und Q7 abelsch, also auflosbar, und damit auch Hj auflosbar. Da Ps
von Primzahlordnung 5, damit zyklisch, also abelsch also auflosbar ist, ist Hs
und P; auflosbar, also nach dem eingangs zitierten Satz damit G.

e [ull v; = 1:Dann hat GG einen Normalteiler der Ordnung 7,ndmlich die einzige
7-Sylowgruppe P;. Die Faktorgruppe H; = G/P; hat nach dem Satz von
Lagrange die Ordnung 15. Fiir die Anzahl k5 der 5-Sylowgruppen von H; gilt
nach dem dritten Sylowschen Satz £5|3, also k5 € {1,3}. Wegen x5 = 1 mod(5)
auch laut drittem Sylowschen Satz, aber 3 # 1mod(5), kann nur x; = 1.
Die Folgerung zum zweiten Sylowschen Satz liefert also, dass die einzige 5-
Sylowgruppe @5 von H; ein Normalteiler von H ist. Die Faktorgruppe H;/Qs
hat nach Lagrange die Ordnung 3. Als Gruppen von Primzahlordnung sind
H7/Qs, Q5 isomorph zu zyklischen Gruppen der respektiven Gruppenordnung,
also zu Z/(37Z) bzw. Z/(57Z). Diese sind jeweils abelsch, also sind auch H;/Qs
und )5 abelsche Gruppen und damit aufléosbar. Damit ist dann laut Vorlesung
auch H; auflosbar. Da P; < GG Normalteiler von Primzahlordnung 7 ist, ist
P; ~ 7./(7Z) zyklisch und insbesondere abelsch, also auflésbar. Da nun H, P;
beide auflosbare Gruppen sind, ist auch G auflosbar.

Insgesamt ergibt sich in beiden Féllen, dass G jeweils auflosbar ist, so dass wir
gezeigt haben, dass jede Gruppe G der Ordnung 105 auflosbar ist. O

Aufgabe 29 (F17T1A3) Zu zeigen ist, dass es keine einfache Gruppe der Ord-
nung 300 gibt. Sei G eine Gruppe der Ordnung 300, die einfach ist. Da 300 = 22352
finden wir mit dem dritten Sylowschen fiir die Anzahl der 5-Sylowgruppen vs, dass
v5|12, also v5 € {1,2,6,12}. Da weiter nach dem dritten Sylowschen Satz gilt
vs = 1mod(5) aber 2 # 1mod(5) und 2 -5+ 2 = 12 # 1 mod(5), folgt v5 € {1,6}.
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e Fuall 1 v5 = 1: In diesem Fall gibt es nur eine 5-Sylowgruppe von G, bezeich-
net mit Ps. Diese ist nach einer Folgerung zum zweiten Sylow-Satz auch ein
Normalteiler von G. Da 1 < |P5| = 5% < |G| = 300, gilt somit {eq} < Ps < G,
also haben wir mit P5 einen nicht-trivialen Normalteiler von G gefunden, im
Widerspruch zur Einfachheit von G.

e [all 2 v; = 6: Definiere in diesem Fall die Operation ® : G x Syl; — Syl; durch
(9, P) — gPg~!', wobei Syl; die, nach Voraussetzung 6-elementige, Menge
der 5-Sylowgruppen von G bezeichnet. Laut dem Satz iiber den Zusammen-
hang von Gruppenoperationen und -homomorphismen ist durch die Operation
vermoge ¢ : G — Per(Syl;), g — ©(g, V) ein Gruppenhomomorphismus de-
finiert. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass der Kern ker ® Normalteiler von
G ist. Kénnen wir also ausschliefen, dass ker ® € {{eg}, G}, haben wir einen
nicht-trivialen Normalteiler von G, im Widerspruch dazu, dass G als einfach
angenommen wurde. GG ist dann nicht einfach.

— Fall 1.1: Nehmen wir zunéchst an, dass ker ® = {eq}. Es gilt dann, dass
® Gruppenmomomorphismus, also injektiv ist. Wegen [Syl;| = v5 = 6,
gilt Per(Syl;) ~ S, wobei Sg als symmetrische Gruppe Ordnung |Sg| =
6! = 720 hat. Da ein Gruppenmonomorphismus stets ein Gruppeniso-
morphismus auf sein Bild ist, gilt ®(G) < Per(Syl;) und nach dem Satz
von Lagrange |®(G)|[720 = |Ss|. Allerdings |®(G)| = |G| infolge der
Isomorphismuseigenschaft von ® auf sein Bild und 300 kein Teiler von
720. Damit haben wir einen Widerspruch dazu, dass ®(G) < Per(Syl;).
Folglich ist ker @ = {e¢} nicht moglich.

— Fall 2.2: Nehmen wir nun an, dass ker ® = G. Dann gilt ®(G) = idgy,,
da idgy, € Per(Syl;) das Neutralelement ist. Sei weiter P beliebige 5-
Sylowgruppe von G. Es gilt nun fiir beliebiges g € G, ®(g, P) = gPg~ ' =
idsy1, (P) = P, also gPg~! = P. Damit ist P Normalteiler von G. Die
Folgerung zum zweiten Sylowschen Satz liefert uns nun, dass dann v5 = 1,

im Widerspruch zur Voraussetzung v = 6. Dieser Fall scheidet also aus.

Insgesamt haben wir also ker ® € {{ec}, G}. Damit ist ker ® ein nicht-trivialer
Normalteiler von G im Widerspruch zur Einfachheit von G.

In jedem Fall hat G einen nicht-trivialen Normalteiler, ist also nicht-einfach. 0

Aufgabe 30 (H14T3A1) Sei G eine Gruppe der Ordnung 2014. Zu zeigen ist,
dass G einen zyklischen Normalteiler der Ordnung 1007 = 19 - 53 besitzt. Zunéchst
gilt fiir eine Gruppe G der Ordnung 2014, dass |G| = 2014 = 19-53-2. Sei y,fiir eine
Primzahl p die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Nach dem dritten Sylowschen
Satz gilt fiir die Anzahl vs3 der 53-Sylowgruppen von G einmal vs3|(2 - 19), also
vy, € {1,2,19,2 - 19 = 38}, und weiter v53 = 1 mod(53). Wegen 2 # 1mod(53) und
19 # 1mod(53) und 38 # 1mod(53) ist nur vs3 = 1 moglich. Bezeichne also die
einzige 53-Sylowgruppe von G mit Ps3. Fiir die Anzahl vy der 19-Sylowgruppen
von G gilt v1g]2 - 53, also v9 € {1,2,53,106} nach dem dritten Sylowschen Satz.
Nun gilt weiterhin nach dem dritten Sylowschen Satz r19 = 1mod(19). Es gilt
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53 =2-19+ 15, also 53 = 15mod(19) # 1 mod(19) und 106 = 95+ 11 =5-19+ 11,
also 106 = 11mod(19) # 1mod(19). Zusétzlich ist 2 Z 1mod(19). Folglich ist nur
v19 = 1 moglich. Bezeichnet nun Pjg die einzige 19-Sylowgruppe von G, liefert die
Folgerung zum zweiten Sylowschen Satz, dass P9 ebenfalls ein Normalteiler von G
ist. Da ggT(|Pol,|Pss]) = ggT(19,53) = 1, gilt Pig N Ps3 = {eg}. Definiere nun
U = Ps3 - Pjg. Dieses Komplexprodukt ist wegen Ps3 N Pig = {e¢}, Ps3 < U inneres
semidirektes Produkt von Gruppen. Da sogar Py < U, ist U sogar inneres direktes
Produkt von Gruppen. Laut Vorlesung gilt nun U ~ Ps3x Pig. Da Ps3 und Pjg jeweils
von Primzahlordnung sind, sind sie jeweils isomorph zu den zyklischen Gruppen
Z/(19Z) respektive Z/(53Z). Also gilt zundchst U ~ Z/(19Z) x Z/(53Z). Da zudem
ggT(53,19) = 1, liefert der chinesische Restklassensatz Z/(19Z) x Z/(53Z) ~ Z/(19-
53Z) = Z/(1007Z). Also ist Uisomorph zur zyklischen Gruppe der Ordnung 1007
und insbesondere selber zyklisch und von Ordnung 1007. Wir miissen nun zeigen, das
U < G. Nach dem Satz von Lagrange gilt nun (G : U) = |G|/|U| = 2014/1007 = 2.
Aus der Vorlesung ist bekannt, das Index 2 Untergruppen Normalteiler sind. Also
gilt tatséichlich U < G und U ist zyklisch von Ordnung 1007, wie zu zeigen war. [l

Aufgabe 31 (H17T3A1) Sei G Gruppe der Ordnung 992 = 2°- 31 (2° = 32), n,
sei fiir eine beliebige Primzahl p die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Wir bestim-
men zunéchst ny und nsl. Laut drittem Sylowsatz gilt n|31 und ny = 1mod(2).
Da 31 Primzahl ist, folgt ny € {1,31}. Die zweite Bedingung liefert nichts Neues,
da beide Moglichkeiten fiir ny bereits ungerade Zahlen sind. Der dritte Sylowsatz
liefert fiir ns; die zwei Bedingungen ns; € {1,2,22 = 4,23 = 8,2 = 6,25 = 32}
und n3; = 1mod(31). Da 2 = 2mod(31) # 1 mod(31), 22 = 4mod(31) # 1 mod(31),
23 = 8mod(31) # 1mod(31) und 2* = 16 mod(31) # 1 mod(31) aber 32 = 1-31+1 =
1 mod(31) gibt es die zwei Moglichkeiten ng; € {1,32}. Wir miissen nun zeigen, dass
G auflosbar ist. Dazu wiederholen wir aus der Vorlesung, dass fiir eine gegebene
Gruppe G und einen Normalteiler N < GG die Gruppe G genau dann auflésbar ist,
wenn G/N und N beide auflosbar sind. Ferner ist bekannt, dass abelsche Grup-
pe stets auflosbar sind. Um den zuerst genannten Satz anzuwenden, benotigen wir
einen Normalteiler der fiir die Aufgabe relevanten Gruppe G. Sei p beliebiger Prim-
teiler von |G|. Laut einer Folgerung zum zweiten Sylowschen Satz ist fiir eine p-
Sylowgruppe die Normalteilereigenschaft dquivalent dazu, dass diese p-Sylowgruppe
die einzige p-Sylowgruppe von G ist. Wir schliefen also den Fall, dass n3; = 32
und ngzs = 31 durch Elemente-Zihlen aus. Sei P31 eine beliebige 31-Sylowgruppe
von (. Dann ist P3; von Primzahlordnung, also zyklisch von der Ordnung 31. Laut
Vorlesung gibt es dann in Ps; genau ®(31) = 31 — 1 = 30 Elemente der Ordnung
31, wobei @ die Euler’sche ®-Funktion bezeichnet. Da nach Voraussetzung 32 = ns;
verschiedene 31-Sylowgruppen existieren, liefert der zweite Sylowsatz, d.h., je zwei
verschiedene 31-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert und haben somit im Falle
von Primzahlordnung trivialen Schnitt, dass es in G ng; - ®(31) = 32-30 = 960 Ele-
mente der Ordnung 31 gibt. Da ggT(32,31) = 1, ist je eine 2—Sylowgruppe P, von G
zu jeder 31-Sylowgruppe von P3; so, dass der Schnitt Py;NP, = {eg} trivial ist. Seien
also P,, P; zwei verschiedene 2-Sylowgruppen von G. Bezeichne mit Syl;; die Menge
der 31-Sylowgruppen von GG. Diese Menge ist 32-elementig nach Voraussetzung, dass

na = 32. Wegen P, N Py = {eg} gilt |\ {eq} U UP31€Sy131 UgEPgl,ord(g)z?ﬂ{g} =

95



(32—1)430-32 =991. Da P, von Pj verschieden ist, existiert ein Element g(# eq)
in Py, sodass g ¢ P». Da 1 < ord(g)|32, also gerade ist, gilt ord(g) f31, also g & Pis;.
Da g € G und zusitzlich fiir das Neutralelement gilt e € G, haben wir zwei wei-
tere Elemente gefunden, die noch nicht gezdhlt wurden, aber in G liegen. Also gilt
|G| > 991+ {eq, g} = 991+2 =993 > 992 = |G|. Das ist ein Widerspruch. Folglich
kann der Fall ny = 31 und n3; = 32 nicht auftreten. Nach Aufgabenteil (a) ist dem-
nach ny = 1 oder ng; = 1. Also hat, nach der besprochenen Folgerung zum zweiten
Sylowsatz, G einen Normalteiler der Ordnung 2° = 32 oder einen Normalteiler der
Ordnung 31.

e Full 1, ny = 1: Dann hat GG auf jeden Fall einen Normalteiler der Ordnung 32 =
25 namlich die einzige 2-Sylowgruppe P. Fiir die Ordnung der Faktorgruppe
G/ P, gilt nach dem Satz fiur Lagrange |G/Ps| = |G|/|P,| = 31. Da 31 eine
Primzahl ist, ist G/ P3; eine zyklische Gruppe der Ordnung 31, insbesondere
also abelsch und damit auflésbar. Zu zeigen ist noch, dass P, auflésbar ist. Aus
der Vorlesung ist bekannt, dass Gruppen von p-Potenzordung stets auflésbar
sind. Also ist fiir p = 2 auch P, auflosbar. Die Auflésbarkeit von P, und G/ P,
ist nach dem eingangs zitierten Satz gerade dquivalent zur Auflésbarkeit von
G. Damit ist G auflosbar.

e [ull 2, n3; = 1: Dann hat GG auf jeden Fall einen Normalteiler der Ordnung 31,
namlich die einzige 31-Sylowgruppe Ps;. Fiir die Ordnung der Faktorgruppe
G/ Py gilt nach dem Satz fiir Lagrange |G/ P3| = |G|/|P31| = 32 = 2°. Da 32
eine Primzahlpotenz ist, ist G/Ps; laut Vorlesung auflésbar. Zusammen mit
der Auflosbarkeit von Ps; ist auch G auflosbar.

In jedem Fall ist G auflosbar. O

Aufgabe 32 (F15T3A2) Seien p,q,r Primzahlen so dass p < ¢ < r und pq <
r 4+ 1. Sei G eine Gruppe der Ordnung pqr. Zu zeigen ist, das G auflosbar ist.
Wir bestimmen zuerst die Anzahlen der r-Sylowgruppen von G, bezeichnet mit v,
vy, vy respektive. Nach dem dritten Sylowsatz gilt v,.|pg und v, = 1mod(r), also
v, € {1,p,q,pq}, aber wegen p Z 1mod(r), da 1 < p < r und wegen ¢ Z 1 mod(r),
dal<g<rundpg# mod(r),dal <p<pg<r+1,ist nur v, = 1 moglich. Nach
einer Folgerung zum zweiten Sylowschen Satz ist dann die einzige r-Sylowgruppe
P, von G Normalteiler von G. Da r Primzahl ist, ist P, insbesondere zyklische
Gruppe der Ordnung r, also abelsch, also auflésbar. Betrachte nun die Faktorgrup-
pe G/P. (P, < G nichttrivial wegen 1 < |P,| = r < pgr = |G|). Nach dem Satz
von Lagrange ist |G/P,| = |G|/|P,| = pgr/r = pq. Bezeichne mit p, die Anzahl
der ¢-Sylowuntergruppen von G/ P,. Es gilt nach dem dritten Sylowschen Satz p,|p,
also u, € {1,p}. Weiter gilt nach dem dritten Sylowschen Satz u, = 1mod(q).
Wegen p < ¢, gilt p = pmod(q) # 1mod(q). Also ist nur p, = 1 moglich. Die ein-
zige ¢-Sylowgruppe von G/P,, bezeichnet mit @), ist also Normalteiler von G/P,,
Qq < G/P.. Wegen 1 < p < q = |Q,] < pg = |G/P,| ist ), nichttrivialer Nor-
malteiler von G/P,. Da |Q,| = ¢ eine Primzahl ist, ist @, zyklisch von Ordnung
¢, insbesondere also abelsch und damit auflésbar. Fiir die Faktorgruppe (G/FP,)/Q,
gilt nach dem Satz von Lagrange |(G/P,)/Q,| = |G/FP.|/|Q, = pq/q = p. Al-
so hat (G/P,)/Q, ebenfalls Primzahlordnung, ist somit zyklisch, also abelsch, also
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auflosbar. Da @, <G/ P, und @, sowie (G/P,)/Q, auflésbar sind, ist laut Vorlesung
auch G/ P, auflosbar. Da P.<G und G/ P, sowie P, auflosbar sind, ist laut Vorlesung
auch G auflosbar. O

Aufgabe 33 Sein € N,V =C", G = GL,(C) und U die Menge aller Untervek-
torrdume von V. Sei ©® : GxU — U, (A, U) — AU = A(U) die angegebene Opera-
tion von GG auf U. Gesucht ist die Anzahl N der Bahnen der Operation. Wir behaup-
ten zu diesem Zwecke, dass R = {{0},linc(é), linc(é1, é2), ...., linc(é1, €, ..., €,) } ein
Repréasentantensystem der Bahnen der Operation ist. €, bezeichnet hierbei den k-
ten Einheitsvektor der Standardbasis des n-dimensionalen C-Vektorraums V. Ist der
Nachweis der Reprisentantensystemeigenschaft erbracht, so gilt N = |R|, da die in
Rede stehenden Bahnen einen disjunkte Zerlegung von U bilden. Zum Nachweis der
Représentantensystemeigenschaft sei U € U ein beliebiger Untervektorraum von V
und G(U) die Bahn von U unter der Operation von oben.Zu zeigen ist (i), dass
mindestens ein X € R in G(U) enthalten ist und dass (ii) hochstens ein X € R in
G(U) enthalten ist.

e Fall 1: dimU = 0 Laut Vorlesung ist dann der einzige Untervektorraum von
V' mit Dimension 0 der triviale Untervektorraum {0}. Es gilt () € R. Damit
enthélt die Bahn G(U) tatséchlich ein Element aus R Angenommen, es gébe
nun noch ein weiteres X € R mit X # {0}, so dass X € G({0}). Dann
gilt ebenfalls {0} € G(X) nach der Zerlegungseigenschaft der Bahnen einer
Gruppenoperation. Dann gibt es ein A € G, so dass {0} = A(X). Betrachte
nun, die durch A definierte lineare Abbildung ®4 : X — C" v — Av. We-
gen X # {0}, ist X mindestens ein-dimensionaler Untervektorraum von V.
Nach der Dimensionsformel gilt dimker ®, + dimim®,4 = dim X > 1. Da
A invertierbar ist, ist ®4 zumindest injektiv, also ker &4 = {0}. Damit folgt
1 <dim X = dimim®4. Allerdings gilt im® 4 = {0}, so dass der Widerspruch
1 < dim X = 0 entsteht. Also war die Annahme, es gibe X # {0} mit den
beschriebenen Eigenschaften, falsch. Also enthélt die Bahn G(U) hochstens
ein Element. Zusammen haben wir gezeigt, dass fiir U € Y mit dim U = 0 die
Bahn G(U) genau ein X € R enthilt.

e Fall 2: 1 < dimU = k < n Dann gilt U # {0}. Weegen der Zerlegungsei-
genschaft der Bahnen gilt X € G(U) <> U € G(X). Sei k = dimU. Aus der
Vorlesung ist bekannt, dass es dann linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, € U
gibt, so dass U = ling(vy, ..., v). Mit dem Basis-Ergdnzungssatz finden wir
Vektoren wg1,...,w, € V \ U, so dass vy, ..., U, W41, ..., w, genau n linear
unabhéngige Vektoren in V' sind. Nach dem Satz {iber Basen endlich dimen-
sionaler Vektorrdume gilt dann, dass vy, ..., Vg, Wiyi1, ..., w, eine Basis von V'
sind. Definiere nun die Matrix A = (vy, ..., Vg, Wit 1, ..., Wy ), indem die Vekto-
ren von gerade eben als Spalten eingetragen werden. Da vy, ..., Vg, Wgi1, ..., Wy
linear unabéngig sind, ist A eine invertierbare Matrix, d.h., A € G. Fer-
ner gilt A(Xy) = U fir X, = ling(éy,....,€x). Denn U 3 v = > ,_, Ny =
S UNA@) = SF L ANE) =AY @) = Aw mit w = Y1 Né € Xy,
und nach obiger Rechnung eindeutig festgelegt. Damit haben wir gezeigt U €
G(Xk), also nach der Bemerkung am Anfang X, € G(U). Also enthilt jede
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Bahn mindestens ein Element aus R. Um zu zeigen, dass die Bahn G(U) auch
nur hochstens ein Element aus R enhélt, bemerken wir, dass fiir paarweise
verschiedene Elemente Xj, X;» € R gilt dim X # dim X;,. Angenommen, es
gibe U € U, so dass Xy, X € G(U) mit k # k' gilt, d.h., X} # Xp. Dann
gbt es By, By € G, so dass Xy = Bi(U), Xp = By'(U) bzw. U = By(Xy).
Wegen der Vertréglichkeit der Operation ® mit der Verkniipfung aus U, gilt
fir A= B; - By € G also Xy = A(Xj). Definiere nun die lineare Abbildung
by Xy — V DO Xy durch v — Av. Nach der Dimensionsformel der linearen
Algebra gilt also dim X; = dimker 4 + dimim®,. Da A € G invertierbar
ist, ist @4 auf X C V zumindest injektiv, d.h., dimker ®, = dim{0} = 0.
Also gilt dim X}, = dimim®,4. Wegen ®4(X;) = A(Xx) = Xp gilt aber
dimim®, = dim X;.. Also dim X; = dim X,,. Nach Voraussetzung gilt aber
X # X, so dass nach der Beobachtung oben dim X, = k& # k' = dim Xj.
Das ist ein Widerspruch zum vorherigen Ergebnis. Also war die Annahme, es
giabe U € U, so dass Xy, Xpr € Rmit X} # Xy existieren aber Xy, Xp € G(U),
falsch. Also enthélt jede Bahn G(U) hochstens ein Element aus R. Zusammen
mit dem ersten teil des Beweises folgt, dass jede Bahn G(U) fir U € U mit
1 <dimU < n genau ein X € R enthélt.

Insgesamt ist damit der Nachweis der Repridsentantensystemeigenschaft erbracht.
Es gilt fiir |R| ferner |R| = >";_,1 = n+ 1. Also gibt es genau n + 1 Bahnen der
Operation. O

Aufgabe 34 (H16T2A2) Seien A, B abelsche Gruppen, ¢ : B — Aut(A) Grup-
penhomomorphismus. Definiere das semidirekte Produkt A x4 B = {(a,b)|a €
A,b € B}. Dies ist nach Aufgabenstellung eine Gruppe bzgl. der Verkniipfung defi-
niert durch (aq, b1) * (ag, ba) = (a1¢(b1)(az), bi1bs).

(a) Zu zeigen ist, dass A x4 B genau dann abelsch ist, wenn ¢ : B — Aut(A),b —
ids. Wir zeigen zuerst “<”. Sei also ¢(b) = id, fiir alle b € B. Dann gilt fiir
(a1,b1) € A x4 B, dass (a1,b1) * (az,b2) = (a16(b1)ag, bibs) = (aiida(az),bibs) =
(araz,b1b2) = (agaq,baby), da A, B jeweils abelesch nach Voraussetzung. Ande-
rerseits gilt aber auch (ag,bs) * (a1,b1) = (a2¢(ba)(a1),bab1) = (agida(ar)baby) =
(agaq, baby). Zusammen mit dem vorherigen Ergebnis finden wir (ay, by) * (ag, bg) =
(ag,b2) * (a1, by). Beliebigkeit von (a1, b1), (ag,b2) € A X, B impliziert nun, dass
A x4 B abelsch ist. Fiir die umgekehrte Richtung “=" miissen wir zeigen, dass die
Kommutativitdt der Gruppe ¢(b) = ida fiir alle b € B festlegt. Es gilt zunéchst
(a,b) * (c,eg) = (ap(b)(c),beg) = (ap(b)(c),b). Dies ist wegen der vorausgesetz-
ten Kommutativitit gleich (¢, eg) * (a,b) = (co(ep)(a),beg) = (cida(a),b) = (ca,b),
denn die Gruppenhomomorphismus-Eigenschaft zusammen mit der Neutralelement-
Eigenschaft von id4 € Aut(A) impliziert ids = ¢(ep). Also gilt ap(b)(c) = ca mit
a,c € A und b € B beliebig. Da A kommutativ ist, gilt a@(b)(c) = ac und da
a~! € A liefert Multiplikation der vorangegangenen Gleichung von links mit a~!,
dass ¢(b)(c) = c fiir alle ¢ € A und b € B. Also gilt ¢(b) = id4 fiir alle b € B. Damit
ist die Aquivalenz bewiesen.

(b) Gesucht ist nun explizit eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 2015. Durch
Primfaktorzerlegung finden wir 2015 = 5-403 = 5 - 13 - 31. Die zyklischen Gruppen
Z/5Z, /137, 7./ 31Z sind insbesondere abelsch und von teilerfremder Ordnung. Wir
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konstruieren zunéchst eine nicht-abelsche Gruppe H der Ordnung 5-31. Das duflere
direkte Produkt von H und Z/13Z ist dann nicht-abeslch, weil einer der Faktoren,
namlich H, nicht-abelsch ist. Wir miissen also einen nicht-trivialen Gruppenhomo-
morphismus ¢ : Z/5Z — Aut(Z/31Z) finden. Die Kontraposition von Teil (a) liefert
uns dann, dass Z/317Z x,Z/5Z =: H nicht-abeslche Gruppe ist und die Teilerfremd-
heit der Ordnung der zyklischen “Faktoren” liefert, dass |H| = 5-31. Da 31 Primzahl
ist, gilt die Isomorphie ¥ : Aut(Z/31Z) — (Z/31Z)* = Z/((31 — 1)Z) = Z/30Z.
Sei 1 das erzeugende Element der Z/5Z. Dann ist vermoge ¢(1) = ¥=1(6 - 1) ein
nicht-trivialer Gruppenhomomorphismus ¢ : Z/5Z — Aut(Z/31Z) erkléart. Die Ho-
momorphismuseigenschaft ist klar: Denn, 1 hat Ordnung 5 in Z/5Z und wird auf das
Element 6-1 = 6 vermoge Wo¢ in Z/30Z abgebildet. Da ordzs0z = 30/ggT(6,30) =
5|5 = ordzsz(1) handelt es sich bei W o ¢, somit also auch bei ¥~™' o Wo ¢ = ¢, um
einen Gruppenhomomorphismus. Da W o ¢(1) = 6 # 0 ist auch ¢ nicht-trivial. Spe-
zialisiere nun das soeben erhaltene ¢ und setze H = 7Z /317 x Z/5Z als semidirektes
duBeres Produkt. Nach Kontraposition von Teil (a) ist dieses nicht-abelsch und hat
die geforderte Ordnung 5 - 31. Nach den eingangs gemachten Ausfithrungen ist also

G :=17/13Z x H = 7J13Z x (Z/31Z x4 Z./57) (63)

mit dem oben gefundenen ¢ und der Verkniipfung ®definiert durch (aq,b,¢1) ®
(ag, by, c3) = (araz, bip(c1)(by), c1c) eine nicht-abelsche Gruppe. Teilefremdheit der
Ordnungen der Faktoren im direkten duBeren Produkt impliziert, dass |G| = 13- (5-
31) = 2015, wie gefordert. O

Aufgabe 35 (F13T3A1) Gesucht ist eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung
2013. Es gilt 2013 = 3-671 = 3-11-61 = 3-11-4-17. Aus der Vorlesung ist
bekannt, dass fiir zwei abelsche Gruppen A, B und einen nicht-trivialen Gruppen-
homomorphismus ¢ : B — Aut(A),b — ¢(b) € Aut(A) das duBere semi-direkte
Produkt A x4, B = {(a,b) € A x B} zusammen mit der Verkniipfung definiert
durch (ay, by) * (az,be) = (a1¢(b1)(az), bibs) fiir alle (a1, by), (az,b2) € A x4 B eine
nicht-abelsche Gruppe ist. Definiere zunéchst die zyklischen, also abelschen Grup-
pen Hy, = Z/3Z,Hy = ZJ/11Z, Hy = Z/4Z und Hy = 7Z/17Z. Wir konstruie-
ren zunéchst ein nicht-abelsches dufleres semidirektes Produkt von Hj, Hy. Es gilt
Aut(Hy) ~ (Z/172)* ~ Z/((17 — 1)Z) = Z/16Z =: Hs, da 17 Primzahl ist, und
die Vorlesungsresultate zur Struktur der Einheitengruppe der Restklassenringe ver-
wendet wurden. Da Komposition mit Isomorphismen die Nicht-Triviliatdt von ¢
nicht &ndert, reicht es, einen nicht-trivialen Gruppenhomomorphismus ¢ : Hy — Hj
zwischen den zyklischen Gruppen Hj3 und Hj zu finden. Dieser ist wegen Zykli-
zitdt von Hjs bereits durch die Spezifikation des Bildes eines Erzeugers festgelegt.
Sei 1 das erzeugende Element der Hjz. Dann gilt ¢(1) = 4-1 = 4 € Hj ist
ein Element der Ordnung 4 in Hs. Dies ist ein Teiler der Ordnung 4 des Erzeu-
gers 1 von Hj. Also erhalten wir durch die Zuweisung (1) = 4 tatséichlich einen
Gruppenhomomorphismus. Wegen 4 # 0 in Hj, ist dieser auch nicht-trivial. Be-
zeichne den aus v, vermoge Komposition mit den oben beschriebenen Isomorphis-
men von Gruppen entstehenden, Homomorphismus von Gruppen H; — Hjmit
¢. Es gilt nun nach den eingangs gemachten Bemerkungen, dass Hy x4 H3 eine
nicht-abelsche Gruppe ist. Da ggT(|Hs|, |Hs|) = ggT(4,17) = 1, gilt insbesondere
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|Hyxg Hs| = |Hyx Hy| = |Hs||Hy| = 4-17, wie gewiinscht. Aus der Vorlesung ist nun
bekannt, dass ein aus endlich vielen Faktoren bestehendes dufleres direktes Produkt
von Gruppen eine Gruppe ist. Sie ist abeslch genau dann wenn jeder der Faktoren
im &dufleren direkten Produkt abelsch ist. Wir setzen nun wieder die Restklassen
explizit statt der H-Gruppen ein:

G =7/37 x Z)11Z x (Z/17Z x4, Z./AT,) . (64)

Da der dritte Faktor nicht-abelsch ist, liefert das oben zitierte Resultat die Nicht-
Kommutativitit von G. Teilerfremdheit der jeweiligen Ordnungen der Faktoren des
duBeren direkten Produkts liefert ferner |G| =3-11- (4 -17) = 2013. Damit haben
wir eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 2013 konstruiert. U

Aufgabe 36 (F16T1A3) Sei H Gruppe und N < H Normalteiler vom Index
2. Zu zeigen ist, falls x,y € H \ N, dann ist zy € N. Sei H/N die Faktorgruppe.
Da x,y € H\ N und es wegen (H : N) = 2 genau zwei Linksnebenklassen gibt, ist
|H/N| = (H : N) =2 Gruppe der Ordnung 2 und [z] = [y], vom Neutralelement [ey]
verschieden. Da die H/N endlich ist, ist 1 # ord([z]) = ord([y])|2, also ord([z]) =
ord([z]) = 2. Damit gilt [x][y] = [en], oder aber, mit Linksnebenklassen formuliert,
(xN)(yN) = (xzyN) = N nach den Rechenregeln fiir Faktorgruppen. Insbesondere
gilt dann fiir alle n € N, dass zyn € N < zy € n"'N < xy € N. Sei nun -
die Verkniipfung auf H und (A, +) eine abelsche Gruppe. Zu zeigen ist, dass die
auf der Menge A x H definierte Verkniipfung, (ay, hy) * (az, he) = (a1 + as, h1hs)
falls hy € N und (ay, hy) * (az, ha) = (a1 — ag, hihs) falls hy & N, assoziativ ist.
Seien dazu (aq, hy), (ag, he), (a3, hs) € A x H beliebig vorgegeben. Wir fithren eine
Fallunterscheidung durch, je nachdem ob (hy,hy) € {N x N H\ N x NN x H \
N,H\ N x H\ N}.

e Fall 1 (hy,hy) € N x N. Dann gilt hihy € N und wir rechnen nach:
(a1, hy) * ((ag, he) * (as, hs)) = (a1, h1) * (ag + ag, hahs)
= (ay + ay + asz, hihohs)
= (a1 + az, hihy) * (as, hs)
- ((G/l’ h’l) * (CLQ, h’2)) * (a37 h3)

e Fall 2 (hy,hy) € H\ N x N. Dann gilt hjhe € H\ N und wir rechnen nach:

(a1, h1) * ((az, he) * (as, hg)) = (a1, h1) * (a2 + as, haohg)
a; — a2 — as, h1h2h3)

=
= (ay — ag, hihs) * (as, hs)
= ((a1, h1) * (az, he)) * (as, hs)

e [all 3 (hy,hy) € N x H\ N. Dann gilt hihy € H \ N und wir rechnen nach:

(a1, h1) * ((ag, he) * (as, hs)) = (a1, hy) * ((ag — as, hahg))

= (a1 + ay — as, hihahs)

= (a1 + aq, hihs) * (as, hs)

= ((aq, h1) * (ag, ha)) * (as, h3).
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o Fall 3 (hy,he) € H\ N x H\ N. Dann gilt hjhy € N und wir rechnen nach:

(a1, h1) * ((ag, he) * (as, hs)) =

ai, hy) x ((ag — as, hahg))

a; — as + ag, hyhohs)

a; — ag, hihy) *x (as, hs)

(ay, hy1) * (ag, ha)) * (as, hs).

o~~~

In jedem der vier Félle gilt also das Assoziativgesetz. Die Verkniipfung *, wie in
der Aufgabenstellung definiert, ist also assoziativ. Im Folgenden ist laut Aufgaben-
stellung als gegeben anzunehmen, dass A x H mit der Verkniipfung * eine Gruppe
mit Neutralelement (04,1p) ist. Zu zeigen ist, dass falls h € H \ N Element der
Ordnung 2 ist, also h? = epy gilt, dann hat fiir beliebiges a € A das Element
(a,h) € A x H die Ordnung 2. Da h € H\ N, ist [h] = hN # N. Sei a € A
beliebig. Es gilt (a,h) * (a,h) = (a — a,h?) = (04,1y). Da h # 1y, da 15 € N,
aber h ¢ N, ist (a,h) # (04,1y). Daher gilt nicht nur ord((a, h))|2, sondern so-
gar ord((a,h)) = 2. Als konkrete Anwendung geben wir explizit eine Gruppe der
Ordnung 42 = 6 -7 = 2 - 21 an, die kein Element der Ordnung 6 oder 14 enthilt.
Setze A =7/217Z und H = {£1}. Eindeutiger Normalteiler ist {1}< # H, der auch
Index 2 hat. Es gilt, dass A x H, ausgestattet mit der Verkniipfung *, Gruppe der
Ordnung |A x H| = |A||H| =21 -2 = 42 ist. Sei nun (a,h) € A x H vorgegeben.

e Fall 1 h = —1. Dann gilt h € H\ N. Nach dem vorangegangenen Teil hat
dann (a, —1) fiir beliebiges a € A die Ordnung 2.

e Fall2h = 1. Dann gilt h € N. Wir finden also fiir n € N beliebig und beliebiges
a € A, dass (a,1)" = (na,1") = (na, 1). Damit folgt ordaxn((a, 1)) = ord4(a).
Da ord4(a)||A| = 21, ist nur a € {1, 3,7,21} moglich.

Insgesamt hat die angegebene Gruppe nur Elemente der Ordnung 1,2, 3, 7,21, und
keine der Ordnung 6 oder 14. OJ

Aufgabe 37 Zu zeigen ist, dass kein Ringhomomorphismus ¢ : Q — 7Z exi-
stiert. Angenommen, es gibe einen Ringhomomorphismus ¢ : Q — Z. Dann gilt
#(1lg) = 1z. Wir behaupten ¢(n-1g) = n fiir alle n € Z. Fiir n = 1 ist das klar nach
Definition des Ringhomomorphismus. Fiir n = —1 finden wir ¢(—1g) + ¢(lg) =
—o(lg) + ¢(lg) = —1z + 1z = 0z, so dass ¢(—1g) = —¢(lg) = —1z. Da gauf
(Q,+4),(Z,+) Gruppenhomomorphismus zwischen abelschen Gruppen ist, gilt ins-
besondere ¢(0g) = ¢(0z). Sei nun n € N beliebig und nimm an, dass ¢(n - 1g) =
(n+1) -1z = n+ 1. Nach dem Induktionsprinzip gilt die Aussage also fiir beliebige
n € N. Wegen ¢(—n) + ¢(n) = ¢((—n) - 1g + n - 1g) = ¢(0g) = 0z finden wir
nun ¢(—n) = —¢(n) = —n fiir alle n € N. Insgesamt haben wir also bisher gezeigt
é(n-1lg) = n- 1z fiir n € Z. Sei nun ¢ € Q \ Z. Da insbesondere g # 0, gibt es
m € Z \ {0} und n € N, so dass ¢(q) = m¢(1/n) mit analoger Argumentation
zu oben fiir ¢(1/n) € Z anstelle von 1z. Setze nun n > 1 voraus. Wir setzen nun
m = n, betrachten also = m/n = n/n = 1. Dann finden wir n - ¢(1/n) = 1z.
Die Gleichung bedeutet, dass n > 1 eine Einheit in Z ist. Andererseits ist aus der
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Vorlesung bekannt, dass Z* = {£1}. Wegen n > 1 gilt aber n # —1 und n # +1,
also n € Z*. Das ist ein Widerspruch zur Annahme, es existierte ein Ringhomomor-
phismus ¢ : Q — Z. Damit war die Annahme falsch, und es existiert kein solcher
Ringhomomorphismus. ([l

Aufgabe 38 (F13T3A3) Sei R ein endlicher Integritdtsbereich. Zu zeigen ist,
dass R dann bereits Korper ist. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass fiir jedes
r € R dann infolge Endlichkeit gilt, dass r Einheit oder Nullteiler ist. Da R In-
tegritdtsbereich, konnen wir das Vorlesungsresultat anwenden, dass Einheiten in R
keine Nullteiler sind und dass ebenso Nullteiler keine Einheiten sind. Fiir endliche
Integritétsbereiche R gilt dann R* = R\ {Og}. Das bedeutet aber gerade, dass R
Korper ist. 0

Aufgabe 39 Sei R ein endlicher Ring, d.h., n := |R| < oo. Sei € R beliebig.
Zu zeigen ist, dass r Nullteiler oder Einheit ist. Sei & € N beliebig. Wir behaupten,
dass M = {r*|k € N} Teilmenge von R ist, also insbesondere gilt |M| < n < occ.
Da R Ring ist, gilt insbesondere fiir » € R, r? = r - r € R. Durch Induktion sieht
man leicht 7* € R fiir beliebiges k& € Ny. Damit gilt fiir alle x € M, dass x € R,
also M C R. Insbesondere ist dann |[M| < |R| = n < oo. Also gibt es K € N so
dass gilt 7% = r. Andernfalls wiren alle Elemente 7%, d.h., fiir alle & € N, paarweise
verschieden, im Widerspruch zur Endlichkeit von M. Die obenstehende Gleichung
ist nun dquivalent zu (r=! — 1g) -7 = 0. Dann gilt entweder r5~1 — 1 # Op
oder r®~! — 15 = 0x. Im ersten Fall ist r ein Nullteiler, denn wir haben das von 0y
verschiedene Ringelement s := r®~! — 1 gefunden, so dass s - r = 0. Im zweiten
Fall gilt r%=2.r = rX=1 = 1. Da 13 € R* einziges Element der Ordnung 1 in der
Einheitengruppe des Rings ist, konnen wir uns auf den Fall K > 3 beschrénken.
Dann gilt 7 € R*, denn t := r5~2 erfiillt die Gleichung t -7 = 1z = r - t. Damit ist
gezeigt, dass fiir einen endlichen Ring beliebiges » € R Einheit oder Nullteiler ist.[]

Aufgabe 40 Bemerkung: Sei R = Z[v/—d] mit d € N. Fiir beliebiges o € R\ {0}
gilt |R/(a)|N(a), wobei N : R — N die Norm-Funktion bezeichnet.

Zu bestimmen ist die Méchtigkeit von Z[i]/(2 + i). Wir zeigen, |Z[i]/(2 + i)| =
5. Wir behaupten, dass R = {0,1,2,3,4} ein Reprisentanten-System des Faktor-
Rings ist. Hierzu ist zu zeigen, dass fiir jedes r € R ein [ € R existiert, sodass
r—1 € (24 1i). Das ist dquivalent dazu, dass jede Nebenklasse mindestens einen
Représentanten aus R enthélt. Zundchst beobachten wir, dass wegen 2 +i € (2 + 1)
gilt =24+ (2 +14) = i+ (2 +14). Sei nun r € Z[i] beliebig vorgegeben. Dann gilt
r = a4 i mit o, f € Z. Da R euklidischer Ring ist, finden wir p,q € R, so dass
r = p(2+1)+q gilt, wobei 0 < N(q) < N(2+1) nach dem Euklidischen Algorithmus
gilt. Da 0 < N(q) < N(2+1) = 5, gilt also N(q) € {0,1,2,3,4}. Damit finden wir
r+2+i)=q+(2+i),da2+i+(2+47) =0+ (2+4). Nun gilt fiir obiges ¢ € Z[i]
beliebig ¢ = ¢ +1igo mit ¢7 + g5 < 4. Wir behaupten, dass es nun moglich ist, go = 0
zu wahlen. Namlich ¢+ (2+14) = ¢1 +iga + (2+1) = (¢1 — 2 cot g2) + (2 + 7). Wegen
N(2+i) = (2—1i)-(2+41) € (2+7)konnen wir uns hier auf den Fall beschrénken, dass
0 < (q1 —2¢q2) < 4, wobei wir den Euklidischen Algorithmus wiederum verwenden,
aber nun in Z: Ist ¢; — 2,2 > 5 oder ¢; — 2¢, < 0, dann finden finden wir nach dem
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Euklidischen Algorithmus in Z ein l € {0,1,2,3,4}, so dass 5|(¢1 —2¢2 —1). Dann gilt
1 —2¢2+(2+1i) = I+(2+1). Da die Elemente von R gerade die Form [ € {0, 1,2, 3,4}
haben, haben wir gezeigt, dass fiir beliebiges r € R gilt 7+ (2+17) = [+ (2+1) fiir ein
[ € R. Damit gilt r — [ € (24 1), also enthélt eine beliebige Nebenklasse r + (2 + 7)
mindestens ein [ € R. Wir miissen nun noch zeigen, dass fiir zwei beliebige [,I' € R
gilt: [ = 1" € (24 1) = | = l'. Seien dazu [,I" € R beliebig vorgegeben und ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass ! > . Aus (-1’ € (2+1)
folgt, dass es ein x € R gibt, so dass (I—1") = x cot(2+1). Angenommen, [ # . Dann
ist x # 0. Nun gilt fiir alle x € R\ {0}, dass N(x) € N also echt positiv ist. Also
N(l—=1U)=N(z(241i) =N(x)N(2+1i) > N(2+1i)=5.Dal,l' € {0,1,2,3,4} und
[,1' folgt 0 < [—1" < 4und ebenso 0 < N(I—1") < 4 im Widerspruch zu N({—1") > 5!
Damit ist die Annahme, [ # [” also falsch gewesen und es gilt [ = [’. Mithin enthélt
jede Nebenklasse also genau ein [ € R. Damit ist der Nachweis der Reprisentanten-
System-Eigenschaft abgeschlossen. Wegen |Z[i]/(2 +i)| = |R| = [{0,1,2,3,4}| =5
folgt die Behauptung. 0

Aufgabe 41 Sei K Korper und R = K[z,y] und I = (x —y — 1) Ideal in R. Zu
zeigen ist R/I = {f + I|f € K[z]} =: M. “2”: Das ist klar nach Definition, denn
ein beliebiges f € Klxz] erfiillt auch f € K[z,y]. Der Faktorring R/I enthilt nun
gerade Elemente der Form ¢g + I wobei g € K|z, y| beliebig. Insbesondere enthilt
er ebenfalls f + I. “C”: Sei f € R/I beliebig. Dann gibt es ein f € R, so dass
f Urbild von f unter dem Kanonischen Epimorphismus 7 : R — R/I ist. Wir
zeigen zuerst per Induktion, dass fiir beliebiges k € N gilt y* = (x — 1)* in R/I.
Fir k£ = 1 gilt ndmlichy =y+ (z—y—-1) =y+[z—y—-1+(@x—-y—-1) =
r—1+(x—y—1)=2—1. Sei nun k¥ € N beliebig aber fest. Wir nehmen an,
dass y* = (z — 1)k. Zu zeigen ist nun, dass dann auch y*™ = (v — 1)FL. In der
Tat yott = b G = (' +(@—y-D)y+@-y-1) =((z -+ (z -y -
D)(z—1+(z—y—1)) = (x — 1)kz — 1 = (x — 1) nach Induktionsvoraussetzung
und -anfang im dritten Schritt und den Rechenregeln in Faktorringen im ersten und
letzten Schritt. Damit ist die Hilfsbehauptung bewiesen. Das f vom Anfang des
Beweises hat die Form

flz,y) = Z Z amztyt, (65)

k=0 1=0
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wobei ay; € K fiir alle 0 < k <n,0 <[ <m. Wir finden nun

7 = Z Z apcky!

k=0 =0

wobei mit X, (K) = {(k,1) e N30 <k <n,0<I< K, k+1=gq}

b, = Em: . g ( Il( ) (—1)E (66)

nach dem Binomi’schen Lehrsatz gesetzt wurde. In der obenstehenden rechten Glei-
chung ist f = Z;”:JB" byr? € Kz|, also f+1 = Z;n;o" byr? € M. Damit ist R/ C M
nachgewiesen. O

Aufgabe 42 Zu zeigen ist, dass Z[i]/(2 + i) ~ Z/57Z. Hierzu definieren wir die
Abbildungen ¢ : Z[i] — Z/5Z,(x + iy) — (x — 2y)mod(5). Es ist klar, dass fiir
21, %9 € Z[Z] gllt ¢<21+22) = ¢<Zl>+¢(22). Ferner gllt (ﬁ(lzm) =1-20=1= 12/52.
Ferner gilt fiir 21, 2o € Z[i] der Form z; = 1 +1iy1, 20 = T2+ iy, mit x1, T2, Y1, Y2 € Z,
dass 2122 = (122 — y1y2) i (212 +22y1). Nun ¢(2122) = 2122 — y1y2 — 2(1y2 + 2201
und ¢(21)¢(22) = (v1—2y1)(v2 —2y2) = 2122 +4y1ya — 2(T1Y2 +T2y1) = T1T9 — Y1Y2 —
2(z1y2 + xoyn) in Z/57Z, da fiir alle yi,yo € Z gilt 49192 = —y1y2 mod(5). Mithin
haben wir einen Ringhomomorphismus gefunden. Da {0,1,2,3,4} = Z/5Z finden
wir unter dem Kanonischen Epimorphismus 7 : Z — Z/5Z zu jedem = € Z/5Z
ein x € Zso dass m(x) = Z. Da insbesondere Z C Zl[i] Teilring, ist = € Zli].
Beliebigkeit von z € Z/5Z impliziert nun die Surjektivitit von ¢. Wir haben nun
gefunden, dass ¢ ein surjektiver Ringhomomorphismus ist. Der Homomorphiesatz
fiir Ringe liefert nun den Isomorphismus Z[i|/ ker ¢ ~ 7 /57. Zu zeigen verbleibt
lediglich (2 + i) = ker ¢. Um zu zeigen, dass (2 + i) € ker¢ langt es wegen der
Idealeigenschaft von Kernen von Ringhomomorphismen 2 + ¢ € ker¢ zu zeigen.
Es gilt in der Tat ¢p(2+i) = 2—-2-1=2—-2 =0, also 2 + ¢ € ker¢. Damit
folgt (2 + i) C ker¢ als Teilideal. Wir miissen noch ker¢ C (2 + i) zeigen. Sei
also z = x + iy € ker¢ beliebig. Dann gilt x — 2y = 0mod(5). Damit gibt es
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ein k € 7Z, sodass x — 2y = bk < x = bk + 2y. Also gilt z = 5k + 2y + iy.
Nun gilt 2y +iy = y - (2+1i) € (2+4) und bk = (2 — i)k - (2+1i) € (24 1).
Also ist auch z = bk +2y +iy = 2k +y —ik) - (24 ¢) € (2 +4). Damit ist
gezeigt, dass z € ker¢ z € (2 + i) impliziert. Beliebigkeit von z € ker ¢ liefert also
ker¢p C (2 + i). Im Ergebnis gilt also ker¢p = (2 + ). Insgesamt finden wir also
Z[i|/ ker ¢ = Z[i]/(2 + i) ~ Z/5Z. O

Aufgabe 43 Zu zeigen ist, dass (a) Z[z] und (b) Klz,y| fir einen Kérper K
jeweils keine Hauptidealringe sind. Zu (a): Angenommen, Z[z| wire Hauptidealring.
Dann gibt es zu jedem Ideal I in Z[z] ein a € Z[x], so dass I = («). Betrachte
nun das Ideal (2,z) C Z[x]. Angenommen, es gibe a € Z[z], so dass (a) = (2, ).
Dann gilt 2 € (o) und = € («). Also gibt es p,q € Z[z], so dass 2 = « - p und
r = a - q. Da Z[z] euklidischer Ring mit der Gradfunktion als Hohenfunktion, gilt
deg(2) = deg(ap) = deg(a) deg(p) und deg(x) = deg(a-q) = deg(a) deg(q). Aus der
letzten Aussage folgt deg(a) = 1 = deg(z), da 1 die einzige positive Einheit in Z.
Also gilt @ = ax + b mit a,b € Z und a # 0. Andererseits ist 0 = deg(2), weswegen
wegen dega = 1 # 0, auch degp = 0. Also gibt es ein ¢ € Z, so dass 2 = a - ¢. Da
Z[z] Integritéitsbereich, scheidet, wegen o # 0 aus Gradgriinden, auch ¢ = 0 aus.
Also gilt ¢ # 0. Dann gilt a-¢ = ac-x+0b-c. Das ist aber wegen a, ¢ # 0 ein Polynom
ersten Grades! Widerspruch zur Annahme, es existiere ein « mit der gewiinschten
Eigenschaft. Da (2,z) kein von einer ein-elementigen Menge erzeugtes Ideal ist, ist
Z[z] kein Hauptidealring. Zu (b) Angenommen, K[z, y] wire Hauptidealring. Dann
gibt es zu jeden Ideal I ein o € K][z,y|, so dass I = («). Betrachte das Ideal
I = (z,y) # (0). Also a # 0. Da K[z, y| laut Annahme Hauptidealring, gibt es ein
a € Klz,y| sodass (z,y) = (a). Also gibt es p,,p, € K[z,y] so dass p, - o =z
und p, - o = y. Es gilt auch yp,a = vy = zpya und durch Umformen finden wir
(xpy — yps)a = 0. Da a # 0 muss zp, = yp,, sonst Widerspruch zur Eigenschaft
von K[z, yl, Integritatsbereich zu sein. Expansion von p,, p,, d.h., Einsetze von p, =

W0 2ol g, 2yt und p, = ZZ;’:O ZZZ’iO bi,r, 2 y™ mit ay,, , be,, € K fiir
alle kg, 1, ky, 1, liefert nun nach Koeffizienten-Vergleich in der jeweils niedrigsten
Ordnung in 2%y’ = 0 und y = 0 also x = y, was im Widerspruch zu = # y fiir den
multivariaten Polynomring K[z, y| steht. O

Aufgabe 44 Wir zeigen, dass Q[z,y]/(z — 1,y* — 2) ein Korper ist. Wir beweisen
zunichst die Hilfsbehauptung Q[x,y]/(x —1,y? —2) ~ Q[y]/(y* —2). Betrachte dazu
die Abbildung ¢ : Q[z,y] — Q[y]/(v* —2), f(z,y) — f(1,y) mod(y* — 2). Als Kom-
position von Einsetzungshomorphismus fiir y — 1 und kanonischem Epimorphismus
Qly] — Qly]/(y* — 2) ist ¢ Homomorphismus. Da der Einsetzungshomomorphis-
mus x — 1 surjektiv ist und der kanonische Epimorphismus Q[y] — Qly]/(y? — 2)
ebenfalls surjektiv ist, ist auch ¢ als Komposition zweier surjektiver Ringhomomor-
phismen surjektiv. Nach dem Homomorphiesatz fiir Ring gilt also Q[z,y|/ ker ¢ ~
Qly]/(y* — 2). Zu zeigen ist nun ker¢ = (z — 1,4*> — 2). “D”: Es reicht zu zei-
gen, dass © — 1,y> — 2 € ker ¢. Einerseits gilt ¢(z — 1) = (1 — 1) mod(y? — 2) =
0 mod(y? —2), andererseits gilt ¢(y?—2) = (y*—2) mod(y?—2) = 0 mod(y?—2), also
ist x — 1,y? — 2 € ker ¢. Da der Kern eines Ringhomomorphismus stets Ideal ist, gilt
auch (z — 1,9% — 2) C ker ¢ infolge der Minimalitétseigenschaft von (z — 1,9* — 2)
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das Kkleinste Ideal zu sein, das # — 1 und y? — 2 enthélt. “C”: Um zu zeigen, dass
ker¢ C (z —1,y% — 2), sei f € ker ¢ vorgegeben. Es gilt f = >"1_, > ", aya®y" mit
aw € Q fiiralle 0 < k <n,0<1<m. Aus f € ker ¢ folgt f(1,y) = Omod(y? — 2),
also f(1,y) = p(y)(y* — 2) mit einem Polynom p € Q[y] C Q[z,y]. Andererseits gilt

f(xay) :f(xay)_f(lay)+f(1vy)

lzzakwky —Zzamlkl +py)(y" —2)
:ZZ@M(I -1y +py)(y" —2)

I
s
<
&
gl
R
\_/
v
)
|
N
+
=
s
<
|
Nt

k=1 I=
= q(%y)( 1) +p(y)(y —2)
wobei die Teleskopsumme fiir £ € N
k—1
1= (r—-1)) 2F (67)

l

Il
o

verwendet und ¢(z,y) = >, _, > ", an (ZS 0T > y! gesetzt wurde. Da ¢,p €
Qlz,y| ist also f € ker¢ von der Form f = ¢q- (z — 1) + p - (y* — 2). Wegen
(x—1,9*=2)={r-(z—1)+s-(y*—2)|r, s € Q[x,y]}, folgt f € (x—1,y*>—2), wie zu
zeigen war. Die Beliebigkeit von f € ker ¢ liefert nun ker ¢ C (z—1, y?—2). Insgesamt
finden wir also ker ¢ = (z—1,y*—2). Damit ist die eingangs aufgestellte Behauptung
bewiesen, denn Q[z,y]/(z — 1,y* — 2)Q[z, y|/ ker ¢ ~ Qly]/(y* — 2). Zu zeigen ist
nur noch, dass Q[y]/(y* — 2) Kérper ist. Reduktion modulo 3 liefert zunéichst, dass
y?> — 2 in Q[y] irreduzibel ist. Fiir das ganzzahliges Polynom reicht es Irreduzibilitét
in Z[z] zu zeigen. Diese ist leicht eingesehen, denn y2 — 2 = * 4+ 1 € Z/3Z[z] hat
keine Nullstellen, 02 +1 = 1 3&0 24+1=2#0und 22+1=5=2+#0. Als
Polynom vom Grad 2 ist somit §* + 1 in Z/3Z[z] irreduzibel, nach dem Reduktions-
kriterium also y* — 2 in Z[z] und nach einem aus der Vorlesung bekannten Satz also
auch im Polynomring Q[z] iiber dem Quotientenkorper Q von Z als faktoriellem
Ring. Da Q Korper, ist Q[z] Hauptidealring und die Irreduzibilitdt von y? — 2 iiber
Q ist #quivalent dazu, dass (y* — 2) maximales Ideal in Q[y]. Damit ist laut Vorle-
sung Q[y]/(y* — 2) ein Kérper. Damit ist wiederum der zu Q[y]/(y* — 2) isomorphe
Faktorring Q[z,y]/(z — 1,y* — 2) ein Korper. O

Aufgabe 45 Sei K ein Korper und R = K|z|, f € R Polynom vom Grad n > 1.
Zu zeigen ist, dass M := {g € R|g = Ooderg # 0,deg(g) < deg f} ein Re-
prasentantensystem des Faktorrings R/(f) ist. Sei p € KJ[z| Polynom und p + [
die dazugehorige Nebenklasse. Zu zeigen ist p+ I enthélt genau ein Element aus M.
Zunéchst zeigen wir, dass p + I mindestens ein Element aus M enthélt.

e Full 1: 0 < degp < deg f. Dann ist p € p + I und nach Definition von M
ebenfalls p € M. Somit enthélt p 4+ I ein Element aus M, ndmlich p selbst.
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e Fuall 2: degp > deg f. Da K Korper, ist K[z] mit der Gradfunktion deg eukli-
dischen Ring. Wegen deg f > 0 gibt es also ¢,r € K|z|, so dass p = qf +r,
wobei degr < deg f. Nun gilt qf € (f) =1, alsop+ I =r+ 1. Dar € K|x]
Polynom vom Grad < deg f = n, ist » € M. Damit enthélt p 4+ I auch in
diesem Fall ein Element aus M, namlich r.

Insgesamt ist somit gezeigt, dass in jedem Fall p + I fiir beliebiges p € K|[z] ein
Element aus M enthélt. Wir miissen nun zeigen, dass p + [ auch nur héchstens ein
Element aus M enthélt. Angenommen, 71,79 € M sind verschieden aber p + I >
r1,T9. Dann gibt es Polynome ¢, q2 € Klz|, so dass p+ qf = und p+ ¢of = 7.
Das konnen wir umformen zu p = r; — ¢1 f. Damit finden wir 1 — q1 f + qof = 1o
bzw. r1 —ry = (q1 — q2) f also r1 — 1y € (f). Falls ry — 1y = 0 € (f), haben wir einen
Widerspruch dazu, dass 71, # ry laut Annahme. Falls 11 — ry # 0 aber 11 — o € (f),
dann gibt es ein Polynom 0 # x € K|z], sodass m — ro = xf. Da K Korper
ist, gilt insbesondere n > deg(ry — r9) = deg f + degx > n. Das ist ebenfalls ein
Widerspruch. Insgesamt war also die Annahme falsch, und es gilt r; = 5. Damit ist
gezeigt, dass jede Nebenklasse p + I € R/I hochstens ein Element aus M enthélt.
Zusammen mit dem ersten Teil haben wir also gezeigt, dass jede Nebenklasse genau
ein Element aus M beinhaltet. 0

Aufgabe 46 Zu bestimmen ist die Anzahl der Elemente im Faktorring Fa[z, y]/(y—
1,z +z+1). Wir behaupten |Fy[z,y]/(y—1,2* +x+1)| = 8. Der Beweis verliuft in
zwei Schritten. Zuerst zeigen wir, dass Fo[z,y]/(y1, 2+ + 1) = Fylz]/(2® + 2 + 1)
und dann wenden wir die Aussage von Aufgabe 45 auf den Faktorring des uni-
variaten Polynomrings an. Fiir den ersten Schritt verwenden wir den Homomor-
phiesatz: Wir erinnern uns an den Einsetzungshomomorphismus ¢ : Fylz,y] —
Flz], f(x,y) — f(x,1). Er ist surjektiv. Wir erinnern uns ferner an den kanoni-
schen Epimorphismus 7 : Fo[z] — Fofz]/(z® + 2 + 1), f = f = fmod(z® + 2 + 1).
Dieser ist ebenfalls surjektiv. Als Komposition zweier surjektiver Ringhomomor-
phismen ist ¢ : Foz,y] — Fafz]/(2® + 2+ 1), f — (7 o ¢)(f) ebenfalls surjek-
tiver Ringhomomorphismus. Der Homomorphiesatz fiir Ringe liefert uns nun, die
Isomorphie Fa[z,y]/kery) = Fy[z]/(x® + x 4+ 1). Es verbleibt also zu zeigen, dass
kerp = (y — 1,2° + 2 + 1). “D”: Da Kerne von Ringhomomorphismen stets Ideale
sind und (y — 1, 2® +x + 1) das kleinste Ideal in Fy[z, y] ist, das y — 1 und 2 + 2+ 1
enthilt, langt es zu zeigen, y — 1, 2> + 2+ 1 € ker 1. Da ¢(y — 1) = 0 bereits in Fy[z],
folgt ¢)(x — 1) = 0 aus der Homomorphismus-Eigenschaft des kanonischen Epimor-
phismus. Da 7(2®+2+1) = (2*+2+1) = Op, )/ (@54041) und ¢(a®+a+1) = 2’4241,
ist (2® + 2+ 1) = Op, )/ (@3+0+1)- Also gilt auch 2 + 2+ 1 € ker ). Die Bemerkung
am Anfang des Nachweises von “2” liefert nun (y — 1,23 + 2 + 1) C kerwy. “C”.
Um umgekehrt zu zeigen, dass kery) C (y — 1,2% + x + 1), sei p € Fylz,y| beliebig
mit p € kert. Dann gilt insbesondere p(z,1) = Omod(z® + = + 1). Also gibt es
ein Polynom ¢; in Fy[z] mit der Eigenschaft, dass p(x,1) = qi(x) - (23 + x + 1).
Nun berechnen wir analog zu Aufgabe 44, dass fiir p(z,y) = > 1_y > 1ro @z*y’ mit
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apy EFy firalle 0 <k <n,0<I<m

p(x,y) = (p(z,y) — p(z,1)) + p(z,1)
= Z Z apzyt — Z Z a1 + q(z) (2 + 2 4+ 1)
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wobei die Teleskopsumme fiir [ € N

k—1

yol=y-1)) o (68)

=

verwendet und go(2,y) = Y 1 oD 1oy Gkl (Zi;lo ys) 2* gesetzt wurde. Da qi,qs €

Fylz,y] und ferner (y— 1,23 +x+1) = {r;- (x> +x+1)+ro-(y—1)|r1,m1 € Fao[z,y},
folgt p =g - (y—1)+q - - (@ +z+1) € (y—1,2°+2+1). Dap € kerv als
beliebig vorausgesetzt war, folgt kerv) C (y — 1,2° + x + 1). Im Ergebnis haben
wir also kerv) = (y — 1,23 + x + 1) verifiziert. Nunmehr finden wir zusammen
mit dem Resultat der Uberlegungen auf Basis des Homomorphiesatzes fiir Ringe,
Folz,y]/(x® + 2 + 1,y — 1) = Folz,y|/ keryp ~ Fylx]/(2® + x + 1). Damit ist der
erste Schritt abgeschlossen. Wir wenden nun Aufgabe 45 an. Es ist deg(z® + z +
1) = 3 in Fy[z]. Besagte Aufgabe liefert nun, dass ein Représentantensystem M von
Folz]/(2® + 2 + 1) gegeben ist durch

M = {p € Fy[z]|p = 0Ooderp # 0,deg p < 3}. (69)

Da p = Zizo apz® mit ag,a1,a; € Fy zulissig ohne weitere Einschrankung ist,
haben wir genau |Fy|®> = 23 = 8 Moglichkeiten, verschiedene p € M anzugeben.
Insbesondere ist dann auch Fy[z]/(2 4+ x4 1) endlich und von Méchtigkeit | M| = 8.
Infolge der Isomorphie Fylx]/(2® + x + 1) ~ Fy[z,y]/(y — 1,2° +  + 1) aus dem
ersten Schritt ist also auch Fy[z,y]/(y — 1, 2% + = + 1) endlich und von Michtigkeit
|M| = 8. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Aufgabe 47 Gesucht ist 377" in Z/100Z. Hierzu berechnen wir im euklidischen
Ring (Z,+, -) mit Hohenfunktion H : Z \ {0} — Ny, z — |z| den groBten gemeinsa-
men Teiler von a = 37 und b = 100 mittels erweitertem euklidischen Algorithmus.
Dieser liefert uns dann x,y € Z, so dass ggT(37,100) =1 = = - 100 + y - 37. Reduk-
tion modulo 100 liefert dann in Z/100Z, 1 + 100Z = (y + 100Z)(37 + 100Z), sodass
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J=y+100Z = (37 +100Z) ' = 37",

— 1100 1 0
— 137 ] 0 1
212 | 1| =2
1111 |-1| 3
204 |3 | =8
203 | =7 19
11 1 |10 |-=27
310 | — | —

Damit finden wir 100 - (10) + (—27) - 37 = 1000 — 999 = 1, somit & = 10, y = —27.
Damit finden wir 371 = (37 4 100Z)~" = (—27 + 100Z) = (73 + 100Z) = 73. Das
Inverse von 37 in Z/1007Z ist also 73. O

Aufgabe 48 Zu zeigen ist, dass Q[z]/J mit J = (z® —7) ein Korper ist. Betrachte
R = Q(\sﬁ ). Dies ist der kleinste Korper, sodass Q@ C R und V7 € R. Insbesonde-
re ist R auch ein Ring. Wir definieren die Abbildung ® : Q[z] — Q(V/7), f(z)
f(¥/7). @ ist also gerade der Einsetzungshomomorphismus, wobei anstelle 2 nun
V7 € Q(V/7) als Argument von f € Q[z] verwendet wird. Die Homomorphismenei-
genschaft ist klar, fiir f, g € Q[z] folgt f+ g € Q[z] und mit Q, {v/7} C Q(+/7) folgt
auch f(¥/7), g([3]7) € Q(V/7). Tst f = S 0B  apa®, g = Y089 ba, so gilt

deg f degg
o(f) =3 ac(VT, Blg) = 3 (VD

ObdA deg f < degg, sonst vertausche Rollen von f, g, und setze agegf+1 = ... =
Qdeg g = 0. Dann gilt

degg degg degg
F=Y aa* g=> ba*, f+g="> (ar+0by)a"
k=0 k=0 k=0
degg degg degg
O(f) =Y a(VT)F, B(g) =D (VT (F +9) =D (ar + b)) (V7).
k=0 k=0 k=0

Damit sehen wir durch Umordnung einer endlichen Summe in Q(v/7), dass in der
Tat ®(f 4+ g) = ®(f) + P(g). Ferner gilt ®(1) = 1 trivialerweise. Fiir f, g € Q[z] wie
oben gilt

deg fdegg

fg= Z cpa”,

k=0
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. k .
wobel ¢ = Y abr—; mit dgegfr1 = ... = Qdegfdegg = 0 = bdeggr1 = ... =
Ddeg f+deg g- Nun gilt

deg f degg

(f) = Z ax(V7)*, ®(g) = Z b (V)"

k=0 k=0

deg f degg
= @(f) 2(9) = <Z ak(\gﬁ)k> <Z bk(\gﬁ)k>
deg f degyg

= > > ab(VDHVT)

k=0 =0

deg fdegg k
= Z (Zalbk—l> (V)

k=0 1=0
deg fdegg
= > alVDt
k=0

=d(f-g)

Damit haben wir insgesamt die Ring-Homomorphismus-Eigenschaft nachgerechnet.
Zur Surjektivitit. Da /7 S 7 und 2% —7 nach Eisenstein zu p = 7 irreduzibel ist, ist
2% — 7 Minimalpolynom von /7. Also ist [Q(+/7) : Q] = 3 und jedes y € Q(+3/7) von
der Form y = ¢, +q2\3/7+q3\3/72 mit ¢1, g2, g3 € Q. Das Polynom p, := ¢ + gax+ g3
erfiillt nun ®(p,) = 1 + @2V/'7 + @37 ? = y. Beliebigkeit von y impliziert nun die
Surjektivitdt von ®. Damit ist ® also ein surjektiver Ring-Homomorphismus und
der Homomorphiesatz fiir Ringe liefert den Isomorphismus

® : Q[z]/ ker ® — Q(V/7). (70)

Es bleibt zu zeigen, ker ® = (23—7). Da (23—7) Hauptideal, also insbesondere endlich
erzeugt, ist, reicht es fiir (z3—7) C ker ® nachzuweisen, dass z3—7 € ker ®. Da T S
7 /T —7 = 0ist in der Tat O (22 —7) = 0, also 23 —7 € ker ®. Die Idealeigenschaft
von Kernen von Ringhomomorphismen zusammen mit der Minimalitétseigenschaft
von (23—7) liefert nun (z—7) C ker ®. Fiir die Umkehrung sei f € ker ® vorgegeben.
Dann gilt ®(f) = 0 bzw. f(3/7) = 0. Also ist +/7 eine Nullstelle des Polynoms f.
Da x* — 7 Minimalpolynom von /7, gilt % — 7|f. Also gibt es ein g € Q[x], sodass
f =g (z*—7). Damit folgt aber f € (2*—7) = {p- (2 —7)|p € Q[z]}. Beliebigkeit
von f € ker ® liefert nun ker ® C (2 — 7). Damit ist gezeigt, dass ker ® = (23 — 7)
und wir haben insgesamt die Isomorphie

Qlz]/(2* - 7) = Q(V7) (71)

bewiesen. Da Q[z]/(z* — 7) Urbild eines Kérpers unter einem injektiven Ringhomo-
morphismus, ist Q[z]/(z® — 7) selbst Korper. O

Aufgabe 49 Sei R = Q[z] und J das Ideal J = (2* + z + 1). Gesucht ist die
Menge der Kehrwerte von 2z + 3+ J in R/J. Als Hauptidealring ist R insbesondere
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faktoriell. Es ist 2% + z + 1 € Qlx] irreduzibel, wie man durch Reduktion zu p = 2
einsieht. Da R faktorieller Ring ist, ist (z* + x + 1) Primideal in R. Da R sogar
Hauptidealring, ist J = (2% +z+ 1) insbesondere maximales Ideal. Laut eines Satzes
aus der Vorlesung folgt daraus, dass der Faktorring R/J sogar ein Korper ist. Da
0<deg(2zx+3)=1<deg(z*+x+1)=2und 2x +3 #0, ist 2z + 3 #0in R/J,
wegen der Korpereigenschaft gilt also 2z + 3 € (R/J)*, so dass es zu 2z + 3 genau
ein f € R/J gibt, sodass f Kehrwert zu 2z + 3 in R/J. Wir bestimmen dieses
durch Verwendung der weiteren Eigenschaft von Q[z] zusammen mit der Grad-
Funktion deg : Q[z] \ {0} — N, f — deg f euklidischer Ring zu sein, mit deg
als Hohenfunktion. Fiir beliebiges f € R/J gibt esndmlich ein f € Q[z] sodass
f = f+J. In Q[z] kénnen wir ¢ = ggT(2z +3, 22+ 2+ 1) bestimmen indem wir den
Euklidischen Algorithmus anwenden. Dieser liefert zudem Koeffizienten f, g € Q|x],
so dass ggT(2z + 3,22 + 22 +1) = f- (22 4+ 3) + ¢ (#? + x + 1). Die Irreduzibilitit
von f und die Beobachtung, dass, wegen deg(2x + 3) < deg(x® + x + 1), auch
r? + 22 +1 J2x + 3, liefern nun ggT(2z + 3,22 + z + 1) = 1, was das multiplikative
Neutralelement in R ist. Insofern finden wir 1 = f-(22+3)+g-(2?+2+1). Reduktion
modulo 22 + z + 1 liefert dann zusammen mit den Rechenregeln fiir Faktorringe
I = (f+mod(J)(2x +3+mod(J)) = f-22+x+1,daa2+2+1 = 0 und
g-0 = 0. Also ist das iiber den Euklidischen Algorithmus gefundene f Repriisentant
n

von f = (20 +3)7! und es gilt f = f + J, wie gewiinscht. Zur Bestimmung von f:
— r+r+1]1 0
— 2z + 3 0 1
r/2—1/4 7/4 1| —x/2+1/4
(7/4)71 (22 + 3) 0 — —

Damit finden wir 7/4 = (—z/2+1/4)(2z +3)+ 1- (2 + 2 + 1), also 1 = (—22/7 +
1/7)(2x+3)+4/7-(2*+x+1). Reduktion modulo J liefert nun wegen 2 +xz+1+.J =
0+ J,14+J=(—2x/7T+1/7+ J)(2zx+ 3+ J). Damit ist f = —2x/7+1/7 € Q[z]
ein Polynom mit den oben beschriebenen Eigenschaften. Insbesondere gilt fiir alle
he f+J,dass h-(2x+3) = 1mod(J). Der gesuchte Kehrwert von 2z + 3+ J in
R/J ist also —2/7x + 1/7+ J. O

Aufgabe 50 Sei R = Z[z]/(2,2*+z+1). Gesucht ist ein Inverses g in Z[z], sodass
g+ (2,22 + x+ 1) invers zu 3z + 5+ (22 + 2 + 1) in R ist. Wir definieren hierfiir
zuerst die folgende Abbildung

®: Zx] = Fyfz]/(2* + 2+ 1), f > f, (72)

wobei f die jeweilige Restklasse vom Polynom f nach Reduktion der Koeffizienten
modulo 2 bzgl. des Ideals (22 + z + 1) ist. Mit anderen Worten, ® ist die Kom-
position des surjektiven Reduktionshomomorphismus mod(2) : Z[z] — Fy[x] und
dem kanonischen Epimorphismus 7 : Fa[z]/(2® + = + 1). Da es sich bei beiden
Abbildungen laut Vorlesung um surjektive Ringhomomorphismen handelt ist auch
® = momod(2) ein surjektiver Ringhomomorphismus. Der Homomorphiesatz in der
Formulierung fiir Ringe liefert nun die Isomorphie Z[x]/ ker ® ~ Fy[z]/(z?*+z+1) von
Ringen, denn Fy = Z /27 und die Menge rechts ist ein endlicher Integritétsbereich,
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also bereits Korper. Wir zeigen nun noch, dass J := (2,2% + 2 + 1) = ker ®. Da
J von der endlichen Menge S := {2,2%2 + z + 1} C J C Z[x] erzeugt wird, reicht
es, zu zeigen, 2 € ker ®, 2% + x + 1+ € ker . Dann ist zumindest die Inklusion
(2,2°+x+1) C ker @ infolge der Minimalitdtseigenschaft von J = (S) nachgewiesen.
2 € ker ® ist klar, denn 2 € kermod(2) und infolge der Homorphismuseigenschaft
von 7 gilt ®(2) = 7(0) = 0. Fiir 2 + x + 1 gilt 2> + * + 1 = 22 + = + 1 mod(2),
sodass ®(z* + 2+ 1) = n(2?+72+1) =0,daz’*+2x+1€ (2> + 2+ 1). Um
zu zeigen, dass ker® C J, sei f € ker ® beliebig vorgegeben. f € ker @ liefert
®(f) = 0, also f = O0mod(z®> + Z + 1). Daher gilt 72 + & + 1|f in Fyz]. Also
gibt es ein g € Fyfz], sodass f = (22 + 2 + 1)g. Da Fylx] ~ Z[z]/(2) vermoge
des Reduktionshomomorphismus laut Vorlesung, ist letztgenannte Gleichung gleich-
bedeutend mit f + (2) = (2> + 2+ 1+ (2))(g+ (2)) = (2> + z + 1)g + (2), wo
g € Z[z] mit der Eigenschaft g + (2) = g in Z[z]/(2) ~ Fy[x] gewihlt sei. Aus der
Gleichung in Z[z]/(2) folgt 2|[f — (z* + x + 1) - g] in Z[z]. D.h., es gibt h € Z[x]
sodass 2-h = f—g-(z*+x+1) bzw. f = g- (2> + 2+ 1) + h - 2. Wegen
J=22"+2x+1) ={g1-2+ g2 (2> + 2+ 1)|g1, 92 € Z[z]}, haben wir also die
Implikation f € ker® = f € J verifiziert. Initiale Beliebigkeit von f liefert nun
ker ® C J. Insgesamt haben wir somit J = ker ® und wir erhalten in der Tat den
Isomorphismus

Zlx)]J ~ Fylx]/(2® + x + 1), (73)

bezeichnet mit ®. Nun nehmen wir das Polynom p = 3z + 5 und wenden ® auf
dieses an: Das liefert uns zunéchst ®(3z +5) =+ 1 + (2% + Z + 1). Wir bestim-
men nun zunéchst ein Inverses dieses Elements mittels Euklidischem Algorithmus
in Fy[z]/(2? + 2 + 1). Dieser ist anwendbar, da Fy[z] als Polynomring iiber einem
Korper insbesondere Fuklidisch ist, mit Hohenfunktion gegeben durch die Grad-
Funktion. Hierzu beachten, wir dass 22 + 7 + 1 durch Einsetzen als nullstellenfrei,
wegen deg(7? + T + 1) = 2 und Normiertheit also al irreduzibel befunden wird
(in Fo[z]). Wegen Normierheit und deg(z + 1) = 1 ist & + 1 ebenfalls in Fy[z]
irreduzibel. Insbesondere gilt dann ggT(z + 1,Z2 + Z + 1) = 1. Der Euklidische
Algorithmus, angewendet im Polynomring Fy[x] lieferte uns nun f,§ € Fy[x], so-
dass f-(Z+1)+g¢g- (x> + 7+ 1) = 1. In der Tat finden wir bereits durch bloBes
Inspizieren der Polynome (z) - (z +1) 4+ 1-(Z 4+ z + 1) = 1. Damit gilt modulo
(Z+z+1)=Idass 1+ I =@ +)(@+1+1),aso(z+I)=(x+1+1)"in
Folz]/I. Wegen ggT (2,2 +z+1) = 1 in Z[z] gilt also (z+J) = (x+ 1+ J)~" bzw.
1+J=(x+J)(x+1+J)in R/J. Insbesondere gilt fiir 3z +5=z+1+2-2+2-2 €
r+1+Jalso3z+5+ (2,22 +x+1) =2+ 1+ (2,2>+ 2+ 1), dass = + J ebenfalls
Inverses zu 3z + 5+ (22 + 2 +1) C3x + 5+ J in R ist. O

Aufgabe 51 (F14T3A2) Gegeben sei ein kommutativer Ring R. Fiir a,b,¢,d € R
schreiben wir ¢ = bmod(c) genau dann wenn a — b = ¢ - d.

(a) Wir zeigen, dass es sich hierbei um eine Aquivalenzrelation handelt. Die Re-
lationseigenschaft ist hierbei klar. Sei ¢ € R beliebig aber fest vorgegeben und
a.b € Rbeliebig. Wir zeigen zunichst Reflexitvitit. Es gilt a —a = a + (—a) = 0.
Da in einem Ring stets Og - ¢ = Og gilt, liefert die Kommutativitit a = amod(c)
denn a — a = ¢ - 0g. Wir zeigen Symmetrie. Es gilt a — b= —b+a = —(b—a). Sei
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a = bmod(c) vorausgesetzt. Dann gibt es nun d € R, so dass a — b = ¢ - d, so gilt
b—a=—(a—b) = —c-d=c-(—d). —d € R liefert nun b = amod(c). Fiir die Umkeh-
rung vertausche man ein einfach die Rollen von a und b und verfahre analog. Fiir die
Trantivitéit seien ay, as, a3 € R vorgegeben, so dass a; = as mod(c), ay = azmod(c).
Zu zeigen ist a; = ag mod(c). Wegen a; = as mod(c) finden wir zunéchst ein d; € R,
so dass a; — ay = ¢- dy. Analog finden wir infolge as = azmod(c) ein dy € R, sodass
as — az = c-dy. Addition liefert nun a1 —as = (a; —ag) + (a2 —a3) = c-dy+c-dy =
dy-c+dy-c=(dy+ds)-c. Wegen d; + dy € R gilt also a; = azmod(c). Damit ist
die Relation mod(c) fiir beliebiges ¢ € R eine Aquivalenzrelation.

(b) Im Spezialfall R = Z sind nun alle Losungen y € R der Kongruenz 51y =
34mod(85) gesucht. Da 51 = 3 - 17 und 85 = 5 - 17 sind 51 und 85 nicht tei-
lerfremd. Wir sehen, dass sogar ggT(34,85,51) = 17. Nach den Rechenregeln fiir
Kongruenzen kénnen wir also dquivalent vereinfachen 3y = 2mod(5). Da 3 und 5
teilerfremd sind, suchen wir nach Losungen des Kongruenzensystems z = 2mod(5)
und z = Otextmod(3). Wir sehen leicht, dass dann y = z/3 eine Losung der
Ausgangskongruenz ist und umgekehrt jedes y € 7Z, das die Ausgangskongruenz
16st, vermoge z = 3y eine Losung der simultanen Kongruenz fiir z ist. Da gilt
ggT(5,3) = 1 (beides Primzahlen) und ferner 2 -5 4 (—3) - 3 = 1, finden wir, dass
10 = O0mod(5) und 10 = 1mod(3) sowie —9 = 1mod(5) und —9 = 0mod(3). Da-
mit sind alle z € 2+ (=9) + 15Z = 12 + 15Z Losungen der simultanen Kongruenz.
Umgekehrt liefert der chinesische Restsatz den Ring-Isomorphismus & : Z/15Z —
Z)5Z x L)3Z, (x + 15Z) — (x + 5Z, x 4 3Z). Dieser Isomorphismus ist insbesondere
injektiv, so dass es genau eine x+ 15Z gibt sodass ®(x+15Z) = (2+15Z,0+3Z). Da
wir bereits wissen, dass 12+ 15Z im Urbild von (24 15Z, 0+ 37Z) unter ® liegt, folgt,
dass wir so tatséchlich alle Losungen des Kongruenzensystems gefunden haben. Ent-
sprechend finden wir nach den obenstehenden Ausfithrungen wegen y = 2/3, dass
die Losungen y gegeben sind durch y € 4 + 5Z.

(c) Sei R = Qz]. Gesucht sind alle f € Q[z] mit der Eigenschaft, dass f =
Imod(2? + 1) und f = zmod(z? — 1). Wir halten zunichst fest, dass ggT(z? —
1,22 +1) = 1 in Q[z], denn z? + 1 ist, wie man durch Reduktion modulo 3 sieht,
in Q[z] irreduzibel. Da Q[x] als Polynomring iiber dem Koérper Q insbesondere Eu-
klidischer Ring mit der Polynom-Grad-Funktion als Hohenfunktion ist, liefert uns
der Euklidische Algorithmus p,q € Q[z], so dass 1 = p - (2 — 1) + ¢ - (z* + 1).
Im Vorliegenden Fall liefert bereits Inpektion, dass p = (—1/2) und g = 1/2 offen-
bar die gewiinschte Eigenschaft haben. Somit finden wir, dass —1/2 - (z* — 1) =
Omod(z? —1) und —1/2-(2? — 1) = 1 mod(z?+ 1) erfiillt und ferner 1/2- (2?+1) =
Imod(z? — 1) und 1/2 - (22 + 1) = Omod(2? + 1) gilt. Damit l6sen f € Q[z] von
der Form f € —1/2- (2 —1)-1+x-1/2- (2> + 1) +1/2- (—1/2) - (2® + 1)(2* —
1)Q[z] = 0.52% — 0.52% + 0.5z + 0.5 + (2* — 1)Q[z] die Kongruenz. Bezeichnen
wir die Losungsmenge der simultanen Kongruenz mit £, dann stellen wir fest, dass
0.523 —0.522 +0.52+ 0.5+ (z* — 1)Q[z] C L. Fiir die Umkehrung verwenden wir den
chinesischen Restklassensatz. Da ggT(z? — 1,22 +1) = 0 gilt (22— 1)+ (2*+1) = (1)
(denn 1 € (2% — 1) + (2% + 1) nach der obigen Rechnung), d.h., die beiden Ideale
(22 — 1), (2? + 1) sind relativ prim im Q[z]. Der Chinesische Restsatz liefert nun
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einen Isomorphismus

@ :Qla]/ (@ — 1) - Qlel/(2? - 1) x Qla]/ (2 + 1) (74)
f+@E* =D (f+ @ =1, f+@*+1)). (75)

Da wir bereits mit 0.523 — 0.52% + 0.5z + 0.5 + (2 — 1) ein Urbild von (z + (2% —
1),1+4 (z*+1)) unter ® gefunden haben, liefert die Injektitéit des Isomorphismus @,
dass wir in der Tat so alle Losungen erhalten haben. Damit gilt also

L =0.52° —0.52% + 0.5z + 0.5 + (z* — 1), (76)

wie behauptet.

(d) Sei wieder R = Z. Wir untersuchen, ob die Kongruenz y* + 97y = 3mod(101)
fiir y € Z losbar ist. Wir sehen, dass ggT(97,101) = 1, da 97, 101 beides Primzahlen
sind. Angenommen, es ist y € Z Losung der Kongruenz. Dann gilt y* + 97y =
3mod(101) also auch y* = 3mod(101 - 97). Das bedeutet, dass 3 quadratischer

Rest modulo 101 - 97 ist. Fiir das Jacobi-Symbol (ﬁ) gilt also (ﬁ) = +1.

Andererseits berechnen wir nach den Rechenregeln fiir das Jacobi-Symbol

(97 -3101) N (%) ' (%) (77)
Bo -
() ™

(1) (80)
=1 (81)

wobei in (x) das Quadratische Reziprozitétsgesetz verwendet wurde mit

<%> (13_1) = (=D (=D)T =1 (82)
(%) (%7) — ()F (DS = (83)

wir in () verwendet haben, dass fiir (¢ = bmod(n)) gilt (£) = (%), d.h., 101 =
24+99 =2+33-3und 97 = 323+ 1. In (* % %) haben wir verwendet, dass 1
quadratischer Rest modulo 3 ist, denn es gilt 12 = 1 mod(3). Ferner wurde verwen-
det, dass (2) = (—1)®Y/2 = —1 nach den Erginzungssitzen zum Quadratischen
Reziprozitatsgesetz. Insgesamt finden wir also, dass die Kongruenz nicht 16sbar ist,
denn (ﬁ) = —1 im Widerspruch zur notwendigen Bedingung (F?iol) =+1. U
Aufgabe 52 Wir bestimmen bis auf Reihenfolge als Primfaktoren von f = 2?—1 €
Q[z]. Zunéchst stellen wir fest, dass fiir den Polynomring Q[z] gilt (Q[z])* = Q*.
Da Q[z] als Ring iiber einem Kérper Hauptidealring ist, und somit insbesondere
auch faktorieller Ring ist ferner jedes irreduzible Element aus Q[z] Primelement.
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Die Umkehrung gilt bereits, da Q[z] als Hauptidealring auch Integritéitsbereich ist.
Konkret sind also Polynome vom Grad 1 irreduzibel, d.h., Polynome der Form az+s,
wobei o € Q* und 5 € Q. Da f(1) = 0 = f(—1) ist zunéchst f reduzibel und hat die
beiden rationalen Nullstellen +1 und —1. Fiir die Zerlegung in Primfaktoren machen
wir also den Ansatz p; := aj(x—1) und py = as(z+1), wobei ay, ay € Q* Einheiten
in Q und damit in Q[z] sind. Um zu erreichen, dass f = pips stellen wir fest, dass
diese Gleichung genau dann erfiillt wird, wenn gilt a;ap =1 € Q*. Wir setzen also
a = o; und notieren a~! := a4 als inverses Element zu « in der Einheitengruppe
Q*. Da x —1 und x + 1 jeweils die normierten Minimalpolynome von +1, —1 in Q
sind, haben wir somit bereits alle Zerlegungen von z* — 1 in Primfaktoren in Q[z]
gefunden. Setzen wir p, := a(r — 1) und ¢, := o (z + 1) fir a € Q*, so finden
wir f = pa - o fiir beliebiges o € Q* bis auf Reihenfolge alle moglichen Zerlegungen
von f in Primfaktoren. 0

Aufgabe 53 Gesucht sind alle irreduziblen Polynome vom Grad 5 in Fy[z]. Sei
p € Fylx] ein beliebiges solches Polynom. Da p irreduzibel und normiert ist, hat
p keine Nullstellen in Fy. Sei L|Fy diejenige Korpererweiterung von Fy, so dass L
Zerfallungskorper von p ist. Es gilt insbesondere aufgrund der Irreduzibilitdt von
p, dass [L : Fy] = degp = 5, so dass L als 5-dimensionaler Vektorraum iiber Fy
aufgefasst werden kann. Als Vektorraum iiber einem endlichen Korper hat L genau
2° = 32 Elemente und ist als Kérpererweiterung von [y selbst ein endlicher Kérper
getreu dem Hautsatz iiber endliche Korper. Dieser liefert weiterhin, dass dann bereits
gilt L ~ Fys bis auf Fo-Isomorphie. Der Korper Fos = F3 seinerseits ist definiert
als Zerfillungskorper des Polynoms (232 — ). Wir sehen, dass 232 — 2 € Fy[z] und
ferner gilt die Teleskopsummen-Identitét

22—z =x(r—1) (Z :vk) : (84)

Angenommen, es gibe ¢ € Fs3y \ Fy sodass [Fo(C) : Fs] # 5. Dann hat ¢ ein Mi-
nimalpolynom vom Grad ungleich 5 aber grofler als 1, da ¢ € Fy. Es gibt einen
Zwischenkorper der Erweiterung F3|Fy,ndmlich Fy(¢). Dann gilt laut Gradformel

5 = [Fap : Fo] = [Fsp : F2(C)] - [F2(C) = Fo. (85)

Das ist aber wegen [Fo(() : Fo]|5, 5 Primzahl und den Voraussetzungen an den
Grad des Minimalpolynom von ¢ nicht moglich. Also hat ¢ € F3y \ Fy ein Mi-
nimalpolynom vom Grad 5 iiber Fy. Wir zerlegen nun Fss \ Fy in die 6 Mengen
My, ..., Mg, der Méchtigkeit 5, sodass My, ..., Mg jeweils die Nullstellenmenge eines
Polynoms py, ..., ps aus Fylz] ist. Wir finden somit, dass es genau 6 irreduzible Po-
lynome vom Grad 5 in Fy[z] gibt, némlich die Elemente von {p € Fylz]|degp >
1, p|(x3%* — x) in Fy[x]}. O

Aufgabe 54 (F16T1A4) Sei 1 < D € Z und R = Z[/—D)]. Wir zeigen, dass
R* = {£1}. Wir stellen zuerst fest, dass 1 € R* und wegen (—1)(—1) = lauch —1 €
R*. Also gilt {£1} € R*. Sei nun a + by/—D mit a,b € Z in der Einheitengruppe
von R. Nach Definition einer Einheit gibt es dann ¢, d € Z sodass ¢ + dv/—D € R*
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und (a + bv/—D)(c + dv/—D) = 1. Wegen der Multiplikativitit der Normfunktion
N : ZIV=D] — Z¢,a + by/=D ~— a® + b*D folgt N(1) = N((a + bv/=D)(c +
dv/—D)) = N((a + by/=D))N((c + dv/—D)) = (a* + v¥*D)(c* + d*D). Da beide
Faktoren auf der rechten Seite Teiler von +1 sein miissen in Z und wegen 1 < D € 7Z
ferner positiv sind, muss gelten a® + b?D = +1 =2+ c2D. Dab € Z und D > 1,
muss b = 0 = d, da sonst a® + b*D > D > 1 und, ebenso, ¢* + d*D > D >
1 im Widerspruch zur Gleichheit zu 1. Also verbleiben nur a?> = +1 = ¢ mit
a,c € Z und a + by/—D € R* generisch geniigt b = 0, ist also von der Form a
mit ganzzahligem a. In C sind die einzigen beiden Lésungen der Gleichung a? = 1
gegeben durch a = +1 € Z. Somit finden wir, dass eine Einheit in R die Form
+1 oder —1 hat. Da die Einheit a + by/—D € R* als beliebig vorausgesetzt war,
folgt nun auch R* C {+£1}. Insgesamt gilt also R* = {£1}. Wir setzen nunmehr
D = 13 und betrachten R = Z[\/—D]. Wir zeigen als erstes, dass 2 € Z[v/—D]
irreduzibel ist. Angenommen, 2 wire reduzibel. Dann gibt es zwei Nicht-Einheiten
a+ byv/—13,¢ + dv/—13, sodass 2 = (a + bv/—13)(c + dy/—13). Wir wenden die
Normfunktion an,verwenden deren Multiplikativitdt und bekommen zuerst N(2) =
4= N(a+ by/=13)N(c+ dy/—13) = (a* + b* - 13)(c* + d* - 13). Da a + by/—13,c +
dv—13 ¢ R* = {£1}, ist N(a + bv/—13), N(c + dv/—13) > 1. Damit finden wir
wegen a? + b? - 13[4, c® + 13 - d?|4, dass nur a® +b? - 13 = 2 = ¢* + d? - 13 moglich ist,
sonst Widerspruch dazu dass a 4+ bv/—13, ¢ + dv/—13 beide Nicht-Einheiten von R
sind. Da 13 > 2, kann nur b = 0,d = 0 gelten, d.h., 2 = a? und 2 = V?. Das ist aber
nicht moéglich, da 2 kein Quadrat in Z ist. Folglich war die Annahme, 2 sei reduzibel
in R, falsch und somit ist, da zusétzlich 2 ¢ R*, 2 irreduzibel. Wir zeigen nun, dass
auch 14+/—13 in R irreduzibel ist. Wir stellen wiederum fest, dass 1++/—13 ¢ R*.
Angenommen, 14++/—13 wére nicht irreduzibel. Da es sich bei dem in Rede stehenden
Element von R um eine Nicht-Einheit handelt, ist 14 +/—13 dann reduzibel. Es gibt
also zwei Nicht-Einheiten a 4+ by/—13 und ¢ + dv/—13 aus R, sodass 1 4+ v/—13 =
(a+bv/—13)(c+ dy/—13). Anwendung der Normfunktion wie gehabt liefert uns nun
N1+ +/—-13) = 14 = N(a + by/=13)N(c + dv/—13) = (a* + b* - 13)(* + d* - 13),
wobei wir wiederum die Multiplikativitdt der Normfunktion verwendet haben. Da
gilt 14 = 2.7 und die Elemente mit Normfunktion 1 gerade nach (a) zu den Einheiten
von R korrespondieren, liefert die Forderung a + bv/—13,¢ + dv/—13 ¢ R*, dass
a>+b?-13=2und 2+ d?-13="7bzw. a®> +b*-13 =7 und ¢ + b*- 13 = 2. Aus
Symmetriegriinden beschrinken wir uns auf den ersten Fall. Da 13 > 2, a,b € Z
ist nur b = 0 moglich. Da 2 aber kein Quadrat in Z ist, gibt es kein a € Z sodass
a® = 2. Folglich kann es gewiinschte Dekomposition in Nicht-Einheiten nicht geben.
Damit war die Annahme, 1 4+ 1/—13 wire reduzibel falsch. Um einzusehen, dass 2
kein Primelement in R ist, nehmen wir an, 2 wire Primelement in R. Dann stellen
wir fest, dass einerseits 14 = 2 - 7 andererseits 14 = (1 ++/—13)(1 — v/—13). Wegen
N(2)=4 N1+ +/—13) = N(1 — v/—13) = 14, ist 2 kein Teiler von 1 + /—13
und auch kein Teiler von 1 — 1/—13. Wegen 2|14 haben wir den Widerspruch zur
Annahme, 2 wire Primelement. Also ist 2 kein Primelement. 0]

Aufgabe 55 (F14T2A3 ohne c) Gegeben sei R = {a + ibv/2]a,b € Z} C C.

Wir zeigen zuerst, dass R Teilring von C ist. Es ist offenbar 1 € R, denn es gilt
1+iv2-0 € R. Fiir o, € R beliebig ist nun noch zu zeigen o — f € R und
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a-feR Daa, e R gibtesa,b,cdeZsodass a = a+ibv/2 und 8 = ¢ + idv/2.
Nun gilt @ — 8 = (a+1iby/2) — (c+iv2d) = (a —¢) + (b— d)v/2i. Da Z Ring ist, gilt
a—c,b—d € 7Z. Smit ist a — 8 € R. Ferner finden wir a8 = (a+1ibv/2)(c+idv/2) =
(ac — 2bd) + iv/2(ad + bc). Da mit a,b,c,d € Z infolge der Ringeigenschaft von Z,
namentlich der Abgeschlossenheit bzgl. Multiplikation und Addition sowie 1 € Z,
auch ab — 2c¢d € Z und ad + be € 7Z ist auch af € R. Wir zeigen nun, dass R
zusammen mit N : R — Ny, a — aa euklidischer Ring ist. Als Teilring des Korpers
C ist R zumindest Integritétsbereich. Ferner gilt fir & € R der Form a = a + iby/2
mit a,b € Z, dass N(a) = (a +ibv/2)(a — ibyv/2) = a® + 2b*> € N, fiir alle a,b € Z.
Zudem gilt N(«) = 0 genau dann wenn a = 0 = b, also @ = 0 € R. Damit ist
N : R\ {0} — N. Seien nun o, 3 € R von der Form o = a + iby/2 und 8 = ¢ +idv/2
mit a,b,c,d € Z vorgegeben, wobei 8 # (0. Zu zeigen ist, dass es 0,p € R gibt,
sodass gilt a = pB + o und N(o) < N(B). Wir rechnen zunéchst in Q(iv/2), dass

B c+idV2 c2 4 2d? _02+2d2+02+2d22

o a+zb\/§_(a+2b\/§)(c—zd\/§)_ac+2db bc_ad'ﬁzr—f—sz’\@.
(86)

Nun wihlen wir rg, sg € Z mit der Eigenschaft, dass [r—rq| < 0.5 und |s—sg| < 0.5.
Definiere nunmehr p := 7y + isgy/2. Dann gilt N(a8~' — p) = N((r — 7o) +iv/2(s —
s0)) = (r —ro)* 4+ 2(s — s0)* < (0.5)? +2-(0.5)* = 0.75 < 1. Multiplikativitét
der Normfunktion, die als aus der Vorlesung bekannt vorausgesetzt wird, liefert nun
mit d(8) # 0 wegen 5 # 0 nach Voraussetzung N(5) > N(a — pf). Wenn wir nun
definieren ¢ = a — fp, dann gilt somit N(o) = N(a — Bp) < N(f) und wegen
der Teilringeigenschaft natiirlich auch ¢ = a — fp € R. Damit ist der Nachweis
der Hohenfunktionseigenschaft von N abgeschlossen und zusammen damit, dass R
Integritédtsbereich ist, ist der Nachweis, dass R mit N euklidischer Ring ist, abge-
schlossen. U

Aufgabe 56 (H12T3A5) Gegeben sei das Polynom f = 2 — 723 + 50322 +
122 — 2012 € Q[z]. Gesucht ist eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Nach dem
Satz von Gauss ist jede rationale Nullstelle von f bereits ganzzahlig und Teiler von
—2012 = —4 - 503, da f normiert ist und ganzzahlige Koeffizienten besitzt. Es gilt
F(1) =5—7+503—12—2012 < 0, f(—1) = —1 + 7+ 503 — 12 — 2012 < 0. Wir
priifen weiter f(2) =32 —7-8+503-4+12-2—2012 = 56 — 56 + 2012 — 2012 =0
und f(—-2) = =32+ 7-8+503-4—12-2—2012 = —56 + 56 + 2012 — 2012 = 0.
Also hat f zumindest die ganzzahligen Nullstellen 2& — 2. Damit (2% — 4)|f. Wir
berechnen:

a® — T2 + 50327 + 120 — 2012 2*(a? — 4) N 4% — T2 + 50322 + 122 — 2012

2 —4 2 —4 2 —4
3 (=3)z(2? —4) 503 (2% —4)
=T 2 —4 + 2 —4
= 2% — 3z + 503

Damit finden wir f = (22 —4)(2® — 3z +503). Da wir bereits eine Zerlegung von z? —
4 = (x—2)(x+2) in irreduzible Faktoren gefunden haben, verbleibt es lediglich, eine
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Zerlegung von 23 — 3x + 503 in irreduzible Faktoren zu finden. Wiederum stellen wir
fest, dass p = 2 —3x+503 € Z[z] und daher jede rationale Nullstelle von p nach dem
Lemma von Gauss ganzzahlig und Teiler von 503 ist. Da 503 Primzahl ist, kommen
nur +1, £503 als ganzzahlige Nullstellen in Betracht. Andererseits ist offenbar p(1) =
501 > 0,p(—1) = 505 > 0 und p(—503) = (—503*+4)-503 < 0 und p(503) = (5032 —
2) - 503 > 0. Damit hat p keine ganzzahligen Nullstellen, also auch keine rationalen
Nullstellen wegen Normiertheit und dem Lemma vom Gauss. Als Polynom vom
Grad 3 iiber Q ist p damit bereits nach einem bekannten Irreduzibilitdtskriterium
fiir Polynome niedrigen Grades irreduzibel iiber Q[z]. Insgesamt haben wir also die
folgende Zerlegung von f in irreduzible Faktoren in Q[x] gefunden,

f = (v —2)(x+2)(z* — 3 + 503). (87)

Ende der Aufgabe. O

Aufgabe 57 (F18T1A4(a)) Zu zeigen ist hier, dass das Polynom p = z° —
4 4+ 2 € Q[z] irreduzibel ist. Wir stellen fest, dass p normiert ist. Da 2|(—4) und
2 /|1 sowie 22 = 4 /|2, kénnen wir auf p € Z[z] das Eisenstein-Kriterium zur
Primzahl 2 anwenden. Dieses liefert uns die Irreduzibilitidt von p iiber Z[z]. Da Q
der Quotientenkorper des faktoriellen Rings Z ist, liefert uns ein Resultat von Gauss,
dass p bereits iiber Q|xz] irreduzibel ist. O

Aufgabe 58 (F12T2A4(a)) Gegeben sei das Polynom f = z* + 422 + 2 € Q|x].
Zu zeigen ist, dass f irreduzibel iiber Q[z]. Wir stellen zunéchst fest, dass f bereits
normiert ist und nur ganzzahlige Koeffizienten hat. Es reicht also zu zeigen, dass f in
Z[z| irreduzibel ist. Da Q der Quotientenkorper des faktoriellen Rings Z ist, liefert
uns das Lemma von Gauss dann, dass f auch tiber Q[z] irreduzibel ist. Wir stellen
fest, dass 2 /1, also der Leitkoeffizient von f nicht von der Primzahl 2 restfrei in
7. geteilt wird. Ferner gilt fiir den einzigen nicht-verschwindenden Koeffizienten von
f, 2]4. Fiir das konstante Glied im Polynom gilt 2?2 f2, da 4 = 2% > 2. Insofern ist
das Eisenstein-Kriterium fiir die Primzahl 2 auf das Polynom f € Z[z| anwendbar.
Es liefert die Irreduzibilitat von f iiber Z[z]. Nach der obenstehenden Bemerkung
liefert schlussendlich das Lemma von Gauss, dass f auch tiber Q[z] irreduzibel ist.
O

Aufgabe 59 (F13T1A2(a)) Sei f=2?—2¢€ Q[z] und f, := f(fu_1(x)) € Q[z]
fiir n € N sowie fy = x. Zu zeigen ist, dass f, fiir alle n € N irreduzibel ist iiber
Qlx]. Wir bemerken zuerst, dass infolge der Normiertheit von z? — 2 auch f,, fiir alle
n € N normiert ist. Denn die hochste Potenz von z in f,, ist gerade 22", was nur zu
erreichen ist durch 22" = (22)™. Wir zeigen nun, dass gilt f,, = %" —2mod(4) fiir alle
n € N. In der Tat finden wir fiir n = 1, dass 22 —2 = f; = 22—2mod(4). Sei nun fiir
festes aber beliebiges n die Giiltigkeit, dass f, = 2*" — 2mod(4) vorausgesetzt. Wir
miissen nun zeigen, dass foi1 = 22" — 2mod(4). Es gilt fo.q = f? — 2. Reduktion
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mod(4) liefert unter Beachtung der Rechenregeln

far1 = (fi = 2)mod(4)
fn mod(4))? — 2mod(4)

Damit haben wir gezeigt, dass in Z[z]| fiir jedwedes n € N gilt

2”1
fn = Z apzt, (88)
k=0

wobei agn = 1, ag = —2mod(4) und a; = Omod(4) fiir alle 0 < k& < 2™. Damit
kénnen wir das Kisenstein-Kriterium fiir die Primzahl 2 anwenden, denn infolge
Normiertheit von f, gilt 2 fagn = 1 und 22 = 4 Jaop, da sonst ag = 0 mod(4) im
Widerspruch zu ap = —2mod(4) # 0mod(4). Ferner gilt da ay = 0mod(4) fiir alle
1 <k <2"—1 auch 2|ag, da 2|4 und 4|as. Das Eisenstein-Kriterium liefert nun
die Irreduzibilidat von f,, fiir beliebiges n € N. Das Lemma von Gauss liefert nun,
dass f,, auch tiber Q[z] irreduzibel ist, denn Q ist zum faktoriellen Ring Z gehorige
Quotientenkorper. O

Aufgabe 60 (H15T1A4(a) und (b)) Gegeben sei das Polynom f = 2*—z+2 €
Z[z]. Wir zeigen zuerst, dass f, das Bild von f in F3[z], irreduzibel ist. Zunichst
berechnen wir f = 7° + 27 + 2 € Fs[z]. Es gilt f(0) =2 #0, f(I) =1+2+2 =
2 # 0und f(2) = 8+4+2 =2 # 0. Also hat f keine Nullstelle in F3. Als
Polynom vom Grad 3 ist f daher in F[z] irreduzibel. Wir zeigen nun, dass f auch
in Q[z] irreduzibel ist. Da f normiert und ganzzahlig ist, liegt nach dem Lemma von
Gauss bereits jede rationale Nullstelle von f in Z. Um nachzuweisen, dass f in Q[z]
irreduzibel ist, reicht es nach dem Lemma von Gauss aus, zu zeigen, dass f in Z[z]
irreduzibel ist. Letzteres folgt aber aus dem Reduktionskriterium fiir die Primzahl 3
zusammen mit der vorher gezeigten Irreduzibilidt von f in Fs[z]. Also ist f in Z[z]
und damit bereits in Q[z] irreduzibel. O

Aufgabe 61 (F13T3A4) Sei F3 der Korper mit 3 Elementen. Gesucht sind
zunéchst alle irreduziblen Polynome vom Grad < 2. Wir bestimmen diese durch
Fallunterscheidung.

e Full 1: Grad = 0. Es ist aus der Vorlesung bekannt, dass die normierten ir-
reduziblen Polynome vom Grad 0 gerade die Einheiten des Korpers F3 sind.
Insofern finden wir p; = 1, p» = 2, und das konstante Polynom 0 scheidet aus,
da es eine Nicht-Einheit ist.

e Fall 2: Grad = 1. Es ist aus der Vorlesung bekannt, dass ein Polynom vom
Grad 1 aus F3[x] genau eine Nullstelle in [F3 besitzt und dariiber hinaus irredu-
zibel ist. Da nach Voraussetzung die gesuchten Polynome zusétzlich normiert
sind, finden wir die drei Polynome p3 =z, py =x + 1, ps = © + 2 € F3[z].
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e Fuall 3: Grad = 2. Es ist aus der Vorlesung bekannt, dass ein normierte Po-
lynom vom Grad 2 irreduzibel ist, wenn es keine Nullstelle in F3 besitzt. Ein
generisches normiertes Polynom aus F3[z] ist von der Form x? + ax + b, wobei
a,b € F3. Wir konnen nun ausschliefen, dass b = 0, denn dann hétte das Po-
lynom bereits 0 als Nullstelle, wiire also nicht irreduzibel. Ferner kénnen wir
auch allgemein ausschliefen, dass das gesuchte Polynom Produkt von zwei Po-
lynomen vom Grad 1 aus dem vorher betrachteten Fall ist. Wir finden zunéchst
die folgenden 6 Kandidaten:

=2"+1,q=2"+2,¢s=2"+2+1
u=2"+2c+1, ¢ =2’ +1+2, qs6 = >+ 22 + 2.

Durch Einsetzen von x = 1 stellen wir fest, dass dies eine Nullstelle von ¢s, q3
ist. Diese Polynome fallen also aus. Durch Einsetzen von x = 2 stellen wir fest,
dass dies eine Nullstelle von ¢4 ist, Wir haben somit nur noch die folgenden
normierten, irreduziblen Polynome:

pe=a>+1, pr=a+a+2 ps=a>+22+2. (89)

Wir haben nun das Polynom f = z* + 922 — 22 + 2 gegeben. Zu untersuchen
ist, ob dieses irreduzibel in Q[z] ist. Da @ der Quotientenkérper zum faktoriellen
Ring Z und f € Z[z] infolge Ganzzahligkeit der Koeffizienten gilt, liefert das Gauss
Lemma zunéchst, dass es reicht, zu untersuchen, ob f irreduzibel in Z[z| ist. Wir
bestimmen dazu zunéchst das Bild von f unter der Reduktionsabbildung mod(3),
d.h., in F3[z]. Wir finden, dass f = 2* + x + 2. Als Polynom vom Grad 4 in Fs[z]
tritt einer der folgenden Fille ein, in denen f nicht irreduzibel, als Nicht-Einheit,
somit reduzibel ist. Erstens, f kann eine Nullstelle in F3 haben, und man kann
ein irreduzibles normiertes Polynom vom Grad 1 abspalten. Zweitens, f ldsst sich
als Produkt von zwei irreduziblen Polynomen vom Grad 2 schreiben, die wir oben
vollstandig aufgelistet haben. Wir iiberpriifen zunschst, ob f Nullstellen in Fy hat.
Es gilt f(0)=2#0, f(1)=4=1#0und f(2) =8 =2 # 0. Damit kann der erste
Falle, man konne einen Linearfaktor aus f abspalten, ausgeschlossen werden. Wir
stellen nun fest, dass das konstante Glied in f gerade 2 ist. Fiir die Uberpriifung

von Fall 2 kommt daher nur in Betracht, dass f - pe - pr oder f - D6 - Pg, bis auf
Reihenfolge. Der Fall f wére p; - pg scheidet aus, da das konstante Glied von p7 - pg
gerade 2 -2 =1 in F3 ist. Wir berechnen:

pe-pr = (2* +1)(2* + 2+ 2)
=t + ¥ 2+t b2
=2t 4+l v+ 24f
pe - ps = (22 +1)(2* + 22 + 2)
=2t +22° + 207 + 2% + 27 + 2
=gt 4203 4+ + 24 f.
Damit greift auch Fall 2 nicht und wir stellen fest, dass f irreduzibel in Fs[z] ist.
Nach dem Reduktionskriterium folgt also die Irreduzibilitit von f € Zx] iiber

dem Polynomring Z[z]. Das Gauss Lemma liefert nun, wie eingangs besprochen, die
Irreduzibilitdt von f iiber Q|x]. O
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Aufgabe 62 Sei p eine Primzahl. Gesucht ist das p-te Kreisteilungspolynom @, €
Z[z]. Wir verwenden, dass fiir jede natiirliche Zahl, insbesondere also jede Primzahl,
gilt
=1 =[] ®alx) = 1 (2)0p(x). (90)
dlp

Zusammen mit ®;(z) = x — 1 kommen wir auf folgende Behauptung, die wir allge-
meiner fiir n € N formulieren:

[aay

n_ 1 n—
SRR (91)

0

r—1

B
Il

Wir zeigen dies per Induktion iiber n. Fiir n = 1 finden wir auf der linken Seite
(x—1)/(x—1) = 1. Die Summe rechts lauft von & = 0 bis k = 1—1, so dass die Summe
insgesamt zu 1 evaluiert. Damit haben wir also gezeigt, dass die Aussage fiir n = 1
wahr ist. Wir nehmen nun an, die Aussage (z" — 1)/(z — 1) = 37—, 2* gilt fiir ein
beliebiges aber festes n. Zu zeigen ist, dass dann auch (2" —1)/(x —1) = >, _, 2"
gilt. Hierzu schreiben wir

xn—i—l -1 (xn-I—l _ xn) + (xn _ 1)

= 92

r—1 r—1 (92)
(x—1) a"—1

= 93

rz—1 +£L‘—1 (93)

n—1
=a" 4y o (94)
k=0

=> (95)

Damit haben wir bewiesen, dass die Aussage auch fiir die Zahl n 4+ 1 gilt. Das
Indukionsprinzip liefert nun, dass die oben angegebene Formel fiir beliebige n € N
gilt. Insbesondere finden wir fiir eine beliebige Primzahl p, dass

-1

bS]

-1 2P—-1
P, (z) = = =) aF 96
) = 5o (96)
Damit sind die p-ten Kreistelungspolynome ®, bekannt. 0

Aufgabe 63 Gesucht ist das Kreisteilungspolynom ®,5. Wir verwenden wiederum
die Formel, dass

[L‘15 —1= H (bd(l‘) = @1(%)@3(1’)@5(17)@15(1’) (97)

d|15

Aus der vorangegangenen Teilaufgabe ist bekannt, dass ®3(r) = 2% +  + 1 und
O5(r) = ' +23+2?+2+1 sowie &1 (z) = z—1. Insbesondere gilt 2°—1 = &, (z)P5(z).
Es ist leicht einzusehen, dass

2% — 1= (2% = 1)(20 + 2° + 1), (98)

81



indem man bspw. ausmultipliziert. Nun berechnen wir mittels Polynomdivision in

Q]

10 5 1
M:xs—x7+x5—m4+x3—x+l. (99)
224+ +1
Damit finden wir also
1.15_1 .’])15—1 x10+x5+1
(1)15<=T> = = 5 2 = 2 (10())
Oy (2)P3(x)P5(x) (2® = 1) (22 + 2z +1) 2+x+1
=2 2"+ -2t 1 (101)
U

Aufgabe 64 Gegeben sei eine quadratfreie Zahl m € Z\ {0, 1}. Gesucht sind die-
jenigen n € N die in Q(y/m) liegen. Sei m zunichst beliebig mit den geforderten
Eigenschaften. Das Eisenstein-Kriterium fiir einen Primteiler von m # —1 zeigt, dass
fm(z) := 22—m irreduzibel iiber Z[z], und damit nach dem Gauss’schen Lemma auch
iiber Q[z] ist. Fiir m = —1, verwenden wir, dass f_; = 2%+ 1 nach dem Reduktions-
kriterium fiir p = 3 irreduzibel in Z[z] und damit, wiederum nach dem Gauss’schen
Lemma, in Q[z] irreduzibel ist. Ferner gilt f,,(v/m) = 0 fur m € Z \ {0,1}. Laut
Vorlesung ist also f,,, = pt,/m,0 das Minimalpolynom von /m iiber Q. Damit finden
wir [Q(v/m) : Q] = deg f,, = 2. Sei @ € Q(y/m) beliebig. Dann gilt Q(a) € Q(v/m),
also insbesondere 1 < [Q(«) : Q] < [Q(v/m) : Q] = 2. Also ist das Minimalpolynom
von « iiber Q vom Grad 1 oder 2. Die erste und zweiten Einheitswurzeln sind +1 re-
spektive 1. Diese sind sogar ganzzahlig und daher in jedem Q(y/m) enthalten. Sei
nun n € N\ {1, 2} beliebig und ¢, eine beliebige, primitive n-te Einheitswurzel. Dann
ist ¢, nach Definition des n-ten Kreisteilungspolynoms Nullstelle von ®,,(z). Aus der
Vorlesung ist ferner bekannt, dass ®,, fiir alle n € N irreduzibel iiber Q ist. Folglich
ist @, = p¢, 0. Wegen deg ®,, = ®(n), wobei ¢ die Euler’sche ¢-Funktion ist, finden
wir also [Q((,) : Q] = ®(n). Nach Definition ist ®(n) = |{k € N|ggT(k,n) = 1}|.
Es gilt ®(n) = 2 genau dann wenn n € {3,4,6} =: M. Es kommen also nur
primitive n-te Einheitswurzeln in Betracht, fiir die n € M gilt. Andernfalls wére
[Q(Gn) : Q] = ®(n) > 2 = [Q(y/m) : Q] im Widerspruch dazu, dass ¢, als Element
von Q(y/m) ein Minimalpolynom vom Grad < 2 besitzt. Nun gilt (5 = exp(27i/3) =
cos(27/3) +isin(27/3) = —0.5+0.5v/3i, {4 = exp(27i/4) = cos(n/2) +isin(r/2) = i
und (g = exp(2mi/6) = cos(m/3) + isin(n/3) = 0.5 4 0.5y/3i. Wir sehen nun, dass

{+1} CQ(v/m)¥m € Z\ {0,1,-1,—-3}  (102)
{#1,4+i} € Q(vV-1) (103)
{+1,40.5 +i0.5v/3,40.5 — i0.5v/3} C Q(v/=3), (104)

jeweils alle Einheitswurzeln angibt, die in den jeweiligen Korpern liegen. 0

Aufgabe 65 Zu zeigen ist Q((3,(4) = Q((12), wobei ¢, = exp(2mi/n) fiir alle n €
N. Es reicht die zwei Inklusionen, (3, (4 € Q((12) und (32 € Q((3, (4), nachzurechnen.
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Wegen

4 omi\ * 2mi
g = €xp o) T&Plg) =6 (105)
2mi\* omri
sz = €Xp (E) = exp <T> = (45 (106)

folgt aus (12 € Q((12) auch ¢ = ¢, € Q(¢) und ¢4 = ¢}, € Q(¢12). Damit ist laut
einem Vorlesungsresultat bereits die Inklusion Q((3, (4) € Q((12) nachgewiesen, wo-
bei Q C Q(¢12) bemerkt wurde. Fiir den Nachweis der Inklusion Q(¢i2) € Q((3, &),
beobachten wir, dass gilt (s, &4 € Q((s, (4), sodass auch (3¢; " € Q((s, (4), da ¢4 # 0.

Hiermit finden wir

. 2mi omi\
<3 . <4 = exp T - exp T (107)
2mi -4 2w -3
= exp ( 5 19 ) (108)

27

= exp (ﬁ) = (1. (109)

Da Q(C3,¢s) Korper ist, gilt also (12 = (3- ¢ € Q(C3,¢). Da Q@ € Q(Cs, ),
folgt insgesamt Q U {Ci2} € Q((3,(4), mithin Q(¢12) € Q((s,(4). Zusammen mit
der bereits beweisenen Inklusion, haben wir also die Gleichheit Q((3, (1) = Q((12)
etabliert. 0

Aufgabe 66 (H10T2A4) Seim € N beliebig und sei f,, = X*"+ X" +1 € Z[X].
Wir zeigen zuerst, dass jede komplexe Nullstelle von f,, eine Einheitswurzel ist.
Hierzu beobachten wir, dass (X?™ +X™+1)(X™—1) = (X34 X2m4 X™m — X2m
X™—1) = X3 — 1. Insbesondere stellen wir fest, dass eine beliebige Nullstelle von
X% 4+ X™ 41 eine Nullstelle von X?™ — 1 ist, d.h., eine 3m-te Einheitswurzel fiir
das vorgegebenene m. Wir zeigen nun, dass f,, genau dann irreduzibel iiber Q[x]
ist, wenn es ein k € Ny gibt, sodass m = 3. Wir zeigen zuniichst, dass m = 3* mit
k € Ny die Irreduzibilitét von f,, impliziert. Dazu bemerken wir, dass laut Teil (a)
gilt

X¥ 1= (X = 1) fan(X). (110)

Das Polynom links und der erste Faktor rechts erlauben eine Dekomposition in
Kreisteilugspolynome ®,, wie folgt,

k+1

X* 1= ] @aX) = li[q)g,j(X) (111)
d|3k+1 j=0

X —1 =[] 0u(X) =[] s (X). (112)

d|3¥

83



Indem wir diese Beobachtungen in die vorhergehende Gleichung einsetzen, finden
wir nach Division durch die ®5; fiir 0 < j < k auf beiden Seiten

Dair (X) = fr(X) = X% 4 X3 1. (113)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Kreisteilungspolynome &, fiir alle n € N
irreduzibel iiber Z[z] und nach dem Gauss’schen Lemma also auch irreduzibel iiber
Q[z] sind, da Q@ = Quot(Z). Sei nun vorausgesetzt, dass f,, irreduzibel in Q[X] ist.
Wir nehmen an, m # 3 fiir ein k& € Ny. Wiederum erlaubt X3™ — 1, X™ — 1 je eine
Darstellung als Produkt der tiber Q[X] irreduziblen Kreisteilungspolynome,

[T 2u(3) = fulX) [] 2alX). (114)

d|3m dlm

Umformen liefert fn,(X) = [y, g3, ®a(X). Dam 7 3m, hat m einen Primteiler p,
der von drei verschieden ist und mit der Potenz [ auftaucht, d.h., es gilt p!|m aber
p'*! fm. Dann gilt 3p'[3m. Falls 3|m mit maximaler Potenz L € N, so gilt ® 3z 3| f;
fir alle 0 < j < k aber 3™ /jm. Das liefert uns mindestens zwei irreduziblle
Polynome, die f,,(X) teilen. Somit haben wir einen Widerspruch zur Voraussetzung,
fon wiire irreduzibel. Also muss m = 3* gelten. Insgesamt ist die Aquivalenz damit
nachgewiesen.

Aufgabe 67 (F17T1A5) SeiF, der Koérper mit p Elementen und p eine Primzahl.
[F, bezeichne den algebraischen Abschluss von F, und fiir ein r € N sei F - ein
Zwischenkorper der algebraischen Erweiterung F,|F,. Sei n € N und A eine n x n-
Matrix mit der Eigenschaft, dass x4 € F,[z] irreduzibel ist. Wir behaupten, dass
dann A iiber F,. diagonalisierbar ist. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass eine
n X n-Matrix iiber eine Korper L(|)K allgemein diagonalisierbar ist genau dann,
wenn fiir jede Nullstelle aus L des charakteristischen Polynoms x4 = det(zFE, —
A) € Klz], d.h., fiir jeden Eigenwert, geometrische und algebraische Vielfachheit
ibereinstimmen f1,(\) = po(A). Fiir den Fall K = F, stellen wir fest, dass ya €
F,[z]. Ferner ist x4 bereits nach Voraussetzung irreduzibel in F,[z] und aus der
Definition stellen wir fest, dass ya normiert ist. Fiir eine Nullstelle o € F, von
X4 ist dann x4 das Minimalpolynom von « iiber Fj, x4 = pr, - Es gilt daher
[Fy() = Fp] = deg(xa) = n, sodass Fy(a) ~ F} als F,-Vektorraum. Nach dem
Existenz- und Eindeutigkeitssatz iiber endliche Korper aus der Vorlesung gilt dann
F,(a) = Fyn. Da a € F, eine beliebige Nullstelle von x 4 ist, folgt daraus, dass bereits
alle Nullstellen von x4 in F,» enthalten sind. Insbesondere ist Fn = Zerf]pp(x 4),
d.h., der Zerféllungskorper von y 4 iiber F,. Da char(F,) = p = char(F,») als Ringe,
kénnen wir das Vorlesungsresultat verwenden, dass jede endliche Erweiterung von
F,, d.h., insbesondere algebraische, auch eine separable Erweiterung ist. Da - |F,
separable Erweiterung ist, gilt ggT (x4, x4) = 1. Laut Vorlesung ist letzteres aber
gleichbedeutend damit, dass x4 nur einfache Nullstellen in F,» hat. Da fiir jede der
n paarweise verschiedenen Nullstellen Ay, ..., \,, von x4 jeweils gilt p,(\;) = 1, liefert
die bekannte Ungleichung 1 < p14(X;) < pa(Ni), dass pig(N;) = 1 = pq(N;) fiir alle 1 <
i < n. Das bedeutet, dass fiir jeden der n Eigenwerte algebraische und geometrische
Vielfachheit iibereinstimmen. Das oben zitierte Diagonalisierbarkeitskriterium liefert
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nun, dass die Matrix A tatséchlich {iber F,» diagonalisierbar ist. Wir setzen nun
p = 5 und betrachten die Matrix

1 -1

A= o0 (115)
1

o O W

1
0
Wir zeigen nun, dass A iiber Fys_s2 diagonalisierbar ist, nicht aber iiber Fy5_53. Wir

berechnen zuerst das charakteristische Polynom von A. Es gilt x4(2) = det(zE3 —
A) = (—1)*det(A — zE3) fiir x4 : F2'® — F2® und

Xa(z) = (=1)*((=2 = 1)(=2)* + 3 = (-1)(=2))
=(-1)(=2*—2*—2+3)
=22 +224+2-3
=242 4242

Wir sehen, dass xa(1) = 0, sodass x4 nicht irreduzibel ist iiber F,[z]. Es gilt aber
xa(z) = (z = 1)(2*2 + 22+ 3) und g = 2% + 22 + 3 € Fs[2] erfiillt g(0) = 3 # 0,
g(1) =1#0,9(2) =1+#0,9(3) =3 # 0und g(4) = 2 # 0. Also hat g keine
Nullstelle in F5 und ist damit irreduzibel iiber F5[z]. Da Fglg algebraischer Abschluss
von F3, gibt es ein a € F*%, sodass g(a) = 0. Da g normiert und iiber F5 irreduzibel
ist, gilt ¢ = pp, . Damit ist [Fs(a) : F5] = degg = 2 und, analog zu oben mit
p =5 und n = 2, schlieen wir, dass ¢ in Fy5_52 zwei einfache Nullstellen hat, die,
wegen der Irreduzibilitét von g tiber F5, sogar in Fos \ F5 liegen. Da F5 C Fy5 wegen
1|2, zerfallt also x 4 iiber o5 in Linearfaktoren und hat drei verschiedene Nullstellen
A1 = 1,9, A3 der Nulstellenordnung 1. Damit finden wir wegen p,(\;) = 1 und
L < pg(N) < po(N;) fiir 1 <4 < 3, dass geometrische und algebraische Vielfachheit
fiir jeden Eigenwert iibereinstimmen. Analog zum ersten Aufgabenteil folgern wir
also, dass A iiber Fy5 diagonalisierbar ist. Wir zeigen nun noch, dass A nicht iiber
Fi95—53 diagonalisierbar ist. Angenommen, A wére iiber 55 diagonalisierbar. Dann
wiirde y 4 iiber [F1o5 dergestalt in Linearfaktoren zerfallen, dass fiir die Nullstellen in
195 geometrische und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen. Wir haben bereits
gesehen, dass F5({\1, Ao, A\3}) = Fa5 gilt. Da 2 /3 ist aber der Zerfallungskorper
[Fo5 von x4 nicht in Fio5 enthalten. Das ist ein Widerspruch zur Annahme, A ist
iiber Fi95 diagonalisierbar. Damit ist A nicht {iber Fi95 diagonalisierbar und die
Behauptung ist bewiesen. 0

Aufgabe 68 (H13T2A1) Sei f = 2!+ 2+ 1 € Fy[z]. Wir zeigen zuerst, dass f
iber [y irreduzibel ist. Offenbar ist f eine Nicht-Einheit, da f # 1 und (Fy[z])* =
F> = {1}. Angenommen, f wére reduzibel. Dann gibt es eine Zerlegung von f als
Produkt nicht konstanter Polynome aus Fy[z]. Sei G der niedrigste Grad in einer
solchen Zerlegung. Dann gilt G € {1,2}. Falls G = 1, gibt es ein Polynom g € Fy[x]
vom Grad 1, sodass g¢|f. Insbesondere hat f dann eine Nullstelle in Fy. Allerdings
gilt f(0) =1+ 0und f(1) =1 # 0, sodass f keine Nullstelle in Fy besitzt. Also
kann f kein Polynom vom Grad 1 als Teiler besitzen. Falls G = 2, gibt es ein
Polynom h vom Grad 2 in Fy[z|, das irreduzibel ist und h|f erfiillt. Bekannt ist,
dass h = 22 + x + 1 das einzige irreduzible Polynom vom Grad 2 in Fy[z] ist. Aus
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Gradgriinden bleibt nur noch f = h? zu testen. Es gilt aber in Fy[x] aufgrund des
“freshman’s dream”:

= +z+1)?2 =2 +2°+1#f. (116)

Damit kann f auch keinen irreduziblen Faktor vom Grad 2 haben. Insgesamt haben
wir also gesehen, dass f nicht die fiir reduzible Elemente gewiinschte Produktdar-
stellung erlaubt. Zusammen mit der eingangs bemerkten Eigenschaft, dass f eine
Nicht-Einheit ist, folgt die Behauptung, dass f irreduzibel iiber Fy ist. Sei nun F}
ein algebraischer Abschluss von Fy und o € [Fy eine Nullstelle vom oben untersuch-
ten f. Wir behaupten, dass Fy(a) = Fy4. Es ist f normiertes Polynom aus Fy[x],
das irreduzibel {iber [F5 ist und «a als Nullstelle besitzt. Daher ist f = pg, o, d.h.,
das Minimalpolynom von « iiber Fo. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass Fa(a)
Erweiterungskorper von Fy mit Erweiterungsgrad [Fo(a) @ Fo] = degpp,o = 4
ist. Das bedeutet, Fo(a) ~ Fj3 als Fy-Vektorraum. Da |Fy(a)] = 16 liefert der
ebenfalls aus der Vorlesung bekannt Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir endli-
che Korper, dass Fy(a) = 4. Das war zu zeigen. In einem weiteren Schritt be-
haupten wir, dass a € Fjy ein Erzeuger der Einheitengruppe ist. Da « # 0, ist
a € Fjy = Fig \ {0} klar. Aus der Vorlesung ist ferner bekannt, dass Fy; zyklisch
von Ordnung 16 — 1 = 15 ist. Damit ist nur moglich, dass ord(«) € {1,3,5,15}
ist. Der Fall ord(a) = 1 scheidet wegen a ¢ Fy aus. Der Fall, dass ord(a) = 3
bedeutet, dass a® — 1 = 0, also, dass a Nulstelle des Polynoms p = 2* — 1 € Fy[z]
ist. Wegen degp = 3 < 4 = deg up, o ist dieser Fall ebenfalls unbeachtlich. Falls
ord(a) = 5, gilt @® — 1 = 0. Also ist « Nullstelle des Poloynoms ¢ = 2° + 1 € Fy[x].
Da degqg = 5 > 4 = degup, o = deg f, gibt es ein r € Fy[z] vom Grad 1, sodass
r- f = q. Wir sehen, dass ¢ € {x,x + 1} die einzigen Moglichkeiten sind. Es gilt
aber - (2* + 2+ 1) =2t + 22+ 2 # 2° +1 = ¢, sodass r = x + 1 gelten miisste.
Allerdings ist (z+1)(z*+2+1) = 25+ 2 + 22 +1 # 2+ 2+ 1 = f. Damit scheiden
alle Moglichkeiten, ein Polynom vom Grad 1 aus Fy[z| zu finden, sodass ¢ = r - f
gilt, aus. Da f Minimalpolynom von « iiber Fy haben wir einen Widerspruch zur
Annahme, dass « Nullstelle von ¢ ist. Insgesamt haben wir somit ord(«) € {15}.
Als Element einer zyklischen Gruppe der Ordnung 15, das selbst Ordnung 15 hat,
erzeugt «v also die zyklische Gruppe Fjj. U

Aufgabe 69 (F17T3A5) Sei K ein Teilkorper von R und f € K{[z] ein Polynom.
Sei Z ein Zerféllungskorper mit [Z : K| € 2N — 1. Zu zeigen ist, dass Z ebenfalls
Teilkorper von R ist. Sei vorausgesetzt, dass Z kein Teilkérper von R ist. Da C
der algebraische Abschluss von R ist, ist K ebenfalls Teilkorper von C. Z ist nun
Teilkérper von C mit ZNR\ R # (. Da K C R, hat f zwei konjugiert komplexe
Nullstellen, o, @ € C\ R, d.h., insbesondere o # a. Wir definieren M = K(a, &)
und My = M NR. Mit M und R ist auch M, ein Erweiterungskoérper von K. Wir
behaupten [M : M| = 2. Betrachte dazu g = (v — a)(z — @) = 2° + (o + &)z + aa.
Da aa reell und in M enthalten, ist a@ auch in M, enthalten. Da a+a = 2R[a] reell
und in M enthalten, ist a + @ auch in M, enthalten. Damit ist g € My[z| normiert
und hat keine Nullstellen in M,. Als Polynom vom Grad 2 ist g also irreduzibel
iiber My. Damit ist g Minimalpolynom von der Nullstelle a iiber M,. Laut einem
Vorlesungsresultat gilt dann [M : M| = degg = 2. Da K|My|M|Z eine Kette von
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endlichen Korpererweiterungen definiert, finden wir mittels Gradformel 2|[Z : K],
d.h., [Z : K] € 2N. Kontraposition liefert nun die Behauptung. O

Aufgabe 70 Sei K|Q galoissch und gelte [K : Q] = 8. Ferner sei G = Gal(K|Q)
abelsch aber nicht zyklisch. Wir zeigen, dass genau eine der folgenden Aussagen
gilt. (1) Gal(K|Q) enthélt ein Element der Ordnung 4 oder (2) K|Q hat genau
7 Zwischenkorper vom Erweiterungsgrad 4. Da K|Q als Galois-Erweterung vom
Erweiterungsgrad 8 insbesondere eine endliche Galois-Erweiterung ist, finden wir
fir die Ordnung der Galois-Gruppe G, dass |G| = [K : Q] = 8. Als endliche und
nach Voraussetzung abelsche Gruppe kénnen wir Gal(K|Q) bis auf Isomorphie iiber
den hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen angeben, da jede endliche
abelsche Gruppe insbesondere endlich erezugte abelsche Gruppe ist. Das liefert uns,
dass Gal(K|Q) ~ Z/2Z x Z/AZ oder Gal(K|Q) = Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z. Der
Fall Gal(K|Q) ~ Z/8Z scheidet aus, denn G ist als nicht-zyklisch vorausgesetzt.
Die beiden verbleibenden Isomorphietypen sind tatséchlich verschieden, da Z /27 x
Z/AZ mit (0,1) ein Element der Ordnung 4 besitzt, es aber in Z/27 x 7/27 x
7./27 nur Elemente maximal der Ordnung 2 gibt. Wir sehen, dass im erstgenannten
Fall insbesondere G ein Element der Ordnung 4 enthilt. Im zweitgenannten Fall
verwenden wir, dass wir schreiben kénnen

Gl =) g € Glord(g) = k}|. (117)

Wie oben festgestellt, hat (Z/2Z)? nur Elemente der Ordnung 1 oder 2. Wegen |G| =
8 und der Tatsache, dass das Neutralelement in G das einzige Element aus G' mit
Ordnung 1 ist, finden wir, dass es 7 verschiedene Elemente der Ordnung 2 in G gibt,
g1, .-, g7 € G im Zeichen. Diese erzeugen jeweils eine Untergruppe U; = (g;) < G
fir alle 1 < ¢ < 7. Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie gibt es nun zu jeder
dieser (paarweise verschiedenen) Untergruppen genau einen Zwischenkorper Z; der
Erweiterung K|Q, sodass [Z; : Q] = (G : U;) = 4 nach dem Satz von Lagrange und
fir 1 <¢ < 7. Da die im Hauptsatz der Galoistheorie definierte Abbildung zwischen
Untergruppen der Galoisgruppe und Zwischenkorpern der galoisschen Erweiterung
K|Q bijektiv ist, folgt aus der paarweisen Verschiedenheit von U; (1 < i < 7), dass
auch die Z; paarweise verschieden sind und dass es iiber diese 7 Zwischenkdrper
hinaus keine weiteren Zwischenkorper der Erweiterung gibt. Das ist gerade der zweite
Fall, dessen Eintreten zu verifizieren war. 0

Aufgabe 71 Wir zeigen, dass ( = \/571 + \/5712' eine primitive achte Einheits-
wurzel ist. Nach der Euler’schen Formel gilt exp(27i/8) = exp(wi/4) = cos(w/4) +
isin(m/4) = /2+iv/2. Da exp(2i/8) Nullstelle von 2° —1 € Q[z] ist, ist exp(27i/8)
Einheitswurzel. Da ferner exp(2mwik/8) # 1 fur 1 < k < 7 aber exp(2wi - 8/8) =
exp(2mi) = 1, hat exp(27i/8) Ordnung 8 in der Gruppe Kg der 8-ten Einheitswur-
zeln, d.h., der Nullstellen von 2% — 1 in C, und wegen |Kg| = ord(exp(27i/8)) er-
zeugt also exp(27i/8) die Gruppe der 8-ten Einheitswurzeln. Damit ist exp(27i/8) =

\/5_1 + i\/§_1 also primitive 8-te Einheitswurzel. Wir miissen nun alle echten Zwi-
schenkérper von Q(¢)|Q bestimmen. Dazu beachten wir, dass Q(() ein 8-ter Kreis-
teilungskorper ist. Also ist Q(¢)|Q eine Galois-Erweiterung, und da 1 < deg pg,¢ <
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8, ist es auch eine endliche Galois-Erweiterung. Bekannt ist aus der Vorlesung,
dass fiir die Galois-Gruppe des n-ten Kreisteilungskorpers iiber Q allgemein gilt
Gal(Q(¢,)|Q) = (Z/nZ)*, wobei (, eine primitive n-te Einheitswurzel mit n > 2
ist. Wir finden fiir n = 8 also Gal(Q((s = ()|Q) = (Z/2°Z2)* = )27 x 7./2*> 7 =
7)27 x 7./27, wobei die Kla551ﬁkation der Einheitengruppe von Restklassenrin-
gen aus der Zahlentheorie-Vorlesung verwendet wurde. Z/27 x Z/27 enthélt ge-
nau 4 — 1 = 3 Elemente der Ordnung 2, nidmlich alle von (0,0) verschiedenen
Elemente. Diese erzeugen genau 3 verschiedene Untergruppen der Galois-Gruppe,
die jeweils Ordnung 2 haben, im Zeichen Uy, Us, Us. Laut Hauptsatz der Galois-
Theorie stehen die Zwischenkorper der Erweiterung Q(¢) : Q in antitonischer Bi-
jektion zu den Untergruppen der Galois-Gruppe. Die echten Zwischenkorper Q C
Z < Q(() korrespondieren hierbei bijektiv zu den nicht-trivialen Untergruppen der
Galois-Gruppe der Erweiterung, d.h., zu denjenigen U < Gal(Q(()|Q), fir die gilt
{idgi} € U € Gal(Q(¢)|Q). Somit konnen wir bereits feststellen, dass es genau
3 echte Zwischenkorper Z;, Zs, Zs von Q(()|Q gibt. Fiir diese gilt laut Gradfor-
mel weiterhin, dass [Q(¢) : Q] = 4 = [Q(() : Z;] - [Z; : Q] laut Gradformel, wobei
1#[Z;: Q1 #[Q(C) : Zi] gilt, daes smh um echte Zwischenkorper handelt. Wegen
(¢ =1, folgt, dass ¢ € Q(¢) = ¢ = ¢ € Q(¢). Also gilt auch ¢+ (' = /2 € Q(C).
Ferner gilt damit auch (¢ — \/5_1)\/5 =i € Q(¢) sowie i - v2 € Q(¢). Nun gilt
[Q(v2): Q] = [Q(v/-1) : Q] = [Q(+/=2) : Q] = 2. Da es sich bei 2, —2 jeweils um
verschiedene quadratfreie Zahlen handelt, gilt Q(v/2) # Q(v/—2). Da Q(v/2) C R
aber i ¢ R, gilt bereits Q(i) # Q(v2). Wire /=2 € Q(i), gibe es p,q¢ € Q,
sodass v/—2 = p + qi. Vergleich von Real- und Imaginértezil liefert p = 0 und

= 2 im Widerspruch dazu, dass v/2 bekanntermaBen irrational ist. Also gilt auch
Q(v/—2) # Q(i). Insgesamt haben wir also somit drei, und damit alle, echten Zwi-
schenkérper von Q(¢)|Q gefunden: Z; = Q(v/2), Z, = Q(i), Zs = Q(v/—=2). O

Aufgabe 72 (H16T2A4) Sei p > 2 eine Primzahl, K = Q((,, o) und oy, = ¢/p
sowie ¢, = exp(2mi/p) eine primitive p-te Einheitswurzel. Wir zeigen zunéchst,
dass Q((p, @,)|Q galoissch ist. Als Erweiterung, die durch Adjunktion endlich vie-
ler Elemente an Q entsteht, ist K|Q endliche und deswegen auch algebraische
Korpererweiterung. Als algebraische Erweiterung iiber einem Korper der Charak-
teristik 0 ist laut einem Vorlesungsresultat K |Q bereits separabel. Um zu sehen,
dass K|Q auch normal ist, betrachten wir das Polynom f = 2 — p € Q[z]. Dieses
ist normiert, und laut dem Eisensteinkriterium zur Primzahl p ist es auch ein ir-
reduzibles Polynom iiber Z, nach dem Gauss’schen Lemma also auch iiber Q. Wir
sehen ferner, dass f(a,) = 0 und zudem f(a,¢F) =0 fiiralle 1 <k <p—1,da g,
laut Voraussetzung eine primitive p-te Einheitswurzel ist. Die Nullstellenmenge von
fist also N = {a,(;|0 < k < p — 1}. Wir behaupten, dass Q(N) = Q((, a). Die
Inklusion “D” ist bereits klar nach definition, denn «,, € N und wegen «,, # 0 und
Ay, apC, € Q(N) ist laut Korperaxiomen auch ¢, = a,(,/a, € Q(N). Q C Q(N)
ist offensichtlich. Ebenso ist “C” leicht zu sehen, denn mit o, (, € K ist auch
C;f € K firl < k < p—1, somit also auch ongj € K firalle 0 < k <p-—1,
d.h., N C K. Wiederum ist Q C K klar, sodass auch Q(N) C K folgt. Insge-
samt haben wir also Q(/NV) = K etabliert. Damit ist Q((,, o,)|Q auch normal, denn
Q(&, ap) = Q(N) ist gerade der Zerfiallungskorper von f. Wir miissen nun zeigen,
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dass [K : Q] = p- (p —1). Hierzu beachten wir, dass (, Nullstelle des p-ten Kreistei-
lungspolynoms ®,(z) = 2P~ + 2772 + ... + 1 € QJz] ist. Dieses ist irreduzibel iiber
Q und wir finden, dass [Q((,) : Q] = deg ®, = p— 1. Ferner sehen wir, dass a;, Null-
stelle von f ist. Als normiertes und irreduzibles Polynom iiber Q gilt also f = pg.q, -
Wegen deg f = p finden wir, dass [Q(a,) : Q] = p. Wegen ggT(p—1,p) =p-(p—1)
finden wir, dass p(p — 1)|[K : Q] infolge der Zwischenkorpereigenschaft K|Q((,)|Q
und K|Q(a,)|Q und Gradformel. Somit gilt [K : Q] > p(p—1). Gleichheit erreichen
wir, indem wir beachten, dass o7 — p = g, impliziert, dass fig(c,)a,|tqp, also
insbesondere deg fig(¢,),a, < deg g, = p. Das liefert uns mit der Gradformel die

Ap  —

Abschiitzung [ : Q] = [Q(G,) () : Q(G)]- [Q(G) : Q] < p- (p— 1). Zusammen mit
dem vorher bewiesenen, konkludieren wir [k : Q] = p(p —1), wie behauptet. Wir zei-
gen nun, dass Q(a,)|@Q nicht normal ist. Angenommen, die Korpererweiterung wire
normal, gibe es ein Polynom ¢ € Q|x], dessen Zerfiallungskorper Q(«,) ist. Anderer-
seits haben wir bereits vorher festgestellt, dass fig o, = 27 —p die Nullstelle o;,¢, € R
hat, da (, € C \ R fiir alle Primzahlen p > 2. Da fiir jeden Polynom g € Q|z], dass
ayp als Nullstelle hat, gilt y1g,q, |9, hat g ebenfalls eine echt komplexe Nullstelle o,Cp,.
Da y/p € R, also Q(o,) C R, finden wir, dass es kein Polynom aus Q[z] geben kann,
dass «, als Nullstelle hat und bereits tiber Q(a,) zerfallt. Somit ist auch Q(,)|Q
nicht normal. Sei nun G die Galoisgruppe von K|Q. Wegen [K : Q] = p(p — 1) gilt
|G| = p(p — 1). Angenommen, G wire abelsch. Laut einem Vorlesungsresultat tiber
abelsche Gruppen gébe es dann eine Untergruppe U < G der Ordnung p — 1, da
p—q|p(p—1). Da G ferner abelsch ist, gilt sogar U < G. Da Gal(K|Q(«,)) =p—1
nach den Ergebnissen von vorher und der Gradformel, wére diese dann Normalteiler
von G. Das bedeutet aber nach einem Vorlesungsresultat, dass Q(a,)|Q normal ist,
im Widerspruch zum bereits Gezeigten. Somit ist G nicht-abelsch. Wir zeigen zum
Abschluss, dass G einen Normalteiler der Ordnung p hat. Nach dem dritten Sylow-
Satz gilt fiir die Anzahl v, der p-Sylowgruppen von G v,|(p —1) und v, = 1 mod(p).
Wegen p — 1 < p, ist nur v, = 1 moglich. Laut einer Folgerung aus dem zweiten
Sylow’schen Satz bedeutet v, = 1 gerade, dass die einzige p-Sylowgruppe, P < G,
bereits Normalteiler von G ist. Da p — 1 < p und p Primzahl, ist somit die einzige
p-Sylowgruppe P ein Normalteiler der gesuchten Ordnung von G. U

Aufgabe 73 (F14T3A4) Sei L der Zerfillungskorper von 22 — 7 € Q(m)[z] iiber
Q(7). Wir berechnen zuniichst [L : K]. In C hat 2* — 7 die drei Nullstellen ¢/m¢¥,
wobei 0 < k < 2 und (3 = exp(2mi/3) eine dritte primitive Einheitswurzel ist.
Wir zeigen zuerst, dass L = Q(/7,(3). Klar ist bereits, dass Q C L, Q(/7, (3).
Einerseits gilt wegen L = Q(/7(s, v/7(3, /), dass /7 und (3 = J/7(3//m € L.
Somit ist “D” nachgewiesen. Fiir “C” bemerken wir, dass wegen /7, (3 € Q((3, /)
auch /m(s, /(3 € Q((3, /). Insgesamt etablieren wir also L = Q((3, /7). Wir
zeigen nun, dass x® — 7 irreduzibel {iber Q(r) ist. Da es sich bei dem Polynom
aus Gradgriinden bereits um eine Nicht-Einheit handelt, nehmen wir fiir einen
Widerspruchsbeweis an, 2 — 7 wire reduzibel. Da 23 — 7 Polynom vom Grad 3
ist, lige dann bereits eine Nullstelle von z® — 7 in Q(n). Das bedeutet, es gibe
Polynome p,q € Q[z] mit ¢ # 0, sodass fiir eine Nullstelle zy von z3 — 7 gilt
xo = p(m)/q(w). Da 7 transzendent iiber Q laut Tipp ist, langt bereits ¢ # 0 um
einen singuléren Nenner zu vermeiden. Dann gilt aber p(7)? = 7q(m)3. Ist die nied-
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rigste Potenz, die in ¢ vorkommt, &, d.h., ¢ = S08%g;2!, dann ist die niedrigste

Potenz in p > k und es gilt degp® = 3 -degp = 1 + 3 - degq, was den Wider-
spruch 1 = 0mod(3) liefert. Man kann auch das Polynom h(z) = zp(x)? + ¢(z)?
definieren und einen Widerspruch zur Transzendenz von 7 erreichen. In jedem Fall
stellen wir fest, dass es keine Nullstelle von z* — 7 in Q(7) geben kann, d.h., dass
23 — 7 irreduzibel iiber Q(r) ist. Fiir die primitive dritte Einheitswurzel (3 gilt nun
(3 € C\ R und (3 ist Nullstelle des 3-ten Kreisteilungspolynoms ®3(z) = 2%+ z + 1.
Als Polynom vom Grad 2 mit reellen Koeffizienten hat es zwei konjugiert kom-
plexe Nullstellen, die also insbesondere nicht in Q(7) oder Q(+/7) liegen konnen:
Die beiden letztgenannten Korper sind ndmlich Teilkorper von R. Insbesondere
ist @3 irreduzibel iiber Q(/7) und @5 = pg(gm) - Da 2° — T = g, = Wegen
Normiertheit und Irreduzibilitit sowie \3/7_r3 — 1 = 0, liefert uns die Gradformel
[L: Q)] = [Q(G, ) : QUI/MIQYT) : Q)] = deg B, - deg i) 47 = 2+ 3 = 6.
Wir bestimmen nun die Zwischenkorper der Erweiterung. Hierzu verwenden wir,
dass Gal(L|Q(7)) = Autg(r) (L) ~ U, wobei U < Sy ist, da L der Zerfallungskorper
von z* — 7 ist. Da |Gal(L|Q(7))] = [L : Q(w)] = 6 folgt, dass U = S3 gel-
ten muss. Somit haben wir Gal(L|Q(7)) ~ Ss;. Laut Hauptsatz der Galoistheo-
rie korrespondieren die Zwischenkorper von L|Q(7) bijektiv mit den Untergruppen
von S3. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass S35 jeweils genau eine Untergruppe
der Ordnung 1,3,6 hat und drei verschiedene Untergruppen der Ordnung 2. Die-
se korrespondieren laut einem Ergebnis der Galois-Theorie zu genau einem Zwi-
schenkorpern vom FErweiterungsgrad 6, 2 bzw. 1 und zu genau drei verschiede-
nen Zwischenkorpern vom Erweiterungsgrad 3 tiber Q(7) (in der durch den Er-
weiterungsgrad vorgegebenen Reihenfolge). Wir bezeichnen diese mit Mg, My, M,
und Msq, M3s, M3s, wiederum in derselben Reihenfolge, die durch den Erweite-
rungsgrad vorgegeben ist. Aus notationsékonomischen Griinden bezeichnen wir die
entsprechenden Kandidaten bereits als Mj,qies und weisen dann nach, dass diese
die gewiinschten Eigenschaften haben. Es gilt M; = Q(n), Mg = Q(3/7, (3) und
M, = Q(7,(3), da [Q(7)(¢3) : Q(7)] = deg 3 = 2. Bis auf Umnummerierung set-
zen wir Mz = Q(m, /7¢¥) und behaupten, dass diese Zwischenkérper paarweise
verschieden sind. Es ist klar, dass Ms; # M3y und M3y # Mss gilt, denn M3, C R
wohingegen (3 € C\ R und damit auch ¥/7(3 € C\ R. Angenommen, Mz, = Mas.
Dann gilt insbesondere (23/m € Mz, = Q(m,/7(3). Da ¥/7(3 € Mass, finden wir
(3 = YmC/(Ym(3) € Msy. Damit ist auch /7 = ¥/7(3/(3 € Msy. Das bedeutet
aber Msy C Q(/m,(3) = Mg. Wegen [Ms, : Q(7)] = deg(a® — m) = 3 ist das ein Wi-
derspruch zu [Mg = L : Q(m)] = 6. Also ist Msy # M3s. Da ¢/7¢¥ fiir jedes 0 < k < 2
Minimalpolynom z?* — 7 iiber Q(7) besitzt, ergibt sich direkt [M3 k1 : Q()] fiir alle
1 < k < 2. Somit haben wir die 6 Zwischenkorper der Galoiserweiterung L|Q(7) be-
stimmt. Da Gal(L|Q(7)) Ordnung 6 hat, sind die drei Untergruppen der Ordnung 2
gerade die drei 2-Sylowgruppen der Galoisgruppe. Diese konnen nach der Folgerung
aus dem zweiten Sylow’schen Satz keine Normalteiler der Galois-Gruppe sein, denn
dies ist dquivalent dazu, dass es nur eine 2-Sylowgruppe der Galoisgruppe gibt. Da
die Normalteiler der Galoisgruppe bijektiv zu den iiber Q(7) normalen Erweiterun-
gen korrespondieren, folgt, dass Ms;|Q(7), M32|Q(7), M33|Q(7) jeweils nicht-normal
sind. Als Erweiterung vom Grad 2 ist M;|Q(7) laut einem Vorlesungsresultat stets
normal und Q(7)|Q(7) ist trivialerweise normal. L|Q(7) ist ebenfalls normal, da L
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bereits als Zerfillungskorper von x® — 7 iiber Q(7) definiert wurde. O

6 Kurs im Sommersemester 19

Aufgabe 74 (F19T2A1) Eine Kruppe K ist eine nicht-leere Menge zusammen
mit einer Verkniipfung - : K x K — K, die die folgenden Eigenschaften hat. (i) Es
gibt ein e € K, sodass x - e = z fiir alle x € K. (ii) Die Verkniipfung - ist assoziativ.
(iii) Fiir alle z € X sind die Abbildungen K — K,y —x-yund K - K,y —y - x
injektiv.

(a) Wir zeigen zunéchst, dass e - = x fiir alle € K. Aus dem Axiom (i) folgt fiir
beliebiges x € K, x-e = x. Damit schreiben wir e-z = e-(z-e) = (e-x)-e = x, wobei
wir die Assoziativitét der Verkniipfung nach (ii) verwendet haben. Wiederum wegen
(i) gilt zudem z-e = x. Das Axiom (iii) liefert, dass die Abbildung K — K,y — y-e
injektiv ist. Damit finden wir wegen x = x, dass e - x = x nach Definition einer in-
jektiven Abbildung. Beliebigkeit von x zeigt also, dass neben dem in (i) postulierten
rechtsneutralen Element e, dieses auch linksneutral ist.

(b) Seien nun z,y € K mit y-x = x. Zu zeigen ist, dass dann y = e. Im Falle
y = e ist nichts zu zeigen und wir kénnen uns auf die Untersuchung des Falls y # e
beschrinken. Dann wére allerdings e - + = z und y - x = z. Da nach Axiom (iii)
die Rechtsmultiplikation injektiv ist, folgt aus e - x = x = y - x bereits y = e im
Widerspruch zur Annahme y # e. Damit war die Annahme falsch und es gilt y = e,
wie behauptet.

(¢) Sei nun vorausgesetzt, dass K eine nicht-leere endliche Menge mit Kruppenstruk-
tur sei. Zu zeigen ist, dass K dann eine Gruppe bzgl. der Kruppenmultiplikation ist.
Wir stellen zunéchst fest, dass K — K,z — x-y und K — K,z +— y-z als injektive
Abbildungen zwischen gleichméchtigen endlichen Mengen jeweils Bijektionen sind.
Sei nun e das, nach (a) beidseitige, Neutralelement der Kruppe und y € K beliebig.
Dann gibt es wegen der Bijektivitdt der o.g. Abbildungen eindeutige x1,z, € K,
sodass x1 -y = e = y - x5. Damit haben wir zu festem y jeweils ein Links- und
Rechtsinverses gefunden. Wir miissen noch zeigen x; = x,. Hierzu multiplizieren
wir x1 - y = e von rechts mit x5 und nutzen auf der linken Seite die Assoziativitét
der Verkniipfung und auf der rechten Seite die Neutralitit des Elements e € K.
Dann finden wir 21y =z -e =21 - (y - 22) =21 -y - 22 = (X1 - Y) - Ty = €+ Ty = T,
also x1 = x5. Damit fallen links- und rechtsinverses Element zu einem vorgegebenen
y € K zusammen. Wir bezeichnen dieses dann mit ¢!, wie iiblich. Da K bereits
unter - abgeschlossen ist (als Kruppe), die Verkniipfung - assoziativ ist (Axiom (ii))
und ein eindeutiges neutrales Element (a und b, Axiom (i)) existiert, haben wir mit
der eindeutigen Existenz eines inversen Elements zu einem Kruppenelement y € K
bzgl. der Verkniipfung - den Nachweis erbracht, dass im Falle endlicher nicht-leerer
Mengen K, die Kruppe K auch eine Gruppe ist.

(d) Wir behaupten, dass (N, +) eine Kruppe ist. Hierbei ist klar, dass N§ unter
+ : Ngx Ny — Ny, (n, m) — n—+m abgeschlossen ist. Ferner ist 4+ auch assoziativ, da
aus der Vorlesung bekannt ist, dass (Ny, +) ein Monoid ist mit Neutralelement 0. Da
+ eine kommutative Verkniipfung ist, beschréinken wir uns auf den Nachweis, dass
No — Ny, m — n + m injektiv ist fiir eine beliebiges aber festes n € Ny. Seien dazu
my, Mg Mit my # my aber n + my = n + my vorgegeben. Wir kénnen wie in Z sub-
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trahieren, miissen aber gewéhrleisten, dass wir am Ende nicht-negative Ganzzahlen
herausbekommen. Da n,mq, my > 0, folgt aus n + m; = n + mg nach “Substrak-
tion” von n, m; = meo. Das ist aber ein Widerspruch zu m; # my laut Annahme.
Also war die Annahme falsch. Damit ist fiir jedes beliebige n € Ny die Abbildung
Ng — Ng, m — m+n injektiv. Wegen der eingangs gemachten Bemerkung ist damit
auch Ny — Ny, m +— n + m fiir beliebige n € Ny injektiv. Insgesamt haben wir also
gezeigt, dass (Ng, +) eine Kruppe ist. O

Aufgabe 75 (F19T2A2) Sei G # {lg} eine endliche Gruppe, fiir welche die
Automorphismengruppe A := Aut(G) transitiv auf G \ {1¢} operiere.

(a) Zu zeigen ist, dass es eine Primzahl p gibt, sodass 2P = 14 fiir alle z € G.
Nach Voraussetzung ist |G| < oo. Zu einem beliebigen X € G ist also ord(X)|G
und wegen G # {lg} gibt es mindestens ein X € G \ {lg}, sodass ord(X) > 1.
Wiéhle also ein beliebiges X € G mit ord(X) > 1. Falls ord(X) eine Primzahl, p,
ist, gilt X? = 1g. Fiir beliebiges Y € G\ {1¢} gibt es dann ein ay € A sodass
ay(X) =Y. Nun gilt Y? = (ay(X))? = (ay(XP)) = ay(lg) = 1g wegen der
Homomorphismuseigenschaften von o, € A. Da Y beliebig war und stets 17, = 14
gilt, haben wir im Falle, dass ord(X') > 1 eine Primzahl ist, die angegebene Gleichung
verifiziert. Falls ord(X) > 1 keine Primzahl ist, ist zumindest {15} C (X) C G eine
endliche zyklische Gruppe und damit abelsch. Daher existiert ein Z € (X) C G mit
Z # 1¢ und ord(Z)|ord(X) als Primteiler. Wir wenden nun Teil (a) auf Z anstelle
von X and und finden so eine Primzahl py, sodass X?PZ = 14 fiir alle X € G. Damit
ist gezeigt, dass es unter den Voraussetzungen stets eine Primzahl p gibt, sodass
XP =1g fiir alle X € G.

(b) Zu zeigen ist nun Z(G) # {1lg}. Es ist klar, dass {15} C Z(G), da 1g das
Neutralelement von G ist. Zu zeigen ist also, dass es ein X € G \ {14} gibt, sodass
X € Z(G). Sei X € G\ {lg} beliebig. Nach (a) gilt dann X? = 1 fur eine
geeignete Primzahl p. Nun gilt X - 1o = X = 15 - X. Zu zeigen ist also, dass fiir
beliebiges Y € G\ {1g} gilt XY = Y X. Wir stellen zunéchst fest, dass wegen (a)
ord(X) € {1,p} fiir alle X € G ist. Damit ist G eine p-Gruppe. Aus der Vorlesung
ist bekannt, dass p-Gruppen ein nicht-triviales Zentrum haben, d.h., {15} C Z(G),
wie behauptet.

(c) Zu zeigen ist nun, dass G abelsch ist. Da Z(G) # {lg}, gibt es ein z € Z(G)
mit x # lg. Fir beliebiges y € G gilt dann zy = yz. Sei nun g € G\ {lg}
beliebig und bezeichne ag € A den Automorphismus mit «,(z) = g (Transitivitét).
Dann gilt o, (zy) = oy(x)ay(y) = g - h, wobei h € G alle Werte annimmt, wenn y
ganz G durchlduft. Analog finden wir fiir die rechte Seite der Gleichung «,(yz) =
ay(y)ay(z) = h-g. Damit ist gezeigt, dass auch hg = gh fiir festes g und alle h € G.
Wegen 1g € Z(G) und Z(G) < G, haben wir insgesamt gezeigt Z(G) = G. Das ist
laut Vorlesung gleichbedeutend damit, dass GG abelsch ist. 0

Aufgabe 76 (F19T3A5) Zu zeigen ist, dass S5 nicht isomorph zu Az X Zs ist.
Angenommen, As X Zs wére isomorph zu S; vermoge ¢ : As X Zo — Ss. Dann
ist Y(As x {0}) = A;, da A der (einzige) Index 2 Normalteiler von S ist und
As x {0} 9 As x Zsy. Sei nun (o, ) € As X Zs beliebig. Dann gilt («,7) - (0,8) =
(a,vB = By) = (0,5)-(a, ) fiir B € Zsy beliebig. Also ist auch {0} xZy < A5 xZs. Da
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Gruppenisomorphismen die Normalteilereigenschaft erhalten, muss auch ¢(Zy) < Ss
gelten, wobei das Bild ein Normalteiler der Ordnung 2 ist. Andererseits ist aus der
Vorlesung bekannt, dass der einzige (nicht-trivialer) Normalteiler von Sy gerade Aj

ist. Damit haben wir einen Widerspruch und Sj ist nicht isomorph zum direkten
Produkt von As und Zs. O

Aufgabe 77 (H15T2A1) Gesucht sind alle Matrizen A € GL(2,C), die mit der

Matrix
1 1
X = < 01 ) (118)

kommutieren. Wir setzen

A= ( CC‘ Z ) € GL(2,C). (119)

Dann miissen die Eintrage a, b, c,d € C erfiillen ad — bc # 0 und

_(a+c b+d\ [a a+b\
T I CRL WP

Damit finden wir ¢ = 0, a = d. Zusammen mit ad — bc # 0 finden wir also, dass
A € M, wobei

M:{(g 2):@6@\{0},b€©}. (121)
O

Aufgabe 78 (F19T1A1(c)) Wir sollen drei nicht-isomorphe Gruppen der Ord-
nung 12 angeben. Wir setzen G := Dy, die Symmetriegruppe des regelméfligen
6-Ecks. Zudem setzen wir Gy := Zs X Z4 und G3 := Zs3 X Zg X Zsy. Offenbar haben
G4, Ga, G3 jeweils Ordnung 12. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass Dg nicht-abelsch
ist, wohingegen die als direkte Produkte zyklischer Faktoren definierten Gruppen
(G5, G5 abelsch sind. Wir verwenden im Folgenden die Schreibweise fiir abelsche
Gruppe fiir Gy, G3. Damit kann zumindest (G; nicht isomorph zu G5, G3 sein. Wir
stellen ferner fest, dass (1, 1) € Gy ein Element der Ordnung 12 ist. Denn 12-(1,1) =
(12,12) = (0,0) und fiir die Primteiler {2,3} von 12 gilt 12/2-(1,1) =6-(1,1) =
(6,6) = (0,2) # (0,0) sowie 12/3 - (1,1) =4-(1,1) = (1,0) # (0,0). Damit gibt es
keine kleinere natiirliche Zahl n als 12, die n- (1,1) = (0,0) in G erfiillt und wir fin-
den ordg, ((1,1)) = 12. Andererseits gilt fiir alle (a, b, ¢) € G3, dass ord((a, b, c)) < 6,
denn 6 - (a,b,¢) =(2-(3-a),3-(2-0),3-(2-¢))=(2-0,3-0,3-0) = (0,0,0) in Gs.
Damit gibt es kein Element der Ordnung 12 in G3. Das bedeutet aber bereits, dass
(G5, G nicht isomorph sein konnen, denn dann gébe es einen bijektiven, insbesondere
also injektiven Gruppenhomorphismus ® : G5 — (5. Insbesondere wiirde (1,1) auf
ein Element der Ordnung 6 oder der Ordnung ¢, ¢|6 abgebildet werden. Letzteres
widerspricht der Injektivitdt von ®. Damit sind auch Gy und G3 nicht isomorph. [J
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Aufgabe 79 (HO5T3A1(a)) Gesucht sind alle Isomorphietypen von abelschen
Gruppen der Ordnung 56. Da abelsche Gruppen endlicher Ordnung notwendiger-
weise endlich erzeugt sind, konnen wir den Elementarteilersatz anwenden. Die Ele-
mentarteilerketten sind 1|56, 1]2|28, 1|2|2|14. Das liefert uns die Kandidaten G, :=
Lsg, Go = Zg X 798, G5 = Zgy X Zy4. Diese Gruppen sind paarweise nicht isomorph
aus Ordnungsgriinden: G enthélt als zyklische Gruppe der Ordnung 56 ein Element
der Ordnung 56, G5 enthélt Elemente der Ordnung maximal 28 und mit (0,1) € G,
mindestens ein Element der Ordnung 28. (3 schlieflich enthélt Elemente maximal
der Ordnung 14 und mit (0,0,1) € G5 mindestens ein Element der Ordnung 14.
Annahme der Isomorphie zwischen zwei verschiedenen dieser Gruppentypen fiihrt
auf einen Widerspruch zur Injektivitdtseigenschaft des Isomorphismus. Da der Ele-
mentarteilersatz die endlichen abelschen Gruppen abschlieend klassifiziert und wir
nachgewiesen haben, dass die resultierenden Isomorphietypen tatséchlich paarweise

verschieden sind, ist jede abelsche Gruppe der Ordnung 56 isomorph genau zu einer
der Gruppen G, G5 bzw. Gs. U

Aufgabe 80 (FO6T2A1) Sei (G, +) eine abelsche Gruppe und U,V < G Unter-
gruppen. Zu zeigen ist die Aquivalenz von (i) G = U @ V und (ii) fiir alle a,b € G
haben die Linksnebenklassen a + U und b 4 V' genau ein Element gemeinsam. Fiir
(ii) = (i) miissen wir zeigen, dass (a) UNV = {0} und (b) G = U + V. Wir setzen
a =0 =bin (ii). Dann gilt, dass 0+ V =V und 04+ U = U genau ecin Element
gemein haben. Da 0 € U und u € V, wissen wir bereits, dass dies nur das neutrale
Element 0 von G sein kann. Mithin gilt Bedingung (a). Fiir (b) reicht es zu zeigen,
dass G CU+V.Wegen U,V < G ist U+V C G bereits klar. Sei also g € GG beliebig.
Zu zeigen ist, dass g € U + V. Wir setzen in (ii) a = g und b = 0. Dann gibt es ein
v € V, sodass mit einem v € U gilt g + u = v, denn g + U und V' haben genau ein
gemeinsames Element. Durch die Einelementigkeit des Schnitts (g+U)NV sind u, v
ferner eindeutig festgelegt. Da U Gruppe ist, ist auch —u € U und wir finden aus
g+u =0, dass g = (—u)+v. Damit ist g € U+V nachgewiesen und Beliebigkeit von
g € G impliziert die Inklusion G C U + V. Wir miissen noch (i) = (ii) nachweisen.
Da G =U + V gilt einerseits U NV = {0} und andererseits gibt es fiir jedes g € G
u € U sowie v € V mit g = u+ v. Sei nun ein weiteres Element ¢ = v +v" € U+ V
gegeben. Zu zeigen ist, dass ¢ + U und ¢’ + V' genau ein Element gemein haben.
Zunichst gilt g + u” = ¢ + 0" mit «” € U und v"” € V beliebig fiir Elemente des
Schnitts der beiden Linksnebenklassen. Einsetzen von ¢ = v + v und ¢’ = v’ + ¢/
liefert (u + u”) +v = v + (v' + v”) unter Verwendung der Kommutativitét Unter-
gruppen abelscher Gruppen sowie des Assiziativgesetzes. Existenz der eindeutigen
Inversen liefert u +u” — v’ = v’ +v” — v. Die linke Seite der Gleichung nimmt Werte
nur in U an (Abgeschlossenheit von Untergruppen) und analog nimmt die rechte
Seite der Gleichung nur Werte in V' an. Da laut (i) bereits U NV = {0}, erhalten
wir die beiden Gleichungen u+ u” — v’ = 0 sowie v +v” — v = 0. Umformung liefert
nun v” = u' — u sowie v = v — v’. Damit sind u” bzw. v” eindeutig festgelegt und
wir haben mit «' +v € (g + U) N (¢’ + V) das eindeutige Element des Schnitts der
beiden Linksnebenklassen gefunden. 0
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Aufgabe 81 (F13T2A1) Wir zeigen zuerst, dass alle Elemente der Faktorgruppe
Q/Z endliche Ordnung haben. Die Elemente der Faktorgruppe sind Links-Nebenklassen
der Form [¢] = {¢ € Q|¢ — ¢ € Z}. Wir wihlen das Reprisentantensystem durch
R = {q € Q|0 < ¢ < 1}. Wir skizzieren den Nachweis der Reprisentantensystemeigenschaft:
Durch Schreiben der Elemente einer beliebigen Linksnebensklasse in Dezimalbruch-
schreibweise, ist klar, dass diese Linksnebenklasse ein Element aus R enthélt. Um-
gekehrt liegt in jeder Linksnebenklasse auch hochstens ein Element aus R, denn
andernfalls wire r1 — ro € Z fiir r1,7o € R mit r;1 > ry, was im Widerspruch
zur Bedingung, dass » € R = r < 1, steht. Nach Definition von Q als Quoti-
entenkorper des faktoriellen Rings Z, kénnen wir jedes Element [¢] € Q/Z durch
einen Représentanten r € R in der Schreibweise eines vollstandig gekiirzten Bruchs
auffassen:

r= % mit 0 <m < n, ggT(m,n) = 1. (122)
Wir behaupten, dass dann ordgz([q]) = n fir alle [¢] € Q/Z. Denn es gilt fiir
q € lg], dass ¢q = k+r, wo k € Z und somit n-q = nk +nr = nk+m € Z.
Damit wissen wir n - [¢] = [0], und letzteres ist das Neutralelement von Q/Z. Die
fiir die Ordnung erforderliche Minimalitéit des so gefundenen n ist durch die Teiler-
fremdheit von Zéahler und Nenner eines vollstandig gekiirten Bruchs gewéhrleistet.
Damit ist die Ordnung jedes Elements der Faktorgruppe endlich. Wir zeigen nun,
dass die Menge M der Elemente endlicher Ordnung in R /Z gerade M = Q/Z erfiillt.
Wegen des oben bewiesenen, M 2 Q/Z, da Q < R auch Q/Z < R/Z liefert nach
dem Korrespondenzprinzip. Wir zeigen nun M C Q/Z. Sei dazu a € [0,1) C R
Repréasentant von [R] € R/Z. Dann ist [R] = a+Z. Da [R] € M, gibt es ein N € N,
sodass N - (« +Z) = 0+ Z, was bedeutet N - « € Z. Damit gibt es ein K € Z,
sodass N -« = K, also « = K/N € Q und dieses K kann durch ggf. Umwandlung
in Dezimalbriiche als 0 < K < N mit ggT(K,N) = 1 gewihlt werden. Letzteres
folgt aus der Faktoriellitat von Z als Ring. Damit ist aber a+Z € Q/Z. Beliebigkeit
von « + Z € M liefert nun die Inklusion M C Q/Z. Mithin bleibt Q/Z = M zu-
sammenfassend zu konstatieren. Zuletzt zeigen wir, dass die Menge O der Elemente
endlichen Ordnung in R/Q gerade in der Menge {0} enthalten sind. Es ist klar,
dass 0 + Q als Neutralelement der Faktorgruppe R/Q von Ordnung 1 und damit
insbesondere von endlicher Ordnung ist. Angenommen, a + Q mit o ¢ Q wére ein
weiteres Element endlicher Ordnung ordg/g(ov + Q) = N’ € N. Dann gilt N'a € Q
und es gibt einen vollstindig gekiirzten Bruch ¢ = Z/N € Q, sodass N'a = Z/N.
Da N’ # 0 liefert die Abgeschlossenheit von Q unter Multiplikation mit Elementen
aus Q*, dass a = Z/(NN') € Q. Dieses Ergebnis widerspricht a ¢ Q. Somit war
die Annahme, es gébe ein nicht-rationales o mit ordg,g(a + Q) € N falsch. Mithin
ist 0 + Q tatséchlich das einzige Element endlicher Ordnung in R/Q. U

Aufgabe 82 (F13T1A3) Sei G :=SL(2,F;) = {A € GL(2,F7)|det(A) = 1} und
H = {Ey+a-ejz|a € Fr}, wobei ey, die Elementarmatrix bezeichnet, die den Eintrag
1 an der Stelle (k,[) hat und sonst mit 0 befiillt ist. F5 ist die 2 x 2 Einheitsmatrx
mit Eintrédgen aus [Fs.

(a) Wir zeigen zuerst, dass H < G und |H| = 7. Zunéchst gilt fir A = Fy+a-e1o € H
mit a € F; beliebig gewihlt, dass det(A) = det(Fs+a-e12) = 1-1+a-0 = 1, sodass
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A € G. Beliebigkeit von a € F; impliziert Beliebigkeit von A € H und liefert H C G.
Wir stellen ferner fest, dass A€ H = A~ € H, denn B := (Ey —a-e5) € H erfiillt
BA = (Ey — aepn)(Es + a - ep) = Ey + (a — a)e;s = Fy. Eindeutigkeit des inversen
liefert, dass B = A~! in G und, wegen B € H, A~! € H. Wir zeigen nun, dass
A= Fy+a-epn B = FEy,+bé, € H fiir beliebige a,b € F; auch AB~! € H.
Esist H > B~! = FEy — bejy und wir finden AB™! = FEy + (a — b)ejx € H, da mit
a,b € F; auch a — b € F;. Damit ist die Untergruppeneigenschaft H < G nach-
gewiesen. Wir zeigen nun, dass |H| = 7 und beachten, dass durch die Zuweisung
IM1:F; - H,a— FEs+ aeqy ein, wie unmittelbar ersichtlich, Gruppenisomorphismus
zwischen (F7,+) und (H,-) gegeben ist. Insbesondere ist IT bijektiv und die Tatsa-
che, dass F; der endliche Korper mit genau 7 Elementen ist, liefert |H| = |F7| = 7.
(b) Wir zeigen nun, dass |G| = 336. Zu diesem Zwecke definieren wir den Gruppen-
homomorphismus det : GL(2;F;) — F>, A — det(A) in die Einheitengruppe des
Korpers F7, F> = F; \ {0}. Nach Definition von G, ker det = G. Die Homomorphis-
meneigenschaft der Determinantenabbildung wird hier als bekannt vorausgesetzt.
Die Matrix A = aey; + exn € GL(F7) fiir a € F> hat det A = a, sodass det Gruppe-
nepimorphismus, also insbesondere surjektiv, ist. Nach dem Homomorphiesatz und
dem Satz von Lagrange gilt |G| = | kerdet | = |GL(2,F7)|/|F7| = |GL(2;F7)|/6. Wir
bestimmen also die Anzahl der Elemente in GL(2,F7). Sei dazu v; € F2\ {(0,0)}
nicht-trivialer (erster) Spaltenvektor einer Matrix A = (v1|ve) € GL(2,F;). Wir ha-
ben fiir v; genau 72 — 7° = 7% — 1 = 48 Moglichkeiten. Wegen A € GLy(F7) < vy #
(0,0) A vy &€ Fy - vy, haben wir 7% — 7' = 42 Méglichkeiten, vy zu wihlen, um ein
A € GL(2,F7) zu fixieren. Damit folgt |GL(2,F7)| = 48 - 42 und, wegen der obigen
Uberlegungen, |G| = 42 - 48/6 = 7 - 48 = 336.

(c) Gesucht ist die Anzahl der Untergruppen der Ordnung 7 von G. Aus der letzten
Teilaufgabe erhalten wir die Primfaktorzerlegung |G| = 7-2%- 3. Da 7' die hochste
p = 7-Potenz ist, die |G| teilt, sind die Untergruppen der Ordnung 7 von G genau
die 7-Sylowgruppen von G. Bezeichne deren Anzahl mit v;. Infolge der dritten Sy-
lowschen Satzes gilt v7||G|/7t = 21 -3, also v; € {1,2,4,8,16,3,6,12,24,48}. Der
dritte Sylow’sche Satz besagt dariiber hinaus, vz = 1 mod(7). Damit reduzieren wir
die Moglichkeiten, die fiir v; zur Verfiigung stehen, auf v; = 1 oder v; = 8. In
Teilaufgabe (a) hatten wir bereits gesehen, dass H, definiert wie oben, eine Unter-
gruppe der Ordnung 7 und damit eine 7-Sylow-Gruppe von G ist. Es reicht aus,
die Existenz einer weiteren Untergruppe der Ordnung 7 von GG nachzuweisen, denn
dann ist bereits v; # 1, also v, = 8. Wir definieren HT = {Fy + a - ey1]a € Fr}.
Diese Menge enthélt gerade die Transponierte aller Element aus H. Mittels der
rechnerischen Eigenschaften der Matrixtransposition verifiziert man sofort H” < G.
Da die Transposition auf der Gruppe quadratischen, invertierbaren Matrizen ein
Anti-Gruppenisomorphismus ist, folgt 7 = |H| = |HT|. Zuletzt stellen wir fest, dass
Fy+eo1 € HT aber By + ey € H, sodass H # H'. Damit haben wir mit H” eine
weitere, von H verschiedene Untergruppe der Ordnung 7 von G gefunden. Infolge
des oben Gesagten ist H also ebenfalls eine 7-Sylow-Gruppe von G, was, wie eben-
falls oben skizziert, v; = 1 ausschliefit. Folglich gilt v = 8. Damit gibt es genau 8
Untergruppen der Ordnung 7 in G = SL(2, F7). d
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Aufgabe 83 (F19T3A2) Sei G eine Gruppe und fiir x,y,g € G sei (z,y) e g :=
rgy L.
(a) Wir zeigen, dass @ : (GxG)xG — G, ((x,y),9) — (z,y)eg eine transitive Grup-
penoperation definiert. Wegen Abgeschlossenheit von G unter Multiplikation und
Inversenbildung ist die Wohldefiniertheit der Abbildung klar. Das neutrale Element
in G x G ist (e, e), wobei e das Neutralelement von G ist. Es gilt nun e((e, e), g) =
(e,e)eg = ege™! = ege = eg = g fiir alle g € G. Sei nun (gy, h1), (g2, ha) € G x G be-
liebig. Dann gilt fiir jedes g € G, dass o((g1, 1), ®((g2, h2),9)) = (g1, h1) ® ((g2, ho) @
_ —1yp,—1 -1y _ -1 _ _
9) = 91(g2ghs Y™ = (9192)9(hy h") = (9192)9(haha) ™" = (9192, hah2), 9) =
o((g1,h1) - (g2, h2),g). Damit ist nachgewiesen, dass es sich bei e um eine Grup-
penoperation von G x G auf G handelt. Wir zeigen nun noch die Transitivitat
der Operation. Dazu ist zu zeigen, dass G = (G x G)(e), d.h., dass es lediglich
eine, ganz G enthaltende, Bahn gibt. In der Tat, sei ¢ € G beliebig. Wir zeigen
g € (G x G)(e) indem wir (g,e) € G x G auf e € G operieren lassen. Dann gilt
(g,e)ee = gee™! = gee = ge = g, sodass g € (G x G)(e), wie behauptet. Beliebigkeit
von g € G impliziert nun G C (G x G)(e). Wegen (G x G)(e) € G bereits nach
Definition einer Bahn, bestétigen wir die Behauptung (G x G)(e) = G im Ergebnis.
(b) Wir bestimmen zundchst den Kern der Gruppenoperation. Es gilt kere =
{(g,h) € Glgzh™" = 2 Vx € G}. Setzen wir x = e, so finden wir gh™! = e, was wegen
der Eindeutigkeit der Inversen g = h liefert. Also gilt kere C {(g,9) € G x G}. Da-
mit formen wir um (g, g) € kere < gzg™! = 2Vr € G & g € Z(G). Damit erhalten
wir ker e = {(g,9)|g € Z(G)}. Hiermit finden wir, dass ker e = {(e,e)} genau dann
wenn Z(G) = {e}. O

Aufgabe 84 (F19T1A2) Sei X die Menge der diagonalisierbaren 2 x 2-Matrizen
iiber R und G = GL(2,R). Wir definieren ® : G x X — X, (B, M)~ BMB™".

(a) Zu zeigen ist, dass ® eine Gruppenoperation ist. Wir zeigen zunéchst, dass ©®
wohldefiniert ist, in dem Sinne, dass fiir M € X,B € G auch BMB~! € X. Kla-
rerweise gilt M € Mat(2;R), sodass auch BMB™! =: A € Mat(2;R). Insbesondere
sind A und B &dhnliche Matrizen. Aus der linearen Algebra ist nun bekannt, dass
wenn von zwei zueinander dhnlichen Matrizen eine diagonalisierbar ist, ebenfalls die
andere diagonalisierbar ist. Sei ndmlich T' € G, sodass T~'MT = D in Diagonalge-
stalt D iibergefiihrt wird. Dann gilt mit M = B7'AB, dass D = T-'B~'ABT =
(TB)"'A(T'B) und, wegen T, B € G = TB € G infolge Abgeschlossenheit von G,
ist auch A diagonalisierbar und hat insbesondere dieselbe Diagonalgestalt D wie
M. Mithin ist durch ® tatséchlich eine Abbildung X x G — X wohldefiniert er-
klart. Wir priifen nun die Definition einer Gruppenoperation. Das Neutralelement
von G ist die 2 x 2-Einheitsmatrix. Es gilt fiir B = F,, die 2 x 2-Einheitsmatrix
BMB™' = E;ME,' = E;ME, = M, fiir alle M € X, sodass ®(Ey, M) = M.
Uberdies gilt fiir By, By € G beliebig, dass ©(By, ®(By, M)) = By (B.M By ) Byt =
(B1B2)M (B By)™' = (B By, M) fiir alle M € X. Insgesamt haben wir damit
nachgepriift, dass es sich bei ® um eine Gruppenoperation handelt.

(b) Die Operation aus (a) ist nicht transitiv. Angenommen, die Operation wére
transitiv, dann gilt G(Es) = X, d.h., es gibt nur eine ganz X enthaltene Bahn der
Operation von G auf X. Andererseits gilt fiir beliebiges B € G, dass BE,B~! = E,
sodass G(Fy) = {Ey}. Da auch 2F; € X diagonalisierbar ist, haben wir den gesuch-
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ten Widerspruch, denn 2F, ¢ G(FE>) im Widerspruch zur Annahme, die Operation
wére transitiv.
(c) Gesucht ist nun ein Représentantensystem der Bahnen der Operation aus (a).

Wir behaupten, dass
A0
= > .
R {(0 M)')\,MGR,)\_M} (123)

Um zu zeigen, dass die Menge R ein Reprasentantensystem der Bahnen von der
Operation von G auf X ist, miissen wir zeigen, dass jede Bahn ein A € R enthilt
und dass jede Bahn hochstens ein A € R enthilt. Sei dazu M € X vorgegeben. Da
M diagonalisierbar ist, gibt es T € G, sodass TGT~! = D in Diagonalgestalt ist.
Wir bezeichnen die beiden Diagonaleintrige von D mit Ay, Ay € R. Indem wir ggf.
mit der Matrix B := (ej + €91)(= B™!) auf D operieren, kénnen wir annehmen,
dass Ay > A, ist. Damit sind A;, Ay € R eindeutig festgelegt, und wir finden, dass
jede Bahn ein A € R, mit der Ersetzung A = A; und pu = As, enthélt. Wir nehmen
nun an, es lagen A # A’ in der Bahn zu einem fest vorgegebenem M. Dann gébe
es T € G mit TAT ' = A’. Da aber A, A’ bereits in Diagonalgestalt sind haben
wir einen Widerspruch zu den Aussage, dass zueinander dhnliche diagonalisierbare
Matrizen dieselben Eigenwerte haben, {A;(A), A2(A)} = {A1(A’), Ay(A”)}. Der Fall,
dass die beiden Diagonalelemente nur in ihrer Reihenfolge vertauscht sind, ist bereits
durch Definition von R ausgeschlossen. Mithin haben wir gezeigt, dass jede Bahn
der Operation genau ein Element aus R enthélt, R also Repriasentantensystem der
Bahnen der Operation von GG auf X ist. O

Aufgabe 85 (F18T2A1(d)) Gegeben seine P, ..., Ps € R? mit P; = (z;,y;) fiir
alle j € {1,2,3,4,5}. Zu zeigen ist die Existenz von (a,b,c,d,e, f) € R® sodass
ax? + bryy; + cyi +dry +ey; + f = 0 fiir alle 1 < j < 5. Zu diesem Zwecke
betrachten wir das lineare Gleichungssystem AX = 0, wobei X = (X1, ..., X5)7,0 =
(0,0,0,0,0) € R5 und A € M(5 x 6,R) definiert ist als

R Y I SR T
Ty TaY2 Yz T2 Y2
r3Ys Ys L3 Y3
Ty TalYs Yy T4 Yy
Ty TsYs Ys Ts Ys

>

Il

8
w

(124)

(V]
[\
—_ = = = =

Offenbar ist 0 < rang(A) < min{5,6} = 5. Damit hat das oben angegebenen
Gleichungssystem mindestens eine nicht-triviale, d.h., # Ogs, Losung X € RS, Per
Konstruktion des linearen Gleichungssystems sind dessen Losungen gerade die fiir
die Angabe des Kegelschnitts moglichen Koeffizienten, d.h., (a,b,c,d,e, f) € {X €
RC|AX = Ogs} 2 {Ogs}. Damit haben wir nachgewiesen, dass die Punkte Py, ..., Ps
auf einem, moglicherweise entarteten, Kegelschnitt, wie zu Beginn der Aufgabe an-
gegeben, liegen. 0

Aufgabe 86 (F15T1A1) Gegeben sei der folgenden Endomorphismus von Fo-
Vektorrdumen: ® : F3 — F3, (zy, x9, 23) — (23, T2, 71).
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(a) Zu bestimmen ist das charakteristische Polynom ye € Fo[X] von &, die Ei-
genwerte von ® sowie eine F3-Basis von jedem Eigenraum von ®. Nach Definition
ist xo(X) = det(X 13 — ME(®)), wobei ME&(®) die Darstellungsmatrix von ® be-
zeichnet, wenn F3 auf Bild- und Urbildseite jeweils in der Standardbasis £ = (é; =
(1,0,0)7,é5 = (0,1,0)T, 3 = (0,0, 1)T) ausgedriickt wird. Konkret ist

0 0 1
ME(@)=[0 10 (125)
1 00
Damit ergibt sich das charakteristische Polynom durch die Rechnung in Fy
X 0 1
xa(X) = det 0 X+1 0 =X (X+D+X+1)=(XP+1D)(X+1)= (X +1)%
1 0 X
(126)

wobei “freshman’s dream” im letzten Schritt verwendet wurde. Wir sehen damit,
dass es nur den Eigenwert A = 1 in Fy gibt und p,(\, ) = 3. Wir bestimmen nun
eine Basis des Eigenraums Eig(®,\) C F3. Dazu lésen wir das homogene lineare
Gleichungssystem (M&(®) — AM3)X = 0 nach X € F3:

(127)

Somit gilt X € ling,{(0,1,0)7, (1,0,1)"} ist, d.h., u,(\, @) = dimg, Eig(P, \) = 2.
Die gesuchte Basis des Eigenraums ist also bspw. gegeben durch {(0,1,0)7, (1,0,1)7}.
(b) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass es genau dann eine Jordan’sche Normal-
form fiir eine quadratische Matrix A iiber einem Korper K gibt, wenn das cha-
rakteristische Polynom y 4 iiber K in Linearfaktoren zerfillt, mit anderen Worten,
K D Zerf(xa). Entsprechendes gilt fiir Endomorphismen V' — V| wobei A dann
die Darstellungsmatrix des Endomorphismus bzgl. geeigneter Basen des endlichdi-
mensionalen K-Vektorraums V' auf Bild- und Urbildseite ist. Hier haben wir be-
reits in Teilaufgabe A gesehen, dass x4 iiber K in Linearfaktoren zerfillt, genauer
xa = (X +1)3 sodass A = 1 eine dreifache Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms ist. Die oben zitierte Aussage liefert nun, dass eine Basis des F3 dergestalt exi-
stiert, dass M&(®) in Jordan-Normalform vorliegt. Diese liisst sich durch Riickgriff
auf das Ergebnis 4(\, @) = 2 explizit angeben. Es gibt 2 Jordan-Késtchen zum
Eigenwert 1, wobei wegen dim 3 = 3 eines davon die Linge 2 und das andere dann
die Lange 3—2 = 1 hat. Bis auf Reihenfolge bei der Anordnung der Jordan-Késtchen
ist die gesuchte Jordan-Normalform, bezeichnet mit J(®), also gegeben durch
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J@)=[010]. (128)
00 1

0
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Aufgabe 87 (F13T1A5) Sei M = {A € Mat(3 x 3;C)|xa(z) = (z — 1)*}.

(a) Zu zeigen ist, dass G = GL(3 x 3;C) auf M vermoge P x M = PM P~! operiert.
Wir definieren zuniichst die Abbildung o : Gx M — Mat(3x3;C), (P, A) — PAP™L.
Nach Definition gilt fiir das charakteristische Polynom y(z) = det(A — zE3). Wir
finden mit B = PAP™!, dass xg(z) = det(B —2E3) = det(PAP™' — P(zE3)P~1) =
det(P(AP™' — 2E3P™1)) = det(P(A — zE3)P~!) = det(P) det(A — zE3) det(P~!) =
det(PP~')det(A — 2F3) = det(A — 2E3) = xa(z), d.h., dass das charakteristische
Polynom eines Elements aus M unter der Konjugation mit einer Matrix aus G
invariant bleibt. Damit ist bereits a : G x M — M, (P, A) — PAP~! wohldefiniert.
Wir zeigen nun, dass o(Fs3, A) = A fiir alle A € M und a(P, a(Q, A)) = a(PQ, A)
fiir alle P,@Q € G und A € M. Es gilt a(FE3, A) = F3AE;' = E3(AE;) = EsA = A
fiir beliebiges A € M. Fiir beliebige P, € G und A € M finden wir (P, a(Q, P)) =
a(P,QAQ™) = PQAQ'P~! = (PQ)A(PQ)™ = a(PQ, A). Insgesamt haben wir
damit gezeigt, dass a: G x M — M, (P, A) — PAP~! eine Gruppenoperation ist,
die wir im Folgenden wieder als a(P, A) = P x A fiir P € G, A € M abkiirzen.

(b) Gesucht ist die Anzahl der Bahnen der Operation. Da xa(z) = (z — 1)? fiir
alle A € M gilt, wissen wir, dass eine Jordan-Basis zu jedem A € M existiert.
Mit anderen Worten, wir kénnen ein P € G finden, sodass P x A = PAP~! in
Jordan-Normalform vorliegt. Wegen deg(x4) = 3 gibt es genau drei Moglichkeiten,
fiir die Jordan-Normalform (bis auf Reihenfolge der Anordnung der Jordan-Blécke,
was aber durch Konjugation sichergestellt werden kann):

Jy = ,Jp = ,Js = (129)

O O =
O = O
_ o O
O O =
O = =
— o O
o O =
O~
—_ —_ O

Da die Bahnen der Operation von G auf M letztere disjunkt zerlegen, wissen wir,
dass es mindestens 3 Bahnen gibt. Infolge der eingangs gemachten Bemerkung, dass
jedes A € M eine Jordan-Normalform besitzt, also es zu A € M ein P = P4, € G
gibt, sodass PAP~' € {J;, Jo, J3} gibt, finden wir, dass es genau 3 Bahnen der
Operation von G auf M gibt. O

Aufgabe 88 (H10T3A1) Sei -G x M — M die Operation einer Gruppe der
Ordnung 91, die auf eine Menge M mit 71 Elementen operiert. Es ist 91 = 7 - 17.
Sei R ein Reprisentantensystem von Bahnen der Lénge > 1 der Operation von
G auf M und sei F die, ggf. leere, Fixpunktmenge der Operation. Dann gilt nach
Bahnengleichung

1= |M|=|F|+>_|GI/|G.], (130)

reR

wo G, < G der Stabilisator zu r € G fiir die zu untersuchende Operation ist. Fiir
beliebiges aber festes r € R gibt es drei Moglichkeiten: |G|/|G,| € {7,13,91}. Da
|M| = 71 < 91 scheidet der Fall, dass es ein r € R gibt mit |G|/|G,| = 91 aus.
Wir konnen die o.g. Summe also umschreiben, indem wir R = R; W R;3 schreiben,
wobei Ry = {r € R||G|/|G,| = 7} und Ri3 = {r € R||G|/|G,| = 13} definiert wird.
Die Disjunktheit der Zerlegung ist dabei direkt klar. Infolgedessen gilt mit m = |R7|
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und n = |Ry3|, dass
71 =|F|+Tm+ 13n. (131)

Wegen FF C M ist 0 < |F| < 71. Da wir lediglich zeigen wollen, dass die Opera-
tion mindestens einen Fixpunkt besitzt, langt es, den Fall I = (), d.h., |F| = 0
auszuschlieBen. Angenommen, F' = ). Dann geht die obige Gleichung iiber in

71 ="Tm + 13n. (132)
Reduktion modulo der teilerfremden Primzahlen 7 bzw. 13 liefert
1= (—1)nmod(7), 6 = Tmmod(13). (133)

Da m,n > 0 sehen wir, dass n € (—1)+7N und m € 12+ 13Njy. Insbesondere ist also
n > 6, was bereits 0 < 7m = 71 — 13- n = —7 zur Folge hat, einen offensichtlichen
Widerspruch. Damit war die Annahme F' = () falsch und es gilt ) # F C M. Nach
Definition von F' als Fixpunktmenge der Operation von G auf M hat diese Operation
also mindestens einen Fixpunkt. O

Aufgabe 89 (H10T3A4) Sei K|Q mit K = Q(+/2,v/11) eine Kérpererweiterung
von Q.

(a) Zu zeigen ist, dass es sich um eine Galois-Erweiterung handelt und die Galois-
Gruppe Gal(K|Q) ist zu finden. K|Q ist galoissch, wenn K|Q separabel und normal
ist. Die Separabilitdat ist klar, denn K|Q ist eine Korpererweiterung iiber einem
Korper der Charakteristik 0. Zudem ist K|Q endlich, genauer von den Elemen-
ten {\/5, \/ﬁ} C K erzeugt. Diese sind beide algebraisch iiber Q und haben die
Minimalpolynome pq 5 = % — 2, Ho il = 2% — 11. Deren Irreduzibilitit und
Minimalpolynomeigenschaft sieht man leicht mithilfe des Eisensteinkriteriums fiir
p = 2 bzw. p = 11. Es verbleibt zu zeigen, dass K|Q normal ist. Definiere da-
zu das offenbar nicht-konstante Polynom f = (22 — 2)(2? — 11) € Q[z]. Es hat
die Nullstellenmenge N[f] = {£v/2, +v/11}. Offenbar ist N[f] € Q(+/2,+/11) und
{V2,V11} C N[f] € Q(N[f]) ist klar. Damit folgt bereits, dass Q(N[f]) = K,
sodass K der Zerféllungskorper von f ist. Laut Vorlesung ist damit K|Q normal.
Zusammen mit der Separabilitédt von oben haben wir den Nachweis, dass K|Q ga-
loissch ist, erbracht. Zu bestimmen ist nun die Galois-Gruppe von K|Q. Da 11,2
quadratfreie und teilerfremde Primzahlen sind, ist bereits [Q(v/11,v/2) : Q(v/2)] =
[Q(+/11) : Q] nach einem bekannten Vorlesungsresultat. Letzterer Erweiterungsgrad
ist wegen deg g 47 = 2 gleich 2. Zusammen mit der Gradformel finden wir also

[@(v2,V11): Q] = [Q(V2,V11) : Q(v2)] - [Q(V2) : Q] =2-2=4.  (134)

Da laut Vorlesung |Gal(K|Q)| = |[Q(v/2,v/11) : Q]| = 4, wissen wir, dass die Ord-
nung der Galoisgruppe 4 ist. Da 4 ein Primzahlquadrat ist, ist Gal(K|Q) zumindest
abelsch. Als endliche abelsche Gruppe ist Gal(K|Q) insbesondere endlich erzeugt,
sodass der Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen liefert, dass

Gal(K|Q) ~ Z/2Z x Z,/27 oder Gal(K|Q) ~ Z/AZ. (135)
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Aus Ordnungsgriinden sind die beiden Isomorphietypen verschienden, denn im zwei-
ten Fall gibt es ein Element der Ordnung 4, im ersteren Fall nur Elemente der Ord-
nung < 2. Wir schlieflen aus, dass Gal(K|Q) zyklisch von Ordnung 4 ist. Laut Vorle-
sung hat eine zyklische Gruppe endlicher Ordnung zu jedem Teiler der Gruppenord-
nung genau eine Untergruppe (und wegen Zyklizitéit auch einen Normalteiler), deren
Index in der zyklischen Gruppe besagter Teiler ist. Also hat Gal(K|Q) genau einen
Normalteiler der Ordnung 2. Andererseits sehen wir leicht, dass K; = Q(v/2)|Q
und K, = Q(v11)|Q zwei Kérpererweiterungen vom Grad 2 sind, also normal,
und als Zwischenkorper der Erweiterung K|Q auch separabel sind. Insbesonde-
re ist K; # K, da V2 ¢ Ky und V11 ¢ K. Laut Hauptsatz der Galoistheo-
rie stehen die Normalteiler der Galoisgruppe in antitonischen Bijektion zu den
normalen Zwischenkorpern der Galoiserweiterung K|Q. Dies kann nicht erreicht
werden, wenn Gal(K|Q) lediglich einen Normalteiler vom Index 2 hat, K|Q aber
zwei Zwischenkorper vom Erweiterungsgrad 2. Also bleibt nur die Moéglichkeit, dass
Gal(K|Q) ~ Z/2Z x Z/2Z und wir haben die gesuchte Galoisgruppe bis auf Isomor-
phie spezifiziert.

(b) Gesucht sind nun alle Zwischenkorper von K|Q. Da fiir einen Zwischenkorper
M von K|Q gilt [M : Q]|[K : Q] kann nur [M : Q] € {1,2,4}.

e Fall [M : Q] = 1. In diesem Fall gibt es nur einen einzigen, trivialen Zwi-
schenkorper, namlich M = Q.

e Fall [M : Q] = 4. In diesem Fall gibt es nur einen einzigen, trivialen Zwi-
schenkorper, ndmlich M = K.

e Fall [M : Q] = 2. In diesem Fall gibt es drei Zwischenkérper, denn diese ste-
hen laut Hauptsatz der Galoistheorie in Bijektion zu den Untergruppen von
ZLJ27 x ZJ2Z ~ Gal(L|K). Es ist leicht zu sehen, dass (1,0),(0,1),(1,1) €
/27 x 7./27 alle von Null verschiedenen Elemente der angegebenen Gruppe
sind und jeweils die Ordnung 2 haben. Da diese paarweise verschieden sind,
finden wir mit U; = ((1,0)), Uy = ((0,1)) und Us = ((1,1)) jeweils drei paar-
weise verschiedene Untergruppen von Z /27 x 7. /27, die vermoge eines Grup-
penisomorphismus zu Untergruppen von Ordnung und Index 2 in Gal(K|Q)
entsprechen. Damit liefert uns der Hauptsatz der Galoistheorie, dass es genau
drei Zwischenkérper von K|Q vom Erweiterungsgrad 2 gibt. Davon haben wir
bereits gefunden: M; = Q(v/2) und M, = Q(v/11), vgl. Teilaufgabe (a). Wir
stellen fest, dass v/22 = v/2-v/11 € K aber v/22 ¢ My U Ms. Andererseits ist
fig.yz = ©° — 22 € Q[z] irreduzibel nach Eisenstein zu p = 2, normiert und
erfillt 11 /55, sodass es sich hierbei tatséchlich um das Minimalpolynom von

V22 aus Q[z] handelt. Da dieses Grad 2 hat, folgt [Q(v/22) : Q] = 2, weil der
Erweiterungsgrad einer von einem einzelnen, algebraischen Element erzeugten
Korpererweiterung laut Vorlesung dem Grad des Minimalpolynoms dieses Ele-
ments gleich ist. Damit ist mit M; = Q(1/22) ein weiterer Zwischenkérper von
K|Q vom Erweiterungsgrad gefunden. Da M, My, M3 paarweise verschieden
sind, haben wir wegen der obigen Ausfithrungen alle Zwischenkérper von K|Q
vom Erweiterungsgrad 2 gefunden.

102



Die Zwischenkorper sind also Q, Q(v/2), Q(v/11), Q(v/22) und Q(v/2, V11).

(¢) Zu bestimmen ist nun ein primitives Element der Erweiterung, d.h., ein a € K,
sodass K = Q(a). Wir behaupten, dass o = v/2 + /11 ein primitives Element
ist. Dazu beachten wir, dass mit v/2,v/11 € K auch o € K. Q C K ist bereits
definitionsgeméaf klar. Damit ergibt sich K O Q(«). Wir miissen noch zeigen, dass
{V2,v/11}UQ C Q(a), um K C Q(v) zu erhalten. Q C Q(a) ist hierbei klar. Wegen
a = v24++11 € Q(a) ist infolge der Korpereigenschaft von Q(a) auch a=! € Q(a).
Es gilt

1 ViloE
V2+yv11 9

sodass auch V11 = 0.5(a + 9a~') € Q(a) und v/2 = 0.5(c — 9o~ ') € Q(a). Damit
folgt {v/2,v/11} UQ U Q(a), also auch K C Q(a). Insgesamt haben wir also die
Gleichheit K = Q(«) bestétigt. Damit ist der Nachweis, dass a = V2 + /11 ein
primitives Element fiir K|Q ist, abgeschlossen. O

(136)

Aufgabe 90 (HO9T1A3/F02T3A2) Gegeben sei eine endliche Gruppe G und
eine Untergruppe U < G, sodass (G : U) = p, wobei p der kleinste Primteiler
von |G| ist. Zu zeigen ist, dass dann bereits U < G. Hierzu verwenden wir, dass
- G x GIU = GJU, (g1,92U) — (g192)U eine Operation der Gruppe G auf die
Menge der Linksnebenklassen G/U darstellt. Diese ist in der Tat wohldefiniert, denn
sei R ein Repréasentantensystem der Menge der Linksnebenklassen, so gilt fiir ein be-
liebiges g € Gund r € R, g-gr =7r'v/, wor’ € Rund v’ € U. Diese legt r' eindeutig
fest, denn die Menge der Linksnebenklassen G/U bildet eine disjunkte Zerlegung von
G, wie in der Vorlesung gezeigt wurde. Wiahlen wir r als Représentant einer Linksne-
bensklasse hU € G/U finden wir g-hU = g-rU = (g ¢ r)U =r"v/'U =1'U € G/U,
da v’ € U. Wir zeigen nun, dass es sich bei der oben definierten Abbildung um
eine Gruppenoperation handelt. Seien dazu g1, gs, h € G beliebig und ohne Ein-
schrankung konnen wir h als Repréasentant der Linksnebenklasse hU wéahlen. Dann
gilt e - hU = (eg - W)U = hU und g1 - (g2 - hU) = g1 - (g2 - hU) = g1 - (W'U) =
g1-¢PU = (91-¢(92-h))U = (91-c92) ¢ hU, wo h” der Représentant der Linksneben-
klasse gs -¢ hU ist, d.h., es gibt eindeutiges u’ € U, sodass g3 ‘¢ h = h'u/. Damit ist
gezeigt, dass - wie oben definiert tatséchlich eine Gruppenoperation ist. Nun gilt laut
Vorlesung, dass die Gruppenoperantion einen (wohldefinierten) Gruppenhomomor-
phismus ¢ : G — Per(G/U),g — (¢, : G/U = G/U, (g,hU) — (gh)U) definiert,
wobei Per(G/U) die Permutationsgruppe zur Menge G/U ist. Da |G/U| = p wegen
(G :U) =p, ist Per(G/U) ~ S, wobei S, die symmetrische Gruppe auf der Menge
{1, ..., p} bezeichnet. Unter Verwendung dieser Isomorphie erhalten wir aus ¢ einen
Gruppenhomomorphismus ¥ : G — S,. Wir zeigen zuerst, dass kert C U. Sei dazu
g € ker . Dann gilt ¢/(g) = idg,u. Sei also hU eine beliebige Linsknebenklasse und £
ohne Einschrinkung als Représentant gewéhlt. Dann gilt gh = hu mit einem u € U.
Dann gilt h~'gh = u. Insgesamt schlieBen wir also h~'keriyh C U. Andererseits
wissen wir aus der Vorlesung, dass kervy) < G, d.h., insbesondere h~! ker ¢)h = ker 1.
Somit finden wir kery C U, wie behauptet. Wir wissen nun, dass kery C U und
ker 1) eine Gruppe ist. Wir folgern also, dass ker¢y < U. Nun ist, da G endlich ist,
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nach dem Homomorphiesatz und dem Satz von Lagrange |G||kerv| = |ime)|. Ins-
besondere ist imy < S, d.h., |imy||p! = |S,|. Wegen kery) < U # G, ist der Fall,
dass imy) = {eg} aus Ordnungsgriinden ausgeschlossen. Wir kénnen nun verwenden,
dass p der kleinste Primteiler von |G| ist. Dann ist namlich |imy| = p. Andernfalls
gibe es, da p der grofite und auch ein einfacher Primteiler von p! ist, eine kleiner
Primzahl p’, sodass p/||ime)| und damit dann auch wegen |im|||G| auch p/||G|. Das
ist ein Widerspruch zur Minimalitdtseigenschaft von p. Also gibt es abgesehen von
p keinen Primteiler von |[im¢|, und mit dem Fundamentalsatz der Arithmetik fol-
gern wir [ime)| = p. Damit finden wir aber, dass | ker | = n/p, was nach dem Satz
von Lagrange gerade |U]| ist. Zusammen mit G/U > ker ) folgt daraus kery = U.
Nach der Normalteilereigenschaft des Kerns eines Gruppenhomomorphismus, hier
also ker v < G, haben wir die Normalteilereigenschaft U < GG etabliert. ([l

Aufgabe 91 (F98 — G4.24) Sei G eine Gruppe der Ordnung 750. Zu zeigen ist,
dass G einen echten Normalteiler besitzt. Es ist 750 = 5-150 = 5%-3-2. Wir bezeich-
nen fiir eine Primzahl p die Anzahl der p-Sylowgruppen von G mit v,. Aus der Prim-
faktorzerlegung von soeben finden wir, dass es nur 3-, 2- und 5-Sylowgruppen von G
gibt. Nach dem dritten Sylow’schen Satz gilt fiir die Anzahl v5 der 5-Sylowgruppen
von G, vs € {1,2,3,6}, denn v5|750/125 = 6. Zudem gilt ebenfalls nach dem dritten
Sylow’schen Satz v5 = 1 mod(5), was nur fiir die Moglichkeiten v5 = 1 oder v = 6
erfiillt ist. Falls v5 = 1, ist nach einer Ergénzung zum zweiten Sylow’schen Satz die
einzige 5-Sylowgruppe ein Normalteiler von G. Da diese einzige 5-Sylowgruppe die
Ordnung 125 = 5% hat und 1 < 125 < 750, haben wir in diesem Fall einen nichttri-
vialen Normalteiler gefunden. Wir zeigen nun, dass der Fall v5 = 6 nicht auftreten
kann. Dazu beachten wir, dass G auf die Menge Syl; der 5-Sylowgruppen durch
Konjugation operiert. Aus der Vorlesung ist ferner bekannt, dass dies als Gruppen-
operation einen Homomorphismus von Gruppen, ¢ : G — Per(Syl;) definiert. Da
|Syl;| = 6, ist Per(Syl;) ~ Sg, wobei Sg die symmetrische Gruppe fiir die Menge
{1,2,3,4,5,6} bezeichnet. Sie hat |S5| = 6! = 720 Elemente. Nach dem Homomor-
phiesatz fiir Gruppen wissen wir, dass 1) einen Isomorphismus G/ ker ¢ — im indu-
ziert, wobei imi) < Sg und somit |ime| < 720 ist. Damit finden wir die Abschéitzung
| ker ¢p| > 750/720 > 1, sodass | ker¢)| > 1 und damit {ec} C kere. Dakery < G als
Kern eines Gruppenhomomorphismus kénnen wir bereits ausschliefen, dass ker ¢ der
triviale Normalteiler {eq} ist. Wir schlieffen nun noch den Fall aus, dass ker ¢ = G.
Dann wire 9(g) = idgy, fiir alle g € G. Mit anderen Worten, es gilt fiir jede 5-
Sylowgruppe P € Syl; ¢(g)(P) = gPg™" = idgy, (P) = P, also gPg~' = P fiir alle
g € G und alle P € Syl;. Das ist aber gleichbedeutend damit, dass jeder der v5 = 6
5-Sylowgruppen ein Normalteiler von G ist. Letzteres ist nach der oben zitierten
Ergénzung zum zweiten Sylow’schen Satz nicht mdéglich, denn dann wére v5 = 1.
Also kann der Fall ker ¢ = G nicht auftreten. Da nun {eq} < kery < G und Kerne
von Gruppenhomomorphismen stets Normalteiler sind, haben wir mit ker einen
nichttrivialen, d.h., echten, Normalteiler von G gefunden. 0

Aufgabe 92 (F19T1A1(d)) Zu zeigen ist, dass jede Gruppe der Ordnung 95

zyklisch ist. Sei dazu G eine Gruppe der Ordnung 95. Es gilt nach dem Hauptsatz
der Arithmetik, 95 = 5 - 19. Sowohl 5 als auch 19 sind Primzahlen. Bezeichne fiir
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eine Primzahl p die Anzahl der p-Sylowgruppen von G mit v,. Nach dem dritten
Satz von Sylow gilt dann v5|19 und v, = 1 mod(5) sowie 9|5 und v19 = 1 mod(19).
Aus der jeweils ersten Bedingung finden wir v5 € {1,19} und vy9 € {1,5}. Wegen
19 = 4mod(5) # 1mod(5) bleibt nur v5 = 1 iibrig. Analog bleibt wegen 5 =
5mod(19) # 1mod(19) nur v;9 = 1 {ibrig. Somit gibt es also jeweils genau eine
5-Sylowgruppe von GG und genau eine 19-Sylowgruppe von GG. Nach einem Zusatz
zum zweiten Satz von Sylow, ist fiir eine Primzahl p die einzige p-Sylowgruppe von
G ein Normalteiler von G. Bezeichnen wir die gefundenen Sylowgruppen mit Ps und
Plg, sodass |P5| = 5 und |P19| = 19, SO gllt P5 ﬁ G und P19 S] G. Da P5 und
Pyg jeweils von Primzahlordnung sind, sind die isomorph zu zyklischen Gruppen der
jeweils selben Ordnung, d.h., Ps ~ Z/5Z und Z/19Z. Wir behaupten nun, dass G
isomorph zu Pj5 - Pig ist. Offensichtlich gilt fiir das Komplexprodukt P - P9 < G.
Ferner stellen wir fest, dass Ps N Pig = {eg}, denn es gibt jeweils kein Element der
Ordnung 19 in P5 und kein Element der Ordnung 5 in Pjg: In Pjg gibt es ®(19) = 18
Elemente der Ordnung 19, wo ® die Euler’sche ®-Funktion ist. Zusétzlich gibt es
1 Element der Ordnung 1, was wegen Pjg < G das Neutralelement eq ist. Analog
schlieft man, dass es 4 Elemente der Ordnung 5 in Ps gibt, das verbleibende Element
das Neutralelement eq ist. Dann gilt |Ps - Pig| = |P5| - |[Pro] = 5-19 = 95 = |G].
Wegen Ps - Pjg < (G ist dann bereits Ps - Pig = G, d.h., G ist inneres semidirektes
Produkt der Sylowgruppen Ps, Pjg. Da zusétzlich Ps, P9 < G, ist G sogar inneres
direktes Produkt von Ps5 und Pj9. Bekannt ist, dass das innere direkte Produkte
zweier Gruppen isomorph zu den dufleren direkten Produkt der beiden Gruppen ist.
Wir finden also die Isomorphie G' ~ P5 x Pjq. Infolge der oben etablierten Isomorphie
zu den zyklischen Gruppen Z/5Z und Z/19Z gilt sogar G ~ Z/5Z x 7Z./19Z. Wegen
ggT(5,19) = 1 liefert der Chinesische Restsatz in Z die Isomorphie Z /57 x 7. /197 ~
Z,/957Z. Damit finden wir G ~ Z/95Z. G ist also isomorph zu einer zyklischen Gruppe
der Ordnung 95 und damit selbst zyklisch. 0

Aufgabe 93 (H16T2A2) Seien A, B abelsche Gruppen. Wir definieren das duflere
semidirekte Produkt durch A x4 B := {(a,b)|la € A,b € B} und (ay,b1) - (az,by) =
(a16(b1)(az),b1by), wobei ¢ : B — Aut(A) ein Gruppenhomomorphismus ist. Als
bekannt vorausgesetzt werden darf laut Aufgabenstellung, dass auf diese Weise eine
Gruppe definiert wird.

(a) Wir zeigen, dass Ax 4B genau dann abelsch ist, wenn ¢(b) = id 4 fiir alle b € B ist.
“=7.Sel AxyB als abelsch vorausgesetzt. Dann gilt (ay, by)-(az, ba) = (az, ba) (a1, b1)
fir alle (a1,by), (az,b2) € A x4 B. Ausgeschrieben haben wir (a;1¢(by)(az),bibs) =
(agp(be)(ay), beby). Da A und B jeweils abelsch sind, finden wir fiir die beiden Kom-
ponenten biby = boby, was bereits bekannt ist, und a1¢(by)(as) = asp(by)(ay). Wir
setzen nun b; = ep. Da ¢ nach Voraussetzung Gruppenhomomorphismus ist, gilt
ajay = agp(be)(ar). Nun setzen wir noch a; = ey und finden a; = ¢(by)(ay).
Da a; € A, by € B beliebig sind, finden wir also ¢(by) = id4 fiir alle by € B.
“<”". Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass ¢(b) = idy fiir alle b € B. Dann gilt fiir
beliebige (ay,b1), (az,b2) € A x4 B, dass (a1,b1) - (ag,b2) = (a1¢(b1)(az), biby) =
(alidA(ag), blbg) = (alag, blbg) = (CLQCLl, bgbl) = (agidA(al), b2b1> = (aggb(bg)(al), bgbl)
(ag,b2) - (ay,by). Damit ist A x, B im Falle, dass ¢ trivial ist, abelsch.

(b) Wir sollen eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 2015 konstruieren. Wir stel-
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len fest, dass 2015 = 403-5 = 13-31-5. Das Ergebnis von Teil (a) ist d4quivalent dazu,
dass das duBere semidirekte Produkt zweier abelscher Gruppen genau dann nicht-
abelsch ist, wenn das dazugehorige ¢ : B — Aut(A) nicht-trivial ist. Da 5,13, 31
jeweils Primzahlen sind, konstruieren wir aus den abelschen, sogar zyklischen, Grup-
pen Z/5Z, 7Z/137Z und Z/317Z eine nicht-abelsche Gruppe. Da |Aut(Z/31Z)| =
®(31) = 31 — 1 = 30, wegen Aut(Z/pZ) ~ Z/(p — 1)Z laut Vorlesung fir die
Automorphismengruppen zyklischer Gruppen von Primzahlordnung, versuchen wir
einen nicht-trivialen Homomorphismus 1) : Z/5Z — 7 /30Z anzugeben. Dieser lasst
sich dann vermdége der vorher etablierten Isomorphie als nicht-trivialer Gruppen-
homomorphismus ¢ : Z/5Z — Aut(Z/317Z) verstehen. Wir erhalten einen Grup-
penhomomorphismus v wie beschrieben durch die Wahl (1) = 6, denn 6 ist ein
Element der Ordnung 5 in Z/30Z. Mit dem sich daraus ergebenden, nicht-trivialen
Gruppenhomomorphismus ¢ ist also Z/31Z x4 Z/5Z nicht-abelsch. Da nun einer
der Faktoren im &ufleren direkten Produkt G := Z/13Z x (Z/31Z x4 Z/5Z) nicht-
abelsch ist, trifft dies auch auf G zu. Per Konstruktion hat G die geforderten 2015
Elemente und ist nicht-abelsch. 0J

Aufgabe 94 (F15T1A3) Sei G eine Gruppe der Ordnung 105. Wir zeigen, dass
G einen Normalteiler der Ordnung 5 oder 7 hat. Wegen 105 = 3 -5 - 7 ist eine
Untergruppe der Ordnung 5 bzw. 7 von G eine 5- bzw. 7-Sylowgruppe von G. Sei v,
fiir eine Primzahl p die Anzahl der p-Sylowgruppen von GG. Nach dem dritten Satz
von Sylow gilt v5|3 - 7 und vs = 1mod(5) sowie 7|3 -5 und v; = 1mod(7). Das
liefert v5 € {1,21} und vz € {1,15}. Wir nehmen an, dass G keinen Normalteiler
der Ordnung 5 oder 7 hat. Nach einer Folgerung zum zweiten Satz von Sylow gilt
dann v5 # 1 und v; # 1. Damit finden wir v5 = 21 und v; = 15. Da je zwei p-
Sylowgruppen konjugiert zueinander sind, finden wir, dass G ®(5)-v5 = 84 Elemente
der Ordnung 5 enthélt. Da zwei Sylowgruppen zu unterschiedlichen Primzahlen p, p’
nur das Neutralement von G gemein haben, enthélt G fiir v; ferner ®(7)v; = 90
Elemente der Ordnung 7. Hierbei haben wir wiederum verwendet, dass laut dem
zweiten Sylow’schen Satz, je zwei verschiedene (hier: p = 7-)Sylowgruppen konugiert
zueinander sind, also lediglich das Neutralement von G gemein haben. Die Anzahl
der Elemente der Ordnungen 5 bzw. 7 konnten wir, da die relevanten Sylow-Gruppen
jeweils von Primzahlordnung, also zyklisch, sind, mit der Euler’schen ®-Funktion
bestimmen. Zusammen stellen wir aufgrund der Eindeutigkeit der Elementordnung
von Gruppenelementen fest, dass G mindestens 90 + 84 = 174 Elemente enthalten
muss. Das ist wegen der Voraussetzung |G| = 105 < 174 nicht moglich. Damit war
die Annahme, G hitte keinen Normalteiler der Ordnung 5 oder 7 falsch, und G hat
damit einen Normalteiler der Ordnung 5 oder 7. Wir zeigen nun, dass G auflésbar
ist. Wir rekapitulieren die beiden Vorlesungsresultate, dass abelsche Gruppen stets
auflosbar sind, und dass G genau dann auflosbar ist, wenn fiir einen Normalteiler
N von G die Faktorgruppe G/N und der Normalteiler N auflosbar sind. Laut dem
Vorangegangenen, hat G einen Normalteiler der Ordnung 5 oder der Ordnung 7.
Wir bezeichnen den Normalteiler mit N und fiihren eine Fallunterscheidung nach
der Ordnung des Normalteilers durch.

e Fall 1: [IN| = 5. N ist in diesem Fall von Primzahlordnung, damit zyklisch,
insbesondere also abelsch und somit auflésbar. Die Faktorgruppe G/N hat
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Ordnung 21. Bezeichnen wir die Anzahl der p-Sylowgruppen von G/N mit
p, fiir eine Primzahl p, so finden wir u7|3 und gz = 1mod(7) infolge des
dritten Satzes von Sylow. Damit haben wir pu; = 1. Es gibt also genau eine
7-Sylowgruppe von G/N. Diese ist nach einer Folgerung zum zweiten Satz
von Sylow ein Normalteiler, den wir mit M7 bezeichnen. Da M; Ordnung 7,
insbesondere also Primzahlordnung, hat, ist M7 zyklisch, damit abelsch und
somit auflosbar. Die Faktorgruppe (G/N)/M; hat nach dem Satz von Lagrange
also die Ordnung 3, also Primzahlordnung. Analog zu oben ist (G/N)/M; also
zyklisch und somit auflosbar. Mit dem eingangs zitierten Vorlesungsresultat
folgt die Auflosbarkeit von G/N. Da G/N und N auflésbar sind, liefert dasselbe
Resultat also die Auflésbarkeit von G.

e Fall 2: |N| = 7. Auch hier ist N von Primzahlordnung und damit auflésbar.
Die Faktorgruppe G/N hat nun die Ordnung 15. Wir bezeichnen die Anzahl
der p-Sylowgruppen von G/N in diesem Fall fiir jede Primzahl p mit ,. Wegen
des dritten Satzes von Sylow gilt x5 = 1 mod(5) und k5|3. Beide Bedingungen
konnen nur fiir k5 = 1 erfiillt werden. Damit liefert, wie oben, eine Folgerung
aus dem zweiten Satz von Sylow, dass die einzige 5-Sylowgruppe von G/N, be-
zeichnet mit M5, ein Normalteiler von G/N ist. Wir stellen fest, das (G/N)/M;
und M5 jeweils von Primzahlordnung sind, also zyklisch, also abelsch und somit
auflosbar. Wie im ersten Fall folgt nun die Aufosbarkeit von G/N. Zusammen
mit der Auflésbarkeit von N, die oben festgestellt wurde, erhalten wir also
auch im Fall |[N| = 7 die Auflosbarkeit von G.

In jedem Fall ist G auflosbar. OJ

Aufgabe 95 (F14T1A1) Sei G eine Gruppe der Ordnung 168, die genau 5 Un-
tergruppen der Ordnung 42 hat. Wir sollen zeigen, dass G nicht-einfach ist. Dazu
nehmen wir an, dass G einfach ist. Dann hat G aufier {eq¢},G < G keine wei-
teren Normalteiler. Wir bezeichnen die Menge der Untergruppen der Ordnung 42
von G mit U. Laut Vorlesung definiert die Konjugation einer Operation von G
auf U, genauer - : G x U — U,(g,U) — gUg™'. Aus der Vorlesung ist eben-
falls (und allgemeiner) bekannt, dass sich aus der Gruppenoperation ein Gruppen-
homormorphismus ¢ : G — Per(U),g — (U — gUg™') ergibt. Da |[U| = 5, ist
Per(U) ~ S5 und |S5| = 120. Bekannt ist schlieBlich, dass Kerne von Gruppenhomo-
morphismen Normalteiler sind, d.h., ker ¢ < G. Wenn wir also ausschliele konnen,
dass ker ¢ = {eg}, G, haben wir einen nicht-trivialen Normalteiler gefunden, so-
mit einen Widerspruch dazu, dass G als einfach angenommen war. Angenommen,
ker ¢ = {eg}. Dann ist ¢ injektiv und es gilt |G| = |¢(G)| = 168 < |Per(U)| = 120.
Das geht offenbar nicht, sodass der Fall ker ¢ = {eg} ausscheidet. Falls ker ¢ = G,
dann gilt fiir ein beliebiges U € U und fiir alle g € G, dass gUg™! = U. Also ist U
bereits Normalteiler von G. Da U Ordnung 42 hat, ist {e¢} C U C G. Somit ist U
sogar nicht-trivialer Normalteiler von G, im Widerspruch dazu, dass G als einfach
angenommen wurde. Mithin war die Annahme, dass G einfach ist, falsch. Damit ist
G nicht-einfach. U
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Aufgabe 96 (H14T1A1) Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung und p eine
Primzahl mit der Eigenschaft, dass p|[L : K].

(a) Zu zeigen ist, dass es einen Zwischenkorper Z von L|K gibt, sodass [L : Z] = p™
fir ein m € N, aber p [Z : K]. Da [L : K] < oo nach Voraussetzung, ist die zur
Galois-Erweiterung L|K gehorige Galois-Gruppe G = Gal(L|K) ebenfalls endlich
und es gilt [L : K] = |Gal(L|K)|. Laut dem Hauptsatz der Galois-Theorie korrespon-
dieren die Zwischenkorper Z von L| K bijektiv und antitonisch mit den Untergruppen
von Gal(L|K). Insbesondere ist fiir jede Untergruppe U < G der Fixkorper von L
unter U, LY, der zu U korrespondierende Zwischenkérper der Galois-Erweiterung
L|K. Zudem gilt [LY : K] = (G : U) und [L : LY] = |U|. Sei nun m maximal mit der
Eigenschaft, dass p™|[L : K| = |Gal(L|K)|, aber p™*! f[L : K]. Dann hat Gal(L|K)
mindestens eine p-Sylowgruppe, U. Setze Z = LY, wobei LY nach dem Hauptsatz
der Galois-Theorie existiert und eindeutig durch das préizise U festgelegt ist. Da U
von maximaler p-Potenzordnung ist, gilt p™||U| = [L: Z]und p (G :U) = [Z : K],
letzteres da sonst ein Widerspruch zur Maximalitdt von m resultierte.

(b) Sei nun K = Q und L = Q((;), wobei (7 eine primitive 7-te Einheitswurzel ist.
Wir sollen fiir die Primzahl p = 3 einen Zwischenkérper Z mit den in (a) spezifi-
zierten Eigenschaften unter Angabe eines primitiven Elements finden. Laut Vorle-
sung ist L|K mit L als P-ter Kreisteilungskorper zur Primzahl P = 7 eine Galois-
Erweiterung. Die zugehorige Galois-Gruppe G = Gal(L|K) ist erstens zyklisch und
zweitens von der Ordnung (P =7) = 6. Da [L : K] = |Gal(L|K)| =6 =23, und
G zyklisch ist, hat G eine Untergruppe der Ordnung 3. Bezeichnen wir den Erzeuger
von G mit o, so ist U = (¢?). Um den Fixkérper LY explizit anzugeben, versuchen
wir zunéchst, ein Element a € LY zu finden, d.h., ein a € L mit 0?(a) = a. Wegen
|G| = 6 und Zyklizitat ist bspw. durch (7 — (% mit einer Primitivwurzel modulo 7 a.
a = 3 erfiillt wegen 3% # 1 mod(7) und 3* # 1 mod(7) diese Eigenschaft. Es ist dann
mit der Festlegung des o € U durch o((7) = (2, 0%((7) = (3% = (2. Damit finden
wir, dass @ = (7 + (? + (7 von o fixiert wird, denn o(a) = (Z 4+ (F + (3 = a. Also ist
a € LY enthalten. Es gilt ®7(¢;) =1+ G+ G+ G+ ¢+ & + ¢ = 0. Man sieht,
dass & = (F + (7 + ¢F + 263 + 265 + 263 = G+ G + 263 + (7 + 265 + 28 — 204(¢7) =
—(G+ G+ —2=—a—2. Damit ist « eine Losung von a? + a + 2. Das Polynom
q(r) = 22+ +2 € Q[z] hat die beiden komplexen Nullstellen o = —1/24+/=7/2.
Es ist leicht einzusehen, dass K (a) = K(y/—T7). Da /=7 Nullstelle des iiber Q irre-
duziblen Polynoms Q = 22 + 7 ist, finden wir [K(v/=7) : K] = 2 = [LY : K], woraus
bereits wegen LY D K (1/—T7) Gleichheit folgt. O

Aufgabe 97 (F11T2A3) Sei G = {v— Av+b|A € GLy(Fy),b € V} fiir V = F2.
Wir beachten zunéchst, dass die Menge aller invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit
Eintrégen aus Fy als Paar von zwei linear unabhéngigen Vektoren aus F3 \ {0}
aufgefasst werden kann. Hierfiir haben wir (2% — 1) - (2% — 2') = 6 Moglichkeiten.
Also ist |GLy(FFy)| = 6. Indem wir verwenden, dass det(A) = 1 fir A € GLy(Fy),

finden wir explizit

((O)-(0s)-(ot)-(E)(hs) (0 1)) -cmaeen

(137)
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Wir zeigen nun, dass G ~ S;. Wir stellen fest, dass G C Per(F3) gerade nur bijektive
Abbildungen von F3 in sich selbst enthilt. Denn fiir beliebiges v € F3 finden wir mit
A € GLy(Fy), dass F3 3 w = Av+b < v = A" w—A"'b, sodass zu g = (v — Av+b)
die Umkehrabbildung durch ¢7!' = (v +— A~'v — A71b) gegeben ist. Wir definieren
nun die Abbildung

¢:GxF3—TFz (g9,v) — g(v), (138)

wobei g(v) = Av+b fiir ¢ € G wie oben angegeben. Es ist leicht zu sehen, dass es sich
hierbei um eine Gruppenoperation handelt, denn ¢(e,, v) = e,(v) = Eyv = v fiir alle
vE€F2und ¢(g-h,v) =(g-h)(v) = (AB)v+ Ac+b= A(Bv+c)+b=¢(g,¢(h,v))
fiir g = (v Av+b),h = (v~ Bv+c) € Gund v € F3. Laut Vorlesung definiert die
Gruppenoperation ¢ in eindeutigerweise einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G —
Per(F2%) ~ Sy, da |F3| = 4. Zu zeigen ist, dass es sich hierbei um einen Isomorphismus
handelt. Indem wir bemerken, dass ein Element o aus Per(F%) wegen Bijektivitit
bereits eindeutig festgelegt ist, wenn wir fiir (0,0),(1,0),(0,1) € F2 angeben, auf
welche drei verschiedenen Vektoren diese Elemente in F3 abgebildet werden. Wir
bezeichnen die Bilder von (0,0), (1,0),(0,1) € F2 als vy, vi,vo in der angegebenen
Reihenfolge. Indem wir g(v) = Av+ vy und A = (v — v, v2 — V) setzen, stellen wir
fest, dass det A # 0, wegen vy # v; # vy jeweils paarweise in F3. Also haben wir
mit g = (v — (v2 — Vg, V1 — V)V + vp) ein Element in G gefunden, sodass ®(g) = x.
Damit ist ® surjektiv. Dieses Element g ist auch eindeutig, ® also injektiv: Seien
9192 mit (1) = x = ®(g2) ®(9197) = idgz. Damit ist (g1g,')(0,0) = (0,0) und
(9195 )(1,0) = (1,0) sowie (g195')(0,1) = (0,1) und (g195')(1,1) = (1,1) nach
Definition von ®. Das bedeutet aber, dass g1, = (v + v), also g1 = (g5 1)~ = ga.
Damit ist ® ein Isomorphismus, also G ~ S;. Wir zeigen nun, dass GLg(FFy) ~ S;.
Dazu stellen wir fest, dass die Abbildung 14 : F3 — F% v + Av linear ist fiir alle
A € F3, also 0 — 0. Wir definieren eine Operation von GLy(F,) auf F3 \ {(0,0)}
durch

Y GLy(Fy) x F3\ {(0,0)} — F35\ {(0,0)}, (A, v) = ¥a(v). (139)

Analog zu oben rechnet man nach, dass es sich hierbei um eine Gruppenoperation
handelt, denn ¢(Ey,v) = ¥g,(v) = Fy = v fiir alle v € F2\ {(0,0)}. Eben-
so stellen wir fest, dass Y(AB,v) = Yap(v) = (AB)v = A(Bv) = A(¢Yp(v)) =
Ya(p(v)) = Y(A, (B, v)) fiir alle A, B € GLy(F2) und v € F3 \ {(0,0)}. Nach
einem Vorlesungsresultat erhalten wir aus der Gruppenoperation den Homomor-
phismus ¥ : GLy(Fy) — Per(F3 \ {(0,0)}) =~ S3 wegen |F2 \ {(0,0)}] = 3, explizit
gegeben durch W(A) = (v +— Av). Da eine Matrix A € GLy(FFy) bereits durch Anga-
be der (verschiedenen!) Bilder vy, v, € F3\{(0,0)}, v; # vy von, ohne Einschrinkung,
(0,1),(1,0) € F2\ {(0,0)} festgelegt ist, finden wir zu zu (0,1) — vy, (1,0) = vy
und, folglich, (1,1) — v — 1+ vy die Matrix A zu A = (v{|vy). Man sieht leicht, dass
A € GLy(Fy), denn vy, vy € F2\ {(0,0)} mit v; # vy. Ebenso wie oben stellt man
fest, dass A € ker U < A = FE,. Damit ist ¥ ein I[somorphismus von Gruppen, und
wir haben GLy(Fs) = S; verifiziert. O

Aufgabe 98 (F19T2A4) (a) Zu untersuchen ist, ob Q[X]/J, wo J = (X° —
2, X0+ X°—-2X —2), ein Kérper ist. Wir stellen zunéchst fest, dass X6+ X°—2X —2
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nicht irreduzibel in Q[X] ist. Denn es gilt X® + X° —2X — 2 = (X + 1)(X° — 2).
Da X + 1, X5 — 2 € Q[X] Nicht-Einheiten sind, ist X% + X® — 2X — 2 also nicht
irreduzibel. Insbesondere ist X6 + X° —2X — 2 € (X% — 2). Wir finden also, dass
J = (X® — 2). Damit reicht es, zu zeigen, dass Q[X]/(X® — 2) ein Kérper ist. Wir
stellen zuerst fest, dass P = X° — 2 € Q[X] nach Eisenstein zur Primzahl p = 2
irreduzibel in Q[X] ist. Da Q[X] ein faktorieller Ring ist, ist P also ein Primelement
in Q[X], also J = (P) ein Primideal. Da ferner Q[X] als univariater Polynomring
iiber einem Koérper ein Hauptidealring ist, ist J bereits maximal. Die Maximalitéat
des Ideals J bedeutet aber gerade, dass Q[X]/J ein Korper ist. Weiterfithrend kann
man mithilfe des Einsetzungshomomorphismus unter Verwendung des Homomor-
phiesatzes fiir Ringe zeigen, dass Q[X]/J ~ Q(v/2).

(b) Zu untersuchen ist, ob Z[X]/(5, X — 2X? + 4) ein Korper ist. Als normiertes
Polynom vom Grad 3 mit ganzzahligen Koeffizienten, kommen als ganzzahlige Null-
stellen von X3 — 2X? + 4 nur die Teiler von 4 in Betracht. Wir stellen aber fest,
dass keine der Zahlen aus {£1,+2, +4} eine Nullstelle von X? —2X?%+ 5 ist. Damit
ist X3 — 2X?% 4 4 irreduzibel iiber Z[X]. Wir zeigen nun, dass ® : Z[X]/(5, X® —
2X2 +4) = F5[X] /(X2 —2X2+4), f + (5, X3 —2X2 +4) — f+ (X3 —2X2 4+ 4)
ein Isomorphismus von Ringen ist. f bezeichnet dabei die Reduktion des Polynoms
f € Z[z] modulo 5. Offenbar gilt ®(1 + (5, X? — 2X? +4)) = 1+ (X3 — 2X?2 + 4)
und, da die Reduktionsabbilung bekanntlich ein Ringhomomomorphismus ist, zu-
sammen mit den Rechenregeln fiir Faktorringe ®((f + g) + (5, X® — 2X? + 4)) =
O(f+(5, X3—2X24+4))+P(g+(5, X3—2X2+4)) sowie ®((f-g)+(5, X3 —2X?+4)) =
O(f + (5, X3 —2X%2+4)) - (5, X® — 2X? + 4) fiir f,g € Z[X]. Damit haben wir
nachgewiesen, dass es sich um einen Ringhomomorphismus handelt. Fiir den Nach-
weis der Surjektivitit verwenden wir, dass f € ker ® < ®(f) = 0+ (X°® —2X? +4)
genau dann, wenn jeder der Koeffizienten a;, von g = 2e:go(f ) ap X* durch 5 teilbar
ist, wobei g derjenige Rest ist, der im euklidischen Ring Z[x] mit der Gradfunk-
tion als Hohenfunktion bei Division durch X3 — 2X? + 4 als Rest verbleibt, also
f = q-X3—2X?+ 4+ g. Dann ist aber bereits f € (5, X? — 2X? + 4) und
es gilt ker® C (5, X3 — 2X? + 4). Umgekehrt wird jedes f € (5, X3 — 2X? + 4)
offensichtlich auf 0 € F5[X]/(X? — 2X? + 4) abgebildet vermdge ®. Es ist nun
X3 —2X?+4 € F5[X] ebenfalls irreduzibel, denn es hat keine Nullstellen im Kérper
F5. Da F5 ein Korper ist, ist F5[X] ein Hauptidealring und insbesondere ein faktori-
eller Ring. Da X3 — 2X? + 4 irreduzibel ist, ist es im faktoriellen Ring F5[X] bereits
prim, (X3 — 2X?% + 4) C F;[X] also ein Primideal. Mit derselben Begriindung ist
dann (X3 — 2X? + 4) ein maximales Ideal, also F5[X]/(X3 — 2X2 + 4) ein Korper.
Vermoge Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir endliche Korper folgert man, dass
F5[X]/(X3 —2X?+4) ~ Fs_195. Letzteres ist aber iiber die Aufgabe hinausgehend.
O

Aufgabe 99 (F19T3A4) Sei Fyy = Z/11Z der Kérper mit 11 Elementen. Wir
zeigen, dass Fy;[X]/(X? 4+ 1) und F;[X]/(X? + X + 4) jeweils ein Kérper mit 121
Elementen sind. Wir stellen zunéchst fest, dass P, = X? +1und P, = X?+ X + 4
jeweils normierte Polynome vom Grad 2 sind, insbesondere also keine Einheiten
in Fp1[X]. Damit P;, P, jeweils irreduzibel sind, ist zu zeigen, dass sie beide kei-
ne Nullstelle in Fq; haben. Sonst wiirden sie jeweils in Linearfaktoren zerfallen,
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wiren also nicht irreduzibel. Wir sehen aber, dass X? = —1mod(11) kein qua-
dratischer Rest ist, denn nach den Ergénzungsitzen zu den Legendre-Symbolen
ist (—1/11) = (—=1)?=Y/2 = —1. Damit gibt es kein X € Z/(11Z) = Fy;, so-
dass X? = —1mod(11). Also hat P, keine Nullstelle in Fy; und ist damit als
Polynom vom Grad 2 bereits irreduzibel iiber Fi;. Durch Einsetzen stellen wir
zudem fest, dass Po(X) # 0 fiir alle X € Fy;. Damit ist auch P, als Polynom
vom Grad 2 irreduzibel tiber Fy;. Da Fy; ein Korper ist, ist Fy;[X] ein Haupt-
idealring, insbesondere ein faktorieller Ring. Da P;, P, in Fy;[X] irreduzibel sind,
sind sie dort bereits Primelemente. Also ist (P;), (P) € Fq1[X] jeweils ein Prim-
ideal dort. Da Fy;[X] faktoriell ist, sind (P;), (P) als Primideale bereits maximale
Ideale in Fy;[X]. Damit ist Fy;[X]/(X? + 1) und Fy;[X]/(X? + X + 4) jeweils be-
reits ein Korper. Wir zeigen nun, dass diese Korper jeweils isomorph zu Fqj2_197
sind. Dazu beachten wir, dass P, P, im algebraischen Abschluss F¥ jeweils ei-
ne Nullstelle, a; bzw. as haben. Da P;, P, normiert und irreduzibel sind, sind sie
die Minimalpolynome von g, s iiber Fy;. Es gibt also Ringhomomomorphismen
(I)l . Fll[X]/(XZ—Fl) — Iﬁ‘ll(al) und Fll[X]/(X2—|—X+4) — ]FH(O./Q), jeweils definiert
durch den Einsetzungshomomorphismus — Das ist bekannt aus den Vorlesungen. Da
[F11(aq) : Fiy] = 2 = [Fyi(ag) : Fyq], ist wegen des Existenz- und Eindeutigssatzes
fiir endliche Korper Fiq(ay) ~ Fy2 und Fiq(ag) ~ Fi2. Durch Komposition der
jeweils beiden Bijektionen sehen wir, dass die Korper Fy1[X]/(P;) und Fy;[X]/(P2)
jeweils genauso viele Elemente wie F112_15; haben, also 121 Elemente, wie behauptet
worden ist. Der Isomorphismus ¢ : Fy;[X]/(P1) — F11[X]/(P) fiir Teil ist gegeben
durch Angabe des Bildes von X unter ¢. Denn jedes f € Fy;[X]/(P) ist von der
Form f = aX 4 b mit a,b € Fy; und die Ringhomomomorphismuseigenschaft von
¢ erfordert, dass (1) = 1. Damit muss ¥(X? + 1) = 0+ (X? + X + 4), also
P(X)? = -1+ (X?*+ X +4). Da ¢(X) maximal ein Polynom vom Grad 1 sein kann,
haben wir (aX+b)?*+1 = 0+(X?+X +4), d.h., a®?X?+2abX +b*+1 = 0+(X?+ X +4).
Damit finden wir, dass a? = cmod(11), 2ab = cmod(11), b* + 1 = 4cmod(11) fiir
ein ¢ € Fq;. Setzen wir ¢ = 1, so finden wir, dass a = 10 und b = 5 erfiillen
(10X +5)* = 100X%4+100X +25 = X%+ X 43, sodass (10X +5)*+1 = X?+ X +4.
Damit ist ist (X% +1) =0+ (X% + X +4) und wir finden ®(X) = 10X +5. O

Aufgabe 100 (F19T3A1) Sei p eine Primzahl und sei Z,) der Teilring von Q,
der definiert ist durch

a
Z(p)z{gmeZ,beN,p )(b}. (140)

(a) Zu zeigen ist, dass die Abbildung ¢ : Z/pZ — Zp)/pZp) definiert durch ¢(a +
pZ) = a+pZy) ein Isomorphismus von Ringen ist. Wir zeigen zuerst, dass es sich um
eine Homomorphismus von Ringen handelt. Dabei kénnen wir laut Aufgabenstellung
verwenden, dass Z, ein Teilring von Q ist. Wir sehen, dass 1 + pZ unter ¢ auf
das Neutralement 1 + pZ,) der Multiplikation in Z,, abgebildet wird. Seien nun
a,b€{0,1,2,...,p—1} Repriasentanten der Restklasse a+ pZ bzw. b+ pZ. Dann gilt

ola+ pZ)p(b+ pZ) = (a + pZ(p))(b + pZ(p)) = ab + apZy) + bpZ) = ab + pZy)
= ¢(ab+ pZ).
(141)
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Ebenso sehen wir

pla+b+pZ)=a+b+ pZy = (a +pZ(p)) + (b —I—pZ(p))

= ¢(a+ pZ) + ¢(b+ pZ). (142)

Damit ist die Homomorphismuseigenschaft nachgewiesen. Wir zeigen als néchstes,
dass ¢ injektiv ist, d.h., ker ¢ = {0+ pZ}. Zunéchst zu “2”: Es gilt ¢(0+pZ) = 0+
PZpy und 0 ist das von Q geerbte Neutralelement bzgl. der Addition in Z,. Zu “C":
Sel a+pZ, € Z/pZ mit a+ pZ € ker ¢ vorgegeben. Wir wéhlen a € {0,1,2,...,p—1}
als Représentant der Restklasse modulo p. Es gilt ¢(a+pZ,) = a+pZ) = 0+pZy,).
Das konnen wir umschreiben zu a € pZ,). Dann gibt es A € Z und B € N,
sodass p /B und a = Ap/B. Da a eine nicht-negative Ganzzahl kleiner p ist, muss
A/B € Ny sein. Da a < p, kann die Gleichheit dann nur fiir A/B = 0 erfiillt sein.
Damit finden wir a = 0, also ker ¢ C {0 + pZ}, wie zu zeigen war. Damit haben
wir gezeigt, dass ¢ injektiv ist. Zuletzt miissen wir zeigen, dass ¢ surjektiv ist. Sei
dazu a + pZy) € Z)/pZy) vorgegeben. Zu zeigen ist, dass ein A + pZ € Z/pZ
gibt, sodass ¢(A + pZ) = a + pZgyy. a = C/D mit C € Z,D € Nund p /D. Es
gilt ¢(C + pZ) = C + pZy). Wegen p [D, ist D # 0mod(p), also ist (B + pZ) €
(Z)pZ) = Z/pZ \ {0 + pZ}, wobei B - D = 1 mod(p) eindeutig bestimmt ist. Dann
gilt ¢(C/D+pZ) = $(C+pZ)p(D+pZ)~" = C/D+pZy = a+pZ). Damit haben
wir auch die Surjektivitdt nachgewiesen. Insgesamt ist also ¢ ein Isomorphismus von
Ringen. Alternativ {iber Homomorphiesatz.

(b) Wir arbeiten hier in Z)/5Zs). Gesucht ist das Ergebnis der Addition 2/3 +
1/7 + 5Z5) dort. Es ist nach Anwendung des Isomorphismus aus Teil (a) ¢~*(2 +
5Z5) 0 (34 5Z5) "t + ¢ (14 5Z5)) ¢ (T+ 5Z) "t = (24 5Z)(2+ 5Z) + (1 +
5Z)(3 4+ BZ) = T+ 5Z = 2 + 5Z. Also finden wir durch Verkettung der Gleichung
mit ¢ von auBen, dass 2/3 + 1/7 4 5Z5) = 2 + 5Z3). O

Aufgabe 101 (HO6T1A1) Seip=X’-X+2€Q[X|undg=X?*-2X+2¢€
QLX)

(a) Zu zeigen ist, dass K = Q[X]/(p) ein Korper ist. Wir stellen zuerst fest, dass
Q[X] als univariater Polynomring iiber dem Koérper Q ein Hauptidealring ist. Das
Polynom p hat ganzzahlige Koeffizienten und ist iiberdies normiert, sodass das
Lemma von Gauss liefert, dass jede rationale Nullstelle von p bereits ganzzahlig
ist. Uberdies miissen diese dann ein Teiler des konstanten Terms, 2, sein. Durch
Einsetzen sehen wir, dass p(0) = 2,p(1) = 2,p(—1) = 2,p(2) = 8,p(—2) = —4,
sodass p nach der vorherigen Argumentation bereits nullstellenfrei in Q ist. Da
p € Q* = (Q[X])* als nicht-konstantes Polynom, ist p damit bereits irreduzibel,
denn wére p nicht irreduzibel, wére es als Nicht-Einheit reduzibel, hitte also als
Polynom vom Grad 3 bereits eine Nullstelle in Q. Dem ist aber nicht so. Da Q[X]
faktoriell ist, ist bereits jedes irreduzible Element auch ein Primelement und das
Hauptideal (p) ist damit ein Primideal. Aus demselben Grund ist (p) als Primideal
im faktoriellen Ring Q[X] bereits maximales Ideal. Laut elementarer Ringtheorie ist
der Quotientenring Q[X]/(p) infolge der Maximalitéit von (p) als Ideal dann bereits
ein Korper. Damit haben wir die Koérpereigenschaft von Q[X]/(p) nachgewiesen.
(b) Wir sollen nun in K = Q[X]/(p) ein multiplikatives Inverses zur Restklasse [¢]
finden. Da deg(q) = 2 < deg(p) = 3 ist bereits [¢] # Ok, sodass [q] € K*. Damit
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ist bereits die Existenz und Eindeutigkeit des Inversen [q]~' € K* gewihrleistet.
Dieses bestimmen wir mittels Euklidischem Algorithmus. Da p irreduzibel ist, gilt
insbesondere ¢ /fp in Q[X] und somit ggT(p,q) = 1. Wir wenden den Euklidischen
Algorithmus an, um Polynome x,y € Q[X] zu finden, sodass xp + yq = 1. Das ist
moglich, weil Q[X] mit der Gradfunktion als Hohenfunktion ein euklidischer Ring
ist. Polynomdivision liefert:

(XP=X+2):(X?-2X-2)=X+(X*+X +2): (X*-2X —2)

=X+ 1+ (38X +4): (X?-2X —2). (143)

Setze r = 3X + 4. Dann ist weiter

(X?—2X —2): (3X +4) = X/3+(-10/3X —2) : (3X +4) ”

= X/3—-10/9+(22/9) : (3X +4). (144)
Damit ist 2’ = —(X/3 —10/9) und ¢ = 1 — (—(X + 1))(X/3 — 10/9) mit der
Eigenschaft, dass

z'p+y'q=22/9. (145)

Multiplikation mit 9/22 und Reduktion mod(p) liefert dann [¢] ™' = [9/22+9/22(X +
1)(X/3—-10/9)]. O

Aufgabe 102 (HO0T2A2) Wir suchen die Anzahl der Elemente in Z/15015Z =:
R mit der Eigenschaft, dass 22> = z fiir das # € R. Zunichst stellen wir fest,
dass 15015 = 1001 - 15. Ferner gilt 1001 = 13- 11 -7 und 15 = 5 - 3. Damit hat
15015 jeweils nur einfache Primfaktoren und es gilt 15015 = 3-5-7-11-13. Da
p,q € {3,5,7,11,13} teilerfremd genau dann sind, wenn p # ¢, sind (p) und (q)
fir alle voneinander verschiedenen Primzahlen jeweils ko-prim, (p) + (¢) = R. Nach
chinesischem Restklassensatz erhalten wir also einen Isomorphismus von Ringen

O : Z/3Z x Z/5Z x Z)TZ x Z)11Z x ZJ13Z — Z,/15015Z, (146)

wobei ([a]s, [als, [a7], [a]11, [a]13) — [a]i5015 fiir @ € Z und [a]y = amod(k) indiziert.
Die Multiplikation ist dabei komponentenweise definiert. Da jeweils modulo einer
Primzahl reduziert wird, ist jeder der Faktoren des Rings auf der Urbild-Seite des Iso-
morphismus aus dem Chinesischen Restsatz sogar ein Kérper. Wir suchen nun zuerst
in den einzelnen Faktoren Elemente y € Z/pZ, die y? = y erfiillen. Durch Umschrei-
ben der Gleichung sehen wir, dass y dann Nullstelle des Polynoms P(y) = y* —y ist.
Dieses hat als Polynom zweiten Grades keine oder zwei Nullstellen, hier also jeweils
y € {0, 1} fur jeden der Primfaktoren p € {3,5,7,11,13} von 15015. Wir haben also
fiir jeden der 5 Faktoren genau 2 Moglichkeiten, die korrespondierende Komponente
zu erfiillen, sodass die Gleichung 2* = x, x € Z/3ZXZ/5Z X L|TLx ZJ11Z x /137
gewihrleistet wird. Damit finden wir, dass es genau [{0, 1}|{3>71L13H = 25 = 32
Elemente mit der gewiinschten Eigenschaft gibt. Hierbei befinden wir uns wei-
terhin auf der Seite des Produktrings. Da & ein Isomorphismus von Ringen ist,
insbesondere also bijektiv und mit den Multiplikationsverkniipfungen der beiden
Ringen kompatibel ist, ist die Anzahl der Elemente fiir Z/3Z x Z/57 x Z/7Z X
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ZJ1Z x ZJ13Z und Z/15015Z mit y*> = y gleich, d.h., auch in Z/15015Z gibt es
25 = 32 Elemente mit der geforderten Eigenschaft. Explizit finden wir bspw. die
Elemente ®(1,0,0,0,0),%(0,1,0,0,0),%(0,0,1,0,0),%(0,0,0,1,0),9(0,0,0,0,1) €
Z/15015Z, die den Anforderungen im zweiten Teil der Aufgabenstellung geniigen.
Das sind dann ganz konkret (in dieser Reihenfolge) die Elemente [5005]15015, [3003]15015,
[2145]15015, [1365]15015, [1155]15015 € Z/15015Z, wie man leicht durch Einsetzen in die
Abbildungsvorschrift aus dem Chinesischen Restsatz bestétigt. OJ

Aufgabe 103 (F19T2A3(a)) Seim > 1 eine ungerade ganze Zahl. Zu zeigen ist,
dass

mz_:l k™ = 0mod(m). (147)

Sei also m eine beliebige ungerade Ganzzahl mit m > 1. Offenbar hat die obenste-
hende Summe m — 1 Summanden, d.h., eine gerade Anzahl an Summanden. Da die
Summe nach Voraussetzung an m endlich ist, kénnen wir sie umordnen,

-1 (m—1)/2

Eh= ) (K" (m— k™). (148)

1 k=1

3

X

T

Auf die rechte Seite kénnen wir fiir jeden einzelnen Summanden in Klammern den
binomischen Lehrsatz anwenden. Das liefert uns unter Beachtung, dass fiir m als
ungerade Zahl gilt (—1)™ = —1, die gewiinschte Aussage

X — <m—21>/2 (km N i < 72 ) ml(—k;)ml>

k=

:(M/i( S (149)
SRR ()
E()mod(m)_

Sei nun m € N beliebig und x4, ..., z,, ganze Zahlen. Zu zeigen ist, dass eine nichtleere
Teilmenge I C {1,2,3,...,m} existiert, sodass

> 2 = 0mod(m). (150)

iel

Wir betrachten fiir alle j € {1,...,m} die Terme

T; = (Xj:xk> mod(m). (151)

Falls bereits ein Index J, 1 < J < m existiert, sodass T; = 0Omod(m), dann
erfiilllt die Menge I = {1, ..., J} die gewiinschten Eigenschaften. Falls hingegen kein
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J, 1 < J < m mit der oben genannten Eigenschaft existiert, dann gibt es zwei ver-
schiedene Indizes Ji, Jo € {1,2,...,m}, sodass T, = T, mod(m), denn es stehen nur
m— 1 verschiedene Werte zur Verfiigung, die die Terme 7T jeweils annehmen kénnen,
und wir betrachten m dieser Terme. Ohne Einschrinkung ist J; < Jy. Durch Sub-
straktion finden wir, dass I = {J; + 1, ..., Jo} nun die Menge mit den gewiinschten
Eigenschaften ist. l

Aufgabe 104 (F19T1A3) Wir betrachten den Ring R = Z[v/—3] und die mul-
tiplikative Funktion N(a + by/=3) = a® + 3b?. Zuniichst bestimmen wir die Einhei-
tengruppe von R. Bekannt ist, dass 1 = 14 0 - v/—3 das Neutralelement bzgl. der
Multiplikation in R ist. Es gilt N (1) = 1. Fiir eine beliebige Einheit a € R* gilt nun
N(a)N(b) = N(1) = 1, nach Definition einer Einheit und der als gegeben vorausetz-
baren Multiplikativitdt von N. Nach Definition von N gilt ferner, dass N(a) > 1
fir alle @ € R. Somit muss fiir eine Einheit gelten, dass N(a) = 1. Die einzigen
Elemente aus R, die diesen Bedingung erfiillen sind 1 und —1. Wir sehen, dass 1
als Neutralelement 1 -1 = 1 erfiillt und (—1) - (—1) = 1 gilt. Beide Elemente sind
also Einheiten, und, wegen der Notwendigkeit der hergeleiteten Bedingung an eine
Einheit, auch die einzigen beiden Einheiten von R sind. Somit ist R* = {1,—1}.
Wir zeigen nun, dass jedes Element x = a + by/—3 € R mit N(x) = 4 irreduzibel
ist. Hierzu schreiben wir aus a? + 30> = 4. Angenommen, ein derartiges Element
wére nicht irreduzibel. Wegen N(z) = 4 > 1 ist « damit eine Nicht-Einheit, also
reduzibel. Insofern gibt es zwei Nicht-Einheiten y, z € R, sodass x = yz. Aus der
Multiplikativitdt der Normfunktion finden wir 4 = N(z) = N(yz) = N(y)N(2),
sodass N(y), N(z)|4 und N(y) # 1 # N(z), da die einzigen beiden Elemente in R,
die diese Bedingung erfiillen bereits Einheiten sind. Also gilt N(y) =2 = N(z). Da
3 > 0, ist die einzige Mdglichkeit, dass y = a, +0-+y/=3 und z = a, + 0 - /-3.
Dann gilt a2 = 2 = a2. Da 2 aber kein Quadrat in Z ist, kénnen wir diese Bedingun-
gen nicht erfiillen. Folglich gibt es keine Nicht-Einheiten y, 2z € R, sodass x = yz.
Also ist x nicht reduzibel, als Nicht-Einheit mithin irreduzibel. Wir behaupten zu-
letzt, dass R nicht faktoriell ist. Hierzu betrachten wir das Element 4 € R. Es gilt
4=(14++v/-3)(1—v/=3)und4=2-2.Dad = N(1++/-3) = N(1-+/=3) = N(2),
sind 2,1+ +v/=3,1— /=3 irreduzibel in Z[/—3]. Wire R faktoriell, so besifie 4 eine
bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutige Faktorisierung in irreduzible Elemente.
Dies ist aber nicht der Fall, wie wir durch die Angabe der beiden Faktorisierungen
von 4 gesehen haben. Folglich ist Z[v/—3] nicht faktoriell. O

Aufgabe 105 (F13T3A4) (a) Wir bestimmen zunéchst alle normierten, irredu-
ziblen Polynome in F3[z], die den Grad < 2 haben. Da (Fs[z])* = F3 kommt fiir ein
irreduzibles Polynom lediglich ein f € F3[x] mit deg(f) € {1,2} in Betracht. Be-
kanntlich sind die Polynome vom Grad 1 in einem Polynomring iiber einem Ké&rper
irreduzibel. Damit finden wir x + 1, x + 2, x als irreduzible, normierte Polynome vom
Grad 1 in Fs[z|. Fiir die normierten irreduziblen Polynome vom Grad 2 kommen
nur die Polynome der Form x? + ax +b mit a € F3 und b € {1,2} in Betracht. Wére
b = 0, so konnten wir den irreduziblen Faktor x abspalten, was der Irreduzibilitat des
betrachteten Polynoms vom Grad 2 zuwiderliefe. Aufler acht bleiben ferner die drei
Polynome (z+1)* = 2 +2z+1, (z+2)? = 2?+2+1 und (z+2)(x+1) = 2*>+2, denn

115



auch in diesem Féllen konnten wir einen Linearfaktor abspalten. Somit sind lediglich
22+ 22+ 2,22 + 1,22 + 2 + 2 Kandidaten fiir die gesuchten irreduziblen Polynome
vom Grad 2, die normiert sind. Per Konstruktion haben diese keine Nullstellen in
F3 und sind daher als Polynome vom Grad 2 bereits irreduzibel. Zusammenfassend
ist die Menge der normierten, irreduziblen Polynome vom Grad < 2 in Fs[z] also
gegeben durch

I={z,z+1lz+2,2° +20+ 2,2 + o+ 2,2 +1}. (152)

(b) Gegeben sei das Polynom p = z* + 922 — 2z + 2 € Q[z]. Offenbar ist p normiert
und hat ganzzahlige Koeffizienten. Wir schliefen zunéchst aus, dass p eine, nach
dem Lemma von Gauss, ganzzahlige Nullstelle hat. Dann lésst sich zumindest kein
Linearfaktor von p abspalten, d.h., p kann hochstens in zwei Polynome vom Grad
2 faktorisieren, die, ebenfalls nach dem Lemma von Gauss, aus Z[x] stammen. Eine
ganzzahlige Nullstelle von p miisste das konstante Glied 2 restfrei teilen, also zy €
{1,2,—1,—2}. Wir sehen aber, dass p(1) = 10, p(—1) = 14, p(2) = 54, p(—2) = 62.
Die Unmoglichkeit, Linearfaktoren abzuspalten transferiert sich wegen der Morphis-
museigenschaft der Reduktionsabbildung auch auf pmod(3) € Fs[z]. Damit kann
p hochstens in zwei Polynome vom Grad 2 faktorisieren. Dies priifen wir in Fj[z]
vermoge des Reduktionskriteriums, denn 3 f1. Es gilt p = 2* + 2 +2mod(3). Zudem
sind (22 +1) (2 +2+2) = 2+ 23+ 2+ 2 und (22 +1)(2* +22+2) = 2+ 223+ 22+ 2
die einzigen Moglichkeiten aus irreduziblen Polynomen vom Grad 2 Polynome vom
Grad 4 zu erzeugen, deren konstantes Glied 2 ist. Beide stimmen nicht mit dem
modulo 3 reduzierten p iiberein. Da F3[z] als Polynomring iiber einem Korper ein
Hauptideal- und damit faktorieller Ring ist, folgt mit der Unmoglichkeit, einen Line-
arfaktor von pmod(3) abzuspalten (s.o.), dass pmod(3) in F3[z] irreduzibel ist. Das
Reduktionskriterium liefert nun die Irreduzibilitét von p in Z[z]. Laut dem Lemma

von Gauss impliziert das die Irreduzibilitdt von p, aufgefasst als Element von Q[z].
O

Aufgabe 106 (F14T3A2) (a) Seic € R, wobei R ein kommutativer Ring mit 1
ist. Fiir a,b € R definieren wir a = bmod(c) genau dann wenn ein d € R existiert,
sodass @ — b = ¢ - d. Wir zeigen, dass es sich hierbei um eine Aquivalenzrelation
handelt. Offenbar liegt bereits eine Relation auf R vor. Wir zeigen, dass diese Re-
lation reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Fiir beliebiges a € R gilt offenbar
a—a=0=c-0, sodass a = amod(c). Seien nun a,b € R mit der Eigenschaft, dass
a=bmod(c). Dann gilt a—b=c-d < b—a = —(a—0b) = —(c-d) = c-(—d). Da auch
—d € R fir d € R folgt b = amod(a). Mithin ist die vorliegende Relation symme-
trisch. Seien nun ay, as, a3 € R, sodass gilt a; = a; mod(c) und as = a3 mod(c). Dann
gibt es dia,dsz € R, sodass a1 — as = cdip und as — a3 = cdoz. Addition der beiden
Gleichungen und Anwendung des Distributivgesetzes liefert a; — az = ¢(dia + da3).
Wegen dip + doz € R, wenn dya,dss € R, gilt a3 = azmod(c). Damit ist die Tran-
sitivitdt der Relation nachgewiesen. Insgesamt ist die angegebene Relation eine
Aquivalenzrelation.

(b) Sei nun R = Z. Zu bestimmen sind alle Losungen der Kongruenz 5ly =
34mod(85). Da 17-5 = 85,2-17 = 34 und 3-17 = 51 liefert uns die Kiirzungsregel fiir
lineare Kongruenzen, dass die angegebene Gleichung zu 3y = 2mod(5) dquivalent
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ist. Da 5 eine Primzahl ist, gilt 3 € (Z/5Z)* und genauer 37! = 2. Damit finden wir
y = 4mod(5). In Z kommen also y € {44 5k|k € Z} als Losungen der Kongruenz in
Frage. Tatsdchlich ist fiir beliebiges k € Z 51-(4+5k) = 17-3-4 = 17-2 = 34 mod(85).
(c) Sei nun R = Q[z] und f € R erfiille f = 1mod(2? + 1) und f = x mod(z? + 1).
Da 0.5(z? +1)—0.5(z*—1) =1 gilt ggT(z* + 1,22 —1) =1, d.h., 2> — 1 und 2% + 1
sind in R relativ prim. Wir schreiben also

f(@) =1+ p()(@* +1) =z + q(z)(® = 1) (153)

Umformen liefert  —1 = p(z)(z?+1) —q(z)(2*—1). Da 1l = 0.5(z?+1) —0.5(z*— 1),
finden wir, dass ¢(z) = 0.5(x — 1) = p(z). Wegen f(z) = z + q(z)(a? — 1) =
0.523 — 0.52% + 0.5x + 0.5. Die Gesamtheit aller in Frage stehenden f € Q[z] ist also
gegeben durch f € 0.52° — 0.52% 4+ 0.5z + 0.5 + (kgV (2% — 1)(2* + 1))). Daraus folgt
f(z) = 0523 — 0.52% + 0.5z + 0.5 + g(z) - (z* — 1), wo g(z) € Q[z].

(d) Sei nun R = Z. Wir suchen alles Losungen der Kongruenz y* + 97y = 3101.
Durch das Sieb des Erathostenes stellen wir fest, dass 101 eine Primzahl ist. In
ZJ101Z =Ty gilt ? +97y =3 & 2 —dy—3=0& (y—2)’-7T=0& (y—2)* =
7mod(101), wobei wir die Gleichung im letzten Schritt wieder in Z aufgefasst haben.
Wir sehen also, dass die Gleichung genau dann Losungen hat, wenn 7 ein Quadrat
in Z/1017Z ist. Hierzu verwenden wir das Legendre-Symbol

@)-(0)-0-() -0 w

Also ist 7 kein quadratischer Rest modulo 101, somit hat die Gleichung (y — 2)? =
7mod(101) keine Losungen in Z, also auch nicht die dazu dquivalente Ausgangsglei-

chung y? 4+ 97y = 3mod(101). OJ

Aufgabe 107 (F19T1A4) Sei a = V/2++/2 € R und sei ¢ = exp(27i/3) die
primitive dritte Einheitswurzel.
(a) Zu finden ist das Minimalpolynom von « iiber Q. Es gilt

a:\3/2—|—\/§

=a*=2+12
= (043—2):\/5 (155)
= (a® —2)? =2
=a%—4a®+2=0.

Definiere nun das Polynom p(z) = 2% — 42® 4+ 2 € Qz]. Offenbar ist p ein Polynom
mit ganzzahligen Koeffizienten, dessen Leitkoeffizient 1 ist. Also gilt p € Z[z] und p
ist normiert. Dann ist p nach dem Eisenstein-Kriterium zur Primzahl 2 irreduzibel
iiber Z, nach dem Lemma von Gauss also ebenfalls irreduzibel iiber dem Quotien-
tenkorper Q = Quot(Z). Schlielich ist per Konstruktion p(a) = 0. Als normiertes,
irreduzibles Polynom in Q[z], das « als Nullstelle besitzt, gilt also p = ug.q, d-h., p
ist das Minimalpolynom von « iiber Q.
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(b) Wir bestimmen nun die Nullstellen von p in Q¢ C C, dem algebraischen Ab-
schluss von Q in C. Da deg(p) = 6, erwarten wir sechs Nullstellen (mit Vielfachheiten
gezihlt). Es gilt in der Tat,

0=2a%—42°+2

= 2= (27 - 2)
3
=24V2=2

= \5/2:|:\/§§k =T = T4,

wobei ( = exp(27i/3) die oben angegebene primitive dritte Einheitswurzel ist und
k € {0,1,2}. Insgesamt gibt es also sechs verschiedene Nullstellen von p in Q.
Wir bezeichnen die entsprechende Nullstellenmenge von p mit N. Zu zeigen ist

nun noch Q(N) = Q(a, §,¢), wobei f = /2 + /2. Hierzu beachten wir, dass
O#a=xrpeNundf=2_5€ Nsowie( =241/ € Q(N). Wegen Q C Q(N)
gilt zusammen mit {«, 5,(} € Q(NV) auch automatisch Q(«, 5,¢) C Q(N). Umge-
kehrt lisst sich jedes Element aus N schreiben als entweder ¢* - a oder (¥ - 3,
je nachdem ob eine Summe oder eine Differenz im &dufleren Radikanden zu fin-
den ist. Hierbei gilt k& € {0,1,2}, denn ¢ = 1 fiir ¢ als dritte Einheitswurzel.
Insgesamt gilt also Q € Q(av, 8,¢) und nach den vorangegangenen Uberlegungen
N C Q(a«, 5,7). Damit ist Q(a, 8,¢) 2 Q(V). Insgesamt haben wir also die Gleich-
heit Q(N) = Q(a, 3, () etabliert. Da Q(N) = Zerf(p, Q) bereits nach Definition,
haben wir bewiesen, dass Q(c, 8, () der Zerfallungskorper von p = pug,, iiber Q ist.
Wir bezeichnen L = Q(a, 3, () im Folgenden.

(¢) Wir zeigen nun, dass Gal(L|Q) =: G einen Normalteiler N vom Index 6 besitzt.
Laut dem Hauptsatz der Galoistheorie stehen die Normalteiler der Galoisgruppe
G vermoge einer antitonischen Bijektion in Korrespondenz zu den normalen Zwi-
schenkérpern der Galoiserweiterung L|Q. In der Tat handelt es sich bei L|Q, denn
Q ist als von endlich vielen iiber QQ algebraischen Elementen eine endliche und da-
mit endlich-algebraische Erweiterung von Q. Da Q, aufgefasst als Ring, Charakte-
ristik 0 hat, ist L|Q separabel. Nach Teil (b) ist L ferner der Zerfallungskérper von
to.a € Qx]. Laut Vorlesung ist demnach L|Q normal. Definitionsgemés ist L|Q als
normale und separable Korpererweiterung eine Galois-Erweiterung. Damit haben
wir sicher gestellt, dass das Problem korrekt gestellt ist. Wir zeigen in einem ersten
Schritt, dass v/2 € L. Hierzu beachten wir, dass

a.5:{’/2+\/§-{’/2—\/§:</<2+\/§) (2-v2)=vi-2=v2 (157)

Wegen «, f € L folgt wegen der Abgeschlossenheit des Korpers L unter der Multi-
plikation o - B = /2 € L. Wir versuchen nun einen echten Zwischenkérper M zu
konstruieren, sodass Q C M C L. Dies erreichen wir, wenn wir ¢(z) = z° — 2 € Q[z]
betrachten. Nach Eisenstein zur Primzahl 2 ist das Polynom ¢, mit ganzzahligen
Koeffizienten, in Z[z] irreduzibel, und somit nach dem Lemma von Gauss auch im
Polynomring Q[xz] iiber Q = Quot(Z). Da ¢ normiert ist und ¢(3/2) = 0 ist g of-
fenbar das Minimalpolynom von v/2 iiber Q. Damit ist [Q(+/2) : Q] = deg(q) = 3.
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Die Nullstellen von ¢ sind v/2¢* mit & € {0,1,2}. Offenbar ist M = Zerf(¢|Q) =
Q(V2, V2, V2¢) = Q(C. V2). Nun gilt [Q(C) : Q] = deg(a® + 2 +1) = 2 und
[Q(+/2) : Q] = 3, also 2|[M : Q], 3|[M : Q]. Nach der Gradformel gilt [M : Q] <
[Q(+/2) : Q] - [Q(C) Q] = 6. Da 2 und 3 relativ prim sind, folgt [M : Q] = 6.
Definiere nun U = Gal(L|M). Dann gilt (G : U) = [M : Q] = 6 nach der Ergénzung
zum Hauptsatz der Galoistheorie aus der Vorlesung und ferner U < G, weil M als
Zerféllungskorper von ¢ € Q[z] eine normale Korpererweiterung iiber Q ist. 0

Aufgabe 108 (F19T1A5) Sei f € C[z]. f’ bezeichne die Ableitung von f und
deg(f) den Grad von f. Ferner sei ng(f) € Ny die Anzahl der Nullstellen von f,
gezdhlt ohne Vielfachheiten. Zu zeigen ist, dass fiir f # 0 gilt

deg(f) = deg(gegT(f, ) + no(f). (158)

Falls deg(f) = 0, dann ist f konstant und es gilt f* = 0. Da dann ggT(f, f') =
und no(f) = 0 wegen f # 0 konstant, haben wir die angegebene Gleichung im
Falle deg(f) = 0 fiir nicht-verschwindendes f bestétigt. Sei also f € C|[z] vom Grad
N > 1. Dann ist

N
z) = Zakzk, (159)
k=0

wobei wir ohne Einschriankung ay = 1 annehmen koénnen. Laut dem Fundamen-
talsatz der Algebra und der algebraischen Abgeschlossenheit von C erlaubt f eine
Darstellung der Form

|Zl=no()
fr= 11 G-z, (160)

k=1

wobei Z die Nullstellenmenge von f in C ist und n(z;) € N die Vielfachheit der
einzelnen Nullstellen z, € Z zdhlt, sodass n(z1) + ... + n(zz) = N = deg(f).
Sukzessives Anwenden der Leibniz-Eigenschaft der Ableitung liefert

no(f) no(f)
F1z) =Y nlz)(z— 2" ] (z—2)"™. (161)
k=1 =1, k#l

Da gerade die Polynome vom Grad 1 die irreduziblen Elemente aus C|z] sind und
C|z] als univariater Polynomring iiber dem Korper C faktoriell ist, sehen wir, dass

no(f)
geT(f, f)(z) = [] (z = z) &~ (162)
k=1
Nun gilt offensichtlich
no(f nO(f
deg(geT(f, f) = > _ (n( = " nlz) —no(f) =N —no(f).  (163)
k=1 k=1



Wegen N = deg(f) konnen wir die letzte Gleichung so umformen, dass die Behaup-
tung

deg(f) = deg(ggT(f, 1)) + no(f) (164)

reproduziert wird. O

Aufgabe 109 (F09T2A4) Gegeben sei K = Q(+/3,/7).

(a) Zu zeigen ist, dass K = Q(a), wobei a = v/3 - /7. Um die Gleichheit zu
zeigen, iiberpriifen wir zundchst Q U {\"/g, \/7} C Q({’/g\/?) Es gilt V3 = (7% -
3)71 - (V3VT7)® € K und 7 = (49-3)~' - (v/3v/7)°. Somit gilt {+v/3,vV7} C Q(a).
Hierbei ist klar, dass Q C Q(«). Umgekehrt zeigen wir, dass Q U {\5/3\/7} C K.
Wiederum ist Q C K klar. Wegen \5/3, V7 € K ist auch v/3vV7 = a € K. Damit
ist QU {v/3v/7} C K. Laut Vorlesung ist mit dem Nachweis der beiden Inklusionen
bereits K = Q(«) gezeigt.

(b) Wir bestimmen nun den Grad der Korpererweiterung K|Q. Zunéchst stellen
wir fest, dass Q(v/3) und Q(+/7) Zwischenkorper der Erweiterung sind. Da p =
r° — 3 € Qx] normiert, nach Eisenstein zur Primzahl p = 3 irreduzibel ist und
p(V/3) = 0 gilt, ist p das Minimalpolynom von +/3 iiber Q ist. Analog ist ¢ =
2% — 7 € Q[x] normiert, nach Eisenstein zu p = 7 irreduzibel und es gilt ¢(v/7) = 0,
sodass ¢ das Minimalpolynom von /7 iiber Q ist. Laut Vorlesung ist der Grad
des Minimalpolynoms p bzw. ¢ dann gleich dem Grad der Koérpererweiterung, d.h.,
[Q(+/3) : Q] = 5 und [Q(+/7) : Q] = 2. Offenbar sind 2 und 5 relativ prim zueinander,
und es gilt ggT(5,2) = 10][K : Q]. Wegen [Q(¥/5,v/7) : Q(v7)] < [Q(V5) : Q] =5,
folgt [K : Q] = 10.

(¢) Wir bestimmen nun das Minimalpolynom von « iiber Q. Wir bezeichnen dieses
mit p. Aus Teil (b) ist bekannt, dass K|Q eine Korpererweiterung vom Grad 10 ist,
somit endlich.Fiir o € K existiert somit ein (eindeutiges) Minimalpolynom p € Q[z],
das dariiber hinaus normiert ist und Grad 10 hat. Dieses bestimmen wir also zu
p = x'% — 7°. 32, Denn erstens hat p bereits den Grad des Minimalpolynoms, ist
in diesem Sinne also minimal, zweitens gilt u(«) = 0 und drittens ist g normiert.
Zusammen mit einem Vorlesungsresultat folgt daraus bereits, dass p tatséchlich das
Minimalpolynom ist, denn andernfalls géibe es ein Polynom von echt kleinerem Grad

als 10 das Minimalpolynom von « iiber Q ist. Letzteres widerspréche allerdings der
Tatsache, dass deg(ug.) = [K : Q] = 10. O

Aufgabe 110 (F17T2A4) Sei f = 2% + 22 + 2 € Q[z] und « eine Nullstelle von
f.

(a) Zu zeigen ist zuniichst, dass {1, o, a*} eine Basis von Q(«a) ist. Zunichst ist f
als Polynom mit integralen Koeffizienten nach dem Eisensteinkriterium zu p = 2
irreduzibel iiber Z, nach dem Lemma von Gaufl also auch iiber Q. Damit hat f
keine rationalen Nullstellen und es gilt [Q(a) : Q] = 3. Als normiertes, irreduzibles
Polynom, welches « als Nullstelle besitzt, ist f das Minimalpolynom von f iiber
a. Damit hat Q(«) als Q-Vektorraum die Dimension 3, somit und wegen linearer
Unabhiingigkeit von {1, a, a?} iiber Q die Basis {1, a, a?}.

(b) Wir sollen (1 + a)~! in der Basis {1, a, a?} schreiben. Hierzu verwenden wir,
dass 1+ a € (Q())*, denn Q # o # —1 € Q. Somit ist 1 = (1 + «)(1 + «)~! und
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die Expansion (14 «)™! = a + ba + ca? liefert 1 = a + (a +b)a + (b+ ¢)a? + ca® =
a—2c+(a+b—2c)a+ (b+c)a?. Koeffizientenvergleich unter Ausnutzung der linearen
Unabhiingigkeit der Menge {1, a,a?} iiber Q liefert das 3 x 3-Gleichungssystem
l=a—-—2c,0=a—-2c+b,0=0b+c, aus dem wir b = —1, ¢ = 1, a = 3 folgern.
Somit gilt

(1+a) ' =3—-a+a’ (165)

Damit ist gesuchte Zerlegung gefunden. 0

Aufgabe 111 (H17T2A3) Gegeben seien die Polynome f = 2" — 2 — 1 € Q|z]
und p =27+ x4 1 € Falx].

(a) Wir zeigen, dass p keine Nullstellen in Fy, in F4 und in Fg hat. Zunéchst se-
hen wir durch Einsetzen, dass p(0) = 1 und p(1) = 1 in Fy gilt. Also hat p keine
Nullstellen in Fs. Da f(0) = 1 auch in F, gilt, miisste eine Nullstelle von f in F,
in der multiplikativen Gruppe (F4)* liegen. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass
Fy ~ 7Z/37Z, sodass jedes x € F} die Ordnung 3 hat. Damit ist x” = x und somit
miisste 0 = p(x) = 2x + 1 =1 # 0, da char(F,) = 2. Somit hat p auch in F, keine
Nullstellen. Zuletzt behandeln wir den Fall, ob p in Fg eine Nullstelle hat. Analog
zu oben, muss x € Fg ~ 7Z/77Z fiir eine potentielle Nullstelle x von p gelten, wobei
die Isomorphie wiederum aus der Vorlesung bekannt ist. Da y Ordnung 7 in Fg hat,
folgt x” =1 und somit p(x) = x"+x+1 =2+ x = x =0, denn char(Fg) = 2 und
X ist Nullstelle nach Annahme. Letzteres ist aber ein Widerspruch zu Fg 5 x # 0.
Somit haben wir gezeigt, dass p keine Nullstellen in aller drei genannten Koérpern
hat.

(b) Wir zeigen als néchstes, dass p in Fy[z] irreduzibel ist. Offenbar ist p eine Nicht-
Einheit. Angenommen, p wire reduzibel. Da p keine Nullstellen in Fy hat und Fy[x]
als univariater Polynomring iiber dem Korper Fy ein Hauptidealring und somit ein
faktorieller Ring ist, erlaubt p einer Faktorisierung der Form p = py-----p,,, wo r > 2,
bestehend aus irreduziblen Polynomen. Da p keine Nullstelle in ', hat gilt fiir jeden
der Faktoren deg(p;) > 2. Einer der Faktoren hat ferner sogar deg(p;) € {3,5}.
Insbesondere gibt es also einen irreduziblen Faktor ¢ vom Grad 2. Sei nun Fglg der
algebraische Abschluss von Fy. Dann zerfillt p iiber F3# in Linearfaktoren. Insbeson-
dere erzeugen die Nullstellen des Faktors g iiber Fy einen Vektorraum der Dimension
2, F2 ~ 4, wobei die Isomorphie aufgrund des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
fiir endliche Korper gilt. Damit hétte aber f bereits in Fy mindestens eine Nullstelle,
im Widerspruch zu dem Ergebnis von Teil (a), demzufolge f keine Nullstelle in Fy
hat. Somit war die Annahme, p wére reduzibel, falsch. Als Nicht-Einheit in Fy[z] ist
p daher irreduzibel.

(c) Wir zeigen nun, dass f in Q[z] irreduzibel ist. Als normiertes Polynom mit
ganzzahligen Koeffizienten ist f offenbar primitiv. Zudem ist p unter der Redukti-
onsabbildung mod (2) : Z[z] — Fy[z| das Bild von f. Da p nach Teil (b) irreduzibel
in Fo[z] ist, liefert das Reduktionskriterium die Irreduzibilitdt von f tiber Z. Nach
dem Lemma von Gauss ist also f irreduzibel {iber QQ, was zu zeigen war. ([l

Aufgabe 112 (HO0T1A3) Sei K = F22000.
(a) Zu bestimmen ist die Anzahl der Teilkorper von K. Es gilt 2000 = 20-100 = 2*.53.
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Aus der Vorlesung ist bekannt, dass ein endlicher Kérper F,» mit einer Primzahl p
und einer natiirlichen Zahl £ genau die Teilkorper der Form F, hat, wo [|k. Die
Teiler von 2000 sind nun gerade die Zahlen in{1,2,22 23 2% 52.522.523.5 2.
5,52,52-2,52.22 52.23 52.24 53 53.2 53.22 53.23 53.211 Insgesamt gibt es also 20
verschiedene Teiler von 2000 und somit, aufgrund der Existenz und Eindeutigkeit
der endlichen Korper, 20 verschiedene Teilkorper von [Fyz2o00.

(b) Wir bestimmen nun die Anzahl der erzeugenden Elemente der Erweiterung K|Fs.
Damit o € K ein erzeugendes Element von K ist, also K = Fy(a) ist es erforderlich,
dass deg g, o = [K : Fy] = 2000. Mit anderen Worten ist ein Element @ € K
gesucht, das in keinem der Zwischenkorper M von K |F, liegt, die M # K erfiillen.
Somit kommen

N = |Faz000 \ (Foza52 UFp53.5) | (166)

Elemente in Betracht. Hierbei haben wir wegen Fy. C Fo lediglich die grofiten
zueinander teilerfremden Teiler von 2000 betrachten miissen, denn im Sinne der
Michtigkeit als Menge sind die Zwischenkorper von K in o452 oder Fgs.55 enthalten.
Bekannt ist fiir zwei endliche Mengen A, B, dass |[A U B| = |A| + |B| — |AN B|.
Umformung dieser Gleichung liefert

N = ‘F22000‘ — ’]F224_52 U]F223_53‘

- |F22000| — |]F224‘52| - |]F223,53| + |F224.52 ﬂ F223453| (167)
— 22000 o 2400 o 21000 4 22007

denn F224452 N ]]:—“223453 ~ F223.52 = Fy200. ]

Aufgabe 113 (F17T3A5) Sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und
sei f =2+ a2+ 1 € Klz]. Wir zeigen, dass f genau dann irreduzibel ist, wenn
g = —1mod(3). Den Beweis fithren wir durch Kontraposition. Angenommen, q #
—1mod(3). Dann ist ¢ = Omod(3) oder ¢ = 1mod(3). Im ersten Fall ist K ein
endlicher Korper der Charakteristik 3. Dann gilt f(1) =14+14+1=3 =0 und f
hat eine Nullstelle in K, denn 1 € K. Damit ist f in diesem Fall bereits reduzibel.
Falls ¢ = 1mod(3), dann gilt ¢ = 3.1+ 1 und |K*| = 3] wobei [ € N. Da K*
als Einheitengruppe eines endlichen Korpers eine zyklische Gruppe ist, gibt es ein
Element o € K*, das die Ordnung 3 hat. Es gilt dann 0 = o® — 1 = (a — 1)(a?® +
a + 1). Zudem ist @ = 1 nicht moglich, denn dann hétte o die Ordnung 1 < 3
im Widerspruch zur Minimalitit der Ordnung 3 von «. Somit gilt o? +a +1 =0
und f hat mit « bereits eine Nullstelle in K* C K, ist also als Polynom vom Grad
2 reduzibel. Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass f nicht irreduzibel ist. Als Polynom
vom Grad 2 ist f eine Nicht-Einheit, somit also reduzibel. Folglich gibt es ein o € K,
sodass f(a) =0. Da f(0) =1 # 0 gilt sogar « € K*. Wegen (a + 1) f(a) =0, d.h.,
o® =1 ist a, das héchstens die Ordnung 3 hat. Falls « = 1 kann f(a = 1) = 0 nur
gelten, wenn 3 = 0, d.h., char(K) = 3 und somit ¢ = Omod(3). Falls andererseits
a # 1, so ist « ein Element der Ordnung 3 in der Einheitengruppe K*. Diese hat
Ordnung |K*| = ¢ — 1 und ist die Forderung, dass K* ein Element der Ordnung 3
enthélt, bedeutet 3|¢ — 1 und, mit anderen Worten, ¢ = 1 mod(3). Damit sind beide
Richtungen nachgewiesen. ([l
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Aufgabe 114 (HO5T1A4) Sei L C C der Zerfillungskorper von f = X' +1—i €
Q(7)[X]. Ferner sei fur eine natiirliche Zahl n ¢, = exp(27i/n).

(a) Wir zeigen zunéchst, dass Q((7,7) = Q((as). Hierzu reicht es Vorlesung aus,
zu zeigen, dass (7,7 € Q(Cs) und Cos € Q((r,7). Zunéchst gilt ¢ = exp(27i/4)
(7 = exp(2mi/7) und (o8 = exp(27i/(28)). Somit i = exp(27i/4) = exp(2mi/28

und exp(2mi/7) = exp(27i/28)*. Somit ist i, ; € Q(Cas). Umgekehrt gilt i3 - (- ° =
exp(2mi - 21/28) exp(—27i20/28) = exp(2mi/28) = (a5, sodass auch (o5 € Q(1, (7).
Damit ist die Gleichheit Q(i, ¢7) = Q((2s) nachgewiesen. Nun zeigen wir noch, dass
[Q((7,1) : Q(i)] = 6. Hierzu stellen wir zunéchst fest, dass nach dem soeben Bewie-
senen [Q((s) : Q)] = [Q(¢r,4) : Q(i)]. Bekanntermaflen ist (o5 eine Nullstelle des
28-Kreisteilungspolynoms ®og € Q[z]|, wobei ®og sogar das Minimalpolynom von
(og liber Q ist. Laut Vorlesung ist deg(®ag) = ®(4-7) = 2 -6 = 12, wobei wir die
wohlbekannten Eigenschaften der Euler’schen ®-Funktion verwendet haben. Zudem
gilt [Q(4) : Q] = deg(ug,) = deg(z* + 1) = 2, wobei 2 + 1 in Q nach dem Lemma
von Gauss und dem Reduktionskriterium zu p = 3 irreduzibel ist und als normiertes
Polynom i als Nullstelle hat, also dessen Minimalpolynom ist. Da ferner Q(i) ein
Zwischenkorper von Q((2g)|Q ist, liefert die Gradformel fir die involvierten endli-
chen Korpererweiterungen [Q((as) : Q(2)] = [Q(Cas) : Q/[Q(7) : Q] = 12/2 = 6.

(b) Nun zeigen wir [L : Q(i)] = 42. Wir stellen zunéchst fest, dass —v/1+i =
—v/2exp(2mi/28) € L. Nun ist —+v/2 eine reelle, irrationale Zahl, die das Minimal-
polynom z7 + 2 iiber Q hat. Denn das angegebene Polynom hat offenbar —v/2 als
Nullstelle, ist nach Eisenstein zu p = 2 irreduzibel und normiert. Wir stellen zu-
dem fest, dass L = Q((as, v2), denn die Nullstellen von f sind gerade —+/1 + ¢,
wo 0 < k < 6. Damit sehen wir, direkt aus der weiter oben angegebene Darstel-
lung einer der Nullstellen von f, dass L C Q((as, v/2). Andererseits ist auch ¢; =
—V/1T+i¢/(—vV1+1) € L. Zudem ist L > —2/(—v/2 exp(2mi/28))" = exp(27i/4) =
i € L. Damit ist auch (s = i°¢;° € L. Somit ist —(—v/T +14)/Cs = V2 € L, al-
so Q((s, V2) = L, wie behauptet. Da zudem auch (3 € L nicht-reell ist, gilt
[Q(Cas, V2) : Q(V2)] = [Q((as) : Q] = 12. Damit liefert die Gradformel zunéchst
[L:Q] =[L:Q(+2)][Q(v2):Q] =12-7. DaQ(4) ein Zwischenkérper der endlichen
Korpererweiterung L|Q ist, folgt [L: Q(4)] = [L: Q]/[Q(:) : Q] =12 -7/2=6-7 =
42. Damit haben wir bewiesen, dass [L : Q(7)] = 42.

(¢) Wir zeigen nun, dass L unter der komplexen Konjugation abgeschlossen ist.
Aus Teil (b) wissen wir bereits, dass L = Q(v/2, (). Da (s = exp(2mi/28) ist
Cos = Gyt = 7 € L. Da ferner v/2 reell und Q C R sind, ist Q(Cs, v/2) bereits
unter der komplexen Konjugation abgeschlossen.

(d) Wir zeigen nun, dass L|Q galoissch ist. Dazu stellen wir fest, dass Q ein Korper
der Charakteristik 0 ist. Als endliche Erweiterung von Q, ist L|Q algebraisch und
aus Griinden der Charakteristik bereits separabel. Wir zeigen noch, dass L separabel
ist. Dazu stellen wir fest, dass wegen Teil (b) L = Q(v/2, (3s) der Korper L bereits
der Zerfillungskorper des Polynoms P = (X7 — 2)®y5(X) € Q[X] ist. Laut Vorle-
sung ist L|Q damit bereits normal. Als normale und separable Kérpererweiterung
ist L|Q definitionsgemé&f galoissch. O

-~

Aufgabe 115 (F19T2A5) Sei L|Q eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-
Gruppe G ~ S3 x H, wobei |H| = 88.
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(a) Zu zeigen ist, dass Q(v/5)NL = Q. Wir sehen, dass P = 2° —5 € Q[z] ganzzahlig
und normiert ist. Nach Eisenstein zur Primzahl p = 5, ist P irreduzibel in Z[z], nach
dem Lemma von Gauss also auch in Q[z]. Zudem ist P(v/5) = 0. Damit ist P das
Minimalpolynom von v/5 iiber Q. Da deg P = 5 folgt [Q(v/5) : Q] = 5. Da |G| =
|S3||H| = 6-88 haben wir [L : Q] = |G| = 6-88 nach einem Zusatz zum Hauptsatz der
Galoistheorie. Klar ist, dass Q € LNQ(+/5) nach der Erweiterungskorpereigenschaft
von L. Um auch die umgekehrte Inklusion zu sehen, nehmen wir an, es gidbe einen
echten Zwischenkérper M von erstens L|Q und Q(+v/5)|Q. Nach der Gradformel gilt
fir den Erweiterungsgrad der Zwischenerweiterung M|Q, dass [M : QJ|[L : Q] =
6-88 und [M : Q]|[Q(v/5) : Q] = 5. Damit ist 1 < [M : Q] < ggT(6 - 88,5) =
1. Das ist ein offenkundiger Widerspruch, sodass die Annahme, es existierte ein
echter Zwischenkorper M fiir beide Erweiterungen von Q, falsch war. Da der Schnitt
Q(v/5) N L selbst ein Korper ist, folgt Q(+/5) N L = Q, wie behauptet. O (b) Wir
zeigen nun, dass es einen Zwischenkorper M von L|Q gibt, sodass [M : Q] = 8 und
M der Zerfallungskorper eines Polynoms vom Grad 8 in Q[z] ist. Zunéchst besagt
der Hauptsatz der Galoistheorie, dass die Zwischenkérper von L|Q in antitonischer
Bijektion zu den Untergruppen der Galoisgruppe G stehen. Fiir dieser Aufgabe
konkret bedeutet das, dass zu einer Untergruppe U < G durch den Fixkorper LY
ein Zwischenkorper von L|Q gegeben ist. LY|Q ist ferner normal genau dann wenn
U < G ist. Ein Zusatz zum Hauptsatz der Galoistheorie besagt schlussendlich, dass
[LY : Q] = (G : U). Wir stellen fest, dass S3 x Q < G genau dann wenn Q < H.
Wir suchen nun einen Normalteiler () von H, der die Ordnung 11 hat. Sei vq; die
Anzahl der 11-Sylowgruppen von H. Es gilt nach dem dritten Satz von Sylow v1;|8
und v1; = 1mod(11). Die erste Bedingung liefert zunéchst v4; € {1,2,4,8} und
die zweite Bedingung fixiert zu guter Letzt v;; = 1. Nach einer Folgerung aus dem
zweiten Satz von Sylow ist aber 117 = 1 gleichbedeutend damit, dass die einzige 11-
Sylowgruppe von H, bezeichnet mit (), ein Normalteiler von H ist. Unter Beachtung
der eingangs vorgestellten Aquivalenz, haben wir somit einen Normalteiler, nimlich
U =53 x@Q, von S3 x H= G gefunden. Dieser erfiillt |S3 x Q| = 11 - 6. Der Satz
von Lagrange liefert (G : U) =88-6/(11-6) =8 = [LY : Q]. Somit ist der gesuchte
Zwischenkorper durch LY =: M gegeben. Da LY|Q den Erweiterungsgrad 8 hat,
gibt es nach dem Satz vom primitiven Element ein o € LY, sodass LY = Q(«a). Da
LY|Q laut dem oben Bewiesenen normal ist, zerfillt das Minimalpolynom von «,
fig,0 € Q[z] in LY. Damit ist Q(ug},({0})) € Q(e) = LY und die Inklusion ist wegen
to.o(a) = 0 klar. Somit haben wir gezeigt, dass M = LY der Zerfillungskorper eines
Polynoms f = g« € Q[z] ist, das den Grad 8 hat. O

7 Kurs im Wintersemester 2019/2020

Aufgabe 116 (F15T3A1) Sei G eine Gruppe und seien Uy, U,V < G Unter-
gruppen, mit der Eigenschaft, dass V' C U; U Uy. Wir zeigen, dass V' C U; oder
V C U, gilt. Angenommen, es ist V' & Uy und V' & U,. Dann gibt es ein u; € V,
sodass u; ¢ U; und ein uy € V, sodass uy € Us. Da V' eine Gruppe ist, ist auch
ulugl € V C Uy UUs,. Letzteres bedeutete, dass ulugl € Uy oder ulugl € Us. Im er-
sten Fall, dass uju, * erhalten wir zusammen mit uy, € V' \ U, C (U;UU,) C U, C Uy,
dass wegen der Verkniipfungseigenschaft ujug Yy = uy € Uy. Das widerspricht der
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vorhergehenden Feststellung, dass u; € U;. Also kann dieser Fall nicht auftreten.
Analog finden wir im Fall, dass ujuy ' € Us, dass upui " = (ujuy ')~ € Us, wieder-
um infolge der Gruppeneigenschaft von Us. Da uy € V' \ Uy C (U3 UUs) \ Uy C Us,
ist auch uy = (ugu; )uy € Uy, im Widerspruch zum oben festgestellten, uy € V'\ Uy,
also insbesondere uy & Us. L]

Aufgabe 117 (F17T2A2) (a) Sei G eine multipiilikativ geschriebene Gruppe
der Ordnung n und ¢ € G. Ferner gelte fiir jeden Primteiler p von n, dass ¢"/?
eg. Zu zeigen ist, dass g dann bereits ganz G erzeugt. Da g € G gilt (9) < G,
sodass ord(g) = |{g)| < |G| = n. Zudem gilt nach Lagrange ord(g)|n. Angenommen,
ord(g) < n, dann gibt es ein m € N\ {1}, sodass ord(g)-m = n, d.h., ord(g) = n/m.
Sei nun p ein beliebiger Primteiler von m (damit auch von n). Dann ist go*4(9)-(m/p) =
e nach Definition der Ordnung von g einerseits, andererseits go*d@)m/p = gn/mm/p —
g™ # e nach Voraussetzung. Wir erhalten somit einen Widerspruch, sodass die
Annahme, ord(g) < n falsch war. Es bleibt nur die Moglichkeit, dass ord(g) = n.
g erzeugt also eine Untergruppe der Ordnung n von G, das selbst Ordnung n hat,
d.h., (g) = G.

(b) Wir zeigen 43" = 1 + 3™ mod(3™*?) fiir alle m > 0. Wir beweisen diese
Aussage per Indktion iiber m. Fiir m = 0 gilt 43" = 4! = 4 und 4 = 1 + 3%+, also
insbesondere 4 = 1 + 3° mod(3°™2), denn 3°t2 = 9 > 4. Wir setzen nun voraus,
dass 43" = 1 + 3™ mod(3™"2) fiir beliebiges aber fest gewiihltes m > 0 gilt und
zeigen, dass dann auch 44" = 1432 mod(3™"3). Aus der Voraussetzung erhalten
wir zunéchst ein k € Ny, sodass

4= (4
PEY (ko 3m g (14 3
= (k-3™2 4 (143™1))°
= 3PS 3. 3R L 2 (1 37 4 3 k3T (14 37 o (L 37
=04 0+0+ (14317 mod(3™+?)
(L+3-1%-3m+ 43320 1 4 330mHD)) mod(3m+)
(143™"24+0+0) mod(3™*?)
(1+3™%) mod(3™*%).

Hierbei haben wir verwendet, dass 3m + 3 > m + 3 und 2m + 3 > m + 3 fiir alle
m > 0.

(c) Wir sollen zeigen, dass die Restklasse von 2 in Z/3°Z die Einheitengruppe
(Z)3°Z)* erzeugt. Aus der Vorlesunge ist bekannt, dass (Z/3°Z)* eine Gruppe der
Ordnung ®(3¢) = (3—1)-3°! = 2-3°"! ist. Falls e = 0 ist die Gruppe einelementig
es gilt 2 = 1. Falls e = 1, dann ist |(Z/3Z)*| = 2 und 2 # 1 impliziert, dass 2,
das Bild von 2 in Z/3°Z, die in Rede stehende Einheitengruppe erzeugt. Sei also
e > 2 beliebig aber fest. Dann ist |(Z/3°Z)*| = 2 - 3°"! = n eine Zahl, die nur die
beiden Primteiler 2 und 3 hat, und ferner 2 € (Z/3°Z)*. Wir stellen fest, dass das
Neutralelement des Restklassenrings Z/3°Z und dessen Einheitengruppe (Z/3°Z)*
iibereinstimmt. Laut Aufgabenteil (a) gilt dann (2) = (Z/3°Z)*, wenn 223 /3 # 1
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und 223°7/2 # 1. Bedingung zwei in der Konjunktion ist wegen e > 2 erfiillt, denn

angenommen 2% = 1 in (Z/3°Z)*, dann ist auch in Z/3°Z 2% = 1mod(3%),
also erst recht 23" = 1mod(3). Da 23 . 237 = 23° . 2¢-2mod(3) fiir alle e > 2, er-
halten wir 23" = 2mod(3) im Widerspruch zur Annahme. Somit gilt im Ergebnis
25" % 1 in (Z/3°Z)*. Um zu zeigen, dass auch Bedingung eins zutrifft, nehmen
wir an, dass 223" = 1. Dann gilt (?2)3672 =437 =1+ 3 'mod(3°) # I mod(3°)
wegen 3°7! < 3¢ fiir alle e > 2. Nach dem oben zitierten und in Teil (a) bewiesenen
Resultat folgt dann, dass 2 tatséchlich die Einheitengruppe (Z/3¢Z)* erzeugt. [

Aufgabe 118 Wir sollen alle abelschen Gruppen der Ordnung 2020 bis auf Iso-
morphie klassifizieren. Zunéchst sei G eine abelsche Gruppe der Ordnung n = |G| =
2020 = 20 - 101 = 22-5-101. Die Zahlen 2, 5 und 101 sind Primzahlen, sodass wir
die bis auf Reihenfolge eindeutige Zerlegung der Gruppenordnung in Primzahlen ge-
funden haben. Da G insbesondere endlich ist, ist G auch endlich erzeugt. Nach dem
Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen ist G daher isomorph zu einem
duferen direkten Produkt von zyklischen Faktoren der Form G ~ Z/dy x ---Z/d,Z,
wobei s > 1, d; € N fiir 1 <1 < s und d;|d;4; fiir alle 1 <i < sund d; > 1. Fiir
diese sogenannten Elementarteilerketten finden wir die Mdéglichkeiten

2|1010 , 2020.

Damit haben wir die zwei Kandidaten G| := Z/27Z x Z/1010Z und G% := Z/2020Z
fiir die gesuchte Klassifikation. Indem wir den Chinesischen Restsatz auf den zweiten
Faktor in GG; und auf G5 anwenden, konnen wir Faktoren von 2-Potenzordnung
“herausziehen”: Damit finden wir

G| ~ G =17/27 x 727 x 7./505Z, (168)
Gl ~ G = 7./AZ x 7./505Z. (169)

Anwendung des Chinesischen Restsatzes auf den jeweils letzten zyklischen Faktor
von G bzw. G liefert uns nun zusammen mit der Transitivitdt der Isomorphie-
Relation

G| ~ Gy :=7/27 x 7)2Z x 7./5Z x 7,/101Z, (170)
Gl ~ Gy = ZJAZ x 7./5Z x 7,/101Z. (171)

Damit ist also G ~ G oder G ~ (G5. Wir zeigen nun noch, dass GG 22 G5. Angenom-
men, G; >~ G. Dann beachten wir, dass g = (1,0,0) € G5 ein Element der Ordnung
4 in (5 ist. Andererseits hat G; kein Element der Ordnung 4, denn angenommen
(a,b,c,d) € Gy ware ein Element der Ordnung 4 in Gg, dann wire 4a = 4b = 0
in Z/27Z aber gleichzeitig 2a # 0 # 2b in Z/2Z. Da aber a,b € Z/27 Ordnung
2 haben, kann die zweite Forderung nicht erfiillt werden. Damit haben wir einen
Widerspruch zur Annahme, es gébe in G; ein Element der Ordnung 4. Da unter
Isomorphie von Gruppen insbesondere die Elementordnung erhalten bleibt, haben
wir insgesamt ein Widerspruch zur Annahme, dass G; >~ (GG5. Somit sind G7 und Go
in der Tat verschiedene Isomorphietypen und die Gruppe G ist von genau einem der
beiden (verschiedenen) Typen. O
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Aufgabe 119 (H17T1A3) Wir sollen zeigen, dass keine der Gruppe Gy = (Z/13Z)*,
Gy = (Z/287)*, G3 = Ay und G4 = Dy jeweils zu einer anderen Gruppe aus der
Liste isomorph ist. Zunéchst stellen wir fest, dass G; und G, als Einheitengrup-
pen von Restklassenringen abelsch sind. Insbesondere gilt mit dem Chinesischen
Restsatz der Ringtheorie Gy ~ (Z/2?°7)* x (Z/7Z2)* ~ 7./27 x Z/6Z. Zudem ist
G1 ~7Z/P(13)Z = Z/127Z. Ferner ist A, eine nicht-abelsche Gruppe, denn es gilt in
Zykel-Notation Ay 3 (123), Ay 3 (12)(34) und (123) © (12)(34) = (413) # (432) =
(12)(34) ® (123), da bereits der Tréger der jeweiligen Produkte verschieden ist. Die
Gruppe Dg wird von einem Element 7 € Sg der Ordnung 2 und einem Element
o € Sg der Ordnung 6 erzeugt, sodass 7o = o~1. Aus der letzteren Relation er-
halten wir unter Beachtung, dass 7! = 7 70 = o~ !'7. Da aber 0~! = o, wenn
man Kommutativitit von Dg Anndhme, zu o? = 1, also einem Widerspruch zu
ord(o) = 6 > 2 fiihrte, ist auch Dg nicht-abelsch. Somit gilt zumindest, dass G % H,
wobei G € {G1, G} eine der abelschen Gruppen und H € {G3, G4} einer der nicht-
abelschen Gruppen ist. Es bleibt also zu zeigen, dass (i) G; % G5 und (ii) G5 # Gj.

e Zu (i). Wir stellen fest, dass 1 € G; ein Element der Ordnung 12 ist. Ande-
rerseits hat Gy kein Element der Ordnung 12, denn fiir alle (a,b) € Go gilt
bereits 6(a,b) = (6a,6b) = (0,0), sodass ord((a,b)) < 6 < 12 gilt. Da unter
einem Isomorphismus G — G insbesondere die Ordnung von 1 € G erhalten
bliebe, kann ein Isomorphismus G; — (G5 nicht existieren.

o Zu (ii). Es ist Ay < Sy, und ein beliebiges Element aus A, ldsst sich ent-
weder als Identitdt, Doppeltransposition oder 3-Zykel in disjunkter Zykel-
Schreibweise ausdriicken. In jedem Fall gilt fiir beliebiges o’ € Ay, dass ord(o”) <
3. Andererseits gibt es nach Definition von Dy ein Element o € Dg, das die
Ordnung 6 hat. Analog zu (i) von gerade eben schliefit man also, dass Dg und
A4 nicht isomorph sind.

Damit haben wir gezeigt, dass G, G9, G3, G4 paarweise nicht-isomorph sind. [

Aufgabe 120 (F19T1A1(d)) Sei G eine Gruppe der Ordnung 95. Wir zeigen,
dass G zyklisch ist. Es ist 95 = 5 - 19. Bezeichne v, fiir eine Primzahl p die Anzahl
der p-Sylowgruppen von G. Dann ist nach dem dritten Sylowschen Satz 1v49|5, also
v19 € {1,5} und erfiillt zudem v19 = 1 mod(5). Damit ist nur 1419 = 1 moglich. Analog
gilt vs € {1,19} und zudem v5 = 119, was nur fiir v5 = 1 moglich ist. Also gibt es
genau eine 5-Sylow-Gruppe, bezeichnet P, von GG und genau eine 19-Sylowgruppe
von (¢, die wir () nennen. Nach einer Folgerung aus dem zweiten Sylowschen Satz
sind dann, da es zu p € {5,19} jeweils nur eine p-Sylowgruppe von G gibt, P
und @ Normalteiler von G. Da |P| = 5 und |@Q| = 19 von teilerfremder Ordnung
sind ist P N Q = {e¢}. Damit kénnen wir das innere direkte Produkt P-Q < G
bilden, und es gilt sogar stirker G ~ P - @, da |P - Q| = |P||Q| = 95. Aus der
Vorlesung ist bekannt, dass das innere direkte Produkt zweier Normalteiler P, Q)
von G isomorph zum &ufleren direkten Produkt P x @ ist. Somit haben wir die
Isomorphie P x ) ~ G. Da P und @ jeweils von Primzahlordnung sind, sind sie
zudem zyklisch, d.h., P ~ Z/5Z und @ ~ Z/197. Wiederum infolge Teilerfremdheit
von 5 und 19 liefert uns der Chinesische Restsatz Z /57 x 7. /197 = 7Z./957Z. Insgesamt
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haben wir somit die Isomorphie G ~ Z/95Z, d.h., G ist isomorph zur zyklischen
Gruppe Z/95Z, damit selbst zyklisch. d

Aufgabe 121 (F12T2A1) (a) Wir untersuchen, ob G = Z/6Z x Z/10Z und
H = Z/27 x 7/30Z isomorph sind. Mittels Chinesischem Restsatz erhalten wir
zundchst G ~ Z /27 x 7./37 x Z.J]27 x Z/5Z und H =~ 7./27 x 7|37 x ZJ10Z =~
7)27 X 7)37 x Z.]27 x Z/5Z. Aufgrund der Transitivitit der Isomorphie zweier
Gruppen stellen wir G >~ H fest.

(b) Die alternierende Gruppe A, ist nicht einfach, denn aus der Vorlesung ist be-
kannt, dass die Kleinsche Vierergruppe V, ein nicht-trivialer Normalteiler von Ay
ist.

(c) Sei M = {0 € Ss|ord(c) = 2}. M enthélt alle Elemente von S;, die die Ordnung 2
haben. Angenommen, alle Elemente der Ordnung 2 wéren zueinander konjugiert. Es
ist (12) € S5 ein Element der Ordnung 2 und ebenso (12)(34) € S5. Laut Annahme
gibt es dann ein o € Ss, sodass o(12)0~! = (12)(34), was aber dem Vorlesungsre-
sultat widerspricht, dass zwei Element der S,, genau dann konjugiert sind, wenn sie
vom gleichen Zerlegungstyp sind. Das ist bei (12), das Zerlegungstyp (2) hat und
bei (12)(34), das Zerlegungstyp (2,2) hat, nicht der Fall.

(d) Wir behaupten, dass (z) C Z[z] ein Primideal ist. Dazu betrachten wir den
Einsetzungshomomorphismus ¢ : Z[z] — Z, f — f(0), von dem aus der Vorlesung
bereits die Surjektivitdt bekannt ist. Es ist ¢(f) = 0 genau dann, wenn das ganz-
zahligen Polynom f konstantes Glied hat, d.h., fiir ein n € N und a4, ..., a, € Z von
der Form

f= Z ape’ = x (Z akxk_1> € (z) (172)

k=1

ist. Umgekehrt lésst sich jedes f € (x) in dieser Form schreiben, sodass auch (z) €
ker ¢. Nach dem Homomorphiesatz fiir Ring induziert ¢ daher Z[x]/(z) ~ Z. 7 ist
bekanntermaflen ein Integritdtsbereich, sodass das Ideal (z) ein Primideal ist. [

Aufgabe 122 (H19T3A2) Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe vom
Index n € N.

(a) Zu zeigen ist, dass fiir alle g € G ein j € {1,...,n} existiert, sodass ¢’ € H. Sei
M = {g*H|0 <k <n}. Dannist [M| =n+1>n=|G/H|, wobei G/H die Menge
der Linksnebenklassen von H in G bezeichnet. Daher gibt es ohne Einschrinkung
ki, ko € {0,1,2,...,n} mit k; < ky (also insbesondere verschieden), sodass g H =
g*2 H. Letztere Gleichung ist dquivalent zu ¢g*? € ¢g" H. Damit gibt es ein h € H,
sodass g" M = h € H. Wegen 0 < ky < ky <nist j = ko — k; € {1,...,n} und wir
finden mit dem soeben definierten j ¢/ € H wie behauptet.

(b) Wir zeigen, dass das in (a) gefundene j nicht notwendigerweise als Teiler von
n gefordert werden kann. Falls G abelsch ist, dann ist H < G. Damit gilt bereits,
dass G/H die algebraische Struktur einer Gruppe (“Faktorgruppe”) trigt, deren
Neutralelement eH ist. Insbesondere ist G/H laut Vorlesung dann selbst abelsch.
Somit ist zu beliebigem ¢ € G (¢H) < G/H, also nach Lagrange ord(¢gH)|n. Wir
bezeichnen die Ordnung von gH mit J. Dann ist (gH)” = (gH)(gH)---(gH) =
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g(Hg)(Hg)---(Hg)H = g’H = eH = H, was bedeutet, dass g/ € H. Somit ist es
im Falle abelschen G's stets moglich, J als Teiler von n zu wahlen. Wir versuchen also
eine nicht-abelsche Gruppe. Sei G = S3 die Permutationsgruppe der dreielementigen
Menge. Diese ist laut Vorlesung nicht-abelsch und hat Ordnung 6. Wir betrachten
die Untergruppe H = ((13)) < G. Diese hat Ordnung 2 und somit nach Lagrange
den Index 3. Die einzigen Teiler von 3 sind 1 und 3. Das Element (12) € S5 erfiillt
aber (12)® = (12) und es gilt (12) € H, sondern nur (12)*> =id € H. Da 2 /3 haben
wir gezeigt, dass es — in der Notation von (a) — nicht immer moglich ist, einen Teiler
j von n mit der in (a) spezifizierten Eigenschaft zu wéahlen. O

Aufgabe 123 (H18T1A2(a)) Sei G eine Gruppe und H < G vom endlichen
index n. Sei M = {gHg '|g € G}. Wir zeigen, dass M endlich ist. Sei dazu R
ein Reprisentantensystem von G/H. Wir definieren ¢ : R — M, g — gHg™'. Wir
behaupten, dass diese Abbildung surjektiv ist. Sei x € G beliebig. Dann gibt es wegen
der Zerlegungseigenschaft der Linksnebenklassen von H in G ein g € GG, sodass gH =
xH. Damit finden wir ein h € H, sodass g 'z = h. Nun gilt gHg ! = ghHh g~ =
(997 'x)H(zgg™") = xHz™'. Somit ist zHz~! € ¢(R) und Beliebigkeit von z € G
impliziert M C ¢(R), die umgekehrte Inklusion ist wegen Wohldefiniertheit von ¢
klar. Somit haben wir |M| < n und M ist insbesondere endlich. O

Aufgabe 124 (H18T2A3(a)) Sei G eine abelsche Gruppe und bezeichne T'(G)
die Menge aller Elemente aus G, die endliche Ordnung haben. Eine Gruppe G ist
torsionsfrei, wenn gilt 7'(G) = {0¢}.

(a.i) Wir zeigen, dass es sich bei T(G) in jedem Fall um eine Untergruppe von G
handelt. Per Definition von T'(G) ist bereits T(G) C G klar. Da in jedem Fall gilt
1-0g = 0g, d.h., das Neutralelement von G Ordnung 1 hat, ist Og in T'(G). Seien nun
a,b € G zwei Elemente endlicher Ordnung. Wir zeigen nun, dass auch a+b € T'(G).
Sei n = ord(a) und m = ord(b). Da a,b € T(G) sind n,m € N. Wir behaupten, dass
gilt ord(a+0b)|n-m. Es gilt in der Tat (n-m)(a+b) = (a+b)+(a+b)+...+(a+b) =
(a+a+..4a)+(b+b+...4b) = m-(n-a)+n-(m-b) = m-0g+n-0c = 0¢+0s = Og,
wobei wir im zweiten Schritt die Kommutativitat von G verwendet haben und in den
folgenden Schritten vom Assoziativgesetz in G Gebrauch gemacht haben, um den
anfianglichen Ausdruck als Verkniipfung von (additiv geschriebenen Potenzen) von
n-a = 0g und m - b = 0g zu schreiben. Dieser evaluierte dann zu O¢, weil das Neu-
tralelement Og Ordnung 1 hat. Wir zeigen nun, dass mit a € T(G) auch —q € T(G).
Fiir a = Og ist das klar, denn 0g + Og = Og, sodass —0g = Og. Sei also a # Og.
Dann ist N 3 n := ord(a) > 1. Sei —a das zu a inverse Element in G. Dann ist auch
—a # 0g, denn andernfalls wire a + (—a) = a + 0¢ = a = O¢g, im Widerspruch zu
a # 0g. Angenommen, ord(a) # ord(—a). Dann fithrte a+(—a) = 0g nach Potenzie-
ren mit m := min{n, ord(—a)} auf den Widerspruch m-a = Og bzw. m - (—a) = 0¢
im Widerspruch zur Minimalitdt der Ordnung des jeweiligen Elements. Folglich ist
ord(a) = ord(—a) und die rechte Seite damit insbesondere endlich. Damit ist die
Untergruppeneigenschaft von 7'(G) nachgewiesen.

(a.ii) Wir zeigen nun, dass G/T'(G) torsionsfrei ist. Da G laut Voraussetzung abelsch
ist, ist die Untergruppe T'(G) automatisch ein Normalteiler von G. Die Menge der
Linksnebenklasse G/T(G) tragt also die Struktur einer Faktorgruppe. Um zu zeigen,
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dass T'(G/T(G)) = {0¢/r(c) }, wobei O¢ /() das Neutralelement von G/T'(G) ist, be-
trachten wir ein beliebiges g+ 7T'(G) € G/T(G), wo g € G\ T(G) Reprisentant einer
von Og +71'(G) = T(G) verschiedenen Nebenklasse ist, und zeigen, dass das betrach-
tete Element nicht endliche Ordnung hat. Angenommen n = ord(g + 7'(G)) € N.
Dann ist 0 +T(G) =n(g+T(G)) =n-ng+T(G), d.h., ng € 0¢ +T(G) = T(G).
Das bedeutet aber gerade, dass ng endliche Ordnung, bspw. m € N, hat. Damit gilt
aber O = m - ng = (mn)g, also ord(g)|mn, sodass g € T(G), im Widerspruch zu
g € G\T(G). Damit gibt es kein g +T'(G) € G/T(G), das von 0 +T(G) = O¢/r ()
verschieden ist, sodass g + T(G) € T(G/T(G)). Damit ist wegen der Gruppenei-
genschaft der Torsionsgruppe nur T'(G/T(G)) = {0¢ ()} moglich. Letzteres heift,
dass G/T(G) torsionsfrei ist. O

Aufgabe 125 (F13T2A1) Zu zeigen ist, dass alle Elemente von Q/Z von end-
licher Ordnung sind. Fiir 0 + Z, das Neutralelement der Faktorgruppe, ist klar,
dass es endliche Ordnung hat. Sei dazu a/b € Q \ Z ein vollsténdig gekiirzter Bruch
(ggT(a,b) =1). Esist a € Z und b € N. Es gilt nun, dass b-(a/b+Z) = b-(a/b)+Z =
a+7Z =17,denn a € Z. Wegen ggT(a,b) = 1 gibt es auch kein N 3 n < b, sodass
n(a/b+7Z) = Z. Wir bestimmen nun die Elemente endlicher Ordnung in R/Z. Wegen
Q C R, ist auch Q/Z C R/Z. Wir zeigen nun, dass wir damit bereits alle Elemente
endlicher Ordnung gefunden haben. Sei a + Z € R/Z ein Element der endlichen
Ordnung n € N. Dann gilt n- (a+2Z) = 0+7Z < n-a € Z. Das bedeutet, es gibt ein
m € Z, sodass n - a = m. Die letzte Gleichung kénnen wir wegen n # 0 zu a = m/n
umschreiben. Das bedeutet aber gerade, dass a € R die Form eine Bruchs hat, d.h.,
dass a € Q. Damit haben sind alle Elemente endlicher Ordnung aus R/Z in Q/Z
enthalten und alle in der letztgenannten Gruppe enthaltenen Elemente haben end-
liche Ordnung, wie oben nachgewiesen. Wir bestimmen nun die Elemente in R/Q,
die von endlicher Ordnung sind. Da das Neutralelement der Faktorgruppe R/Q von
der Ordnung 1 ist, wissen wir bereits, dass T(R/Q) D {0+Q}. Wir behaupten, dass
auch die umgekehrte Inklusion gilt. Denn andernfalls gébe es ein a € R\ Q, sodass
n(a + Q) = Q, wobei n = ord(a) € N. Das bedeutet aber, dass n -a = ¢, wobei
g € Q. Da 1/n € Q, haben wir a = ¢/n € Q, im Widerspruch zu a € R\ Q. Somit

gilt T(R/Q) = {0+ Q}. O

Aufgabe 126 (F14T2A3) Sei G eine Gruppe und bezeichne mit ¢, fiir al-
le h € G den wie folgt definierten Gruppenhomomorphismus ¢, : G — G mit
on(g) = hgh™! fiir alle ¢ € G. Definiere Inn(G) = {¢y|h € G} C Aut(G) und
Z(G) ={h € G|lgh = hgVg € G}.

(a) Zu zeigen ist, dass Inn(G) < Aut(G). Zunédchst priifen wir die Untergruppe-
neigenschaft nach. Als bekannt vorausgesetzt wird dabei, dass Aut(G) die Grup-
pe der Automorphismen von G ist (eine Gruppe also). Wir zeigen, dass das Neu-
tralelement idg von Aut(G) auch in Inn(G) liegt. Sei dazu g € G beliebig. Es
gilt ¢.(g9) = ege™t = ege = g = idg(g), wobei e das Neutralelement in G be-
zeichnet. Beliebigkeit von ¢ € G impliziert idg = ¢, € G. Seien nun ¢, ¢y €
Inn(G) beliebig. Zu zeigen ist, dass ¢; o ¢o € Inn(G). Wegen ¢, ¢ € Inn(G)
gibt es hy,he € G, sodass ¢1 = ¢p, und ¢y = ¢p,. Sei g € G beliebig. Dann
gilt (410 ¢2)(9) = dr1(haghy’) = hihaghy 'hi' = hihag(hiha)™" = Gnin,(g), also
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10 P2 = Ppyn,. Wegen hihy € G ist auch ¢y, € Inn(G) und damit ¢ o ¢y. Wir
zeigen nun, dass fiir beliebiges h € G auch ¢,' € Inn(G). Es gilt fiir beliebiges
9 € G ¢n-1(Pn(9)) = dp-1(hgh™) = h™'(hgh™")h = (h"'h)g(h™'h) = ege = g =
(hh=")g(hh™") = ¢n(h~'g(h™) ") = Gn(¢n-1(g)). Somit ist ¢,' = ¢p-1 € Inn(G).
Damit ist die Untergruppeneigenschaft von Inn(G) nachgewiesen. Wir zeigen nun
die Normalteilereigenschaft. Sei ¢ € Aut(G) beliebig. Dann gilt fur alle g,h € G,
dass (1 0 65 0 1~1)(g) = w(h~ (g)h ) = Y(RYG( (g))¥ (k) = (R)gy (h) =
Y(R)g(W(h)™h = Pymy(9), also ¢ o ¢pyp € Inn(G) fiir alle h € G und somit
YInn(G)yp~! C Inn(G), woraus laut Vorlesung bereits die Normalteilereigenschaft
Inn(G) < Aut(G) folgt.

(b) Zu zeigen ist, dass ¢ : G — Inn(G),h — ¢, einen Gruppenisomorphismus
G/Z(G) ~ Inn(G) induziert. Wir zeigen zunéchst, dass ¢ ein Gruppenhomomor-
phismus ist. Fiir hy, he, g € G beliebig gilt ¢(h1hs)(g) = dnn,(9) = hihag(hihy) ™' =
hi(haghy Yhi' = dn, (81,(9)) = Gy (6(h2)(9)) = (d(h1) © 6(h2))(9), also G(hihs) =
®(h1) o ¢(ha). Nach Definition von Inn(G) gibt es ferner zu jedem ¢ € Inn(G) ein
h € G, sodass 1) = ¢,. Mit diesem h € G gilt dann ¢(h) = ¢, = 1. Somit ist ¢ surjek-
tiv. Wir wenden nun den Homomorphiesatz an, und sehen, dass G/ ker ¢ ~ Inn(G).
Zum Abschluss bemerken wir, dass h € ker ¢ < ¢(h)(g) = idg(g9) = gVg € G <
hgh™ = g < hg = ghVg € G & h € Z(G). Damit haben wir kery) = Z(G) nachge-
wiesen und die Isomorphie G/Z(G) ~ Inn(G) gefunden, die durch den nach Homo-
morphiesatz von ¢ induziertem Isomorphismus ¢ : G/ ker ¢ — Inn(G) gewihrleistet
wird.

(¢) G := (ZJTZ,+) ist zyklisch von Ordnung 7. Laut Vorlesung gilt nun Aut(G) ~
(Z)TZ)*, wobei Z/TZ hier als primer Restklassenring aufzufassen ist. Es gilt [Aut(G)| =
(Z)7Z)| = ®&(7) = 7—1 = 6. Damit gibt es genau 6 Automorphismen von
G. Angenommen, es gébe ein ¢, # id in Inn(G). Dann gibt es ein g € G, so-
dass h + g + (—h) # g. Da aber G als zyklische Gruppe abelsch ist, haben wir
h4+g+(=h) =g+ (h+(=h)) = g+ 0 = g, im Widerspruch zur Definition des
gewéhlte ¢g. Da Inn(G) D {idg} haben wir somit bereits nachgewiesen, dass nur die
Identitét ein innerer Automorphismus von Z/77Z ist. O

Aufgabe 127 (H19T1A1(d)) Gesucht sind i,k € N, sodass sgn(o) = 1, wobei
o € Sy gegeben ist durch

B 12
== 1 2

Dao € Sy = Per({1,2,3,4,5,6,7,8,9}),ist nuri = 3und k = 8 oderi = 8und k = 3
moglich. Falls ¢ = 3, dann ist k£ = 8 und wir kénnen o,_3 ;—s in (disjunkter) Zykel-
schreibweise als 0 = (3765) angeben. Da sgn((3765)) = (—1){G70)=1 = (_1)3 = —1,
wobei [(...) die Linge des Zykels bezeichnet, scheidet diese Option aus. Wegen
os3 = (3,8) o 0g3, liefert die Homomorphismuseigenschaft des Signumshomomor-
phismus sofort, dass sgn(ogs) = (—1)-sgn(osg) = (—1)-(—1) = 1. Damit sehen wir,
dass ¢ = 8 und k = 3 die einzige Moglichkeit ist, ¢ bzw. k£ aus N geméfl Anforderung
zu wéhlen.
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Aufgabe 128 Gesucht sind 4, j, k € N, sodass sgn(o) = 1, wobei o € Sy gegeben

ist durch
s (1234567809
TV 78 41 5395 k)
}

Da o € Sy sind nur die Moglichkeiten {4, j, k} = {2, 4,6} beachtlich. Wir versuchen
1 =2,7 =4,k =06. Dann ist

(1 2 345
0246 = 4

7
78 21 9

(G200

g 2 ) =(1,7,9,6,3,2,8,5,4). (173)
Hierbei handelt es sich um einen 9-Zykel und es gilt sgn(og46) = (—1)1e246) =
(—1)® = 1. Da fiir jede Transposition 7(€ Sg) Signum —1 hat, liefert uns die Homo-
morphismuseigenschaft des Signums von Permutation, dass gerade Permutationen
von der Form o;;; nur noch durch Komposition mit genau zwei Transpositionen
zustande kommen koénnen, bzw., da |[{2,4,6}| = 3, durch Komposition mit einem
3-Zykel, dessen Triager durch die Menge {2,4,6} festgelegt ist. Damit finden wir,
dass neben (i = 2,5 = 4,k = 6) nur noch alle zyklischen Vertauschungen dieser
Werte fiir 7, 7 und k zuléssig sind.

Aufgabe 129 (H03T2A1) (a) Es gilt A, = {0 € S,|sgn(c) = 1} = ker(sgn),
wobei sgn : S,, — {£1} des Signumshomomorphismus ist.

(b) Fiir n > 2 ist sgn surjektiv, denn es gilt sgn(id) = 1 und sgn((12)) = —1. Der
Homomorphiesatz liefert nun S, /A, ~ {£1}. Zusammen mit der Endlichkeit von
S, und dem Satz von Lagrange erhalten wir also (S, : 4,) = 2.

(c) Sei n = 4. Wegen |S,,| = 4! =24 und (S; : Ay) =2 ist Ay <S4 und |Ay| = 12.
Sei v3 und v, die Anzahl der 3- bzw. 2-Sylowgruppen von A4. Nach dem dritten
Sylow’schen Satz gilt 15]3 und vy = 1mod(2), also v, € {1,3}. Ebenso ist v3]4 und
vy = 1mod(3), also v3 € {1,4} Falls 15 = 3,3 = 4 dann haben wir 1 Element der
Ordnung 1 in der Vereinigungsmenge aller Sylowgruppen von Ay, 3 -3 Elemente der
Ordnung 2 oder 4 und 4 -2 Elemente der Ordnung 3. Da die genannte Vereinigungs-
menge aber eine Teilmenge von Ay ist, die selbst nur 12 Elemente hat, scheidet dieser
Fall aus. Falls v3 = 1, dann wére die einzige 3-Sylowgruppe von A4 nach dem dritten
Sylow’schen Satz ein Normalteiler von Ay. Aber es sind ((123)), ((234)) < Ay zwei
verschiedene Untergruppen der Ordnung 3 von Ay, sodass v3 # 1 und damit v = 4.
Somit bleibt nur noch die Moglichkeit, dass v, = 1 und wir finden, dass es genau eine
2-Sylowgruppe V; < A4 gibt. V} ist die sogenannte Kleinsche Vierer-Gruppe. Laut
einer Folgerung aus dem zweiten Sylow’schen Satz gilt wegen vy = 1, dass V, < Ay.
Da |V4| = 22 von Primzahlquadratordnung ist, ist V; auflésbar. Da |A4/Vy| = 3 von
Primzahlordnung ist, ist A4/Vy zyklisch von Ordnung 3, also insbesondere abelsch
und damit auflosbar. Laut Vorlesung folgt aus der Auflosbarkeit von A;/V, und Vj
bereits die Auflésbarkeit von A,. Da S;/A; Ordnung 2 hat, ist Sy/A4 wiederum
zyklisch, also abelsch, also auflosbar. Zusammen mit der Auflésbarkeit von A4 folgt
die Auflésbarkeit von Sy genauso wie beim Nachweis der Auflosbarkeit von A4. O

Aufgabe 130 (F18T3A1(c)) Die gesuchte Darstellung von ¢ € Sy ist ¢ =
(15487)(2936). Da ¢ das Produkt eines 5-Zykels und eines 4-Zykels ist, die dis-
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jukten Trédger haben, hat ¢ die Ordnung ord(¢) = kgV(ord(15487),0rd(2936)) =
kgV(5,4) = 20. O

Aufgabe 131 (F16T1A3) Sei (A, +) eine abelsche Gruppe und (H, -) eine Grup-
pe, die einen Normalteiler N vom Index 2 hat.

(a) Wir zeigen, dass z,y € H\ N impliziert, dass xy € N. Da N < H ist H/N eine
Gruppe, deren Ordnung |H/N| = (H : N) = 2 erfiillt. Da H/N von Primzahlord-
nung ist, ist H/N insbesondere zyklisch. Bezeichne mit z das Bild von x € H unter
dem kanonischen Epimorphismus 7 : H — H/N. Dann gilt £ # € und y # e fir
x,y € H\ N. Da H/N Ordnung 2 hat, folgt 7 = 7. Somit ist 7-y =7 -y = 7° = ¢,
d.h., zy € N.

(b) Wir definieren auf A x H eine Verkniipfung wie folgt

o= { 10 TSN

Wir sollen zeigen, dass die oben angegebene Verkniipfung assoziativ ist. Seien (a, ), (b, y), (¢, 2) €
A x H. Dann gilt

(a+bxy) x€N
(a,2) % (b,y) = {(a—b,xz) re€H\N "’

(b+cyz) x€N
(b, y) * (¢, 2) = {(b—c,zz) ye H\N

Somit ist (unter Verwendung der Assoziativitéit der Verkniipfungen - und + auf H
bzw. A):

(a+b+cxyz) r€N,aye N
(a—b—cxyz) r€H\N,oyc H\ N
( ) r€N,yeN
( ) xze€NyeH\N
( ) ZL‘EH\N,yEN
( )

reH\N,ye H\ N

(a,z) = ((b,y) (¢, 2)) =

a—b—i—c TYz

Zusammen mit Teilaufgabe (a) finden wir, dass die Félle z € N,zy € N + x €
Nye N xe NNoye H\N<«<ze Nye H\N,z € H\N,zy e N+ x € H\
N,y € H\N,z € H\N,zy € H\N <>z € H\N,y € N zueinander korrespondieren.
In jedem der vier Félle finden wir also ((a,x) * (b,y)) * (¢, 2) = (a,z) * ((b,y) * (¢, 2))
und haben damit die Assoziativitit von * : (Ax H)x(Ax H) — Ax H nachgewiesen.
(¢) Wir sollen nun zeigen, dass fiir alle x € H \ N von Ordnung 2 gilt, dass (a,x)
fiir beliebiges a € A ebenfalls Ordnung 2 hat. Zunichst gilt 22 = ey € N aus der
Voraussetzung an die Ordnung von x. Sei nun a € A beliebig. Dann gilt (a,z) #
(0,eg), denn = € H \ N aber ey € N. Somit ist die Ordnung von (a,z) strikt
grofer als 1. Nun gilt (a,z) * (a,2) = (a — a,2?) = (0,ep), denn x € H \ N nach
Voraussetzung. Da 2 die kleinste natiirliche Zahl n ist, sodass (a,z)" = (0,eq), ist

133



bereits ordax g ((a,x)) = 2.

(d) Wir suchen eine Gruppe G der Ordnung 42, sodass es in G kein Element der
Ordnung 6 und kein Element der Ordnung 14 gibt. Wir setzen G in der Form
A x H mit A = Z/21Z und H = Z/27 an und wihlen zusitzlich N = {0} als
Normalteiler. Sei nun (a,z) € A x H und = € N. Dann gilt fir alle n € N, dass
(a, )" = (n-a,2") falls ¢ # 1 und ord(a,z) = 2 falls x = 1 ¢ N. Damit sind
nur die folgenden Ordnungen moglich: ord((a,x)) = 2, falls z = 1, nach Teil (c)
und ord(a,z) € {1,3,7,21} falls z = 0. Damit haben wir die Anforderungen an G
hinsichtlich der Nicht-Existenz von Elementen bestimmter Ordnung implementiert.
Es gilt zudem |[A x H| = |A||H| = 21 -2 = 42, sodass G = A x H auch von der
richtigen Gruppenordnung ist. U

Aufgabe 132 (H16T2A2) Seien A, B zwei abelsche Gruppen und ¢ : B —
Aut(A) ein Gruppenhomomorphismus. Das innere semidirekte Produkt A x, B ist
definiert als A x, B = {(a,b)|a € A,b € B} mit der Verkniipfung (ay, by) * (az, be) =
(a16(b1)(az), bibs).

(a) Wir zeigen, dass A X, B genau dann abelsch ist, wenn ¢(b) = id4 fiir alle b € B.
“=": Sei vorausgesetzt, dass ¢(b) = idy fiir alle b € B. Seien (ay,by), (ag,bs) €
Ax B beheblg Dann gllt (al,bl) * (ag,bg) = (alqﬁ(bl)(ag),ble) = (alag,ble) =
(agay, boby) = (asp(by)(ay),baby) = (az,be) * (ay,by). “<": Setzen wir umgekehrt
voraus, dass A x4 B abelsch ist. Dann gilt (a1,0) * (ag,b) = (a2,b) * (a1,0) fir
aj,as € A und b € B. Explizit haben wir (a1¢(0)(az2),b) = (ara2,b) = (agai,b) =
(azp(b)(aq),b). Insbesondere gilt in der ersten Komponente asa; = as¢(b)(aq). Mul-
tiplikation mit a; ' liefert, dass a; = ¢(b)(ay) fiir beliebiges a; € A und b € B. Das
bedeutet, dass ¢(b) = id4 fir alle b € B.

(b) Wir sollen eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 2015 konstruieren. Es gilt
2015 = 5-403 = 5 - 13 - 31. Wir versuchen zunéchst eine nicht-abelsche Gruppe
der Ordnung 5 - 31 = 155 zu konstruieren, indem wir ein semidirektes dufleres Pro-
dukt von den zyklischen Gruppen Z/5Z und Z /317 angeben. Es ist Aut(Z/31Z) ~
(2/3172)* ~ 7./307Z, weil 31 eine Primzahl ist. Nun ist durch ¢(1) = 6 ein nicht-
trivialer Homomorphismus ¢ : Z/5Z — 7Z/30Z erklart, denn 6 hat Ordnung 5 in
Z/30Z. Vermoge der oben angefiihrten Isomorphien haben wir somit einen nicht-
trivialen Homomorphismus ¢ : Z/5Z — Aut(Z/31Z) gefunden. Teil (a) liefert
nun, dass Z/31Z X, Z/5Z nicht-abelsch ist. Das dufere direkte Produkt (Z/317Z x,,
Z/5Z) x Z/13Z ist ebenfalls nicht-abelsch, denn der erste Faktor ist nicht-abelsch.
Da {5, 13,31} eine Menge paarweise teilerfremder Primzahlen ist, gilt |(Z/31Z x,
ZJ5Z) x ZJ13Z| = 5 - 13 - 31 = 2015. Damit haben wir eine nicht-abelsche Gruppe
der Ordnung 2015 gefunden. 0

Aufgabe 133 (H19T2A4) [J Sei S5 die
symmetrische Gruppe auf M3 = {1,2,3} und G = S3 x S3. Zu einem vorgegebenen
Primteiler p der Gruppenordnung |G| sei v, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G.
(a) Gesucht ist v5. Wir sehen zunéchst, dass |G| = |S3 x S3| = |S;] - |[S3] = 3! - 3! =
22 . 3%. In jedem der beiden Faktoren gilt A3z <1 S, denn (S5 : Az) = 2. Zudem ist
|As| = 3. Wegen |S5] = 6 = 3 -2 ist die A3 jeweils eine 3-Sylowgruppe von S3. Eine
aus der Vorlesung bekannte Folgerung aus dem zweiten Sylow-Satz besagt, dass ei-
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ne p-Sylowgruppe einer Gruppe GG genau dann Normalteiler von G ist, wenn es zur
Primzahl p genau eine p-Sylowgruppe gibt. Mithilfe dieses Resultats folgt aus der
Normalteilereigenschaft von Az in S3, dass Aj die einzige 3-Sylowgruppe von Sj ist.
Sei nun H = G x G4 duferes direktes Produkt der zwei Gruppen G1, Go. Zudem sei-
en N1, Ny jeweils Normalteiler von G, Go. Wir behaupten, dass Ny x Ny < G X Gbs.
Aus der Vorlesung wird als bekannt vorausgesetzt, dass zumindest Ny x N1 < Gy X Gy
gilt. Seien nun (g1,¢92) € G1 x Gy und (ny,n2) € Ny x Ny beliebig. Zu zeigen ist,
dass (g1, 92) - (n1,m2) - (91,92) " € N1 x Ny, d.h., die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass Ny x No < G x Gs. Es gilt (g1, 92) - (n1,n2) - (g1,92)"" =
(g1,92) - (n1,m2) - (97,95 %) = (ginigyt, ganagy '), wobei jeweils die Eigenschaft von
G1 X G4 duBleres Produkt zu sein verwendet wurde. Nun gilt infolge N; < G und
Ny < Gy, dass ginagy b € Nyund gangg, ' € No, sodass (ginigy ', ganagy *) € Nix No.
Damit ist die Normalteilereigenschaft N; x Ny < G x G5 bewiesen. Es folgt im
Kontext des zu bearbeitenden Beispiels direkt, dass Az x A3 < S3 x S3. Wegen
| A3z x As| = 3% handelt es sich bei A3 x A3z um eine 3-Sylowgruppe von S3 x Ss. Mit
der oben zitierten Folgerung aus dem zweiten Sylow-Satz folgt nun, dass v3 = 1.

(b) Gesucht sind drei verschiedene 2-Sylowgruppen von G, im Zeichen P,Q, R,
sodass [PN Q| = 1 und |[PN R| > 1. In der S3 gibt es genau 3 Untergruppen
der maximalen 2-Potenzordnung 2, mit anderen Worten 2-Sylowgruppen, namlich
((1,2)),((1,3)) und ((2,3)), wie man leicht mithilfe des dritten Sylow-Satzes priift.
Damit ist P = ((1,2)) x {(1,2)) eine Untergruppe von G, die die Ordnung 4 = 22 hat
und damit 2-Sylowgruppe von G ist. Ebenso sieht man, dass R = ((1,2)) x ((1, 3))
und @ = ((1,3)) x ((1,3)) 2-Sylowgruppen von G sind. Da die Erzeuger der zy-
klischen Faktoren ((1,2)) und ((1,3)) verschieden und als Transpositionen von der
Ordnung 2 sind, gilt ((1,2)) N ((1,3)) = {id) und damit P N Q = {(id,id)}, also
|P x Q| = 1. Zudem ist PN R = {(id,id), ((1,2),id)}, also |[P N R| = 2 > 1. Ins-
gesamt haben wir damit 3 2-Sylowgruppen von G mit der angegebenen Eigenschaft
gefunden. O

Aufgabe 134 (H18T3A2(b)) Zu zeigen ist, dass Azx Az die einzige 3-Sylowgruppe
von S3 x S3 ist. Laut einer Folgerung aus dem zweiten Sylowschen Satz, angewen-
det auf die vorliegende Situation, ist die Eigenschaft A3 x A3 < S5 x S3 dquivalent
dazu, dass A3 x Az die einzige 3-Sylowgruppe von S3 x S3 ist. Da A3 < S3 gilt auch
Az x A3 < 53 x S3. Damit folgt die Behauptung. O

Aufgabe 135 Sei N 3 n und n > 3. Zu zeigen ist, dass D,, isomorph zu einer
auBeren semidirekten Produkt zweier zyklischer Gruppen ist. Definiere zunéchst
C, = Z/nZ und Cy = 7Z/27 aus Notationsgriinden. Wegen n > 3 ist ®(n) > 2
und gerade, wobei ® die Eulersche ®-Funktion bezeichnet. Sei o : C)¢ — Aut(C),)
der aus der Vorlesung bekannte, eindeutige Isomorphismus, der die Einheitengruppe
C) auf die Automorphismengruppe von C,, abbildet. Wegen C) ~ Cgy) lésst sich
a durch Komposition in einen Isomorphismus 5 : Co@,y — Aut(®(n)) iiberfiihren.
Durch die Wahl 1 — ®(n)/2 erhalten wir einen nicht-trivialen Homomorphismus
¢ : Cy — Cg(n), aus dem wir durch Komposition wiederum den nicht-trivialen
Homomorphismus ¢ : Cy — Aut(C,,) gewinnen, sodass 1 — , wobei x? = id¢, aber
X # id¢, . Wir setzen also x(a) = —a fir alle a € C,,. Damit ist C}, X C5 eine nicht-
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abelsche Gruppe, denn % ist nicht-trivial. Als semidirektes Produkt hat C,, x4 Cs
zudem die Ordnung |C,, Xy, Cso| = 2n = |D,|, sodass die geforderte Isomorphie von
D,, zu C,, 1y Cy zumindest nicht von Vornherein ausgeschlossen ist. Laut Vorlesung
ist eine Gruppe G genau dann isomorph zu D,,, wenn es Elemente 7,0 € G gibt,
sodass ord(c) = n, ord(7) = 2 und o707 = eq. Es ist (0,1) € C), xy Cy von
der Ordnung 2, denn (0,1) # (0,0) und (0,1) %4 (0,1) = (0,1 + 1) = (0,0). Fir
(1,0) € C, xy Cy behaupten wir, dass n(1,0) = (n,0) fir alle n € N. In der Tat
gilt 1-(1,0) = (1,0) = (1-1,0). Sei die Behauptung fiir festes n vorausgesetzt,
dann gilt (n +1)(1,0) = n(1,0) %4 (1,0) = (n,0) *4 (1,0) = (n +(0)(1),0+0) =
(n +1id¢, (1),0) = (n+1,0) = ((n+ 1) - 1,0). Damit ist der Induktionsbeweis
abgeschlossen. Damit folgt, dass, in C, Xy Cy, ord((1,0)) = n < ord(l) = 0 in
C,. Letzteres ist wahr, denn 1 € (), ist Erzeuger dieser Gruppe. Wir setzen nun
o= (1,0) und 7 = (0,1). Dann haben ¢ und 7 die gewiinschten Ordnung und es gilt
0%y T = (1,0) %y (0,1) = (1,1). Unter Verwendung der Assoziativitiat von =, gilt
0ty 7k 0 T = (05 ) = (1,1) 5 (1,1) = (1 0(1)(1), 1+ 1) = (1+ x(1), 0) =
(x(x(1) +1),0) = (0,0) mit der Wahl von y von oben. Damit haben wir gezeigt,
dass C,, Xy Cy ~ D, O

Aufgabe 136 (F13T3A1l) Wir sollen eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung
2013 konstruieren. Die Quersumme von 2013 ist durch 3 dividierbar, sodass 2013
selbst durch 3 teilbar ist. Es ist 3 - 671. Ferner ist 671 = 660 + 11 = 60 - 11 + 11,
sodass 2013 = 11 - 61 - 3 in Primfaktorzerlegung. Seien C) = Z/kZ fiir k € N.
Wir versuchen aus C3 und Cg; zunéchst eine nicht-abelsche Gruppe mithilfe des
auBeren semidirekten Produkts zu konstruieren. Dazu benotigen wir einen nicht-
trivialen Homomorphismen ¢ : C5 — Aut(Cg;). Da 61 Primzahl ist, liefert ein
bekanntes Resultat zu den Automorphismengruppen zyklischer Gruppen von Prim-
zahlordnung, dass Aut(Cs;) ~ Cgpe1), wobei ® die Eulersche ®-Funktion ist. Wegen
®(61) = 60 finden wir Aut(Cyg;) =~ Cgo und bezeichnen den Isomorphismus dazu mit
«. Durch 1 + 20 ist ein nicht-trivialer Homomorphismus ¢ : C3 — Cg eindeutig
bestimmt. Den gesuchten Homomorphismus ¢ erhalten wir durch v = a=! o ¢.
Wegen der Automorphismeneigenschaft von « ist ¢ wohldefiniert. Da ¢ (1) # 0 ist
mit ¢ auch v nicht-trivial. Laut Vorlesung ist dann Cg; x4 Cs eine nicht-abelsche
Gruppe, fiir deren Ordnung gilt |Cg Xy Cs] = |Ce||Cs] = 61 -3 = 183. Indem
wir nun das duflere direkte Produkt von Cg x, Cs und C; betrachten, d.h., die
Gruppe G = (Cg Xy C3) x C1; setzen, erhalten wir eine Gruppe der Ordnung
|G| = |Ce1 %y C3]|Cr1| = 183 - 11 = 2013, d.h., der gewiinschten Ordnung. Da der
erste Faktor im duferen direkten Produkt nicht-abelsch ist, ist auch G nicht-abelsch.
Somit ist G = (Cg1 Xy C5) x Cy; mit dem Homomorphismus ¢ : C5 — Aut(Cé)
nach oben eine nicht-abelsche Gruppe der gesuchten Gruppenordnung. U

Aufgabe 137 Wir sollen eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 2020 konstru-
ieren, die nicht isomorph zu Digo ist. Es gilt 2020 = 4 -5-101 = 22-.5-101 in
Primfaktorzerlegung. Fiir & € N notieren wir die zyklischen Gruppen Z/kZ als Cy.
Wir versuchen zunéchst aus Cs und Cjg; eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung
505 zu konstruieren. Dazu suchen wir einen nicht-trivialen Gruppenhomomorphis-
mus ¢ : C5 — Aut(Cio1). Da 101 prim ist, liefert uns ein bekanntes Resultat zur
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Struktur der Automorphismengruppen zyklischer Gruppen, dass es einen eindeuti-
gen Isomorphismus a : Co(101)=100 = Aut(Cho1) gibt. Damit reduziert sich die Suche
auf das Auffinden eines nicht-trivialen Gruppenhomomorphismus ¢ : C5 — Cigg.
Dieser ist durch Angabe des Bilds des Erzeugers von Cj bereits eindeutig festge-
legt. Wir setzen ¢(1) = 20. Es gilt 5-20 = 100 = 0 in Cypp und 1-20 = 20 # 0,
2.20 =40 #0,3-20 =60 # 0 und 4 - 20 = 80 # 0. Damit ist auch 20 von der
Ordnung 5 in C}g, der Homomorphismus ¢ also wohldefiniert. Durch Komposition
von ¢ und « zu ¥ = «a o ¢ erhalten wir nun einen nicht-trivialen Homomorphismus
Y 1 C5 — Aut(Cip1). Die Homomorphismeneigenschaft ist hierbei klar, denn wohl-
definierte Kompositionen von Gruppenhomomorphismen sind selbst wieder Grup-
penhomomorphismen laut Vorlesung. Die Nicht-Trivialitdt folgt daraus, dass 1 auf
ein Element y € Aut(C}p1) von der Ordnung 5 abgebildet wird. Somit kénnen wir
die Gruppe H := Cjo1 Xy Cs definieren, die wegen |H| = |Ci1]|C5] = 505 die
Ordnung 505 hat, und die zudem wegen der Nicht-Trivialitdt von ¢ laut Vorlesung
nicht-abelsch ist. Indem wir nun das duflere direkte Produkt G := C; x H betrach-
ten, haben wir eine Gruppe der Ordnung |G| = 4 - 505 = 2020 gefunden. Da H
nicht-abelscher Faktor im &ufleren direkten Produkt ist, ist auch G nicht-abelsch.
Wir behaupten, dass G nicht-isomorph zu D119 ist. Laut Vorlesung ist eine Gruppe
X der Ordnung 2020 genau dann isomorph zu Dsygog, wenn es o, 7 € X gibt, sodass
ord(c) = 1010 und ord(7r) = 2 sowie o7oT = ex gilt. Insbesondere gibt es also
in X dann nur Elemente der Ordnung k, wobei k[1010. Angenommen, G ~ D;1p.
Dann ist (1,0,0) € G ein Element der Ordnung 4. Da aber 4 /1010 haben wir einen
Widerspruch dazu, dass auch (1,0, 0) von einer Ordnung k ist, die 1010 teilt. Somit
war die Annahme falsch und es gilt G' 22 Digp. U

Aufgabe 138 (F04T2A1) Gesucht ist eine Untergruppe der Ordnung 21 von S7.
Es gilt 21 = 3-7. Sei 0 = (1234567) € S7. Dann ist (o) < S7 eine Untergruppe
der Ordnung 7. Wir versuchen nun ein geeignetes Element 7 € S; der Ordnung 3
zu finden, sodass (o) > x = 707~ !. Da 0 # id scheidet id als Wahl fiir y aus. Da
ferner ggT(3,7) = 1, scheidet auch x = o aus. Denn ansonsten wére o7 = 70, also
(o, 7) abelsch. Da (1), (o) < (o,7) Untergruppen von verschiedener Primzahlord-
nung zu einer abelschen Gruppe sind, wére (o, 7) ~ Z/3Z x 7|7 ~ Z/217, wobei
letzteres durch den Chinesischen Restsatz fiir Gruppen bedingt ist. Aber in S7 kann
es maximal Elemente der Ordnung 12 geben, wie man leicht anhand der disjunkten
Zykeldarstellung eines beliebigen Elements der S; verfiziert. Somit haben wir einen
Widerspruch. Wir setzen also 02 = 7o~ ! = (7(1),7(2), 7(3), 7(4), 7(5), 7(6), 7(7)).
Es gilt aber (1234567)(1234567) = (1357246). Setze nun 7 = (235)(647). Dann hat 7
als Produkt zweier 3-Zykel mit disjunktem Tréger tatsédchlich Ordnung 3 und es gilt
(1(1),7(2),7(3), 7(4), 7(5), 7(6), 7(7)) = (1357246). Wir betrachten nun H = (o, 7).
Offenbar gilt (7),(c) < H. Wegen ggT(3,7) = 1 gilt auch (r) N (o) = {id).
Wir zeigen, dass (0) < H. Dazu geniigt es, zu zeigen, dass o{c)o~! C (o) und
(o)™t C (o). Da (o) zyklisch ist, reicht es aus, dass 0 "'oo € {¢) und To77! € (o).
Ersteres gilt offensichtlicherweise, das zweiteres gilt nach Wahl von 7. Insgesamt ha-
ben wir (o) < H nachgewiesen. Somit ist das Komplexprodukt (o) () zumindest
inneres semidirektes Produkt und als solches eine Untergruppe von H und von der
Ordnung 21 = 7-3 = |(0)| - |(7)|. Da H selbst Untergruppe von S7 ist, ist auch
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G := (0)(T) eine Untergruppe von S; mit der geforderten Ordnung. O

Aufgabe 139 (H16T2A1) Sei H = {z € C|S[z] > 0} die Menge aller komplexen
Zahlen aus der oberen komplexen Halbebene. Durch o : SLy(R) x H — H, (A, 2) —
(az +b)/(cz + d) ist eine Gruppenoperation erklart, wobei

A:(iz). (174)

(a) Wir sollen die Bahnen der Operation angeben. Hierzu betrachten wir zunéchst
die Bahn des Elements z = i und evaluieren (a € R*, b € R)

Aoz:(g a(zl)oi:a;—tb:ba—l—azi. (175)
Wir behaupten, dass H = {z = ba + a* € C|b € R,a € R\ {0}} =: M. Zu “2”.
Seien a € R\ {0} und b € R beliebig vorgegeben. Dann gilt z = ab + a* € C
mit 3[z] = a? > 0. Also ist z € H. Zu “C”. Sei umgekehrt z € H vorgegeben.
Dann gibt es v € R und v € R, sodass z = u + iv. Wir definieren a = /v > 0
und b = u/y/v € R. Es gilt ab + a* = u + v = 2. Somit ist 2 € M. Damit
haben wir gezeigt, dass sich vermége der Operation mit einer geeigneten Matrix
A € SLy(R) in oberer Dreiecksgestalt auf ¢ € H jedes Z € H erhalten ldsst. Damit
ist SLo(R)(7) = H. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass eine Operation einer Gruppe
auf einer Menge X bereits dann transitiv ist, wenn es ein Element aus X gibt, dessen
Bahn bereits ganz X ist. Somit erhalten wir, dass o eine transitive Operation ist.
Nach Definition bedeutet das, dass es genau eine Bahn der Operation o gibt, diese
ist dann H.

(b) Wir sollen nun den Stabilisator des Elements ¢ € H in G = SLy(R) bzgl. o
bestimmen. Fiir A € G gilt: A € G; & Aoi = i. In der eingangs vorgestellten
Notation bedeutet das ausgeschrieben

ai+b

i = — =i(ci+d)=ai+bs —c+id=b+ia. (176)
c+d

Da a, b, ¢, d insbesondere reell sind, kénnen wir den Real- und Imaginéarteil der letzten
Gleichung getrennt auswerten. Das liefert —c = b und d = a. Die Bedingung, dass
det(A) = 1 {ibersetzt sich in det(A) = ad — be = a® + b* = 1. Somit ist

Gi:{<z _ab)|a,b€R:a2+b2:1}. (177)

Indem wir a = cos(v), b = sin(¢) fiir ein ¢ € [0, 27) schreiben, sehen wir, dass G;
gerade die Drehgruppe SO (R) ist, die aus den orientierungserhaltenden Rotation
um den Ursprung der komplexen Zahlenebene im Winkel ¢ besteht. U

Aufgabe 140 SeiH = {z € C|J[z] > 0} die Menge aller komplexen Zahlen aus der
oberen komplexen Halbebene. Durch o : SLy(Z) x H — H, (A, 2) — (az+b)/(cz+d)
ist eine Gruppenoperation erklart, wobei

A:(Z‘Z). (178)



Wir zeigen, dass es unendlich viele Bahnen gibt. Angenommen, es gibt nur endlich
viele Bahnen By, ..., B,,. Da die Zuordnung G — By, g+ goz fiir alle k € {1,...,n}
surjektiv ist, ist mit G = SLy(Z) auch By abzdhlbar. Da die Bahnen der Operation
eine Zerlegung von H bilden, gilt

M:=|JB=H (179)
k=1

DaR~R&¢-1C H, d.h., H eine iiberabzéhlbare Menge beinhaltet, haben wir
einen Widerspruch: Denn die Gleichheit implizierte, dass es eine bijektive Abbildung
a : N — H gibt. Dann wiire aber 3 : a *(R®i-1) — R®i-1 eine bijektive Abbildung
als surjektive Einschrinkung der bijektiven Abbildung, die sich vermoge Ri-1 ~ R,
zu einer bijektiven Abbildung v : o }(R®:-1) € N — R umwandeln lisst. Da aber R
iiberabzéahlbar ist, existiert eine solche Abbildung nicht. Damit war die Annahme, es
giabe nur endlich viele Bahnen, falsch, und es gibt unendlich, genauer (ohne Beweis
hier) unendlich {iberabzihlbar viele Bahnen der Operation o. O

Aufgabe 141 Sei U = {U < R?* dimg(U) = 1} die Menge der eindimensionalen
Untervektorriume von R? und G = GLy(R). Wir definieren o : GxU — U, (A, U) —
AoU = {Aulu € U}.

(a) Wir zeigen, dass o als Abbildung wohldefiniert ist. Sei dazu U € U beliebig.
Da dimg(U) = 1, gibt es ein u € U \ {Ogz} mit der Eigenschaft, dass ling(u) = U.
Da A € GLy(R) gilt auch Au = v # Og2. Ansonsten wire dimker(4) =1 > 0 im
Widerspruch dazu, dass durch R? — R? x — Az eine bijektive lineare Abbildung
erklart ist. Nun gilt AU = {Ad/|v/ € lin(u)} = {A(A\u)|A € R} = {A(Au)|\ €
R} = {\w|A € R} = ling(v). Letzteres ist ein eindimensionaler Untervektorraum
von R?) ling(u) € U. Beliebigkeit von U € U impliziert nun die Wohldefiniertheit
der Abbildung o. Wir zeigen nun, dass es sich bei o um eine Gruppenoperation
handelt. Zunéchst ist das neutrale Element von G die Einheitsmatrix Es. Es gilt fiir
beliebiges U € U, dass EyoU = EyU = {Esulu € U} = {u|u € U} = U. Seien zudem
A, B € Gund U € U beliebig. Dann ist Ao (BoU) = Ao(BU) = Ao{Bulue U} =
A{Bulu e U} ={ABulu e U} = {(A-Blulue U} = (A-B)U = (A- B) o U, wobei
auch die Vertriglichkeit der Gruppenoperation o mit der Gruppenverkniipfung o
(Matrixmultiplikation) auf G' nachgewiesen ist. Damit haben wir gezeigt, dass es
sich bei o um eine Gruppenoperation handelt.

(b) Wir zeigen, dass o transitiv ist. Dazu reicht es aus, zu zeigen, dass es ein U € U
gibt, sodass G(U) = U. Wir withlen U = ling(é;), wobei é; = (1,0)? € R2. Zudem sei
U > U = ling(u) mit einem Vektor u # Og2. Wir wiahlen nun die Matrix A dergestalt,
dass A = (u,v), wobei v € R?\ U beliebig ist. Dann ist {u,v} eine Menge linear
unabhéngiger Vektoren, sodass A € GLy(R), da die Spaltenvektoren von A linear
unabhéngig sind. Zudem gilt Aé; = u. Analog zum Beweis der Wohldefiniertheit von
o schlieflen wir, dass A o ling(é;) = ling(u) = U. Beliebigkeit von U € U impliziert,
dass G(ling(é1)) = U. Damit ist o transitiv.

(c) Seien U; = ling(é;1) und Uy = ling(é;). Wir bestimmen die Stabilisatoren Gy,
und Gy,. Zu Gy,. Esist A€ Gy, & Ao U, =U; & Aéy = Néy, wo A € R*. Damit
ist A= (\é1,v), wo v € R?\ U;. Analog sehen wir, dass A € Gy, & AolUy = Uy &
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Aéy = Néy mit A € R*. Somit ist A = (v, A\és), wo v € R?\ U,. Explizit finden wir
die gesuchten Stabilisatoren also als

Gm:{<é G)MGRAmeRf}, (180)

C

G%={<ZQ)MERAmeR}. (181)

Das sind die oberen bzw. unteren Dreiecksmatrizen mit nicht-verschwindender De-
terminante, die aus der linearen Algebra bereits als Untergruppen der GLs(R) be-
kannt sind. O

Aufgabe 142 (a) Wir zeigen, dass eine p-Gruppe G ein nicht-triviales Zentrum
Z(G) hat. Sei |G| = p? mit d € N. Ohne Einschriinkung ist d > 1, denn fiir den
Fall, dass d = 1 ist G als Gruppe von Primzahlordnung bereits zyklisch und somit
abelsch, sodass Z(G) = G. Sei also d > 1. Wir betrachten die Operation der Gruppe
G auf sich selbst durch Konjugation. Dann liefert die Klassengleichung

Gl =12(G)| + Y (G : C,(Q), (182)

geER

wobei R ein Reprisentantensystem der Bahnen der Lange > 1 ist. C(G) bezeichnet
den Zentralisator von ¢ € G in G. Da Cy(R) < p* aber |Cy(G)|||G| nach dem
Satz von Lagrange, kann nur (G : Cy(G)) € {p,p% ...,p} fiir alle ¢ € R. Der
Fall, dass (G : Cy(G)) = p? ist aber ausgeschlossen, denn dann wire |R| = 1 und
|Z(G)| > 1 wegen e € Z(G), sodass die Klassengleichung den Widerspruch p? >
1 + p? liefert. Andererseits kénnen wir die Klassengleichung modulo p reduzieren.
Dann ist |Z(G)| = 0mod(p), woraus mit p > 1 folgt, dass |Z(G)| > 1. Damit wissen
wir bereits, dass {e} C Z(G) C G. das Zentrum von G ist somit nicht-trivial.

(b) Wir zeigen, dass Gruppen der Ordnung p?, wo p eine Primzahl ist, abelsch sind.
Aus Aufgabenteil (a) ist bereits bekannt, dass eine Gruppe G der Ordnung p? als p-
Gruppe ein nicht-triviales Zentrum hat. Falls Z(G) = G, dann ist G nach Definition
des Zentrums bereits abelsch. Dieser Fall kann im Folgenden unbeachtlich bleiben.
Es gilt dann insbesondere |Z(G)| = p, sodass Z(G) als Gruppe von Primzahlordnung
zyklisch ist, Z(G) ~ Z/pZ. Angenommen, es gibe nun ein g € G, sodass gh # hg
fiir ein h € G. Wegen |G| = p? hat g dann die Ordnung 1 oder p, denn ord(g) = p?
implizierte, dass G zyklisch und damit abelsch wire. Der Fall, dass ord(g) = 1 ist
ebenfalls ausgeschlossen, denn dann ist ¢ = e; und das Neutralelement vertauscht
mit jedem anderen Gruppenelement. Also ist ord(g) = p. Wir betrachten nun die
Untergruppe (g) < G. Diese kann nur Z(G) N (g) = {eg} erfiillen, denn ansonsten
wire wegen Z(G) N (g) < Z(G) und |Z(G)| bereits (g) = Z(G), was aber g € Z(G)
im Widerspruch zur Wahl von ¢ implizierte. Zudem ist bekannt, dass Z(G) < G.
Zusammen mit (g) < G betrachten wir das innere semi-direkte Produkt Z(G)(g).
Wir zeigen, dass dieses isomorph zum dueren direkten Produkt Z(G) x (g) ist. Da
l{g)| = p = Z(G), sind beide isomorph zu Z/pZ. Wir zeigen also, dass Z/pZ-7]pZ ~
Z]pZxZ/pZ. Wir schlieflen dazu die Existenz eines nicht-trivialen Homomorphismus
¢ : Z)pZ — Aut(Z/pZ) aus. Da ein Element g aus Z/pZ entweder Ordnung p
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oder Ordnung 1 hat, kénnen wir nur ord(¢(g))|ord(g) erreichen, indem wir g auf ein
Element der Ordnung 1 in Aut(Z/pZ) abbilden. Denn letzteres hat Ordnung p—1 <
p, sodass kein Automorphismus der Ordnung p existiert. Somit ist ¢(g) = idz,z fiir
alle g € Z. Damit ist aber nach Vorlesung bereits Z/pZ - Z/pZ ~ Z/pZ x Z]pZ.
Da letzteres aber abelsch ist, da jeder der beiden Faktoren abelsch ist, haben wir
den gesuchten Widerspruch: Bezogen auf das G der Aufgabenstellung bedeutet das
Z(G) = G, sodass wir ein Element g wie angenommen nicht wéhlen kénnen. O

Aufgabe 143 (H13T3A4) Sei V =F; und G < GL,(IF,) fiir ein n € N derge-
stalt, dass |G| = p® fiir ein e € N. Zu zeigen ist, dass es ein v € F} gibt, sodass v # 0
und v-v = v fiir alle 4y € G. Hierzu bemerken wir, dass x : G XV — V| (v,v) — v-v
eine Gruppenoperation ist. Es operiert ndmlich die Gruppe der invertierbaren n x n-
Matrizen auf die (Spalten-)Vektoren im n-dimensionalen [F,-Vektorraum F) durch
Matrixmultiplikation. Wegen Abgeschlossenheit des Koérpers I, unter Multiplika-
tion ist die Abbildung wohldefiniert. Zudem gilt E, x v = v, fiir alle v € V| wo
E, = diag(1,1,...,1) die n x n-Matrix bezeichnet, die nur auf der Diagonale Ein-
trige hat, die jeweils gleich dem Neutralelement von F sind. Diese ist das Neu-
tralelement in GL,,(FF,), liegt mithin in G. Zudem gilt fir A, B € G und v € V,
dass A* (Bxv) = Ax (Bv) = A(Bv) = (AB)v = (AB) % v, sodass die Abbildung
* mit der Verkniipfung auf G vertréglich ist. Damit ist verifiziert, dass es sich bei
« um eine Operation von G auf V handelt. Da |V| = |F,|" = p" < oo, liefert die
Bahnengleichung

VI =1F|+> (G: Gy, (183)

vER

wo R C V ein Repréasentantensystem derjenigen Bahnen ist, die eine Linge > 1
haben, und F' die Fixpunktmenge der Operation bezeichnet. Offenbar gilt fiir alle
v € G, dass v - Opn = Opp. Damit ist Opy € F, also [F] > 1. Wegen |G(v)| > 1 fiir
v € R nach Definition von R, ist |G(v)| = (G : G,) > 1 und, genauer nach dem Satz
von Lagrange, (G : G,) = |G|/|G,| € {p,p?* ...,p?}, wo d < min{n,e}. Reduktion
modulo p liefert dann |F'| = 0 mod(p), was wegen p > 2 > 1 nur dann geht, wenn es
mindestens ein v € F' mit v # Oy gibt. Nach Definition von F erfiillt dieses v nun
die gewiinschte Eigenschaft, dass v - v = v fiir alle v € G. O

Aufgabe 144 (H12T1A1) Sei p eine Primzahl und N> [ > 0 und ¢ = p'.

(a) Wir zeigen zunichst, dass SLy(F,) die Ordnung ¢(¢® — 1) hat. Hierzu beach-
ten wir, dass det : GLo(F,) — Fx, A ~ det(A) bereits aus der Vorlesung als
Gruppenhomomorphismus bekannt ist. Dieser Homomorphismus ist auch surjek-
tiv, denn fiir jedes a € F) ist die Matrix A = diag(a,1) € GLy(F,). Zusitzlich
gilt SLy(F,) = {A € GLy(F,)|det(A) = 1} = kerdet. Wir bestimmen die Ordnung
von GLy(F,). Es ist A € GLy(F,) genau dann, wenn die Spaltenvektoren von A
linear unabhéngig iiber F, sind. Fiir den ersten Spaltenvektor haben wir (¢* — 1)
Méglichkeiten (denn er muss vom Nullvektor verschieden sein). Fiir den zweiten
Spaltenvektor haben wir nur noch ¢ — ¢ Moglichkeiten, denn er darf nicht aus der
F,-linearen Hiille des ersten Spaltenvektors gewéhlt werden, da die Menge aus den
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beiden Spaltenvektoren in diesem Fall linear abhéngig iiber [, ist. Insgesamt ha-
ben wir also (¢*> — 1)(¢* — q) verschiedene Elemente in GLy(F,). Zusammen mit
[FX| = g — 1 wegen der Korpereigenschaft von I, liefert nun der Homomorphiesatz
fiir den surjektiven Gruppenhomomorphismus det, dass

FX = GLy(F,) /SLa(F,). (184)

Hierbei haben wir ker det = SLy(F,) von oben bereits verwendet. Da GLy(F,) insbe-
sondere endlich ist, folgt mit dem Satz von Lagrange ¢g—1 = (¢*—q)(¢*—1)/|SLa(F, )|,
was wir zu |SLa(F,)| = q(¢* — 1) umformen.

(b) Fiir die Untergruppen N~ und B finden wir anhand der Definition jeweils die
Ordnungen |N~| = ¢ und |B| = (¢ — 1)q. Da die Anzahl der Linksnebenklassen von
B in G = SLy(F,) gegeben ist durch |G/B| = (G : B) = |G|/|B| nach dem Satz von
Lagrange, liefert Einsetzen der Ergebnisse aus (a) und des Ergebnisses fiir |B| von
vorher, dass |G/B| = ¢ + 1. Im Folgenden sei 2 = G/B.

(c¢) Wir definieren nun * : N~ x Q — Q, (o, B) — afB. Laut Aufgabenstellung ist
das eine Operation. Wir sollen zeigen, dass diese einen Fixpunkt hat. Dazu verwen-
den wir die Bahnengleichung

Q= [F|+ ) (N":N,;), (185)

zER

wo R ein Représentantensystem all derjenigen Bahnen bezeichnet, deren Lénge > 1
ist. Esist ¢+ 1 = |Q] und N < N7, also [N |||[N~| = ¢ = p'. Zudem |N~(z)| =
(N~ :N;.) € {p,p* ...,q}, denn da R gerade Repriisentantensystem der Bahnen der
Lénge > 1 ist, ist (N~ : N ) > 1 fiir alle z € R. Reduktion modulo p liefert nun
|F| = 1mod(p), sodass F' zumindest ein Element ¢B € € enthilt. Dieses ist dann
(einer) der gesuchte(n) Fixpunkt(e). O

Aufgabe 145 (F13T1A5) Sei M die Menge der 3 x 3-Matrizen tiber C mit
charakteristischem Polynom y = (x — 1)3.

(a) Zu zeigen ist, dass die Gruppe G = GL3(C) auf M durch Konjugation operiert.
Wir definieren dazu die Abbildung * : G x M — M, (T, A) — T x A= TAT~! und
verifizieren die Wohldefiniertheit. Sei dazu A € M, T' € G beliebig und setze B =
TAT™' € G. Es gilt xpar-1(2) = det(2E3 —TAT') = det(T(2E3)T ' —TAT™!) =
det(T) det(zE3 — A)det(T~1) = det(T) det(zE3 — A)det(T)™ = det(zE3 — A) =
x4 = (z — 1)3. Mithin ist xp(z) = (z — 1), also TAT™! = B € M. Damit ist *
wohldefiniert. Wir priifen, dass * eine Gruppenoperation ist. Es gilt ndmlich F3xA =
EsAE;' = A fiir alle A € M und fiir 7,5 € G und A € M beliebig gilt zudem:
Sx(TxA) =S« (TAT™) = STAT'S™! = (ST)A(ST)™! = (ST) * A. Damit
handelt es sich bei * in der Tat um eine Gruppenoperation.

(b) Wir sollen nun die Anzahl der Bahnen bestimmen. Da das charakteristische
Polynom x4 fiir alle A € M in Linearfaktoren zerfallt, ist A d&hnlich zu einer Matrix
J in Jordan-Normalform, die nur den Eigenwert 1 hat. Mit anderen Worten, es
existiert ein T € G, sodass T'* A = TAT-! = J. Hierbei kénnen wir wegen der
Eindeutigkeit der Jordan-Normalform (bis auf Reihenfolge der Blocke) die folgenden
Fille haben. A hat 3 Jordan-Blocke der Léange 1, A hat einen Jordan-Block der Léange
2 und damit einen der Lénge 1 oder A hat einen Jordan-Block der Linge 3. Da x4
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die dreifache Nullstelle 1 hat und keine weiteren Nullstellen besitzt, ist A dhnlich zu
genau einer der folgenden Matrizen:

100

Ji=[010], (186)
00 1
110

Jh=[010], (187)
00 1
110

Jy=[011 (188)
001

Aus den obigen Uberlegungen sehen wir direkt, dass R = {Ji,Js,Js} ein Re-
prasentantensystem der Menge M der Bahnen der Operation von G auf M ist.
Damit gibt es genau 3 Bahnen der Operation. U

Aufgabe 146 Sei X C Maty(R) =: M die Menge aller reellen 2 x 2-Matrizen, die
dghnlich zu einer Matrix in Jordan-Normalform ist.

(a) Wir geben eine Matrix A in M\ X an. Dieses ist dann insbesondere nicht dhnlich
zu einer Matrix in Jordan-Normalform. Laut Vorlesung ist das dquivalent dazu, dass
X4 nicht iiber R in Linearfaktoren zerféllt. Fiir A € M gegeben durch

0 —1

A= ( 10 ) (189)
gilt xa = det(zFy— A) = 22 +1, welches keine reellen Nullstellen besitzt. Folglich ist
A nicht dhnlich zu einer Matrix in Jordan-Normalform und es gilt somit A € M\ X.
(b) Wir zeigen, dass * : GLy(R) x X — X, (S, A) — SAS™! eine Gruppenoperation
ist. Dazu zeigen wir zunéchst, dass die Abbildung wohldefiniert ist. Sei S € GLy(R)
und A € X. Es gibt ein T' € GLy(R), sodass TAT ! = J, da A nach Definition von X
dhnlich zu einer Matrix in Jordan-Normalform ist. Das kénnen wir zu A = T-1JT
umformen. Da B = SAS™! ist B = ST'JTS™!, sodass (I'S™Y)B(TS™!) = J.
Somit ist auch B #hnlich zu einer Matrix in Jordan-Normalform, also B € X. Wir
zeigen nun, dass es sich bei * um eine Operation von G := GLy(R) auf X handelt.
Es gilt namlich, dass Eyx A = EyAE, ' = Afiir alle A € X. Zudem gilt fiir T, S € G,
dass T (Sx A) =T x (SAS™!) = TSASTIT-! = (TS)A(TS)™! = (TS) * A mit
beliebigem A € X. Damit ist % eine Operation von G auf X.
(¢) Wir behaupten, dass

R:{(g 2)|a,beR:a2b}U{(8 i)\ceR} (190)

ein Reprasentantensystem den Bahnen von x ist. Sei dazu B eine Bahn von *. Dann
gibt es ein A € X, sodass G(A) = B. Nach Definition von X, ist A #&hnlich zu
einer Matrix in Jordan-Normalform. Hierbei kénnen zwei Fille auftreten. Entweder
A ist diagonalisierbar mit den einfach Eigenwerten a,b € R (ohne Einschrinkung
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ist @ > b) oder A ist nicht diagonalisierbar und hat dann den zweifachen Eigenwert
¢ € R. In ersten Fall gibt es ein T € GG, sodass

TAT ' = ( 8 2 > €R. (191)

Im zweiten Fall gibt es ein T' € GG, sodass

TAT = < 8 i ) €R. (192)

In jedem Fall enthilt B ein Element aus R. Die Bahn B enthilt sogar genau ein
Element aus R. Seien namlich J,J" € R verschieden aber .J,J" € B. Dann gibt
es T,T" € G, sodass TAT! = J und T"AT"~! = J'. J und J’ koénnen sich nach
der Eindeutigkeit der Jordan-Normalform nur in der Reihenfolge der Jordan-Blécke
unterscheiden. Wir haben also einen Widerspruch, denn die Reihenfolge der Jordan-
Blocke in R ist bereits nach Definition von R festgelegt. Folglich ist J = J’ und jede
Bahn von * enthélt genau ein Element aus R. Damit ist R ein Représentantensystem
der Menge der Bahnen von x. U

Aufgabe 147 (H19T3A3) Sei G eine endliche Gruppe.

(a) Falls U eine Untergruppe vom Index k ist, so gibt es einen Normalteiler N < G,
sodass N C U, k|(G : N) und (G : N)|k!l. Wir betrachten hierzu die Operation
von G auf der Menge der Linksnebenklassen G /U definiert durch * : G x G/U —
G/U, (9, 1U) — gq1U. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass es sich hierbei um
eine wohldefinierte Abbildung handelt, die eine Operation von G auf G/U defi-
niert. * definiert einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Per(G/U) vermoge
o(9)(1U) = g+ g1U. Da bereits ker ¢ < G, bleibt zu zeigen, dass N := ker ¢ die Teil-
barkeitsrelationen der Aufgabenstellung erfiillt und N C U. Sei dazun € N beliebig.
Es gilt ¢(n) = idg v, sodass fiir ecU = U € G/U gilt ¢(n)(U) = idguy(U) = U und
d(n)(U) = n+U = nU. Zusammen gilt nU = U, sodass n € U. Beliebigkeit von
n € N liefert N C U. Mit dem Satz von Lagrange gilt zudem (G : N) = |G|/|N| =
|G|/|U|-|U|/IN|= (G :U)(U : N). Damit gilt (G : N) = k(G : U), also k|(G : N).
Da ¢(G) =: H < Per(G/U), gilt zusammen mit Per(G/U) ~ S(c.vy = Sk, nach dem
Homomorphiesatz |G|/|N| = |¢(G)]|||Sk| = k!, also nach Lagrange (G : N)|k!.

(b) Wir zeigen, dass es keine einfache Gruppe der Ordnung 108 gibt. Es gilt zunéichst
G = 22-32. Fiir die endliche Gruppe G wissen wir zumindest, dass eine Untergruppe
der Ordnung 22 und eine Untergruppe der Ordnung 3? existiert. Diese sind dann
jeweils eine 2- bzw. 3-Sylowgruppe von G. Wir bezeichnen die gewéhlte 2- bzw.
3-Sylowgruppe mit P, bzw. Ps. Es gilt (G : P;) = 4. Die Aussage von oben lie-
fert uns, dass es einen Normalteiler N von G gibt, sodass 22 = 4|(G : N) und
(G: N)|24 = 2% - 3. Damit kommt nur (G : N) € {4,12,24} in Betracht. Da |N|||G|
kommt sogar nur (G : N) € {4,12} in Betracht. Im ersten Fall wire |N| = 27, im
zweiten Fall |[N| = 9. In jedem Fall gilt 1 < |N| < 108, sodass wir einen nicht-
trivialen Normalteiler von G gefunden haben. G ist somit also nicht einfach. OJ
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Aufgabe 148 (H13T1A3) Gegeben sei die Matrix

Al
A:(O /\)eMat(QxQ,(C)

mit A # 0. Wir sollen fiir alle natiirlichen Zahlen k > 1 zeigen, dass A* die Jor-
dan’schen Normalform

J(AF) = ( Aok Alk ) (193)

hat. Fiir £ = 1 stimmt die Aussage, denn A liegt bereits in Jordan’scher Normform
vor. Wir berechnen

ENED-(E) e
ERED(E) e
A4:(A03 3?32)(0 )\) (Ao4 4;3)' (196)
Wir behaupten, dass fiir £ > 1 allgemein gilt

)\k k.)\kfl
Ak:( Y ) (197)

Fir £ = 1 stimmt die Aussage nach Definition von A. Wir zeigen nun, dass falls
die Aussage fiir ein festes k wahr ist, sie auch fiir k£ + 1 gilt. Eine kurze Rechnung
bestatigt in der Tat

DL DU Al MNFL (k4 1)
A’““:A’“A:(O \k ><0 A):( 0 ()\’““) ) (198)

Sei nun k beliebig aber fest gewédhlt. Wir berechnen das charakteristische Polynom
X ar(2) von A*. Es gilt

e (2) = det(2E5 — AF) = det (( : _OXC ;’“_A';,: )) — (2= A2 (199)

Damit ist das charakeristische Polynom von A* separabel iiber C und der Satz iiber
die Existenz der Jordan’schen Normlform liefert, dass A* in Jordan’sche Normalform
gebracht werden kann. Damit stehen die beiden Kandidaten

A0 LA
JI:(O )\k)oderJ2:<0 Ak) (200)

zur Auswahl. Im ersten Fall hat J; zwei Jordan-Késtchen von je der Lange 1, im
zweiten Fall hat J; ein Jordan-Késtchen der Lénge 2. Wir berechnen das Minimal-
polynom 4. Dieses ist das kleinste Polynom p mit der Eigenschaft, dass p(A*) = 0.
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Wegen des Satzes von Cayley-Hamilton gilt y 4x(A*) = 0, sodass 4% |x 4x. Somit ist
par(2) € {z — A* (2 — A¥)2}. Im ersten Fall sehen wir aber, dass 4« (A*) # 0, denn

k k—1 k k—1
= (X Y5 )= () 4(58)
und das letzte (Un-)gleichheitszeichen gilt wegen der Voraussetzung, dass A # 0.
Somit bleibt nur pax(2) = (2 — A¥)2. Laut Vorlesung ist deg(uux) im Falle, dass
pax nur eine Nullstelle besitzt, gleich der Lénge des grofiten Jordan-Késtchens, das
zu dem durch die Nullstelle gegebenen Eigenwert von A* gehort. Da hier pyx die
zweifache Nullstelle \¥ besitzt, ist das gréfite zugehorige Jordan-Kistchen von der

Lange 2. Mithin ist J, die gesuchte Jordan-Normalform von A* und die Behauptung
bewiesen. ]

Aufgabe 149 (F18T3A3) (a) Sei G eine endliche Gruppe und bezeichne mit
v, die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen von G. Ferner seien p, ¢ zwei verschiedene
Primzahlen, die die Ordnung von G teilen. Angenommen, v, = 1 = v, und es
bezeichnet P die einzige p-Sylowgruppe von G und @ die einzige ¢-Sylowgruppe
von G. Wir zeigen: Dann gilt gpgg = gogp fiir alle gp € P und gg € Q. Aus
dem zweiten Sylow’schen Satz folgt wegen v, =1 = v,, dass P < G und Q < G.
Insbesondere gilt fiir alle gp € P und gg € @, dass gQgglgél € Pund gpgélggl €Q.
Wegen der Abgeschlossenheit von P und () bzgl. der Gruppenmultiplikation ist auch
9P - 9095 9o € Pund gg - grgg'9p' € Q. Wegen (gp - 9o9p'95") " = 90 - 9r9q 95"
liefert die Abgeschlossenheit von P bzw. (), dass gg - gpgélggl € PN Q. Wegen
p # q und p, g prim gilt ferner ggT(|P|, |@|) = 1. Da sowohl P < G und @ < G gilt
PNQ = {eg}. Somit gilt gg ~gpgélg;1 = eq, was vermoge Multiplikation mit gpgg
dquivalent zu gg - gp = gpgq ist.

(b) Sei nun G eine Gruppe der Ordnung 12. Wir zeigen zuerst, dass v3 = 4 und
vy = 3 unmoglich ist. Angenommen, v3 = 4 und v, = 3. Da je zwei p-Sylowgruppen
von G trivialen Schnitt haben, gibt es in G mindestens 4 - ®(3) = 8 Elemente der
Ordnung 3, ndmlich mindestens die Elemente aus den 3-Sylowgruppen, die Ordnung
3 haben. Da 3 prim ist, gibt es in jeder 3-Sylowgruppe ®(3) = 2 Elemente der
Ordnung 3. Zusammen mit v3 = 4 folgt die angegebene untere Schranke fiir die
Anzahl der Elemente aus G von der Ordnung 3. In den 3, nach Voraussetzung
paarweise verschiedenen 2-Sylowgruppen liegen mindestens 3 + 1 = 4 Elemente
der Ordnung 2 oder 4. Da ggT(3,2?) = 1 sind diese von der vorher abgezihlten
Elementen verschieden. Damit haben wir mindestens 12 Elemente in (G, die Ordnung
2, 3,4 haben. Da aber zusétzlich ein neutrales Element in der Gruppe G liegt, miissen
mindestens 12+1 = 13 verschiedene Elemente in G liegen, was |G| = 12 widerspricht.
Somit kann der Fall v3 = 4 und v, = 3 nicht auftreten. Wir zeigen nun, dass G
im Falle v3 = 1 = vy abelsch ist. Dann ist ndmlich die einzige 2-Sylowgruppe P,
von G nach dem zweiten Sylow’schen Satz ein Normalteiler von G. Analog liefert
der zweite Sylowsche Satz mit v3 = 1, dass die einzige 3-Sylowgruppe von G ein
Normalteiler von G ist. P, ist als Gruppe von Primzahlquadratordnung abelsch,
und Pj ist als Gruppe von Primzahlordnung sogar zyklisch. Da P, P3 < G und
ggT(|P2| = 4,|Ps| = 3) =1, ist P, N P; = {e} und somit ist das innere direkte
Produkt P, - P; < G. Wegen |P, - P3| = | P,||Ps| = 12 folgt sogar stérker Py - Py = G.
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Da G = P+ P3 ~ P, x P3 und jeder der Faktoren aus dem rechts stehenden dufleren
direkten Produkt abelsch ist, ist auch G als zu einer abelschen Gruppe isomorphe
Gruppe selbst abelsch. O

Aufgabe 150 (H17T3A1) Sei G eine Gruppe der Ordnung 992 = 25 - 31.

(a) Nach dem dritten Sylowschen Satz gilt fiir die Anzahl v, der Sylowgruppen von
G, dass 15|31 und v = 1 mod(2). Damit ist v, € {1,31} moglich. Analog liefert der
dritte Sylowsche Satz fiir die Anzahl v3; der 31-Sylowgruppen von G, dass vs1]32
und v3; = 1 mod(31). Damit ist v3; € {1,32} moglich.

(b) Wir zeigen, dass G auflosbar ist. Dazu schliefen wir aus, dass v, = 31 und
v31 = 32. Angenommen, v, = 31 und v3; = 32. Da 31 eine Primzahl ist und je zwei
verschiedene 31-Sylowgruppen die Schnittmenge {es} haben, haben wir 32-®(31) =
32 - 30 verschiedene Elemente der Ordnung 31 in G. Zudem liegen keine Elemente
von 2-Potenzordnung in einer 31-Sylowgruppe, ausgenommen das Neutralement eg
von GG. Seien P’, P” zwei verschiedene 2-Sylowgruppen von GG. Da P’, P” verschieden
sind, kann P’ N P” nur eine echte Untergruppe von P’ und P” sein. Somit ist |P' N
P"| < 16. Insgesamt gibt es somit in G noch |P'U P"| = |P'| + |P"| — |[P'N P"| =
48 Elemente der Ordnung 2* mit k& € {0,1,2,3,4,5}. Zusammen haben wir somit
bereits 30-32+448 > 30-32+32 = 992 Elemente in G, im Widerspruch zu |G| = 992.
Somit kann der Fall 5 = 31 und v3; = 32 nicht auftreten. Damit bleiben zwei Falle
iibrig: v, = 1 oder v3; = 1.

e Fuall 1: v = 1. Dann ist die einzige 2-Sylowgruppe P nach einer Folgerung
aus dem zweiten Sylowschen Satz ein Normalteiler von G. Da |G/P| = 31
nach dem Satz von Lagrange und 31 eine Primzahl ist, ist P/Q zyklisch, da-
mit insbesondere auflosbar. P selbst ist als p = 2-Gruppe nach der Vorlesung
ebenfalls auflosbar. Da sowohl G/P als auch P auflésbar sind, liefert ein Vor-
lesungsresultat die Auflésbarkeit von G.

e Fuall 2: v33 = 1. Dann ist die einzige 31-Sylowgruppe @) nach einer Folgerung
aus dem zweiten Sylowschen Satz ein Normalteiler von G. Da |G/Q]| = 32 = 2°
ist die Faktorgruppe G/@ eine p-Gruppe zur Primzahl 2, laut Vorlesung also
auflosbar. @) wiederum ist von Primzahlordnung, somit zyklisch und damit ins-
besondere auflosbar. Analog zu Fall 1 folgt mithilfe eines Vorlesungsresultats,
dass G auflosbar ist.

Insgesamt ist somit in jedem der zuléssigen Félle G auflosbar, die Behauptung somit
bewiesen. 0

Aufgabe 151 (F15T1A3) Sei G eine Gruppe der Ordnung 105.

(a) Wir zeigen, dass G einen Normalteiler der Ordnung 5 oder 7 hat. Zunéchst
gilt 105 = 3 -5 -7 in Primfaktorzerlegung. Sei fiir eine Primzahl p v, die Anzahl
der p-Sylowgruppen von G. Nach dem dritten Sylowschen Satz gilt fiir v5, dass
v5121 und v5 = 1mod(5). Somit ist v5 € {1,3,7,21} wegen der ersten Bedingung
und die zweite Bedingung schriankt die Moglichkeiten auf vs € {1,21} ein. Analog
liefert der dritte Sylow’sche Satz, dass fiir v; gilt 17|15 und v = 1mod(7). Die
erste Bedingung erlaubt v; € {1,3,5,15} und die zweite Bedingung schriankt das
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ein zu v; € {1,15}. Wir zeigen nun, dass v; = 15 und v; = 21 nicht moglich ist.
Denn die paarweise Verschiedenheit der p-Sylowgruppen von Primzahlordnung 5
bzw. 7 impliziert zunéchst, dass es in G 21 - ®(5) = 84 Elemente der Ordnung 5
und 15 - &(7) = 90 Elemente der Ordnung 7. Zusammen enthélt G dann bereits
84 + 90 = 174 Elemente von der Ordnung 5 oder 7, was |G| = 105 widerspricht.
Damit ist v5 = 1 oder v; = 1. Im Fall v5 = 1 hat G nach einer Folgerung aus dem
zweiten Sylowschen Satz einen Normalteiler der Ordnung 5, im zweiten Fall wegen
desselben Vorlesungsresultats einen Normalteiler der Ordnung 7.

(b) Wir zeigen nun, dass G auflosbar ist. Hierbei arbeiten wir mit Fallunterscheidung.

e Fuall 1: v5 = 1. In diesem Fall hat G einen Normalteiler P der Ordnung 5.
Dieser ist von Primzahlordnung, also zyklisch, somit auflosbar. Die Faktor-
gruppe G/P hat dann nach dem Satz von Lagrange die Ordnung 21. Fiir die
Anzahl p; der 7-Sylowgruppen von G/P gilt dann p7|3 und p; = 1mod(7).
Somit ist nur g7 = 1 moglich. Damit hat G/P einen Normalteiler P’ der Ord-
nung 7, der, da von Primzahlordnung, zyklisch und damit auflésbar ist. Die
Faktorgruppe (G/P)/P’ hat wiederum nach Lagrange die Ordnung 3, d.h.,
ist als Gruppe von Primzahlordnung zyklisch und damit auflosbar. Aus der
Vorlesung ist bekannt, dass eine Gruppe G genau dann auflosbar ist, wenn G
einen auflosbaren Normalteiler besitzt, sodass G/N auflosbar ist. Das liefert

uns zunéchst die Auflosbarkeit von G/P. Nochmaliges Anwenden des zitierten
Resultats auf G/P und P liefert dann die Auflésbarkeit von G.

e Fuall 2: v; = 1. In diesem Fall hat G einen Normalteiler () der Ordnung 7.
Dieser ist als Gruppe von Primzahlordnung zyklisch und damit auflésbar. Die
Faktorgruppe G//@ hat die Ordnung 15. Bezeichnen wir wiederum mit g, fiir
eine Primzahl p die Anzahl der p-Sylowgruppen von G/@Q, so liefert uns der
dritte Sylowsche Satz fiir die Anzahl us der 5-Sylowgruppen von G/@Q die
zwei Bedingungen p5]3 und pus = 1mod(5). Beides zusammen erlaubt nur
s = 1, woraus mittels der bereits oben verwendeten Folgerung aus dem zwei-
ten Sylowschen Satz die Normalteilereigenschaft der einzigen 5-Sylowgruppe
Q' von G/Q folgt. Q' ist als Gruppe von Primzahlordnung zyklisch und da-
mit auflésbar und der Satz von Lagrange liefert, dass (G/Q)/Q’ von Ord-
nung |(G/Q)/Q'| = 15/5 = 3, also ebenfalls von Primzahlordnung ist. Also ist
(G/Q)/Q" ebenfalls zyklisch und damit auflésbar. Somit sind @' und (G/Q)/Q’
auflésbar und ein Resultat aus der Vorlesung liefert die Auflosbarkeit von G/Q).
Zusammen mit der Auflésbarkeit von @) folgt mithilfe desselben Vorlesungser-
gebnisses die Auflésbarkeit von G.

In jedem Fall ist G auflésbar, womit der Beweis beendet ist. O

Aufgabe 152 Im folgenden sind jeweils Gruppen einer vorgegebenen Ordnung im
Hinblick auf Isomorphietypen zu bestimmen.

(a) Gesucht sind die Isomorphietypen aller Gruppen der Ordnung 99. Sei G ei-
ne Gruppe der Ordnung 99. Wegen 99 = 32 - 11 hat G nur nicht-triviale 3- und
11-Sylowgruppen. Fiir deren Anzahlen vs bzw. vy gilt v3|11 und v3 = 1mod(3)
bzw. 111|9 und v;; = 1mod(11), jeweils nach dem dritten Sylowschen Satz. In

148



beiden Féllen sehen wir, dass 3 = 1 und v1; = 1 die jeweils einzige zulédssige
Moglichkeit sind. Bezeichne P die einzige 3-Sylowgruppe von G und () die einzige 11-
Sylowgruppe von G. Eine Folgerung aus dem dritten Sylowschen Satz sagt nun, dass
P,Q < G. Zudem gilt ggT(|P| =9,|Q| = 11) = 1, sodass P N Q = {eg}. Damit ist
das innere direkte Produkt PQ < G. Fiir dessen Ordnung gilt |PQ| = |P||Q| = 99,
sodass aus dem trivial geltenden PQ) C G bereits PQ) = G aus Ordnungsgriinden
folgt. Als inneres direktes Produkt der Gruppen P, Q) ist GG isomorph zu G >~ P X @),
dem &ufleren direkten Produkt von P, Q). Da P von Primzahlquadratordnung ist,
ist P abelsch und nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen
weiterhin isomorph zu Z/37Z x Z/37Z oder Z/97Z. Diese sind bereits nicht isomorph,
denn die erstgenannte Gruppe hat nur Elemente von Ordnung < 3, wohingegen
die zweitgenannte Gruppe als zyklische Gruppe der Ordnung 9 mindestens ein Ele-
ment der Ordnung 9 hat. Als Gruppe von Primzahlordnung ist () zyklisch und
isomorph zu Z/117Z. Insgesamt haben wir damit die folgenden beiden Isomorphie-
typen, (Z/3Z x 7/3Z) x ZJ11Z bzw. (Z/9Z) x Z/11Z. Die Nicht-Isomorphie der
beiden eingeklammerten Faktoren liefert nun die Nicht-Isomorphie der beiden Iso-
morphietypen.

(b) Gesucht sind alle Isomorphietypen von Gruppen der Ordnung 45. Sei G eine
Gruppe der Ordnung 45. Die Primfaktorzerlegung liefert |G| = 3% - 5. Wir bezeich-
nen wie in Teil (a) mit v3 bzw. v5 die Anzahlen der 3- bzw. 5-Sylowgruppen von
G. Der dritte Sylowsche Satz liefert uns v3/5 und v3 = 1mod(5) und v5/9 und
vs = 1mod(5). Auch hier ist lediglich v3 = 1 und v5 = 1 moglich. Wir bezeichnen
die einzige 3-Sylowgruppe von G als P und die einzige 5-Sylowgruppe von G als ).
Dann gilt nach einer Folgerung aus dem zweiten Sylowschen Satz, dass P,Q < G.
Wegen geT(|P| =9,|Q] =5) =1 gilt PNQ = {eg}. Somit ist das innere direkte
Produkt PQ < G. Wegen |PQ| = |P||Q| = 45 gilt sogar bereits PQ) = G. Als inne-
res direktes Produkt der Gruppen P und @ ist G isomorph zum &ufleren direkten
Produkt von P und @, G >~ P x Q. P ist als Gruppe von Primzahlquadratordnung
abelsch und nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen isomorph
zu /37 x 7./ 3Z oder Z/9Z. Die beiden Isomorphietypen sind verschieden, denn in
der letztgenannten Gruppe gibt es ein erzeugendes Element, das dann die Ordnung
9 hat, wohingegen in der erstgenannten Gruppe lediglich Elemente der Ordnung
< 3 existieren. Daher kénnen die beiden Isomorphietyp-Gruppen nicht zueinander
isomorph sein. Die Gruppe @ hingegen ist als Gruppe von Primzahlordung iso-
morph zur zyklisch Gruppe Z/5Z. Analog zu Aufgabenteil (a) ist also G isomorph
w1 (Z)37X7)37) X7 /5Z oder (Z/9Z) x Z/5Z, wobei die Nicht-Isomorphie der beiden
eingeklammerten Faktoren impliziert, dass (Z/3Z x Z/37) x 7|57 # (Z/9Z) X 7] 5Z.
(¢) Gesucht sind nun alle Isomorphietypen von Gruppen der Ordnung 143. Sei G
eine Gruppe der Ordnung 143 = 11 - 13. Wir bezeichnen mit v;; bzw. 143 die An-
zahlen der 11 bzw. 13-Sylowgruppen von G. Nach dem dritten Sylowschen Satz gilt
v11/13 und 111 = 1mod(11) sowie v43|11 und v13 = 1 mod(13). Hieraus sieht man
leicht, dass v1; = 1 und v13 = 1. Seien nun P die 11- und @) die 13-Sylowgruppe
von G. Da P und @ jeweils zyklisch. da Ordnung 11 bzw. 13, sind, gilt P ~ Z/117Z
und @ ~ Z/13Z. Da ferner P und @ die einzigen 11- bzw. 13-Sylowgruppen von G
sind, liefert eine Folgerung aus dem zweiten Sylowschen Satz, dass P,QQ < G. Da P
und ) Normalteiler von G von teilerfremder Ordnung sind, ist das innere direkte
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Produkt PQ < G und wegen |PQ| = |P||Q| = 143 gilt sogar PQ = G. Somit
ist G ~ P x @ ~ Z/143Z, und die letzte Isomorphie folgt aus dem Chinesischen
Restsatz fiir Gruppen. O

Aufgabe 153 Sei G eine Gruppe der Ordnung 12 ohne Untergruppe der Ord-
nung 6. Wir zeigen, dass G ~ A,. Wir bestimmen zunéchst die Anzahlen v, der
p-Sylowgruppen von G. Infolge des dritten Sylowschen Satzes gilt v3|4 und v3 =
1 mod(3). Damit sind nur die Félle v5 € {1,4} beachtlich.

e [ull 1: v3 = 1. Dann ist die einzige 3-Sylowgruppe, bezeichnet mit P, von
G nach dem zweiten sylowschen Satz ein Normalteiler von G. Zudem gibt
es in G ein Element G der Ordnung 2, welches in einer der 2-Sylowgruppen
von G liegt. Diese erzeugt (g), was eine zyklische Untergruppe von G von der
Ordnung 2 ist. Da ggT(|(g)| = 2,|P| = 3) =1, gilt PN (g) = {ec}. Damit ist
das innere semidirekte Produkt (¢)P < G und es gilt [(g)P| = |(g9)||P] = 6,
im Widerspruch zur Voraussetzung, dass G keine Untergruppe der Ordnung 6
hat. Dieser Fall kann also ebenfalls unbeachtlich bleiben.

o Fall 2: v3 = 4. In diesem Fall bezeichnen wir mit X die Menge der 3-Sylowgruppen
von G, diese ist wegen v3 = | X| vierelementig. Zudem ist aus der Vorlesung
bekannt, dass die Gruppe G auf X durch Konjugation operiert, genauer ist
G x X — X (9,P)~ g-P = gPg~! eine Gruppenoperation. Laut Vorle-
sung induziert diese einen Homomorphismus ¢ : G — Per(X) von Gruppen,
indem g — [#(g) : X — X, P ¢(9)(X) = gPg '] gesetzt wird. Wir zeigen
nun, dass dieser injektiv ist. Angenommen, ¢ wére nicht injektiv. Dann gibt
es ein g € G\ {eg}, sodass g € ker ¢. Letzteres bedeutet, dass ¢(g) = idy.
Damit ist gPg~! = P fiir alle P € X. Sei nun P € X beliebig aber fest und so,
dass g ¢ P. Da die 3-Sylowgruppen alle von Primzahlordnung sind, ist diese
Wahl méglich. Mit gPg~! = P ist Ng(P) 2 P und insbesondere |[Ng(P)| > 3.
Andererseits gilt G > Ng(P) und v3 = (G : Ng(P)). Lezteres konnen wir mit
dem Satz von Lagrange umformen zu |[Ng(P)| = |G|/vs = 3 = | P|. Das liefert
uns einen Widerspruch zum vorherigen Ergebnis, dass Ng(P) 2 P. Somit ist
ker ¢ = {e¢} und ¢ damit injektiv. Damit ist im(G) < Per(X) ~ S, nach dem
Homomorphiesatz isomorph zu einer Untergruppe der Ordnung 12 von S4. Wir
behaupten, dass A, die einzige Untergruppe der Ordnung 12 von Sy ist. An-
genommen, es wire U < Sy mit U # A4 und |U| = 12. Dann gibt es ein 0 € U
mit sgn(oc) = —1, denn die A4 enthélt nach Definition alle geraden Permuta-
tionen aus S;. Wir betrachten nun die Einschriankung sgn : Sy — {—1,+1}
des Signumshomomorphismus von S, auf U. Dieser ist surjektiv und der Ho-
momorphiesatz liefert, dass NV = kersgn|y < U ein Normalteiler der Ordnung
| kersgn|y| = |U|/|{£1}| = 6 ist, wobeil wir den Satz von Lagrange gleich
verwendet haben. Fiir diesen Normalteiler gilt auch N < Ay, sodass A4 eine
Untergruppe der Ordnung 6 hat. Dies ist aber laut Vorlesung nicht der Fall.
Damit hat die Sy lediglich die A4 als Untergruppe der Ordnung 12, sodass
G ~im(¢) ~ A4 und die Behauptung somit bewiesen ist.

O

150



Aufgabe 154 Sei G eine Gruppe der Ordnung 2020.

(a) Wir sollen zeigen, dass G stets einen Normalteiler vom Index 2 besitzt. Zunéichst
gilt 2020 = 20 - 101 = 22 - 5 - 101. Wir bestimmen zunéchst die Anzahlen v, der
p-Sylowgruppen von G. Es gilt nach dem dritten Sylowschen Satz, dass v191|20
und v = 1mod(101). Damit ist nur r19; = 1 moglich. Fiir die Anzahl der 5-
Sylowgruppen von G gilt ebenfalls nach dem dritten Sylowschen Satz, dass v5]404
und v5 = 1 mod(5), sodass v5 € {101}. Wir behaupten nun, dass G eine Untergruppe
der Ordnung 20 hat. Wir fahren dazu mit Fallunterscheidung nach vs fort.

e Full 1: v5 = 1. Dann ist die einzige 5-Sylowgruppe N von G ein Normalteiler
und G. Sei U eine beliebige 2-Sylowgruppe von G. Es gilt |[U] = 22 = 4. Da
geT(|U| =4,|N|=5)=1,ist UNN = {eg}. Damit ist das innere semidirekte
Produkt V' = UN eine Untergruppe von G und es gilt |V| = |U||N| = 20.

e Fuall 2: vs = 101. Dann ist v5 = (G : Ng(P)) fiir eine beliebige 5-Sylowgruppe
P von G. Nach Definition des Normalisators von P in G ist bereits Ng(P) < G
klar. Mit dem Satz von Lagrange folgt |Ng(P)| = |G|/vs = 2020/101 = 20.
Damit ist Ng(P) < G von der geforderten Ordnung 20.

Bezeichne nun U eine Untergruppe der Ordnung 20 von G. Wegen 20 = 2%.5 hat U
nach dem dritten Sylow’schen Satz genau eine 5-Sylowgruppe, (). Bezeichne dazu
is die Anzahl der 5-Sylowgruppen von U. Nach dem dritten Sylowschen Satz gilt
ps|4 und ps = 1mod(5), sodass ps = 1 die einzig zuldssige Wahl ist. Nach einer
Folgerung aus dem zweiten Sylow’schen Satz ist die einzige 5-Sylowgruppe ) von
U auch ein Normalteiler von U. Ferner hat U mindestens eine 2-Sylowgruppe, al-
so mindestens ein Element ¢’ der Ordnung 2, welches dann in (¢’) < U liegt. Da
die Ordnung von (¢’) und @ teilerfremd sind, gilt (¢') N Q = {ec}. Damit ist nun
durch das innere semidirekte Produkt V' = (¢')@ eine Untergruppe V < U gege-
ben, die die Ordnung |V| = |[(¢')||@Q| = 10 hat. Aus V < U und U < G folgt nun
V < @. Somit hat auch G eine Untergruppe der Ordnung 10. Bezeichne nun mit N
die 101-Sylowgruppe von G, deren Normalteilereigenschaft in G bereits am Anfang
bewiesen wurde. Da N und V von teilefremder Ordnung sind, ist VNN = {eq}.
Damit ist M = VN < @ ein inneres semidirekted Produkt von Gruppen. Dieses hat
die Ordnung |M| = |V||N| = 10 - 101 = 1010. Fiir den Index von M in G gilt nach
dem Satz von Lagrange, dass (G : M) = |G|/|M| = 2020/1010 = 2. Damit ist auch
nachgewiesen, dass M < GG. Zusammefassend haben wir also einen Normalteiler von
G vom gewiinschten Index 2 gefunden.

(b) Wie behaupten, dass der Normalteiler von G im Sinne von (a) nicht notwendi-
gerweise zyklisch ist. Dazu betrachten wir die Gruppe G = Z/27Z x Dsp5, wo Dsos
die Diedergruppe der Ordnung 1010 ist. Diese ist nach Vorlesung nicht-abelsch. Of-
fenbar ist N = {eg} X Dso5 < G, als Produkt von jeweils trivialen Untergruppen
der Faktoren im &ufleren direkten Produkt. Ferner ist N ~ Dso5 vermoge des of-
fensichtlichen Isomorphismus ) : N — Dsgs, (0,2) — 2. Zudem ist N < G, denn
(G : N) =|G|/|N| = 2 und Untergruppen vom Index 2 sind Normalteiler. Da nun
D55 als nicht-abelsche Gruppe insbesondere nicht-zyklisch ist, ist auch N nicht-
zyklisch. Damit ist die Behauptung bewiesen. 0
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Aufgabe 155 Wir zeigen, dass eine Gruppe G der Ordnung 2002 stets einen Nor-
malteiler der Ordnung 1001 besitzt. Zunéchst sehen wir, dass es reicht, zu zeigen,
dass G eine Untergruppe N der Ordnung 1001 besitzt. Denn diese hat nach dem
Satz von Lagrange den Index 2 in GG und ist somit laut Vorlesung ein Normal-
teiler von G. Wir bestimmen zunéchst die Primfaktorzerlegung von |G| = 2002.
Es gilt 2002 = 2-11-91 = 2-11-13 - 7. Bezeichne nun fiir eine Primzahl p
v, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Es ist 141|182 und vy; = 1mod(11)
nach dem dritten Sylowschen Satz. Wegen 182 = 110 4+ 66 + 5 = 5mod(11) #
1mod(11) und 91 = 3mod(11) # 1mod(11) und 26 = 5mod(11) # 1mod(11)
und 14 = 3mod(11) # 1mod(11) und 7 # 1mod(11) und 2 # 1mod(11) und
13 = 2 # 1mod(11) gibt es nur eine 11-Sylowgruppe von G. Diese ist dann ein
Normalteiler von GG nach dem zweiten Sylow’schen Satz. Wir bestimmen analog die
Anzahl 13 der 13-Sylowgruppen von G. Es gilt 143|154 und v13 = 1 mod(13). Also
ist 113 € {2,7,11,14,22,77,154} allein infolge der ersten Bedingung. Anhand der
zweiten sieht man, dass 13 € {1, 14} zuléssig ist. Fiir v7 sehen wir, dass 17]286 und
vz = 1 mod(7). Es ist infolge der ersten Bedingung v; € {1,2, 11, 13,22, 26, 143, 286}.
Damit sind wegen der zweiten Bedingung an v; nur v; = 1 oder v; = 22 zuléssig.
Im ersten Fall ist durch die einzige 7-Sylowgruppe P; ein Normalteiler von G gege-
ben. Wir bezeichnen mit P;3 eine beliebige 13-Sylowgruppe von G. Da |P;| = 7 und
| P3|, gilt P, N P35 = {ec} und wir haben mit dem inneren semidireken Produkt
Py3 - P; eine Untergruppe der Ordnung 7 - 13 = 91 von G gefunden. Wir nennen
diese U = Pi3 - P; < (. Da die Ordnung von U teilerfremd zur Ordnung 11 von
der einzigen 11-Sylowgruppe Py; von G ist, gilt ebenso Py N U = {eg}. Damit
haben wir mit dem inneren semidirekten Produkt N := UP;; eine Untergruppe
von G gefunden, die die Ordnung 91 - 11 = 1001 hat. In diesem Fall sind wir al-
so fertig. Im Falle, dass v; = 22 verwenden wir, dass 22 = v, gleich dem Index
des Normalisators Ng(P;) einer beliebigen 7-Sylowgruppe von P; in G ist. Zusam-
men mit dem satz von Lagrange folgt fiir die Ordnung des Normalisators Ng(P;),
dass |Ng(Pr)| = 2002/22 = 91. Damit haben wir mit dem Ng(P;) eine Unter-
gruppe von G gefunden, die die Ordnung 91 hat. Da wiederum |Ng(P;)| = 91 und
|Py1| = 11 teilerfremd sind, gilt fiir den Schnitt von Ng(P7) und der 11-Sylowgruppe
Py von G, dass Ng(P;) N Py = {eg}. Zudem ist P11 < G, sodass wir mit dem in-
neren semidirekten Produkt N := Ng(Pr)P;; eine Untergruppe von G gefunden
haben, die die Ordnung |Ng(P;)Pi1| = |Ng(P)||Pi1] = 91 - 11 = 1001 hat. Da
nun (G : N) = |G|/|N| = 2002/1001 nach dem Satz von Lagrange ist das oben
gefundene N ein Normalteiler von G mit den gewiinschten Eigenschaften. Zusam-
menfassend gesprochen haben wir gezeigt, dass jede Gruppe der Ordnung 2002 einen
Normalteiler vom Index 2 hat. U

Aufgabe 156 (H14T2A4) Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl der-
gestalt, dass P eine p-Sylowgruppe von G ist und fiir eine Untergruppe H < G gilt,
dass p||H]|.

(a) Wir zeigen, dass dann ein g € G existiert, sodass HNgPg~" eine p-Sylowgruppe
von H ist. Sei dazu @) eine p-Sylowgruppe von H. Da H < G ist () eine p-
Untergruppe von GG. Nach dem ersten Sylowschen Satz gibt es daher eine p-Sylowgruppe
P’ von G mit der Eigenschaft, dass Q < P’. Nach dem zweiten Sylowschen Satz gilt,

1
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dass je zwei p-Sylowgruppen von G zueinander konjugiert sind. Also gibt es ein
g € G, sodass gPg~! = P'. Es gilt gPg ' N H < H. Damit ist Q C gPg ' N H,
denn Q < H und Q < gPg~! = P'. Zu zeigen ist, dass auch gPg ' N H C Q. Da
gPg~' N H eine p-Untergruppe von H ist, folgt die Behauptung daraus, dass @ als
p-Sylowgruppe von H maximale p-Untergruppe von H ist.

(b) Wir betrachten die S3 und setzen H = ((12)). Offenbar gilt fiir p = 2, dass
p||H|. Zudem ist P = ((13)) eine 2-Sylowgruppe von Ss, denn |P| = 2 und 2 ist die
maximale 2-Potenz, die |S5] = 3! = 6 teilt. Aber es gilt H N P = {id}. Somit ist
|H N P| =1 und damit ist H N P keine 2-Sylowgruppe von der Gruppe H, die die
Ordnung 2 hat. 0

Aufgabe 157 (H19T1A4) Sei G eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 715 =
5-11 - 13. Bezeichne fiir jede Primzahl p v, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G.
(a) Wir zeigen, dass p = 5 die einzige Primzahl ist, fiir die v, > 1 gilt.

e Fall 1: p ¢ {5,11,13}. Dann ist ggT(p,|G|) = 1 und somit ist die grofite p-
Potenz, die |G| teilt p° = 1. Die einzige Untergruppe der Ordnung 1 von G
ist {eg}, die dann auch die einzige p-Sylowgruppe von G fiir eine beliebige
Primzahl p & {5, 11,13} ist. Fir diese p gilt also v, = 1.

o Fuall 2: p = 13. Wir wenden den dritten sylowschen Satz an. Dieser liefert
uns zunéchst, dass v13]|G|/13 = 55, also 113 € {1,5,11,55}. Zudem gilt 13 =
1 mod(13). Wegen 5 = 5mod(13) # 1mod(13), 11 = 11 mod(13) # 1 mod(13)
und 55 = (4 - 13 4+ 3),mod(13) = 3mod(13) = 3mod(13) ist nur 13 = 1
moglich.

e Fall 3: p=11. Wir wenden den dritten sylowschen Satz an. Dieser liefert uns
zunéchst, dass v11||G]/11 = 65, also v1; € {1,5,13,65}. Zudem gilt, ebenfalls
nach dem dritten Sylowschen Satz, v1; = 1mod(11). Wegen 5 # 1 mod(11),
13 = 2mod(11) # 1mod(11) und 65 = 10mod(11) # 1mod(11) ist auch fiir
p = 11 nur v1; = 1 moglich.

o Full /: p = 5, v5 > 1. Wir miissen ausschliefen, dass v5 = 1. Angenom-
men, v5 = 1. Bezeichne mit Ps, Pj1, Pi3 die jeweils einzigen 5-, 11- und 13-
Sylowgruppen von G. Da v5 = 117 = 113 = 1, gilt P < G, P;; < G und
P35 < G nach dem zweiten sylowschen Satz. Da P;; und Pi3 die Ordnungen
11 bzw. 13 haben, gilt ggT(| P11, |Pi3]) = 1, somit Py N Pi3 = {eg}. Somit ist
das Komplexprodukt Pi; - Pi3 sogar eine Untergruppe von G, Py - Pi3 < G,
namlich das innere direkte Produkt. Da P;; und P53 beide Normalteiler von G
sind, ist auch U := P;; - Pi3 < G. Zudem ist die einzige 5-Sylowgruppe nach
den obigen Ausfithrungen ebenfalls ein Normalteiler von G. Wegen U < GG und
Ps < G sowie ggT(|U],|Ps|) = ggT(143,5) = 1 gilt U N Ps = {eg}. Somit ist
V:P5U§G Wegen |U| = ’P11||P13’ = 143 und |V| = |P5||U| =5-143 =
715 gilt |V| = |G|. Zusammen mit V' C G folgt daraus, dass V = G. Aus der
Vorlesung ist bekannt, dass ein inneres direktes Produkt U - Uy ~ U; x Us,
d.h., dieses isomorph um duferen direkten Produkt ist. Damit finden wir, dass
G=PF -U=DP-(Py-Pg3)~Ps-(Py xP3) ~ P; x Py xPj3. DaP,
fir p € {5,11,13} jeweils von Ordnung p, also von Primzahlordnung ist, ist
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P, >~ Z/pZ, also jeweils isomorph zur zyklischen Gruppe der Ordnung p. Somit
gilt fir G, dass G ~ Z/5Z x ZJ/11Z x Z/13Z =: G'. Da G’ &dufleres direktes
Produkt von zyklischen Gruppen ist, ist G’ abelsch. Da G isomorph zu einer
abelschen Gruppe, ndmlich G’ ist, ist G selbst abelsch. Das ist aber ein Wider-
spruch zur Voraussetzung, dass G nicht-abelsch sei. Somit war die Annahme,
vs = 1 falsch, es gilt also v5 > 1.

Insgesamt ist also v5 > 1 und v, = 1 fiir jede von 5 verschiedene Primzahl.

(b) Sei P eine 5-Sylowgruppe von G. Wir bestimmen den Isomorphietyp von Ng(P).
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Anzahl v5 der Sylowgruppen von G gleich
dem Index des Normalisators von P in G ist, d.h., dass v5 = (G : Ng(P)). Da
G > N¢(P) und G, also auch Ng(P), endlich sind, liefert uns der Satz von Lagrange,
dass v5 = |G|/|Ng(P)|. Wir bestimmen also |Ng(P)| = |G|/vs. Dazu bestimmen
wir die Anzahl der 5-Sylowgruppen von G. Nach dem dritten Sylowschen Satz gilt
vs||G|/5 = 11 - 13, also vs € {1,11,13,143}. Zudem gilt ebenfalls nach dem dritten
Sylowschen Satz, dass vs = 1mod(5). Somit sind nur v5 € {1, 11} moglich. Nach
Teilaufgabe (a) konnen wir den Fall, dass v5 = 1, ausschlieen. Somit ist v5 =
11. Das liefert uns nun, dass |Ng(P)| = |G|/11 = 5 - 13 = 65. Wir bezeichnen
mit p, fiir jede Primzahl p die Anzahl der p-Sylowgruppen von Ng(P). Da P <
Ng(P) nach Definition des Normalisators und 5' die maximale 5-Potenzordnung
ist, die |Ng(P)| teilt, ist us = 1. Fir u3 liefert uns der dritte Sylow’sche Satz,
dass £13/65/13 = 5 und g3 = 1mod(13). Somit ist 13 = 1. Sei Q13 die einzige
13-Sylowgruppe von N¢(P). Nach dem zweiten sylowschen Satz gilt Q13 < Ng(P).
Da @13, P < Ng(P) und ggT(|P|,|Q13|) = ggT(5,13) = 1, also Q13N P = {eg},
ist das Komplexprodukt PQ3 sogar ein inneres direktes Produkt, PQ3 < Ng(P).
Da |PQq3| = |P||Q13] = 65 = |Ng(P)|, folgt zusammen mir PQ.3 C Ng(P), dass
PQ,3 = G. Mithilfe der aus der Vorlesung bekannten Isomorphie zwischen dem
inneren und dufleren direkten Produkt zweier Gruppen finden wir Ng(P) ~ P X Q3.
Da |P| = 5, also P von Primzahlordnung ist, gilt P ~ Z/57Z. Analog ist |Q13| = 13,
also @13 von Primzahlordnung, sodass gilt Q13 ~ Z/137Z. Damit finden wir, dass
Ng(P) ~ P x Q13 ~ Z/5Z x Z/13Z. Da 5 und 13 teilerfremd sind, sehen wir
mithilfe des Chinesischen Restsatzes fiir Gruppen, dass Ng(P) des Isomorphietyp
der zyklischen Gruppe der Ordnung 5 - 13 = 65 hat. U

Aufgabe 158 (H16T1A1l) Sei N ein auflosbarer Normalteiler einer endlichen
Gruppe G und H eine weitere auflésbare Untergruppe von G. Zu zeigen ist, dass
N H wiederum eine auflosbare Untergruppe von G ist.

Zunéchst ist aus der Vorlesung bekannt, dass NH < G, da N {4 G und H < G.
Zu zeigen ist noch die Auflosbarkeit von N H. Hierfiir verwenden wir, dass NH
genau dann auflésbar ist, wenn N und die Faktorgruppe NH/N auflosbar ist. N
ist nach Voraussetzung auflosbar. Nach dem ersten Isomorphiesatz gilt zudem, dass
NH/N ~H/(HNN). Da HNN < H und H auflosbar ist, ist nach dem gleichen
Vorlesungsresultat auch H/(H N N) und H N N auflésbar. Da NH/N isomorph zu
einer auflésbaren Gruppe, namlich H/(H N N), ist, ist auch NH/N auflosbar. Da
NH/N und N auflosbar sind, liefert uns das eingangs angesprochene Vorlesungs-
resultat, dass NH auflosbar ist. Insgesamt haben wir also gezeigt, dass NH eine
auflosbare Untergruppe von G ist. 0
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Aufgabe 159 (F16T2A1) (a) Sei p eine Primzahl und sei F, der Kérper mit p
Elementen. Es sei bekannt, dass

G = {( 8 Zi ) la # 0} < GLy(F,). (202)

Zu zeigen ist, dass G auflosbar ist. Zunéchst stellen wir fest, dass G offenbar die
Ordnung p(p — 1) = |G| hat. Nach Definition ist G auflésbar genau dann, wenn
G eine Normalreihe mit abelschen Faktor hat. Wir suchen also mittels Homomor-
phiesatz einen Normalteiler N < G, sodass G/N abelsch ist und N zudem auch
abelsch ist. Dann ist G auf jeden Fall auflésbar. Hierzu verwenden wir det : G —
FX, A+ det(A). Da die Determinantenabbildung laut Vorlesung einen Gruppen-
homomorphismus von GLy(F,) nach F) definiert, ist auch die Einschrankung der
Determinantenabbildung von GLy(F,) auf G < GLy(F,) ein Gruppenhomomorphis-
mus. Wir zeigen, dass det wie oben definiert surjektiv ist. Sei dazu a € F; beliebig.
Dann ist a # 0. Betrachte A = diag(a, 1). Dann gilt det(A) =a-1—0-0 = a. Somit
ist det ™' ({a}) # 0 fiir alle @ € F und det mithin surjektiv. Damit kénnen wir den
Homomorphiesatz anwenden, der uns liefert, dass

G/kerdet ~ T . (203)

Mittels Satz von Lagrange folgern wir, dass | kerdet | = |G|/|F)| = p(p—1)/(p—1) =
p. Da p eine Primzahl ist, ist kerdet ~ Z/pZ, also zyklisch, damit abelsch und
damit auflésbar. Aus der Theorie der endlichen Korper ist ferner bekannt, dass
F zyklisch und von Ordnung (p — 1) ist. Also gilt Fy ~ Z/((p — 1)Z). Somit
ist auch F; auflosbar, denn ) ist als zyklische Gruppe insbesondere abelsch. Da
G/ ker det isomorph zu einer zyklischen Gruppe ist, ist G/kerdet selbst zyklisch
und mit derselben Argumentation wie gerade auch auflésbar. Zusammen mit die
Auflosbarkeit von ker det ~ Z/pZ als zyklische Gruppe folgt die Auflosbarkeit von
G.

(b) Sei G eine beliebige Gruppe der Ordnung p(p—1), wo p eine Primzahl bezeichnet.
Wir zeigen, dass G genau eine Untergruppe H der Ordnung p hat und G zudem
genau dann auflosbar ist, wenn G/H auflosbar ist. Bezeichne fiir eine Primzahl ¢
mit v, die Anzahl der ¢-Sylowgruppen von G. Wir bestimmen die Anzahl v, der p-
Sylowgruppen von G. Es gilt nach dem dritten Sylowschen Satz, dass v,|p(p—1)/p =
p—1und zudem v, = 1 mod(p). Aus der letzten Relation finden wir, dass nur v, = 1
fiir die Anzahl v, der p-Sylowgruppen moglich ist, wenn wir uns auf v, < p —1
beschranken. Da letzteres durch die Forderung v,|(p — 1) bedingt ist, finden wir,
dass es genau eine p-Sylowgruppe, im Zeichen H, von G gibt. Das ist tatséchlich das
gesuchte H von Ordnung p, da p! = p die maximale p-Potenz ist, die |G| teilt. Nach
dem zweiten Sylowschen Satz gilt zudem H < G. Somit ist auch G/H eine Gruppe.
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass eine Gruppe W mit einem Normalteiler N genau
dann auflosbar ist, wenn W/N und N auflosbar sind. Da H von Primzahlordnung
ist, ist H isomorph zur zyklischen Gruppe der Ordnung p, die als insbesondere
abelsche Gruppe auflosbar ist. Also reduziert sich die oben zitierte Aussage auf die
Aquivalenz, dass G von der Ordnung p(p — 1) genau dann auflosbar ist, wenn G/H
auflosbar ist, wo H < G von der Ordnung p.

(c) Sei C':=Z/617Z x As. Zunéchst gilt |C| = |Z/61Z||A5| = 61 - 5!/2 = 61 - 60. Da
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p = 61 eine Primzahl ist, konnen wir die Aussage aus Teil (b) auf C' anwenden. Wir
betrachten hierzu den folgenden Gruppenhomomorphismus 7 : C' — As, (a,b) — b.
Dieser ist als Projektionsabbildung auf den zweiten Faktor im &dufleren direkten
Produkt offenbar surjektiv, die Homomorphismuseigenschaft ist aus der Vorlesung
bekannt. Es ist mit dem Homomorphiesatz und dem Satz von Lagrange leicht zu
sehen, dass | kerm| = |C|/|As| = 61. Somit ist kermy ~ Z/61Z, also abelsch und
damit auflosbar. Wére C/ ker ¢ auflésbar, dann wére auch Aj auflosbar, da durch
7o : C'/ ker my — As ein Isomorphismus zu einer auflésbaren Gruppen gegeben ist.
Aus der Vorlesung ist aber bekannt, dass As nicht auflosbar ist. Somit war die
Annahme falsch und C'/ ker ¢ ist nicht auflosbar. Damit ist C' nicht auflosbar. [

Aufgabe 160 (F15T3A2) Seien p,q,r Primzahlen mit den Eigenschaften, dass
g < p < rund pg < r+ 1. Zu zeigen ist, dass jede Gruppe der Ordnung pqr
auflosbar ist. Sei GG eine Gruppe der Ordnung pqr mit p, g, r wie beschrieben und
bezeichne mit v, fiir eine Primzahl s die Anzahl der s-Sylowgruppen von G. Fiir
die Primzahl r gilt fiir v, nach dem dritten Sylowschen Satz, dass v,||G|/r = pq,
da r = r! die hichste r-Potenz ist, die |G| teilt. Zudem gilt nach dem dritten
Sylowschen Satz, dass v, = 1mod(r). Aus der ersten Bedingung folgt, dass nur
v, € {1,p,q,pq} zuldssig ist. Da aber p = pmod(r) # 1mod(r), ¢ = gmod(r) #
Imod(r) wegen p < r bzw. ¢ < r und pg = pgmod(r) # 1mod(r), da pg > 1
und pq < r + 1, ist nur v, = 1 moglich. Somit ist die einzige r-Sylowgruppe P.
von GG nach dem zweiten Sylowschen Satz insbesondere ein Normalteiler. Da P, von
Primzahlordnung ist, gilt P, ~ Z/rZ, d.h., P, ist zyklisch, damit abelsch und damit
auflosbar. Wir betrachten nun die Faktorgruppe G/P,. Diese hat nach dem Satz
von Lagrange die Ordnung pq. Bezeichne mit g fiir eine Primzahl [ die Anzahl der
[-Sylowgruppen von G/P,. Fiir die Primzahl p finden wir fir p, nach dem dritten
Sylowschen Satz, dass u,||G/P,|/p = ¢, denn p = p' ist die hichste p-Potenz, die
G/ P, teilt. Zudem gilt nach dem dritten Sylowschen Satz, dass p, = 1 mod(p). Die
erste Bedingung impliziert, dass p, € {1, ¢}, mit der zweiten Bedingung kénnen wir
tp, = q ausschlieflen, denn ¢ < p impliziert zusammen mit der Primzahleigenschaft
von ¢, dass ¢ = ¢mod(p) # 1 mod(p). Somit ist p, = 1. Die einzige p-Sylowgruppe
Q)p von G/P, ist somit ein Normalteiler laut dem zweiten Sylowschen Satz. Da
|Qp] = p, also @, von Primzahlordnung ist, ist (), zyklisch, damit abelsch und
damit auflésbar. Mithilfe des Satzes von Lagrange finden wir, dass die Faktorgruppe
(G/P,)/Q, die Ordnung ¢ hat. ¢ ist nach Voraussetzung ebenfalls prim, sodass auch
(G/P,)/Q, zyklisch, damit abelsch und damit auflésbar ist. Da (G/F,)/Q, und Q,
auflosbar sind, ist laut Vorlesung auch G/P, auflésbar. Da P, und G/ P, auflosbar
sind, ist laut Vorlesung auch G auflosbar. Beliebigkeit von G mit den beschriebenen
Eigenschaften liefert nun die Behauptung. 0

Aufgabe 161 (H19T3A1) Seien a,b,c € Z.

(a) Wir zeigen, dass ggT(a, bc)|ggT(a,b) - ggT(a,c). Sei dazu d; = ggT(a,b). Nach
dem Lemma von Bezout gibt es z,y € Z, sodass d; = za + yb. Sei dy = ggT(a,c).
Nach dem Lemma von Bezout gibt es u,v € Z, sodass dy = wa + ve. Damit gilt
didy = (za+yb)(ua+ve) = (uza® +zvac+yuab+yvbe) = (uva+zve+yub)a+yv-be.
Da d = ggT\(a, bc) die kleinste natiirliche Zahl ist, die a und be teilt, gibt es X, Y € Z,
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sodass a = Xd und be = Yd. Einsetzen liefert didy = [(ura+ xve+yub) X +yvY]-d.
Der Ausdruck in der Klammer ist ungleich 0, sodass d|d;ds.

(b) Wir zeigen, dass ggT(a,bc) # ggT(a,b) - ggT(a,c) im Allgemeinen. Wir set-
zen dazu a = b = ¢ = 2. Dann gilt ggT(2,2?) = 2 aber ggT(2,2) = 2, sodass
geT(2,2-2) # geT(2,2) - ggT(2,2).

(c) Seien b, c als teilerfremd vorausgesetzt. Wir zeigen, dass ggT(a, bc) = ggT(a, b)ggT(a, ¢).
Aus Aufgabenteil (a) ist bereits bekannt, dass ggT'(a, bc)|ggT (a, b)ggT(a, ¢). Wir zei-
gen nun, dass auch ggT(a,b)ggT(a,c)|ggT(a,bc). Im Folgenden seien k,l € N. Sei
nun p* eine maximale p-Potenz fiir eine Primzahl p, die ggT(a, b) teilt. Analog sei ¢
eine maximale ¢g-Potenz fiir eine Primzahl ¢, die ggT(a, bc) teilt. Nach Definition des
groften gemeinsamen Teilers gilt dann erst recht ¢'|c und ¢'a sowie p¥|a und p*|b. Da
b, ¢ nach Voraussetzung teilerfremd sind, gilt nach Definition von k, [, dass p # q. So-
mit teilt p* sowohl a als auch b bzw. ¢' sowohl a als auch ¢, ¢ teilt aber nicht b und p
teilt nicht b. Damit ist ggT(ggT(a,b),geT(a,c)) = 1. Da sowohl ggT(a, ¢)|ggT(a, bc)
als auch ggT(a, c)|ggT(a, be) folgt ggT(a,c) - ggT(a,b)|geT(a, be). O

Aufgabe 162 (F12T1A3) Sei QDO R={q€ Q|3a, b€ Z:q=a/b,2 fb,3 )b}
Bekannt sei, dass es sich bei R um einen Unterring von Q handelt, der selbst Z als
Teilring enthélt.

(a) Wir bestimmen die Einheitengruppe R*. Definiere

T :={a/be R|2 Ja,b,3 [b}. (204)

Wir behaupten R* = T. Zu D. Sei ¢; = a/b € T. Dann gilt 2 /a und 3 /a.
Somit ist b/a € R. Da zudem 2 /b und 3 /b gilt sogar b/a € T. Wir rechnen
b/a-a/b=(b-a)/(a-b)=1=(a-b)/(b-a)=a/b-b/a. Somit ist a/b eine Einheit,
denn 2 Ja,b und 3 fa,b impliziert a,b # 0. Zu C. Sei r € R* eine Einheit. Dann
ist r = a/b, wo 2 fb und 3 /b, also insbesondere b # 0. Sei ¢ € R* nun dergestalt,
dass rq = 1. Dann ist ¢ = ¢/d mit 2 fd und 3 fd. Es gilt nun 1 = rq = (ac)/(bd).
Angenommen, 2|(ac). Da Z ein Ring ist, gilt 2|a oder 2|c. Die obenstehende Glei-
chung kénnen wir aber zu ac = bd umformen. Aus 2|(ac) folgte dann 2|(bd), also
2|b oder 2|c, da 2 in Z prim ist. Damit gilt nicht 2|a oder 2|c, also 2 fa und 2 fe.
Analog schlieflen wir 3|(ac) aus. Analog zu gerade finden wir also 3 fa und 3 /c.
Das bedeutet aber, dass r = a/b die Eigenschaft 2 fa,b und 3 fa,b hat, also r € T.
Damit ist wegen Beliebigkeit von » € R* auch R* C T nachgewiesen. Insgesamt
gilt also R* =T

(b) Wir sollen zeigen, dass 2 und 3 Primelemente in R sind. Dazu miissen wir
zundchst ausschlieen, dass es sich bei 2 und 3 um Einheiten handelt. Angenom-
men, 2 € R*. Dann gibe es ein r = a/b € R*, sodass 1 = 2 - a/b, was wir zu
b = 2a umformen konnen. Da r € R*, gilt 2 }b, was aber zu 2|(2a) im Widerspruch
steht. Analog schlieffit man 3 € R* aus. Somit sind 2 und 3 also Nicht-Einheiten.
Wir zeigen nun, dass fir ri,ry € R gilt: 2|riry = 2|y oder 2|ry und 3|rire = 3|ry
oder 3|ry. Seien also ri,75 € R beliebig. Dann sind 71 = a;/b; und ry = ay /by mit
aj,ay € Z und by, by € Z mit 2 /by, by. Da 2|riry gibt es ein r3 = az/bsy € R mit
as,bs € Z und 2 [bs, sodass 2a3/bs = ajas/(b1bs). Letzteres konnen wir umformen
zu 2a3b1by = ajagbs. Also gilt 2|(ajasbs) und wegen 2 fbs sogar stérker 2|(ajaz). Da
2 ein Primelement in Z ist, folgt aus 2|(ajasz), dass 2|ay oder 2|a;. Falls 2|a;, dann
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ist auch 2|a; /by = 71, denn dann gibt es ' = w;/v; € R sodass 2uy /vy = a1/by,
d.h., 2u1b; = ajvq, also 2]ay, da 2 Ju; wegen uy/v; € R. Analog fiir 2|ay. Analog
zum Nachweis, dass 2 Primelement in R ist, verfahrt man fiir den Nachweis, dass 3
Primelement in R ist. Insgesamt sind somit 2 und 3 Primelemente in R.

(c) Wir sollen zeigen, dass jedes Primelement p € R zu 2 oder 3 assoziiert ist.
Sei dazu p € R ein Primelement und 71,79 € R. Da R Integritétsbereich, ist p
insbesondere irreduzibel, kann also nicht als Produkt von zwei Nicht-Einheiten ge-
schrieben werden. Wir schlieen zunichst aus, dass 2%[p. Dann giibe es ein r € R
mit p = 22 - r = 2(2r). 2 ist als Primelement laut (b) eine Nicht-Einheit, ebenso ist
2r ¢ R, da 2r ein Vielfaches eines Primelements ist. Damit haben wir eine Zerlegung
von p als Produkt von zwei Nicht-Einheiten gefunden, was der Irreduzibilitdt von p
widerspricht. Ebenso schlieBen wir aus, dass 3?|p. Wir schlieflen nun noch aus, dass
2 - 3|p. Denn dann gébe es ein r = a/b € R, sodass 2-3-a/b=2-(3-a/b) = p und
wir hétten wiederum eine Zerlegung von p in zwei Nicht-Einheiten gefunden. Als
Primelement ist p eine Nicht-Einheit, sodass fiir eine Darstellung von p der Form
p=a/bmit a,b € Zund 2 [bsowie 3 b nicht gleichzeitig gelten darf 2 fa und 3 fa.
Andernfalls wére namlich p € R*. Somit ist p in R also entweder genau einmal durch
2 oder genau einmal durch 3 teilbar. Im ersteren Fall finden wir ein r = ¢/d € R,
sodass 2-¢/d =p. Da (2-3) fp und 2% Jp und 2 Jd sowie 3 fd, ist 2 Jc und 3 fe.
Somit ist ¢/d € R*, also eine Einheit. In dem betrachteten Fall, dass p nur genau
einmal durch 2 teilbar ist, finden wir, dass p assoziiert zu 2 ist. Analog finden wir
fiir den Fall, dass 3 genau einmal p teilt, dass p assoziiert zu 3 ist. 0

Aufgabe 163 (F13T3A3) Zu zeigen ist, dass jeder endliche Integritdtsbereich R
ein Korper ist. Sei R ein endlicher Integritédtsbereich. Wir definieren die Abbildung
¢z : R — R,r +— ru fiir ein beliebiges x € R\{0gr}. ¢, ist injektiv, denn seienr, s € R
dergestalt, dass ¢,(r) = ¢,(s), dann gilt rxz = sz und wegen der Kiirzungsregel in
einem Integritétsbereich, folgt, dass x = 0 oder r — s = 0. Ersteres ist nach der Wahl
von x ausgeschlossen. Also gilt » = s. Damit ist ¢, injektiv. Aus den Vorlesungen
ist bekannt, dass injektive Abbildungen zwischen zwei gleichméchtigen, endlichen
Mengen auch surjektiv sind. Somit ist ¢, bijektiv. Damit gibt es ein r € R, sodass
¢.(r) = rz = 1. Beliebigkeit von x € R\ {0} impliziert, dass jedes = € R ungleich
0 invertierbar ist. Damit ist R bereits ein Korper. 0

Aufgabe 164 (H12T1A4) Gegeben sei der Ring R = Z[1/2(1 + /—7)]. Dieser
ist bzgl. der Normfunktion N : R — Ny euklidisch.
(a) Wir suchen die Einheitengruppe R*. Zunichst zeigen wir, dass

R=1{a/2+b/2v/=T|a,b € Z,a = bmod(2)}. (205)

Bezeichne mit M die rechts stehende Menge. Sei fiir “C” r € R beliebig. Dann
gibt es ¢,d € Z, sodass r = ¢+ d/2(1 + /=T7) = (2c + d)/2 + d/2\/—T. Definiere
a=(2c+d) € Zund b = d € Z. Dann gilt a = dmod(2) und b = dmod(2),
insbesondere also @ = bmod(2). Somit ist r € M. Fiir r € M beliebig gibt es a,b € Z
mit a = bmod(2), sodass r = a/2 +b/2\/—7. Wegen a = bmod(2) gibt es ein ¢ € Z,
sodass a = 2¢+b. Damit erhalten wir r = c+b-1/2(1++/=7) € R. Wir zeigen, dass es
sich bei N um eine Hohenfunktion handelt (nicht gefordert). Dazu zeigen wir zuerst,
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dass N multiplikativ ist, d.h., dass fir r,s € R gilt N(rs) = N(r)N(s). Seien dazu
a,b,c,d € Z mit a = bmod(2) und ¢ = dmod(2) so gewéhlt, dass r = a/2+b/2v/—7,
s =c¢/2+d/2+/—T7. Dann gilt rs = (ac+ 7db)/4 + /—T7(cb — ad) /4, also

(ac+ 7db)*  T(cb — ad)?
N(rs) = 16 + T (206)
2.2 1 404212 2 2 2 12
:ac+9db;7bc + Ta*d (207)

Zusatzlich ist

Vo) - () (S (208)

2.2 49d2b2 7[)2 2 7 2d2
:ac—l— 1+6 c+la ’ (209)

also N(rs) = N(r)N(s) fiir alle r,s € R. Falls nun r = a/2 + b/2/—7 # 0 mit
a,b € Z und a = bmod(2), also vom Nullelement des Rings verschieden ist, gilt
N(r) =rr = a?/4+ 7b?/4. Da a # 0 oder b # 0, ist N(r) > 0 und zusammen mit
N(R) C N, folgt die Wohldefiniertheit N|z\ oy : R\ {0} — N. Sei nun r,s € R
beliebig aber fest mit s # 0. Dann gibt es a,b,c,d € Z, sodass a = bmod(2),
c=dmod(2) ¢ # 0 oder d# 0 und r = a/2 +b/2\/—7 und s = ¢/2 + d/2y/—7. Wir
rechnen in C, dass

f:ac+7db+\/—7(cb—ad):ac—i-?db_}_\/_—?cb—ad. (210)
s 2+ Td? c? + Td? c? + Td?
Wir wihlen nun e, f € Z dergestalt, dass
ac + 7db chb — ad 1
- <1& |f————|< = 211
‘ 2+ Td*| T ‘f A4+Td?| ~ 2 (211)

und zusétzlich e = fmod(2). Die erste Ungleichung stellt sicher, dass wir ein ge-
eignetes Paar (e, f) € Z finden konnen, das die Kongruenz erfiillt. Dann gilt, dass
qg=-¢€/2+ f/2:/—7 € R und wegen Multiplikativitit von N (s. oben)

0< N(r)=N(z—qy) = Ny)N(z/y — q) < N(y)(1/2° + 7/2") = 11/16N(y) (< N)(y)-
212

Damit haben wir nachgewiesen, dass es sich bei R um einen euklidischen Ring han-
delt. Wir wenden uns der Bestimmung der Einheitengruppe R* zu. Hierzu zeigen
wir, dass fiir r € R gilt: r € R* < N(r) = 1. Sei r als Einheit vorausgesetzt. Dann
gibt es ein s € R\{0}, sodass rs =1 € R. Damitist 1 = N(1) = N(rs) = N(r)N(s),
und wegen N(R) C Ny konnen wir dies nur fiir N(s) =1 = N(r) erfiillen. Sei umge-
kehrt 7 € R mit N(r) = 1. Dann gilt 4 = a* + 7b?, wenn a,b € Z mit a = bmod(2)
und 7 = a/2 + b/2y/—7. Wir sehen, dass nur b = 0 erlaubt, die Gleichung zu lésen.
Wegen der Modulo-Relation zwischen a und b ist nur a € {—2,0,2} mdoglich, wenn
wir zusitzlich 4 > a? erfiillen. Da r # 0 scheidet ¢ = 0 aus und wir finden, dass
r=+4+1=2/2%#0und ry = —1 = (—2)/2 # 0 Kandidaten fiir Einheiten sind, denn
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es gilt 7?2 = 1 und auch r3 = 1. Zusammen mit der vorher gezeigten Implikations-
richtung haben wir R* = {—1,1} gezeigt.

(b) Wir sollen die Primfaktorzerlegung von r; =3 € R, ro =5€ Rundrs =7 € R
bestimmen.

e Fall ry. Es gilt N(r;) = 3%, also erhalten wir eine Zerlegung in irrreduzible
Nicht-Einheiten (ungleich Null) héchstens, wenn wir r, s € R mit N(r) =3 =
N(s) finden kénnen. Das bedeutet aber 12 = a®+7b% wenn r = a/2+b/2y/—7
mit a,b € Z und a = bmod(2). Man sieht leicht, dass 12 kein Quadrat ist
und fiir [b] = 1 auch 5 kein Quadrat (jeweils in Z) ist. Somit kénnen wir
kein geeignetes r mit N(r) = 3 bestimmen und es gibt keine Zerlegung in
irreduzible Faktoren. Da jedes irreduzible Element in einem faktoriellen Ring
(also in R, da R euklidisch ist) auch prim ist, ist 7 prim.

e Fall ry. Es gilt N(ry) = 5%, also erhalten wir eine Zerlegung in irreduzible
Faktoren hochstens dann, wenn wir r,s € R mit N(r) = 5 = N(s) finden
konnen. Das bedeutet aber gerade 20 = a? + 7b?, wenn r = a/2 + b/2y/—7
mit a,b € Z und a = bmod(2). Die Gleichung von gerade eben erfodert fiir
ganzzahlige Losungen [b| < 1. Fiir jede zuldssige Wahl von b € {—1,0, 1} finden
wir aber kein a € Z, sodass 20 = a? + 7b%. Das bedeutet, dass es ein r € R mit
N(r) = 5 nicht gibt. Damit ist 75 als Element aus R mit Primzahlquadratnorm
irreduzibel, und da R als euklidischer Ring insbesondere ein Hauptidealbereich,
also insbesondere faktoriell, ist, ist 7, somit bereits ein Primelement.

e Fall r3. Es gilt N(r3) = 72, sodass wir Elemente r, s € R suchen, die N(r) =
7 = N(s) und rs = r3 erfiillen. Die erste Anforderung stellt sicher, dass r, s
irreduzibel, und damit bereits als Element von Primzahlnorm irreduzibel und
damit prim sind, da R als euklidischer Ring insbesondere faktoriell ist. Die
einzigen verschiedenen Elemente in R, die die erste Anforderung erfiillen, sind
bis auf Vertauschung r = /—7 und s = —v/—7. Es gilt tatséchlich rs = 7.
Damit haben wir bis auf Reihenfolge die Primfaktorzerlegung von 7 gefunden,
da diese in R als insbesondere faktoriellen Ring eindeutig (bis auf Reihenfolge)
ist.

Damit ist die Aufgabe zu Ende. O

Aufgabe 165 (F12T2A3) Gegeben sei der Ring R = Z[/—6] = {a+b\/—6|a, WZ}.
Gesucht sind alle Teiler von 6 in R. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass R als qua-
dratischer Zahlring insbesondere ein Integritdtsbereich ist. Ferner ist auf R durch
N : R — Ny, a+ by/—6 — a®+ 6b? die sog. Normfunktion definiert, die auf R multi-
plikativ ist. Sei nun r ein Teiler von 6. Dann gibt es ein s € R, sodass rs = 6. Wegen
der Multiplikativitat von N folgt N(rs) = N(r)N(s) = N(6) = 36. Wir bestimmen
nun die Elemente r € R, sodass N(r)|36. Es ist also a® + 60|36 fiir r = a + by/—6.
Die Teiler von 36 sind 1,2, 3,4,6,9,12, 18, 36. Elemente r € R mit a® + 6b®> = 2 oder
a® + 6b® = 3 gibt es nicht, da es sich bei 2 und 3 um Primzahlen, also insbesondere
keine Quadrate handelt und nur b = 0 zuléssig ist. Fiir 4 = N(r) sehen wir, dass
r € {£2}. Fiir 6 = a*+ 6b* finden wir, dass nur b € {+1} und a = 0 Lésungen r der
Gleichung N (r) = 6 definiert. Fiir N(r) = 9 haben wir 9 = a?+60? fiir r = a+by/—6
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mit a,b € Z zu erfiillen. Das ist nur fur r € {£3} moglich. Fir N(r) = 12, also
a® + 6b> = 12 sehen wir, dass wiederum nur b € Z mit |[b] < 1 zuléssig ist. Aber
fiir kein derartiges b € Z ist 12 — 6b* ein Quadrat, sodass es kein a € Z gibt, das
a’? = 12 — b* erfiillt. Ebenso verfihrt man im Fall N(r) = 18. Im Fall N(r) = 36
schlieBlich finden wir, dass nur @ € {£6} und b = 0 geeignete r € R definieren. Denn
es ist nur die Wahl [b| < 2 zuléssig, aber weder 30 noch 12 ist ein Quadrat, sodass
nur der Fall b = 0, d.h., a? = 36 auf ganzzahlige Losungen a zu untersuchen bleibt.
Die letzte Gleichung hat die beiden Losungen a € {£6}. Fiir den Fall N(r) = 1
finden wir noch r € {£1} Damit finden wir, dass die Menge der Teiler von 6, Tg,
To = {#£1,+2,+3 4+ /—6, 6} erfiillt, denn in der Tat 1-6 = 6 und (—1)(—6) =6
und /—6(v/—6) = 6 sowie (£2)(£3) = 6. O

Aufgabe 166 (H13T1A1(b)) Wir behaupten, dass 10 = (1 + i)(1 —)(2 —
i)(1 4 4) die Primfaktorzerlegung von 10 im Ring der Gaussschen Zahlen Z[i| = R
ist. Dazu beachten wir, dass aus der Vorlesung bereits bekannt ist, dass R mit
der Normfunktion N : R — Ny, 2z +— 2Z zu einem euklidischen Ring wird. Die
Normfunktion ist aus der Vorlesung ebenfalls als multiplikativ bekannt. Damit sehen
wir, dass die obige Darstellung gerade 10 = N(1 4 )N (2 4 i) = 2 - 5 bedeutet, und
letzteres eine wahre Aussage ist. Wir haben also tatséichlich eine Zerlegung von 10
in Z[i] vorliegen. Zudem ist jeder der Faktoren in der Darstellung irreduzibel, denn
N(1+4i) =2= N(1—4) und N(2+4+1i) =5 = N(1 —1i), d.h., die Normen jedes
dieser Faktoren evaluiert zu einer Primzahl. Laut Vorlesung ist damit bereits jeder
der Faktoren irreduzibel. Da R als euklidischer Ring insbesondere faktoriell ist, ist
jedes irreduzible Element bereits prim. Da ferner in einem faktoriellen Ring die
Primfaktorzerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit ist, haben wir
also tatséchlich “die” Primfaktorzerlegung vorliegen. U

Aufgabe 167 (F14T3A3) Gegeben sei die Teilmenge R = {a+biv/2|a,b € Z} C
C.

(a) Wir zeigen, dass R ein Teilring von C ist. Offenbar gilt C > 1 =140-iv/2 € R.
Seien nun r, s € R vorgegeben. Wir zeigen, dassr —s € Rund rs € R. Dar,s € R
gibt es a,b,¢,d € Z, sodass 7 = a + biv/2 und s = ¢ + div/2. Damit gilt r — s =
(a+biv2)—(c+div2) = (a—c)+(b—d)iv2 € R, da die Addition auf Z wohldefiniert
ist. Ebenso rechnen wir rs = (a + biv/2)(c + div/2) = (ac — bd) + (ad + bc)iv/2 € R,
da mit a,b,c,d € Z auch ad — bd € Z und ad + bc € Z. Somit ist R Teilring von C.
(b) Zu zeigen ist, dass R ein euklidischer Ring bzgl. der Normfunktion d : R —
Ny, z +— 2z ist. Es ist klar, dass R ein Integritétsbereich ist, denn R ist ein Teilring
des Kérpers C. d ist wohldefiniert, denn fiir alle 7 = a + biv/2 € R gilt d(r) =
a’? + 20> > 0 als Summe von Quadraten a?,b% b% Sei nun » € R\ {0}. Dann
gibt es a,b € Z mit r = a®> 4+ biv/2 und a # 0 oder b # 0. Falls a # 0,b # 0 ist
d(r) = a*+2b* > 0. Fallsa = 0,b # 0, dann ist d(r) = 20> > 0 und falls a # 0,b = 0,
dann ist d(r) = a? > 0. Somit ist d|gy 0y : R\ {0} — N. Seien nun r = a + bi/2
und d = ¢ + div/2 aus R vorgegeben und s # 0 vorausgesetzt. Wir zeigen, dass
q,r € R existieren, sodass x = qy +r mit d(r) < d(y). Dazu rechnen wir in C, unter
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Beachtung von s # 0, dass

r_ (ac+ 2bd)iin/2(bc — ad)

= 213
s 2+ 2d? (213)
und wéhlen ganze Zahlen m,n, sodass
ac + 2bd 1 bc — ad 1
- <& In—-—| < - 214
‘ 2+2d2| =2 ‘” 2+ 22| = 2 (214)

Wir zeigen, dass d multiplikativ ist. Seien dazu z1,2z; € R. Dann gilt d(z;20) =
229Z1%s = 21725221 = (2121)(2222) = d(z1)d(z2). Somit ist d auf R multiplikativ.
Nun gilt weiter in R, dass 0 < d(r) = d(r—gs) = d(s)|r/s—q|* < d(s)(1/22+2/2?%) =
3/3d(s). Damit ist nachgewiesen, dass d eine Hohenfunktion auf R ist. Somit ist R
ein euklidischer Ring.

(¢) Gesucht sind alle Faktorisierungen von r = 8—iv/2 in irreduzible Element in R bis
auf Reihenfolge. Zunéchst gilt » € R und d(r) = 66. Sei nun s € R ein Teiler von s.
Dann ist s # 0, da R als Integritatsbereich nullteilerfrei ist und zudem d(s)|66, denn
es gibt ein s € R\ {0}, sodass ss; = r, und die Multplikativitdt der Normfunktion
d liefert 66 = d(ss’) = d(s)d(s") und wegen d(s),d(s") # 0 somit d(s)|66. Die Teiler
von 66 sind 1,2,3,11,6,22,33,66. Da R zudem euklidisch ist, ist die o.g. Zerlegung
eindeutig bis auf Einheiten und Reihenfolge. Da € € R* < d(e) = 1 laut Vorlesung,
sehen wir schnell, dass R* = {£1}. Der Fall, dass d(s) = 1 kann aufler Acht bleiben,
denn dann ist s bereits eine Einheit. Sei a, binZ, sodass s = a?® + 2b*>. Wir finden,
dass 2 = a®+2b nur von b € {£1} gelost wird, also s € {iv/2, —i/2} liefert. Weiter
liefert 3 = a2 +2b% nur s € {£1+iv/2, £1Fiy/2}. Fiir den Fall 11 = d(s) = a?+ 20
finden wir s € {£+3 + i\/§, +3 F Z\/§} Da die so gefundenden Elemente jeweils
Primzahlnorm haben, sind sie irreduzibel. Nun gilt

(14 V2) (34 iV2) = 1 + 4iV2. (215)

Multiplikation mit —iv/2 liefert (—iv/2)(1+ v/2i)(3 4+ iv/2) = 8 —iv/2. Wir erhalten
nun alle gesuchten Zerlegungen als
8 —iv2 = (—ivV2)(1 +iV2)(3 +iV?2) (216)
8 —iv2=ivV2(—1—iV2)(3+iV2) (217)
8 —ivV2 =ivV2(1 +ivV2) (=3 — iV2) (218)
8 —iv2 = (—iv2)(—1 — ivV2) (=3 — iV2), (219)
indem wir alle Fille getestet haben, wie die drei Faktoren mit den beiden Einheiten
—1 bzw. 1 multipliziert werden kénnen, sodass das gewiinschte 8 — iv/2 als Pro-

dukt resultiert. Zusammen mit den eingangs gemachten Bemerkungen ist die obige
Auflistung abschlieflend im Sinne der Aufgabenstellung. OJ

Aufgabe 168 (H16T2A5) Sei p eine Primzahl und g1 = 2?2+ 2+ 1 € Fplz], g2 =
23+ 2% +x+1 € Fylz]. Gesucht ist die Losungsmenge £ C F,[z] von f = zmod(g;)
und f = 1mod(ga), wo f € Fylz]. Fplz] ist als Polynomring iiber einem endlichen
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Korper zusammen mit der Gradfunktion als Hohenfunktion ein euklidischer Ring.
Wir stellen zunéchst fest, dass 1 = (—z)g;1+1-g2 in F,[x]. Somit sind g1, g teilerfremd
in F,[z]. Wir definieren f; =1 — (—2)g1 = 2* + 22 +z+1und fo=1—-1-gy =
—x® — 2% — z. Dann gilt fi = 1mod(g;) und f; = 0mod(gz) sowie fo = 0mod(g;)
und fo = 1mod(ge). Damit ist f =z - fi +1- fo = 2* € F,[z] und es gilt f =
(xf1) mod(g1) = xmod(f;) sowie f = (1 fo) mod(g2) = 1 mod(gs), also eine Losung
der Kongruenz. Wir behaupten nun, dass

L=z*+ (9192) = M, (220)

wo (g192) das von gigo € Fp[z] = R erzeugte Ideal ist. Da gy, go teilerfremd, gilt
(91) + (g2) = F,lx]. Zudem (g1)(g2) = (g192). Der Chinesische Restsatz liefert uns
einen Isomorphismus

@ : R/(g192) = R/(g91) x R/(g92), [ + (9192) = (f + (q1), [ + (92))- (221)

Sei nun f € M. Dann gilt f = 2*mod(g;) = zmod(g;) und f = 2*mod(g,) =
1 mod(g;). Also ist jedes f € M auch in L enthalten. Sei umgekehrt f € L. Dann
gilt f = zmod(g;) = 2*mod(g;) und f = 1 mod(gs) = z* mod(gs). Zusammen mit
der Bijektivitit von @ folgt f + (g192) = x* + (g192), also f € z* + (g1g2) = M.
Damit ist durch z* + (g192) gerade die Losungsmenge der simultanen Kongruenz
gegeben. 0

Aufgabe 169 (H12T1A5) (a) Wir wissen N € Z und 100 < N < 200. Zudem
gilt N = 1mod(11) und N = 3mod(5) und N = 2mod(3). Da 3,5,11 paarweise
teilerfremd sind, liefert uns der Chnesische Restsatz zunéchst einen Isomorphismus

® : Z/165Z — Z/3Z x Z/5Z X ZJ11Z, a + (165) — (a + (3),a + (5),a + (11)).
(222)

Wir setzen n} = 55 und njy = 33 und nj = 15. Es gilt 3 - ny = 1mod(11),
2-nfy = 1mod(5) und 1-55 = 1mod(3). Damit sehen wir, dass n € Z von der
Formn =1-3-n5+3-2-nf,+2-1-n]+165-k = 45+ 198 + 110 + 165k =
353 + 165k = 188 + (k + 1)165 (k € Z) per Konstruktion die simultane Kongruenz
16sen. Da nur n = 188 die Bedingungen 100 < n < 200 erfiillt, folgt, dass es 188
Ténzer gibt.

(b) Zunéchst gilt 57 = 3 - 19 und 3 und 19 sind als verschiedene Primzahlen tei-
lerfremd. Somit liefert der Chinesische Restsatz den Isomorphismus ¢ : Z/57Z —
L)3Z x ZJ19Z, (a + (57)) — (a + (3),a + (19)). Wir behaupten, dass durch

U : Z/3% x ZJ19Z — Z/57TZ, (a + (3),b + (19)) — (19a — 180+ (57))  (223)

die Umkehrabbildung gegeben ist. Sei dazu a+ (57) € Z/577Z. Dann ist ®(a+(57)) =
(a+(3),a+ (19)) und ¥(a+ (3),a+ (3)) = (19a — 18a + (57)) = (a+ (57)). Zudem
ist fiir (a4 (3),0+ (19)) € Z/3Z x ZJ19Z V(a + (3),b+ (19)) = (19a — 180 + (57))
und ®(19a — 18b + (57)) = (a + (3), —18b + (19)) = (a + (3),b + (19)). Damit gilt
U= U

163



Aufgabe 170 (F14T3A2(c)) Sei R = Q[z] und g; = 2% + 1 sowie g = 22 — 1.
Gesucht sind alle f € R, sodass f = 1mod(g;) und f = zmod(gs). Wir stellen
zunichst fest, dass in Q% die beiden Polynome ¢; bzw. g, die respektiven Null-
stellen ¢ bzw. 4+1 haben. Da sie also in Linearfaktorzerlegung keinen paarweise
iibereinstimmenden Faktor aufweisen, sind g; und g» teilerfremd. Wir sehen zudem,
dass 1 = 0.5(z?+ 1)+ (—0.5) (22 +1). Definiere nun f; = 1—0.5(z*+1) = 0.5—0.522
und fo = 1+ 0.5(2? — 1) = 0.522 4+ 0.5. Dann gilt fi = 1mod(z* + 1) und
fi = Omod(2? — 1) sowie fo = Omod(z? + 1) und f, = Omod(z? — 1). Wir
setzen nun f = 1- f; + x - fo. Per Konstruktion erfiillt also f das System von
Kongruenzen. Zudem gilt f = 0.5 + 0.5z — 0.52% + 0.523. Wir behaupten, dass
L= 0.5+ 0.5z — 0.52% + 0.52% + (9192 = #* — 1) =: M. Hierzu bemerken wir, dass
wegen ggT(gy, g2) = 1 gilt (z2—1)+(2?+1) = R und somit der Chinesische Restsatz
den Isomorphismus

S R/(g192) = R/(91) x R/(g2), [ + (9192) = ([ + (91), f + (92))- (224)

In der Tat gilt fiir ' € M, dass F' = fmod(g;) = 1mod(g;) und F = fmod(gs) =
xmod(gs), wobei wir verwendet haben, dass das f wie oben definiert per Konstruk-
tion eine Losung der simultanen Kongruenz ist. Umgekehrt gilt fiir ein F' € £, dass
F =1mod(¢g1) = fmod(g;) und F' = xmod(g2) = f mod(gz2). Da ® ein Isomorphis-
mus ist, ist ® insbesondere injektiv, sodass F' = fmod(g1g2), d.h., F € f+ (g192) =
M. Somit gilt L= M = 0.5+ 0.5z — 0.52% + 0.523 + (2* — 1) wie behauptet. [

Aufgabe 171 (F11T2A1) Gesucht sind alle ganzzahligen Losungen der Kongru-
enz

r=1mod(2) & x =2mod(3) & x = 3mod(5). (225)

2,3,5 sind paarweise teilerfremde Primzahlen. Wir setzen n} = 3 -5 = 15, n}, =
2.5 =10, ny =2-3 =6. Dann gilt 1-n}] = 1mod(2) und n), = 1mod(3) und
ny = l1mod(5). Wir stellen fest, dass zgp == 1-1-nf+2-1-n,+3-1-n} =
15 4+ 20 + 18 = 53 eine ganzzahlige Losung der simultanen Kongruenz ist, denn
g = 1-1-nfmod(2) = 1mod(2) und zop = 2 -1 - nfmod(3) = 2mod(3) und
o = 3-1-n4mod(5) = 3mod(5) jeweils nach Konstruktion der n} fur i € {1,2,3}.
Es gilt 53 = 23 mod(30 = 2-3-5). Bezeichne mit £ C Z die Menge aller ganzzahligen
Losungen der simultanen Kongruenz. Wir behaupten, dass £ = 23 + 30Z =: M die
Menge aller ganzzahligen Losungen der simultanen Kongruenz ist. Dazu beachten
wir, dass infolge der paarweisen Teilerfremdheit von 2, 3,5 der Chinesische Restsatz
den Isomorphismus von Ringen

O : 7/30Z — 727 x T.)37 X L/57, a + 30Z — (a + 2Z, a0+ 3Z,a+ 5Z)  (226)

liefert. Sei nun € M. Dann gilt z = zymod(2) = 1mod(2), = romod(3) =
2mod(3), z = zogmod(5) = 3mod(5). Damit ist jedes z € M eine Losung der si-
multanen Kongruenz. Sei umgekehrt € £. Dann gilt z = 1 mod(2) = zemod(2),
r = 2mod(3) = romod(3), x = 3mod(5) = zomod(5). Da ¢ als Isomorphismus
insbesondere bijektiv und somit injektiv ist, folgt, dass * = x¢mod(30). Das be-
deutet aber gerade, dass z € xg + 30Z = 23 + 30Z. Somit gilt £ = 23 + 30Z wie
behauptet. O
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Aufgabe 172 Gesucht sind alle Losungen der simultanen Kongruenz
r =11mod(72) & x = 83mod(120) & = = 173 mod(450). (227)

Zum einen gilt 72 = 23-3% und 120 = 3-23-5 und 450 = 2-52-3%2. Wir suchen zuerst
eine Losung der ersten beiden Kongruenzen. Es gilt ggT(72,120) = 24. Ferner ist
83 = 72 + 11, also 83 = 11mod(24). Wir setzen also an = = 11 + 24 - y, sodass
Einsetzen in die ersten beiden Kongruenzen zunéchst liefert y = 0mod(3) und
y = 3mod(5). Damit finden wir, dass y € 3+(15) eine Losung des Kongruenzsystems
in y ist, also € 83 4 (360) eine Losung der ersten beiden Kongruenzen ist. Es gilt
also z = 83mod(360) und y = 173mod(450). Da gilt ggT(360,450) = 90 und
360 = 4 - 90 und 450 = 5 - 90, berechnen wir 173 = 83 mod(90) und setzen nun an
x = 83490- 2z und setzen diese Darstellung in die beiden verbleibenden Kongruenzen
von gerade eben ein. Die Kiirzungsregeln fiir Kongruenzen liefern dann z = 0 mod(4)
und z = 1 mod(5). Damit sehen wir sofort, dass z € 16 + (20) eine Losung des z-
Kongruenzsystems ist. Also 2 € 83+90-16+ (1800) = 1523+ (1800) eine Losung des
Kongruenzsystems und 1800 = kgV (72,120, 450). Denn es gilt 1523 = 11 mod(72)
und 1523 = 83 mod(120) und 1523 = 173 mod(450). Somit ist 1523+ (1800) C L, wo
L die Menge aller Losungen des Systems von Kongruenzen bezeichnet. Umgekehrt
liefert uns der Chinesischer Restsatz Isomorphismen

G Z/15Z — ZJ37 x Z/5Z,x + (15) — (z + (3),x + (5)) (228)
U :Z/20Z — ZJAZ X Z/5Z,x + (20) — (x + (4),z + (5)), (229)

denn ggT(3,5) = 1 und ggT(4,5). Somit liefert die Injektivitat von ® bzw. ¥, dass
die y und z als Losungen der reduzierten Kongruenzen-Systeme y = 0 mod(3) und
y = 3mod(5) und z = 0mod(4) und z = 1 mod(5) jeweils in 3+ (15) bzw. 16 + (20)
liegen. Damit liegt x bereits als in 1523 + (1800) fest. Also gilt £ = 1523 + (1800).0

Aufgabe 173 (H19T2A2) Sei f(z) € Zx].

(a) Wir zeigen fiir alle a,b € Zund n € N, dass ¢ = bmod(n) = f(a) = f(b) mod(n).
Sei N = deg(f). Da f € Zlx], gibt es ag,aq,...,an_1 € Z und ay € Z \ {0}, sodass
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=31, apz®. Bs gilt dann fiir beliebige a,b € Z und n € N mit a = bmod(n)

wie behauptet.

(b) Sei nun f dergestalt, dass f(0) und f(2019) beide ungerade sind. Wir sollen zei-
gen, dass f keine ganzzahligen Nullstellen hat. Angenommen, z € Z ist eine ganzzah-
lige Nullstelle. Dann gilt z = 0mod(2) oder z = 1 mod(2). Im ersten Fall gilt wegen
z = 0mod(2), dass f(z) = f(0)mod(2) = 1mod(2), da f(0) nach Voraussetzung
ungerade ist. Da aber 0 # 1 mod(2) haben wir einen Widerspruch dazu, dass z Null-
stelle von f ist. Also kann z zumindest nicht gerade sein. Sei also z € Z Nullstelle von
f und ungerade, also z = 1mod(2). Dann gilt wegen z = 1 mod(2) = 2019 mod(2)
wiederum nach Teil (a), dass f(z) = f(2019) mod(2) = 1 mod(2), weil f(2019) laut
Voraussetzung ungerade ist. Da aber 0 # 1 mod(2) haben wir so einen Widerspruch
dazu, dass z als Nullstelle von f angenommen war. Da jede ganze Zahl entweder
gerade oder ungerade ist, haben wir insgesamt gezeigt, dass es keine ganzzahligen
Nullstellen von f gibt.

(c) Seien p und ¢ zwei verschiedene Primzahlen und a,b € Z mit der Eigenschaft,
dass p /|f(a) und g /f(b). Wir behaupten, dass es ein ¢ € 7Z gibt, sodass f(c)
weder von p noch von ¢ geteilt wird. Wir zeigen, dass eine Losung ¢ € Z fiir
die simultane Kongruenz ¢ = amod(p) und ¢ = bmod(q) existiert. Dann gilt
fir dieses ¢, dass f(c) = f(a)mod(p) und f(c) = f(b) mod(q) jeweils nach Teil
(a). Da f(a) # O0mod(p) und f(b) # O0mod(q) folgt, dass f(c¢) # Omod(p) und
f(c) # O0mod(q). Mit anderen Worten teilt weder p noch ¢ die ganze Zahl f(c).
Das ¢ hat also die gewiinschte Eigenschaft. Zum Nachweis der Existenz desselben,
bemerken wir, dass wegen p # ¢ gilt ggT(p,q) = 1, da es sich bei beiden Zahlen
um Primzahlen handelt. Der Chinesische Restsatz liefert uns nun die Existenz eines
Ringisomorphismus @ : Z/(pqZ) — Z/pZ X Z/qZ, x + (pq) — (z + (p),z + (¢q)). Da
dieser als Isomorphismus surjektiv ist, existiert eine Losung ¢ € Z des Kongruen-
zensystems. Wir geben diese explizit an: Nach dem Lemma von Bezout finden wir
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o, € Z, sodass ap + fg = 1. Dann gilt mit ¢; = 1 — 2p und ¢, = 1 — yq, dass
¢; = 1mod(p) und ¢z = 1 mod(q), sowie ¢; = O0mod(q) und ¢; = 0mod(p). Somit
sehen wir, dass ¢ := ac; + bcs € Z eine Losung des gewiinschten Kongruenzsystems

ist. Dieses hat nach den Ausfithrungen von weiter oben die gewiinschte Eigenschaft.
O

Aufgabe 174 Gegeben sei R = Z[i], von dem wir als bekannt voraussetzen, dass
er euklidisch bzgl. der Normfunktion N : R — Ny, z — zZ ist. Ferner sei o, € R
gegeben durch 8 = 2+ ¢ und o« = 3 — 24, was in der Vorlesung ggf. genau anders
herum vorgeschlagen wurde. Wir zeigen, dass ggT(«, ) = 1. Dazu setzen wir den
erweiterten euklidischen Algorithmus ein.

— |3-2i]1 0
— |2+4il0 1 (230)
1—i| —i |1 —1+i

Damit finden wir 1+ (3 —2i) + (=1414)-(2+14) = —i, und da —i € R* = {£1, £i},
i(3—2i)4+(—1—14)(2+1) = 1. Somit ist einerseits ggT(2+1,3—2i) = 1 nachgewiesen,
anderseits haben wir v, € R gefunden, sodass ya + 65 = 1, indem wir v = 1,
d = —1 — i setzen. Nun suchen wir alle £ € R, sodass £ = (1 + ¢) mod(«) und
¢ = (5+ 2i)mod(p). Wir definieren zu diesem Zwecke £ = 1 — ya = 6 und
& = 1— 4 = ay, wobei wir 1 = ay+ 36 verwendet haben. Dann gilt §; = 1 mod(«)
und & = 0mod(f) sowie §§ = Omod(a) und & = 1mod(f). Wir setzen nun £ =
(1+0)& +(5+20)&. Nach dem soeben bewiesenen Eigenschaften von &, & folgt, dass
¢ = (14d)mod(e) und &£ = (5 + 2i) mod(p), d.h., dass ¢ das Kongruenzensystem
16st. Es gilt zudem

§=(1+9)& + (5+20)&
— (14 i) (=1 —30) + (5 + 2i)(2 + 3)
= 1—i—3i+3+10+4i+15 —6
= 6415, &
af = (3 —20)(2+1)
=642 —4i+3i
=8 —i.

Da ggT(a, 5) = 1, gilt (a) + (8) = (1) = R, sodass (a), (8) C R koprime Ideale in
R sind. Der Chinesische Restsatz liefert uns daher einen Isomorphismus

®: R/(af) = R/(a) x R/(B),z + (af) = (2 + (@), 2 + (5))- (231)

Wir behaupten nun, dass M = £ + (af) = 6 + 15i + (8 — i) = L, wo L die
Losungsmenge der simultanen Kongruenz bezeichnet. Einerseits gilt fiir z € M,
dass z = £ + w - af fir ein w € R. Damit gilt z = ¢ mod(«) = (1 + i) mod(a) und
z = &mod(f) = (5 + 2¢) mod(f), wo verwendet worden ist, dass £ eine Losung der
simultanen Kongruenz ist. Somit ist z € L. Fiir die Umkehrung verwenden wir, dass
der Isomorphismus ® von Ringen injektiv ist. Fiir eine Losung z € £ der simultanen
Kongruenz gilt also z = (1 + ) mod(«) = £ mod () sowie z = (5 + 2i) mod(8) =
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¢ mod(f), sodass wegen der Injektivitét von ® bereits z = £ mod(«af) folgt. Letzteres
bedeutet aber gerade, dass z € £+ (aff) = M. Mithin gilt M = £ und alle Losungen
der simultanen Kongruenz liegen in M = 6 + 15i + (8 — i). O

Aufgabe 175 (H19T2A1) (a) Seien k,l € Ny mit k£ < [. Betrachte f,g € Q[z]
definiert durch f = 22" +1 und g = 22 — 1. Zu zeigen ist, dass f|g. Seien dazu k und
[ aus Ny beliebig mit k& < . Wir fixieren k. Es gilt flg < g € 0+ (f) € Q[z]/(f), wo
(f) das von f in Q[z] erzeugte (Haupt-)ideal bezeichnet. Es gilt (2" +1) = 0 mod(f),
sodass 22" = —1 mod(f). Wir beweisen die Behauptung per Induktion iiber [. Fiir
l=k+1gilt 22" —1= (2 —1)(@¥ + ) mod(f) = (=1 —1)(=1 + 1) mod(f) =
Omod(f). Setzen wir nun voraus, dass fiir ein festes aber beliebiges I > k die zu

beweisende Aussage gilt. Setze g, = 2% —1. Wir zeigen, dass dann auch g1 = 22—

1= 0mod(f). Denn giy = (2% + grmod(f) = [+ + 1) mod(/)] [gn mod()] =
(22" + 1) mod(f)| [0mod(f)] = 0mod(f). Damit ist die Aussage fiir alle | > k

bewiesen.

(b) Setze fiir m € N n := 22" + 1. Wir zeigen, dass 2"~! = 1 mod(n). Sei mBinN mit
n = 2% + 1 gegeben. Es ist 2"~ = 1 mod(n) < (222m — 1) = 0mod(2*" +1). Wir
definieren nun die Polynome f;, := 22 +1 € Q[z] fiir k := m und g, := 2% —1 € Q|z]
fiir [ := 2™ Dann gilt £,(2) = 22" +1 und ¢,(2) = 22°" — 1. Wenn wir also allgemein
frlgi in Q[x] zeigen kénnen, dann folgt auch 22" + 1]222m — 1 fiir das fixierte aber
beliebige m. Um Teil (a) anwenden zu konnen, zeigen wir, dass k < [, also m < 2™ fiir
beliebiges m € N. Definiere die reellwertige, glatte Funktion h : R — R,z +— 2% —z.
Es gilt nun A(1) =2' —1=1> 0 und //(z) =1In(2) - 2* — 1, "(x) = (In(2))*2* > 0.
Da RA/(1) > 0 und A”(x) > 0 fiir alle x > 1 ist auch 2™ > m fir alle m € N. Teil
(a) liefert also fi|g, sodass die zu beweisende Aussage geméafi den obenstehenden
Ausfithrungen folgt. OJ

Aufgabe 176 (H16T1A4) Sei a € Ny. Zu zeigen ist fiir die Folge (z,,)nen, de-
finiert durch z, = a®" + 1 fiir alle n € N: (a) Fiir n < m gilt 2|2, — 2. Seien
n,m € Ny mit n < m. Wir definieren das Polynom f, := z*" + 1 € Q[z] und
gm = 22" —1 € Q|x]. Es gilt dann fiir das oben genannte a € Ny f,,(a) = a*" +1 = z,,
und gp,(a) = a®”" —1 = (a®" +1) =2 = x,, — 2. Wenn wir f,|g,, zeigen kénnen,
dann folgt z,|(z, — 2), also die zu zeigende Behauptung. Wir zeigen f,|g,, durch
Fixierung von n € N und Induktion iitber m > n. Sei m = n + 1 zunéchst. Dann
gilt gn(z) = (¥ = 1) = 27" =1 = (@ + D)@* = 1) = (2" = 1)fu(2), so-
dass fp|gm=nt1, denn 22" — 1 € Q[x]. Wir setzen nun fiir ein festes aber beliebiges
m > n die Giiltigkeit von f,|g,, voraus, und zeigen, dass dann auch f,,|g,+1. Denn
i1 (z) = 27" =1 = (2" = 1)(@¥" + 1) = (2% + 1)gm(2). Da fy|gm, gilt erst
recht f,|(z%" + 1)gm, also fu|gme1. Damit ist f,|g., fiir m > n gezeigt. Nach den
obenstehenden Bemerkungen ist damit auch die Behauptung bewiesen.

(b) Wir bestimmen 0 < d,,,,, ‘= ggT(zm,z,) fir m > n. Da z,|(z,, — 2) und
Tn, Ty 7 0, gibt es ein 0 # y € Z, sodass x,, —2 = y - x,,. Das kénnen wir umformen
Z0 Ty — Y - Ty, = 2. Somit ist dy, |2, also di,, € {1,2}. Falls a ungerade ist, dann
ist @, xy, fir alle n,m € N offenbar gerade. Damit gilt 2|d,,,, und zusammen mit
dmn € {1,2} folgt d,,,, = 2. Falls a gerade ist, dann ist z,,x,, ungerade. Damit
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gilt 2 fz,, und 2 /Jx,. Somit ist auch 2 /d,,, denn andernfalls hétten wir einen
Widerspruch dazu, dass x,,z,, ungerade sind. Fiir den Fall, dass a gerade ist, gilt
also d,,,, = 1.

(c) Setze a = 2. Dann ist x,, ungerade fiir alle n, wie in Teil (b) beobachtet, und
xo = 5, eine Primzahl. Nach Teil (b) gilt ggT(z,, z,,) = 1 fir alle m < n. Indem
wir p,, als den grofiten Primteiler von x,, fiir alle m € Ny definieren, erhalten wir
so eine Folge (pm)men, von Primzahlen. Diese hat paarweise verschiedene Glieder,
denn andernfalls gidbe es zwei M, N € Ny mit M > N, sodass py; = py =: p. Damit
wére aber p|xy und p|x ), nach Definition der Folge (pi)men,, was ggT(xp, zy) = 1
wegen a gerade nach Teil (b) widerspricht. Somit ist (pm,)men, eine (unendliche)
Folge von (verschiedenen) Primzahlen. Es gibt also auf jeden Fall unendlich viele
Primzahlen. U

Aufgabe 177 (F19T3A1) Sei p eine Primzahl und definiere Zy,) = {a/b €
Qla,b € Z,p [b}. Es gilt, dass Z, ein Teilring von Q ist.

(a) Zu zeigen ist, dass @ : Z/pZ — L) /PLy) definiert durch ®(a+pZ) = a+pZy) ein
Ringisomorphismus ist. Hierzu definieren wir die Abbildung ® : Z — Z, /pZy), a —
a+ pZ,. Diese ist wohldefiniert, denn Z C Z,). Wir zeigen, dass es sich bei ® sogar
um einen Ringhomomorphismus handelt. Zunéchst ist (1) = 1+pZ,. Fiir a,b € Z
gilt ®(a+0b) = (a+b) +pZy) = (a + pZy)) + (b+ pZp)) = ®(a) + P(b). Zudem gilt
D (a)®(b) = (a+pZy))(b+pZy) = ab+ (a+b)pZy) + (PLy))2 = ab+pZy) = P(ab).
Somit ist ¢ ein Ringhomomorphismus. Wir zeigen, dass ® zudem surjektiv ist. Sei
dazu a/b+ pZgpy mit a,b € Z und p b vorgegeben. Da p eine Primzahl ist und p fb
gilt sogar ggT(b, p) = 1. Nach dem Lemma von Bezout gibt es dann x,y € Z, sodass
xb + yp = 1. Das konnen wir umformen in Q, sodass = + py/b = 1/b. Damit ist
a/b+pZy) = a(1/b+ pZyy) = a(x + py/b+ pZy)) = ax + pZgy = P(ax). Damit ist
der Nachweis der Surjektivitdat von ¢ abgeschlossen. Der Homomorphiesatz fiir Rin-
ge liefert nun, dass ® einen Isomorphismus von Ringen, ® : Z/ker ® — Ly | DL
induziert. Es gilt zudem fiir ¢ € Z die Aquivalenz a € ker® < ®(a) = 0 &
a+ pLyy = 04 pZyy < a € pLy) < pla & a € pZ, sodass ker & = pZ. Damit
ist nachgewiesen, dass es sich bei ® tatsichlich um den angegebenen Isomorphismus
Z/pZ — Z(p) /pZ(p) handelt.

(b) Sei nun p = 5. Wir sollen ein y € {0, 1,2, 3,4} bestimmen, sodass ®(y) = (2/3+
5Zsy) + (1/7+5Zs)). Zunéchst gilt 2/3+1/7 = 17/21 mod(5Zs)). Wie im Nachweis
der Surjektivitéit von & fir allgemeine Primzahlen p, bestimmen wir (—4)-5+21 = 1,
sodass 1/21 = 1 +5- (—4)/21. Damit ist fiir & : Z/5Z — Z)/5Zs), gegeben wie in
Teil (a) spezifiziert, dass ®(2 + 5Z) = (17 + 5Z) = 17®(1 + 5Z) = 17/21 + 5Z).
Damit erfiillt y = 2 die geforderte Eigenschaft. 0

Aufgabe 178 (H17T1A4) (a) Sei w = —1/2 +4v/3/2. Betrachte ¢ : Q[z] —
C, f = f(w). Das ist ein Ringhomomorphismus. Wir suchen dimg Bild(¢). Zunéchst
ist |w| = /R[w]2 + S[w]? = 1 und sin(27/3) = v/3/2,cos(27/3) = —1/2. w ist also
eine dritte Einheitswurzel, d.h., eine Nullstelle von ®3(z) = 2% + z + 1. Dieses ist
nach dem Reduktionskriterium fiir p = 2 irreduzibel iiber Q und wegen zusétzlicher
Normiertheit das Minimalpolynom von w. Somit gilt [Q(w) : Q] = 2. Wir zeigen

nun, dass Bild(6) = Q(w). Es ist ¢(Qlz]) = {f(@)|f € Qla]} = Qlw] und Q(w) =
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{fw)|f € Q[z],deg(f) < 1}, wobei die zusétzliche Einschrankung aus [Q(w) :
Q] = 2 folgt. Damit ist klar, dass Q(w) C Q[w], denn Q(w) ist als Teilkérper von
C insbesondere Teilring von C. Andererseits ist Q[w] definitionsgeméf der kleinste
Teilring von C, der w und Q enthélt. Wegen Q U {w} C Q(w) folgt Q[w] C Q(w).
Insgesamt haben wir also Gleichheit, Q(w) = Q[w].

(b) Da &3 als drittes Kreisteilungspolynom insbesondere Minimalpolynom von w
ist, gilt die Aquivalenz f € ker¢ & f(w) = 0 & g|®3 & f € (P3). Somit ist
ker ¢ = (P3).

(¢) Da ®3 als Minimalpolynom von w ein iiber Q irreduzibles Polynom ist, und Q|x]
als Polynomring iiber eine Korper ein Hauptidealring ist, ist (®3) maximales Ideal
in Q[z]. Zusammen mit ker ¢ = (®3) aus Teil (b) folgt, dass ker ¢ maximales Ideal
in Q] ist. O

Aufgabe 179 (F16T2A2) Sei R=7Z[i] und R 2 I = (25,7 +1).

(a) Zu zeigen ist, dass ¢ : Z — R/I,a +— a+ I surjektiv ist. Zunéchst gilt 7T+i+1 =
0+1,sodassi+1 = —7+1. Seinun z € R/I vorgegeben. Dann gibt es z,y € Z, sodass
z = x4yi+I = (x—Ty)+1 und z—Ty € Z. Damit ist ¢(z—7y) = x—Ty+1 = z+iy+1.
Beliebigkeit von z impliziert nun die Surjektivitat. Wir bestimmen nun ker ¢. Es gilt
die Aquivalenz a € kerp & ¢(a) =0 a+I=0+Isacl o3, ycZ:Z>
a=x-254+(T+i)y< Jx € Z:a =25z < a € 25Z. Damit ist ker ¢ = 25Z.

(b) Wir sollen zeigen, dass (R/I)* zyklisch und von Ordnung 20 ist. Da ¢ surjektiv
ist, und als Komposition der (Ring-)Inklusion ¢ : Z — Z[i], die aus der Vorlesung
als Homomorphismus bekannt ist, und des kanonischen Epimorphismus 7; : Z[i] —
Z[i]/I selber ein Homomorphismus ist, kénnen wir den Homomorphiesatz fiir Ringe
anwenden. Dieser liefert uns einen von ¢ = m; o ¢ induzierten Isomorphismus @ :
Z/ker ¢ — R/I. Wegen ker ¢ = 257 finden wir ® : Z/25Z — R/I. Daher gilt
auch fiir die Einheitengruppen (R/I)* ~ (Z/25Z)* als Gruppen. Da (Z/25Z)* ~
Z/®(5%)Z mit der Euler’schen ®-Funktion laut Vorlesung, und ®(5?) =5-(5—1) =
20, finden wir (Z/5°Z)* ~ Z/20Z. Die Einheitengruppe von Z/25Z, und damit auch
(R/I)*, ist also zyklisch von Ordnung 20.

(c) Da (R/I)* ~ Z/20Z langt es, die Anzahl der erzeugenden Elemente fiir die
rechts stehende Gruppe zu bestimmen. Laut Vorlesung ist deren Anzahl gegeben
durch ®(20) = ®(4)®(5) = (2—-1)-2-(5— 1) = 8. Es gibt also 8 erzeugende
Elemente von (R/I)*. O

Aufgabe 180 (F19T2A4) Wir sollen jeweils entscheiden, ob es sich bei den vor-
liegenden Faktorringen um Korper handelt.

(a) Wir behaupten, Q[z]/(z° — 2,25 + 2° — 2 — 2) ist ein Kérper. Zunichst gilt
25+ 25 —20 -2 = (z+1)(2°-2). Da (z° —2) C (2° — 2,28 + 25 — 2 — 2) und
auch (25 — 2,28+ 25 — 2 —2) C (25 — 2), weil 2° + 2° — 2 — 2 € (25 — 2) wegen der
eingangs gemachten Rechnung ist (2° — 2) = (2% + 2° — z — 2, 2° — 2). Wir miissen
also nur zeigen, dass Q[z]/(z° — 2) ein Korper ist. Dazu beachten wir, dass z° — 2
sogar in Z[x] und primitiv ist. Mittels Eisenstein-Kriterium zur Primzahl p = 2 se-
hen wir, dass x® — 2 iiber Z und, nach Gauss, auch in Q[z] irreduzibel ist. Da Q|[z]
als Polynomring iiber einem Kérper ein Hauptidealring ist, ist (z° — 2) maximal.
Das bedeutet aber, dass Q[x]/(x® — 2) ein Kérper ist.
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(b) Wir zeigen, dass Z[z]/(5, x> — 22 + 4) ein Koérper ist. Zunichst zeigen wir,
dass Z[x]/(5, 3 — 22 + 4) ~ F5[x]/(2® — 22 + 4). Hierzu definieren wir ¢ : Z[z] —
Fs[x]/(2® — 222 + 4), f = fmod(g), wo g = 2> — 222 + 4 € F5[z] und f das modu-
lo 5 reduzierte f ist. Wegen F5 = Z/5Z, da 5 prim ist, ist ¢ als Komposition des
Reduktionsepimorphismus auf Polynomringen, mod(5) : Z[z] — Z/5Z[x], und des
kanonischen Epimorphismus 7 : F5[z] — F5[z]/(g) ebenfalls ein surjektiver Homo-
morphismus von Ringen. Der Homomorphiesatz liefert also Z[z]/ ker ¢ ~ F5[x]/(g).
Wir zeigen nun, dass ker¢ = (5,2° — 222 +4). Sei g = 2° — 222 + 4 € Z[z] und
g = 2% — 222 + 4 € Fs[a] gesetzt. Betrachte dazu die Aquivalenz: f € ker¢ <
#(f) = 0+(g) < 3h € Fs[z] : hg = fmod(5) < 3h € Fs[x] : (f—hg) = 0mod(5) <
dh,H € Z[z): f~hg=5H < 3h,H € Zlz|: f =5-H+g-H & f € (5,2°—222+4).
Damit haben wir in der Tat Z[z]/(5, #® — 22 + 4) ~ Fs[z]/(2® — 22 + 4). Wir zei-
gen nun, dass § = 23 — 222 + 4 irreduzibel in Fj[z] ist. Da deg(g) = 3, ist g
keine Einheit ist, und es reicht, zu zeigen, dass g keine Nullstelle in F5 hat. Denn
wére g reduzibel, so wére einer der irreduzibel Faktoren ein Polynom vom Grad 1
in F5[z], was hiele, dass g eine Nullstelle in F5 hat. Es gilt aber g(0) = 4 # 0,
G(1) =3 £0,G(2) =4 % 0,G(3) =13 =3 #£ 0,5(4) = 36 = 1 # 0. Damit ist g
als Polynom vom Grad 3 irreduzibel in F5[z]. Da F5[x] als Polynomring iiber einem
Korper ein Hauptidealring ist, ist das vom irreduziblen Element g erzeugte Ideal
() = (2® — 22% +4) maximal. Damit ist der Faktorring F5[x]/(g) bereits ein Kérper.
Somit ist auch Z[x]/(5,x® — 22? + 4) als zu einem Korper isomorpher (bzgl. eines
Ringisomorphismus) Ring ein Korper. U

Aufgabe 181 (F18T3A4) (a) Wir sollen zeigen, dass Q[z]/(z* — 12z + 2) ein
Integritéitsbereich ist. Dazu bemerken wir, dass x? — 12z + 4 € Z[z] C Q[z] als
normiertes Polynom insbesondere primitiv ist. Nach dem FEisensteinkriterium zur
Primzahl 2 ist * — 122 + 4 irreduzibel iiber Z, somit laut dem Lemma von Gauss
also auch iiber Q. Da Q[x] als Polynomring iiber einem Korper ein Hauptidealring
ist, ist (z* — 122 + 4) ein maximales Ideal, da von einem irreduziblen Element aus
Q[z] erzeugt. Das bedeutet aber, dass Q[z]/(z* — 122 + 2) ein Korper ist. Da jeder
Korper ein Integritétsbereich ist, haben wir die Behauptung gezeigt.

(b) Wir sollen zeigen, dass Z[z]/(2,2* + = + 1) ein Korper ist und bestimmen,
wie viele Elemente er hat. dazu zeigen wir zunichst, dass Z[x]/(2,2> + x + 1) ~
Folz]/(z* + x + 1), wo Fy den Korper mit zwei Elementen bezeichnet. Sei dazu
¢ 1 Zx] = Folz]/(2®> + . + 1), f — fmod(z? + z + 1). f bezeichnet hierbei die
Reduktion von f modulo 2. Da ¢ die Komposition des Reduktionsepimorphismus
mod(2) : Z[x] — Z/27Z[x] und Z/27Z = Fy sowie des kanonischen Epimorphismus
T(a24at1) © Folz] = Folz]/(2® +x + 1) ist, ist ¢ ein Homomorphismus und surjektiv.
Wir zeigen, dass ker ¢ = (2, 22+x+1). Es gilt: f € ker¢ < ¢(f) = 0+ (2 +2+1) <
P +ar+1lf I eFz]: f=h(?+2+1) e IheZz]: f=h®+a+
1)mod(2) & Jh,h € Zlz] : f = h(2* +x+1)+2H & f € (2,2° + x + 1). Somit ist
ker ¢ = (2, 22+x+1). Da 2?4+ 2z+1, wie man durch Einsetzen sieht, keine Nullstelle in
[F, hat, ist es als Polynom vom Grad 2 irreduzibel {iber Fy. Da Fy[z] als Polynomring
iiber einem Korper bereits ein Hauptidealring ist, ist (z2+x+1) ein maximales Ideal
in Fy[z]. Laut Vorlesung ist dann der Faktorring Fy[z]/(2? + = + 1) ein Kérper. Sei
nun w € Fglg, einem algebraischen Abschluss von FFy, eine Nullstelle von 22 +  + 1.
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Da 22 + 2 + 1 normiert und irreduzibel ist, ist 22 +  + 1 das Minimalpolynom
von w. Da deg(z? + z + 1) = 2, ist auch [Fy(w) : Fy] = 2. Wir betrachten nun den
Einsetzungshomomorphismus x : Fo[z] — Fa[w]. Dieser ist als surjektiv bekannt, und
zudem ist ker y = (22 +x + 1). Damit ist Fy[w] ~ Fy[x]/ ker y. Da Fo|w] C Fo(w) als
kleinster Teilring, der Fy und w enthilt und Fo(w) = {f(w)|f € Falz] : deg(f) < 1},
folgt Fylx]/(2? + 2 + 1) =~ Fo(w), wobei ker y = (2? + x + 1) erinnert wurde. Als
Fo-Vektorraum vom Grad 2 enthilt Fo(w) und damit Folz]/(2? + z + 1) 2% = 4
Elemente. O

Aufgabe 182 Wir sollen jeweils untersuchen, ob es sich bei den folgenden Fak-
torringen um Koérper handelt.

(a) Wir behaupten, dass Z[z]/(5,z? + 2) ein Kérper ist. Dazu zeigen wir zuerst,
dass Z[z]/(5, 2% + 2) ~ Fs[x]/(2? + 2). Definiere ¢ : Z[x] — Fslz]/(x* + 2), f —
fmod(z? + 2), wo f die Reduktion von f modulo 5 anzeigt. Es ist klar, dass ¢
als Komposition des Reduktionsepimorphismus mod(5) : Z[x] — Fs[z] und des ka-
nonischen Epimorphismus (249 : Fs[z] — Fslz]/(2* + 2) ein Homomorphismus
ist, der iiberdies surjektiv ist. Damit konnen wir den Homomorphiesatz fiir Ringe
anwenden, der einen Isomorphismus ¢ : Z[x]/ ker ¢ — Fs[z]/(z? + 2) liefert. Es ver-
bleibt zu zeigen, dass ker ¢ = (5,22 + 2). Dazu beachten wir folgende Aquivalenz:
fekerp < ¢(f) =0 fec (22+2) & TJh€Fs[x]: f= (22 +2)h < Ih € Fsla] :
f=(2*+2)hmod(5) < 3h, H € Z[z] : f = (22 4+2)h+5-H & f € (#242,5). Damit
ist ker ¢ = (5,2 + 2) nachgewiesen und wir haben die Isomorphie F5[x]/(z? + 2) ~
Z|x]/(5, 2% 4 2) nachgewiesen. Da 2%+ 2 ein Polynom vom Grad 2 in F3[z] ist, reicht
es, nachzuweisen, dass 2% 4+ 2 keine Nullstellen in F5 hat, um zu schliefien, dass
2% + 2 irreduzibel ist. In der Tat ist mit § = 2* + 2 € Fj[z], dass g(0) = 2 # 0,
G1) =3#£0,3(2)=6=1#0,§3) =11 =140, §(4) = 17 = 2 # 0. Damit
hat g keine Nullstelle in Fj5, ist also als Polynom vom Grad 2 iiber dem Kérper Fy
irreduzibel. Da F5[x] als Polynomring iiber dem Korper Fy ein Hauptidealring ist,
ist das vom irreduziblen Element 2 + 2 € Fs[z| erzeugte Ideal (2 + 5) maximal.
Damit ist F5[z]/(2*+2) laut Vorlesung ein Korper, also auch der zum erstgenannten
Faktorring vermoge ¢ isomorphe Z[z]/(5, 22 + 2).

(b) Wir zeigen, dass Z[x]/(5,z* + 1) kein Kérper ist. Dazu zeigen wir zuerst, dass
Zlx]/(5,2%4+1) ~ Fs[x]/(x*+1). Wir definieren hierzu ¢ : Z[x] — Fs[z|/(z*+1), f —
fmod(z? + 1), wo f die Reduktion von f modulo 5 anzeigt. Da ¢ die Komposition
des Reduktionsepimorphismus mod(5) : Z[x] — Fs[z], f — f und des kanonischen
Epimorphismus 7,21y : Fs[z] = Fs[z]/(2?+1), f — fmod(z?+1) ist, ist ¢ ein Ring-
homomorphismus und surjektiv, also auch ein Epimorphismus. Der Homomorphie-
satz liefert nun, dass Z[z]/ ker ¢ ~ F5[z|/(2*41). Wir zeigen, dass ker ¢ = (5, z*+1).
Dazu beachten wir: f € ker¢ & ¢(f) =0 & f € (22 +2) & Fh € Fsz] : f =
(2> +2)h & IhH € Zlz] : f = h(2®>+2)+ H -5 < f € (5,22 + 2). Damit ist
die postulierte Gleichung nachgewiesen. Nun ist Z[z]/(5,2* + 1) ein Kérper, wenn
F5[z]/(2*+1) ein Kérper ist. Das ist dann der Fall, wenn (2?+1) ein maximales Ideal
in F5[z] ist. Da F3[z] ein Polynomring {iber einem Korper ist, ist (22 + 1) maximal,
wenn 72 4 1 irreduzibel iiber F5 ist. Da 2% + 1 die Nullstelle z = 2 hat, ist 22 + 1 als
Polynom vom Grad 2 iiber F5 reduzibel. Damit ist (z* 4 1) C (x — 2), insbesondere
also nicht maximal. Damit ist Z[z]/(5,2? + 1) wie ausgefiihrt kein Kérper.
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(c) Wir zeigen, dass Z[z]/(5, 22 +4, 2*+Tx*+2x+1) ein Korper ist. Wir zeigen hierzu
zuniichst, dass Z[z]/(5, 2* + 4,23 + T2% + 22 + 1) ~ Fs[x]/(2? + 4, 2° + 22 + 2z + 1).
Wir definieren ¢ : Z[z] — Fjz]/(2? + 4,23 + 222 + 22 + 1), f — fmod(2? +
4,2% + 222 + 2z + 1), wo f die Reduktion von f modulo 5 ist. Als Komposi-
tion des Reduktionsepimorphismus mod(5) : Z[z] — Fs[z] und des kanonischen
Epimorphismus (22 43 12512,41) © Fsla] = Fslz]/(2® + 4,2° + 22% 4 20 4 1) ist
¢ ein surjektiver Ringhomomorphismus. Der Homomorphiesatz fiir Ringe liefert
Zz)/ker ¢ ~ Fslz]/(a?® + 4,2° 4+ 22* + 22 + 1). Wir zeigen noch, dass ker¢ =
(2% +4, 2% 4+ 2% + 22 + 1). Wir beachten hier zu die Aquivalenz, dass f € ker(¢) <
o(f) = Omod(2? +4,2° + 222 + 20+ 1) & f € (® + 4,25 + 222 + 22 + 1) «
Jhi,hy € Fslz] © f = hi(z? + 4) + ho(2® + 222 + 22 + 1) & 3hy, hy € Z[z] :
(f = hi(2® +4) — ho(2® + 222 + 22+ 1)) = O0mod(5) <> Ihy, ho, H € Zx] : f =
5-H+(x2+4)-hi+ (2 + T2 +2x+1) -hy & f € (5, 2% +4, 23+ T72*+2x+1). Damit ist
insgesamt Z[z]/(5, 2% +4, 2> + 72?4+ 20+ 1) ~ F5[x] /(2> +4, 23+ 72* + 22+ 1). Da F;
ein Korper ist, ist F5[x] ein Hauptidealring. Es ist 2> +4 = (x+1)(z+4) in Fs[z]. Da
4342.4242.441 = 64+32+8+1 = 0und 1>+2-13+2-1+1 = 1 ist 4, nicht aber 1 eine
Nullstelle von x4+ 222+ 2z +1 in Fs. Damit ist ggT (23 + 222+ 2z +1, 2> +4) = z+1
und somit (22 + 4,23 4+ 222 + 22+ 1) = (r + 1). Da x + 1 als Polynom vom Grad
1 irreduzibel ist, ist (x 4+ 1) maximal im Hauptidealring Fs[z]. Damit ist laut Vor-
lesung Fslx]/(z + 1) = Fs[z]/(z? + 4,2% + 22% + 2z + 1) ein Korper, also auch
Zlx]/(5, 23 + Tx? + 2z + 1, 2% + 4) wegen der etablierten Isomorphie. O

Aufgabe 183 (H14T3A2) Gesucht ist die Anzahl der Quadrate im Ring R =
7./20147Z. Es gilt 2014 = 2 - 1007 = 2 - 19 - 53 in Primfaktorzerlegung. Da 2,19, 53
paarweise verschiedene Primzahlen sind, liefert der Chinesische Restsatz den Iso-
morphismus

& : Z./2014Z — 7./27 x Z.J19Z x /537 (232)
a — (amod(2),amod(19),amod(53)) =: (b, ¢,d).

Sei nun a ein Quadrat in R. Dann gibt es ein a; € R mit a = a3. Damit finden wir

(Ba c, CZ) = (I)(d) = ®<d%) = q)(dl)Z = (617617611)2 = (6%’6%7(1?)7 Y (I)(al) = (61761761)'
Damit ist das Bild jedes Quadrats in R wiederum ein Quadrat in Z/2Z x Z/19Z x
7./537 =: R'. Wir zeigen, dass auch die Umkehrung gilt. Sei dazu R’ > (b,¢,d)
Quadrat. Dann gibt es ein (by,¢;,dy) € R, sodass (b1, ¢1,dy)? = (b,¢,d). Es ist ®
bijektiv, sodass wir a = ®~1((b,¢,d)), a; = ®'((b1, €1, dy1)) setzen konnen. Es gilt
dann @ = ®71((b,¢,d)) = ®1((0?,&,d2)) = @ Y((by,é1,dy))?* = a2. Mit anderen
Worten, jedes Quadrat in R’ wird vermoge ®~! auf ein Quadrat in R abgebildet.
Damit haben wir gezeigt, dass ®(Qr) = Qr, wo Qx fiir einen Ring X die Menge
der Quadrate in X bezeichnet. Es reicht also aus, die Anzahl der Quadrate in R’
zu bestimmen, wozu wir die Anzahlen der Quadrate in den einzelnen Faktoren des
Produkts von Ringen bestimmen.

e Fall 1. Z/27. In Z /27 gibt es zwei Quadrate, denn 0 = 0? und 1 = 12. Somit
ist ‘Qz/gz‘ = 2.

e Fall 2. Z/pZ, p ungerade Primzahl. Dann ist Z/pZ bereits ein Korper und es
gilt, dass (Z/pZ)* = Z/(p—1)Z. Sei Q0 = Q,\{0} die Menge der Quadrate in
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Z/pZ ausgenommen die 0. Da die Einheitengruppe (Z/pZ)* zyklisch und von
der Ordnung p — 1 € 2N ist, gibt es ein « € (Z/pZ)*, sodass (Z/pZ)* = {(«).
Da 2|ord(a) ist (@?) eine Untergruppe der Ordnung (p — 1)/2 von (Z/pZ)*.
Diese enthélt gerade alle § € @, denn [ ist eine Einheit und Quadrat, d.h.,
es gibt ein 0 < k < (p —1)/2, sodass 8 = (*)? = (a?)* € (a?). Umgekehrt
ist klar, dass jedes v € (o) in Q) liegt. Da stets 0 = 0% gilt und 0 ¢ Q) ist
1Qpl = [Q)| + {0} = (p—1)/2+ 1 = (p+ 1)/2. Somit ist die Anzahl von
Quadraten im primen Restklassenring Z/pZ fiir ungerade Primzahlen p genau
(p + 1)/2. Indem wir die soeben bewiesene Aussage auf Z/19Z bzw. 7 /53Z
anwenden, erhalten wir |Q19] = 10 und |@Qs3| = 27.

Damit finden wir wegen Bijektivitdt von @, dass |Qgr| = |Qr/| = |Q2||Q19]|Qs3] =
2-10- 27 = 540. Es gibt also 540 Quadrate in R = Z/20147Z. O

Aufgabe 184 Wir bestimmen die Anzahl der Quadrate im Ring R = Z/2020Z.
Es gilt 2020 = 20 - 101 = 4 -5 - 101 in Primfaktorzerlegung. Laut Chinesischem
Restsatz gibt es dann einen Isomorphismus

O : 7/20207 — ZJAZ x Z/5Z x 7./]1017Z 933

a > (b,c,d) = (amod(4),amod(5),amod(101)) (233)
Sei R = Z/AZ x Z/5Z x Z/101Z und bezeichne mit Q)x die Menge der Quadrate
in einem Ring X. Wir zeigen, dass ®(Qr) = Qr. Sei dazu zunichst a € R ein
Quadrat. Dann gibt es ein a; € R, sodass a = a?. Es gilt (b,c¢,d) = ®(a) = ®(a?) =
®(ar)? = (by,c1,d1)? = (12,3, d2), wo (b, c,d) = ®(a) und (b, c1,d;) = ®(ay). Somit
bildet ® jedes Quadrat in R auf ein Quadrat in R’ ab. Wir zeigen, dass zusétzlich
jedes Quadrat in R’ vermdge @1 auf ein Quadrat in R abgebildet wird. Sei dazu
(b,c,d) € R’ Quadrat. Es gibt also ein (b1, ¢;,d;) € R mit (b, c,d) = (b1, c1,d;)?. Da
mit ® auch ®~! ein Ringisomorphismus ist, a = ®~1((b,¢,d)) = 7 1((by, ¢1,d1)?) =
O~((by, c1,d1))? = a2, wo a; = ®1(by, 1, dy). Damit wird auch jedes Quadrat aus
R' auf ein Element aus Qr abgebildet, vermége !, Damit haben wir ®(Qr) =
(QQr nachgewiesen. Da (b, c,d) € R’ genau dann ein Quadrat in R’ ist, wenn b, ¢, d
in jeweils Z /47,7 /57,7 /1017Z Quadrate sind, reicht es, die Quadrate in den o.g.
Ringen zu zéhlen.

o Full 1: ZJAZ. Es gilt 02 =0,12=1,22=4=0,3% =9 = 1 in Z/4Z. Damit
gibt es in Z /47 genau 2 Quadrate.

o Fall 2: Z/57. Esist 02°=0,12=1,22=4,32=9=4,4>=16=1in Z/5Z.
Somit haben wir in Z/5Z genau 3 Quadrate.

e Fall 3: Z/101Z. Da 101 eine Primzahl ist, ist Z/101Z bereits ein Korper.
Fiir diesen gilt (Z/101Z)* ~ Z/®(101)Z = 7Z/100Z, wo ¢ die eulersche -
Funktion bezeichnet. Wir notieren ferner mit @Q* die Menge aller Quadrate
in Z/1017Z ungleich 0, d.h., da Z/101Z ein Korper ist, genau die Quadrate
aus (Z/101Z)* ~ Z/100Z. Da die soeben genannte Einheitengruppe zyklisch
und von Ordnung 100, also insbesondere gerader Ordnung, ist, gibt es ein o €
(Z/101Z)* mit der Eigenschaft, dass (Z/101Z)* = (a). Wir betrachten die

174



(eindeutige) Untergruppe (a?) < (a). Offenbar ist jedes 8 € () ein Quadrat
# 0. Andersherum ist jedes v € @ auch eine Einheit, sodass ein 0 < k <
51 existiert, sodass v = (a*)? = (a?)* € (a?). Also ist (a?) = Q* und da
ord(a?) = 50 finden wir, dass es in Z/101Z 50 Quadrate ungleich 0 gibt. Da
0 = 0%, also 0 ebenfalls ein Quadrat ist, gilt |Q| = |Q*| + [{0}] = 51. Somit
gibt es genau 51 Quadrate in Z/101Z.

Insgesamt haben wir somit 2 -3 -51 = 306 Moglichkeiten, Quadrate in R’ zu finden.
Da die Anzahl der Quadrate in R’ nach dem weiter oben bewiesenen mit der Anzahl
der Quadrate in R iibereinstimmt, gibt es genau 306 Quadrate in R = Z/20207Z. [

Aufgabe 185 (H12T3A4) Gesucht ist die Anzahl der Losungen von z? + 46x +
1 = 01in Z/2012Z. Es gilt 2012 = 4 - 503. Der Chinesische Restsatz liefert wegen
ggT(4,503) = 1 einen Ringisomorphismus

O :7/2012Z — Z/AZ x Z/503Z, a — (amod(4), amod(503)). (234)

Bezeichne mit L, = {a € Z/xZ|a? + 46 + 1 = Omod(z)}. Wir zeigen, dass
®(Lag12) = L4 x Lspz, sodass wegen der Bijektivitat von ® und der Endlichkeit der in-
volvierten Mengen folgt | Log1a| = | L4|| Lsos|- Es gilt mit (5,v) = ®(«) (o € Z/2012Z)

a € Lygiz < o® + 46a + 1 = 0mod(2012)
& d(a® + 46a + 1) = (0mod(4), 0 mod(503))
& d(a)® + 46®(a) + ®(1) = (0mod(4), 0mod(503))
& (82 +468 + 1,4 + 467 + 1) = (0mod(4), 0 mod(503))
< (B,7) € Ly X Lsos
& ®(a) € Ly X Lsgs

Es gilt 82 +28+1 = 0mod(4) = § € {1,3}, wie man iiber Einsetzen alle 8 € Z/4Z
verifiziert. In Z/503Z gilt zunéchst

7% 4 467 + 1 = 0mod(503)

& 42 + 46y = —1mod(503)

& v+ 467 + 237 = (23% — 1) mod(503)
& (v +23)* = 528 mod(503)
& (v + 23)* = 25 mod(503)

& ((v +23)* — 5%) = 0mod(503)
& (7423 —5)(y + 23+ 5) = 0mod(503)
& (v +18)(y + 28) = 0mod(503),

sodass Lso3 = {—18,—28} C Z/503Z. Damit hat die angegebene quadratische Glei-
chung genau 2 Losungen modulo 4 und genau zwei Losungen modulo 503. Zusammen
mit dem oben bewiesenen Resultat folgt, dass 2% + 46z + 1 = 0mod(2012) genau
2 -2 = 4 Losungen hat. U
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Aufgabe 186 (H15T1A1) Gesucht sind alle Losungen von 2° — 2z +4 = 0 in
Z/647Z. Zunichst gilt 64 = 2°. Sei o € Z Reprisentant der Losung von z® — 2z +

= 0. Dann gilt auch, wegen 2|64, dass amod(2) eine Losung von x% — 2z + 4 =
z%mod(2) = 0 mod(2) ist. Damit ist a = 2-7. Ferner ist a® —2a+4 = 64y —4y+4 =
0Omod(64), sodass —y + 1 = 0mod(16). Umformen liefert v = 1mod(16). Also ist
ymod(64) € {17,33,49,1}. Damit finden wir o = 2ymod(64) € {2,34}. Damit ist
jede Losung der Gleichung in {2,34} C Z/647Z enthalten. Umgekehrt ist 26 —2-2+4 =
64 mod(64) = 0 mod(64) sowie 34° —2-34 +4 = 2%.175 — 64 mod(64) = 0 mod(64),
sodass 2,34 € Z/64Z auch Losungen der Gleichung sind. Damit haben wir insgesamt
alle gesuchten Losungen gefunden und die Losungsmenge der Gleichung ist gerade

(2,34} C Z/64Z. 0

Aufgabe 187 Wir suchen die Anzahl der Lésungen von z2+3z+10 = 0 mod(2020).
Zunéchst gilt 2020 = 4 - 5 - 101. Da 4,5, 101 paarweise teilerfremd sind, liefert uns
der Chinesische Restsatz fiir Z zunéchst den Isomorphismus

® : 7,/2020Z — Z/AZ x Z/57 x Z/101Z

amod(2020) — (amod(4),amod(5),amod(503)) (235)

Sei L, fiir x € N die Losungsmenge der angegebenen quadratischen Gleichung in
Z/xZ.. Wir zeigen, dass ®(Lagao) = Ly X L5 X Lyg1, sodass wegen der Isomorphis-
museigenschaft, genauer Bijektivitiat, von ® gilt, |Lago| = |Ls||L4||L101|- Notiere
(B,7,6) = ®(a) fiir a € Z/2020Z. Es gilt die Aquivalenz

o € Lygo < o + 3a + 10 = 0mod(2020)
& O(a)? + 30 (a) + 100(1) = (0mod(4), 0mod(5), 0 mod(503))
& (B,7,0)* +3(8,7,6) +10(1,1,1) = (0, mod(4),0mod(5), 0 mod(101))
& 32 + 38+ 10 = 0mod(4), v* + 3y + 10 = 0mod(5),
6%+ 36 + 10 = 0mod(101)
< (B,7,0) € Ly X Ly X Loy
< O(a) € Ly x Ly x Ly

Es gilt zunéchst fiir 8 € Z/47Z, dass %>+ 38+ 10 = 5%+ 33+ 2mod(4) = 0 mod(4).
Wir sehen, dass diese Gleichung fiir 5 € {2,3} gelost wird, durch Einsetzen. Fiir
v € Z/5Z finden wir, dass 72 + 3y + 10 = 7? + 3y = 0mod(5), sodass v € {0,2}
jeweils eine Losung der Gleichung ist. Durch Einsetzen sehen wir, dass dies auch
alle Losungen sind. Fiir 6 € Z/101Z betrachten wir zunéchst den Reprisentanten
d € 7Z, der die Gleichung d* + 3d + 10 = 0mod(101) 16se. Dies ist dquivalent zu
d* — 98d + (49)* = 49? — 10mod(101), bzw., weiter (d — 49)* = 2391 = 101 =
68 = 101. Wir untersuchen mittels Legendre-Symbol, ob 68 ein quadratischer Rest
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modulo 101 ist. Es ist unter Zuhilfenahme des Quadratischen Reziprozititsgesetzes

68\ [ 2\’ /17
101/ \101 101
12@ 1. (_1)(10171)/2(_1)(1771)/2 <%)

_ (%) (236)

(%)

L,

denn 16 = 42mod(17). Sei also x € Z/101Z, sodass x* = 68 mod(101). Dann ist
(d—49)? = £? mod(101) und wir finden die beiden Losungen d = (49 + k) mod(101)
und d = (49—k) mod(101). Damit ist 6 € {(49—x) mod(101), (49+~x) mod(101)}. Es
gibt auch keine weiteren Losungen, denn Z/101Z ist wegen der Primzahleigenschaft
von 101 ein Korper und 2+ 3z +10 € Fjg;[z] hat dann héchstens zwei Nullstellen in
Fy01 laut Fundamentalsatz der Algebra. Somit ist |Ls| = |Ly| = |L101| = 2. Mithin
| Laooo| = |Lal|Ls||Lio1| = 2 - 2 - 2 = 8. Die betrachtete Gleichung hat also genau 8
Losungen in Z/20207Z. O

Aufgabe 188 (H19T1A1(a)) Gesucht sind alle rationalen Nullstellen des Poly-
noms f(z) = x* — 2z + 1 € Q[z]. Durch Inspektion sieht man, dass x; = 1 eine
Nullstelle des Polynoms ist, denn f(1) = 1* — 2.1+ 1 = 0. Polynomdivision liefert

2 —2x+1=(z—1)(2*+2—1). (237)

Wir behaupten, dass g(z) := 2?4+ x—1 € Q[z] keine rationalen Nullstellen hat. Denn
es ist g Polynom vom Grad 2 mit ganzzahligen Koeffizienten. Da g dariiber hinaus
normiert ist, ist jede rationale Nullstelle von g sogar ganzzahlig und ein Teiler von
—1. Man sieht aber, dass g(1) =1 # 0 und g(—1) = —1 # 0, sodass die einzigen
Teiler von —1, ndmlich 1 und —1 keine Nullstellen von g sind. Folglich hat g keine
rationalen Nullstellen. Damit ist die Menge Ng der rationalen Nullstellen von f
gegeben durch Ng = {1}. O

Aufgabe 189 (H13T1A5(a)) Sei f(z) = 23 + 2 — 1 € Q[z]. Wir zeigen, dass
f irreduzibel ist. Es ist f keine Einheit und, da deg(f) = 3, reicht es zu zeigen,
dass f keine Nullstellen in Q hat. Da f normiert ist, ist jede rationale Nullstelle
von f sogar ganzzahlig und ein Teiler des konstanten Gliedes. Eine Nullstelle x
von f ist also zg € {—1,1}. Allerdings gilt f(zo =1) =1 # 0 und f(xg = —1) =
—1 # 0, sodass keiner beiden Nullstellenkandidaten tatsdchlich eine Nullstelle ist.
Infolge der anfanglichen Bemerkungen impliziert die Nullstellenfreiheit von f dessen
Irreduzibilitat iiber Q. 0

Aufgabe 190 (F18T2A2(a)) Seia € Zund f(z) =23 +ar? — (3+a)r+1 €
Q[z]. Da f ein Polynom vom Grad 3, insbesondere also eine Nicht-Einheit, ist,
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langt es, zu zeigen, dass f keine rationalen Nullstellen hat. Da f wegen a € 7Z
sogar ganzzahlige Koeffizienten hat und iiberdies normiert ist, ist laut Vorlesung
jede rationale Nullstelle von f bereits eine ganze Zahl, die 1 teilt. Die einzigen
Teiler von 1 in Z sind {—1,1}. Es gilt f(1) =1+a—(34+a)+ 1= —1%# 0 und
f(-=1)==1+a+B+a)—1=1+2a+# 0, denn 1+ 2a = 0 erfordert a = —0.5,
was der Ganzzahligkeit von a laut Voraussetzung widerspricht. Somit hat f keine
rationale Nullstelle, ist also als Polynom von Grad 3 in Q[z] irreduzibel. O

Aufgabe 191 (F13T3A4(a)) Wir suchen alle normierten, irreduziblen Polynome
vom Grad < 2 in Fj[z]. Sei f ein solches. Da f eine Nicht-Einheit ist und zudem
normiert sein soll, ist nur deg(f) = 1 oder deg(f) = 2 moglich. Da F3 ein Korper

ist, sind alle Polynome der Form x+a (a € F3), d.h., alle normierten Polynome vom
Grad 1 irreduzibel iiber F3. Wir finden also

f():l‘, f1:$+1, f2:$+2 (238)

als normierte irreduzible Polynome vom Grad 1 in Fs[z|. Ein normiertes und irre-
duzibles Polynom vom Grad 2 ist automatisch von der Form f(z) = 2 + ax + b
mit a,b € F3. Es ist b # 0 fiir ein irreduzibles Polynom, denn andernfalls wére
f(0) = 0, also f(x) = z(z + a) und somit nicht irreduzibel. Wir setzen b = 1,
dann ist f € {22 + 1,22 + z + 1.2 + 22 + 1}. Wegen z° + 2z + 1 = (z + 1)?
kann f nicht 2 + 2z + 1 sein. Zudem sehen wir, dass f(z) = 2% + z + 1 die Null-
stelle x = 1 hat, denn f(1) = 1+ 1+ 1 = 0 in F3. Als Polynom vom Grad 3
wire f dann reduzibel. Zuletzt sehen wir, dass f(z) = 2 + 1 keine Nullstelle in
F3 hat, denn f(0) =1 # 0, f(1) =2 # 0, f(2) = 2 # 0 in F3. Als Polynom vom
Grad 2 ist somit z? + 1 irreduzibel in F3[z]. Wir setzen nun b = 2. Dann ist nur
fef{x®+2,2* +x+2,2% + 2z + 2} moglich. Dass f(z) = 22 + 2 scheidet aus, denn
f(1) = 142 = 0. Die Polynome f,(x) = 2*+z+2 und f,(z) = z*+22+2 hingegen ha-
ben keine Nullstellen in F3, denn f,(0) =2 = f;,(2) und f,(1) =1#0, fo(2) =2#0
sowie f5(1) =2 # 0 und f,(2) = 1 # 0. Als Polynome vom Grad 2 sind 2% + = + 2
und 22 + 22 + 2 somit irreduzibel iiber F3. Insgesamt haben wir also die folgenden
irreduziblen Polynome in F3[z]:

r,x+1, x+2 2°+1, 2 +x+2, 2°+ 2z + 2. (239)

O

Aufgabe 192 (H13T3A2) Sei f(z) = 2* — 2 — 1 € Q[z] (a) Wir zeigen, dass
f genau 2 reelle Nullstellen hat. Es gilt f(0) = —1 < 0, f(2) = 13 > 0 und
f(—=2) =13 > 0, sodass uns der Zwischenwertsatz liefert, dass in (—2,0) und (0, 2)
je mindestens eine Nullstelle von f, aufgefasst als Funktion von R nach R liegt.
Somit hat f mindestens zwei reelle Nullstellen. Es gilt f'(z) = 42® — 1. f’ hat nur
die reelle Nullstelle 3/1/_4 € (0,2). Da nach dem Satz von Rolle zwischen je zwei
Nullstellen von f eine Nullstelle von f’ liegt, konnen wir schlieien, dass zwischen
den beiden Nullstellen x1, 25 von oben keine weitere Nullstelle liegt und zudem gilt
—2<r1 <0< S/m < x9 < 2. Ebenso sehen wir, dass es keine Nullstelle x5 < —2
geben kann, denn dann miisste f’ eine Nullstelle im Bereich (x3, z5) haben, was aber
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der vorherigen Feststellung widerspricht, dass {’/m die einzige reelle Nullstelle von
f" ist. Analog schliet man aus, dass es eine Nullstelle x4 > 2 gibt. Insgesamt haben
wir damit gezeigt, dass f genau zwei reelle Nullstellen hat.

(b) Wir zeigen nun, dass f irreduzibel iiber Q ist. Offenbar ist f ein normiertes, da-
mit primitives, Polynom und hat ferner ganzzahlige Koeffizienten. Laut Vorlesung
ist dann bereits jede rationale Nullstelle von f ganzzahlig und ein Teiler von —1. An-
dererseits stellen wir fest, dass f(—1) =1 # 0 und f(1) = —1 # 0. Damit hat f keine
Nullstellen in @Q und es kommt lediglich in Betracht, dass f = gh mit zwei normier-
ten Polynomen g, h € Q[z]. Wir reduzieren nun f modulo 2, dann ist f = 2%+ 2 +1
und offenbar ebenfalls nullstellenfrei in Fy. Das einzige irreduzible Polynom vom
Grad 2 in Fy[z] ist 22+ 2+ 1, und es gilt (2?2 +a+1)(2® +2+1) =2+ 22 +1 # f.
Damit ist f irreduzibel in Fy[z], laut Reduktionskriterium also f, aufgefasst als Po-
lynom in Z[z]. Da f als normiertes Polynom insbesondere primitiv ist, ist nach dem
Lemma von Gauss f irreduzibel in Q|z].

(c) Sei g(z) = 2° + 4x — 1 und a € C. Wir zeigen, dass b,c,d € C mit f(z) =
(2? +ax +b)(x* + cx +d) genau dann existieren, wen g(a?) = a®+4a?*—1 = 0. Es ist
f(z) = (22 +ax+b)(a®+cx+d) = 2*+(a+c)x*+(d+b+ac)x®+(ad+be)x+bd, sodass
Koeffizientenvergleich liefert bd = —1, ad+bc = —1,0 = d+b+ac und 0 = a+c, also
a = —c. Einsetzen von letzterem in die zweite und dritte Gleichung liefert b—d = 1/a,
wobei wir bemerkt haben, dass a # 0 gelten muss, da sonst ad + bc = 0 # —1. Zu-
dem ist b+ d = a® Nun gilt —4 = 4bd = (b + d)?> — (b — d)? = a* — 1/a?, sodass
—4a? = (a®)? — 1, also 0 = (a®)* + 4a® — 1 = g(a?). Umgekehrt liefert g(a?) = 0
ein a # 0 und wir kénnen ¢ = —a, b = 0.5((b+d) + (b — d)) = 0.5(a®> + ') und
d=b—1/a=05(a®> —a™') setzen, was gerade die oben hergeleiteten Gleichungen
fiir die Koeffizienten b, ¢, d € C befriedigt. Diese sind dann nach ihrer Definition zu
Beginn dergestalt, dass f(z) = (22 + az + b)(z* + cx + d).

(d) Wir zeigen, dass ¢ irreduzibel in Q[z] ist. Da f normiert und vom Grad 3 ist,
reicht es zu zeigen, dass f keine Nullstelle zy € Z hat, sodass x¢| — 1. In der Tat
gilt, f(1) =4 # 0 und f(—1) = —6 # 0. Somit ist ¢ irreduzibel in Q|x].

(e) Zu zeigen ist, dass fiir a € R mit g(a?) = 0 gilt a € Q[x1, 22], wo x1, 73 die beiden
(einzigen) reellen Nullstellen von f nach (a) sind. Da g(a?) = 0, gibt es b,¢,d € C,
sodass f(z) = (% + az +b)(2* + cx + d). Insbesondere sind laut (b) auch b, c,d € R.
Angenommen, 2% +ax+b = (z—x1)(x —x2), dann ist a = x1 + x5, also a € Q[xy, z3).
Angenommen, z% + cx +d = (z — x1)(x — 22), dann ist ¢ = (71 + 22) € Q[xy, z2),
somit also a = —c = —(x + x3) € Q[x1, To]. Der Fall, dass x — z;|(2? + ax + b) aber
r — xp fx® + ax + b fiir verschiedene 4,k € {1,2} kann nun nicht auftreten. Denn
dann wiren einer der beiden (echt komplexen) Nullstellen z3, x4 (S[z3], S[x4] # 0)
von f, ohne Einschrinkung x3 dergestalt, dass (z — x;)(z — x3) = 2? + ax + b,
was aber fiir # € R der Tatsache widerspricht, dass 0 = S[x? + ar + b] und
Sz — z)(z — x3)] = —Sas)R[z — 2,), was zu einem Widerspruch fiihrt, wenn
wir x = x;, bspw. setzen.

(f) Die Aussage lautet, dass weder z; noch x5 mit Zirkel und Lineal konstruierbar
sei. Es ist @1, x9 € Zerf(f) und f ist als normiertes, irreduzibles Polynom Minimal-
polynom von z; und x, jeweils iiber Q. Da Q[xy, x5] C Zerf(f), gilt a? € Zerf(f). Da
¢ normiert und irreduzibel ist, ist ¢ das Minimalpolynom von a? iiber Q. Ferner ist
Q(a?) Zwischenkérper von Zerf(f)|Q und es gilt [Q(a?) : Q] = deg(g) = 3|[Zerf(f) :
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Q] nach der Gradformel. Damit ist aber ausgeschlossen, dass [Zerf(f) : Q] eine Po-
tenz von 2 ist. Das bedeutet, dass x1, xo € Zerf(f) beide nicht mit Zirkel und Lineal
konstruierbar sind. O

Aufgabe 193 (F19T1A1(b)) Wir bestimmen eine Zerlegung von f(X) = 2X*+
2X3+2X?+2X in Z[X] in irreduzible Faktoren. Zunichst ist 2 ¢ (Z[X])* = Z* =
{£1} und 2 ist als Primzahl irreduzibel in Z und auch in Z[X]. Damit ist f(X) =
2g(X) mit g(X) = X*+ X3+ X2+ X. Dag(0) =0, ist g(X) = X (X3+ X2+ X +1) =
Xh(X). Das Polynom X € Z[X] ist als normiertes Polynom vom Grad 1 irreduzibel
in Z[X]. Wir stellen fest, dass h(—1) = =1+ 1—1+1 = 0, sodass h als Polynom
vom Grad 3 nicht irreduzibel ist, und wir den Linearfaktor X + 1 abspalten kénnen.
Dieser ist aber als normiertes Polynom vom Grad 1 irreduzibel in Z[X]. Es gilt
X34+ X2+ X +1=(X2+1)(X +1). Sei X2+ 1 € F3[X] das Bild von X2+ 1, was
wegen Normiertheit primitiv ist, unter der Reduktionsabbildung modulo 3. Durch
Einsetzen sieht man, dass X2 + 1 irreduzibel in F3[X] ist, weil es ein Polynom vom
Grad 2 ist und keine Nullstellen in F3 hat. Das Reduktionskriterium liefert nun,
dass X? + 1 irreduzibel in Z[X] ist. Sammeln wir die Ergebnisse, so haben wir die
folgende Zerlegung von f in irreduzible Faktoren in Z[X] gefunden,

f(X)=2-X - (X+1)-(X*+1), (240)

W

die wir jeweils durch explizites Ausschreiben von

O

voneinander abgegrenzt haben.

Aufgabe 194 Wir bestimmen eine Zerlegung von f(X,Y) = 5XY +10X —-5Y —10
in irreduzible Faktoren in Z[X,Y]. Es ist f(X,Y) = 5(Y +2)(X — 1) und 5 ist
als Primzahl irreduzibel in Z und somit auch in Z[X,Y]. Da Y + 2 € Z[Y] und
X — 1 € Z[X] irreduzibel sind, sind sie das aus Gradgriinden erst recht in Z[X, Y.
Somit haben wir eine Zerlegung von f in irreduzible Faktoren gefunden. 0

Aufgabe 195 (H19T3A5(a)) Sei a € N beliebig. Es gilt f(X) = X?2* — Xt —
X! +1 € Q[X] und durch geschicktes Ausklammern erhalten wir X?* — X1 —
Xl 41 = (X" — 1)(X* ! —1). Somit ist X —1|f und f(X)/(X*™ —1) =
(Xt —1). O

Aufgabe 196 (H19T1A1(b)) Sei f(X)= X°+ 18X? — 15 € Q[X]. Da f ganz-
zahlige Koeffizienten hat und zudem als normiertes Polynom primitiv ist, reicht es
nach dem Lemma von Gauss, die Irreduzibilitéit in Z[X| nachzuweisen. Da fiir die
Primzahl p = 3 gilt, 3|18,3|15 aber 3% 15 und 3 f1 (Leitkoeffizient 1), ist f nach
Eisenstein irreduzibel in Z[X]. Das Lemma von Gauss liefert dann wie beschrieben
die Irreduzibilitét von f in Q[X]. O

Aufgabe 197 (H18T1A1(a)) Sei f(X)= X"+3X +3 € Q[X]. Dieses Polynom
ist normiert und hat ganzzahlige Koeffizienten, sodass es nach dem Lemma von
Gauss reicht, die Irreduzibilitdt in Z[X] nachzuweisen. Da 3 ein Primelement in Z
als Primzahl ist, und gilt 3 1, 32 f3 aber 3|3, liefert das Eisensteinkriterium, dass
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f in Z[X] irreduzibel ist. Da f als normiertes Polynom insbesondere primitiv ist,
liefert das Lemma von Gauss die gewiinschte Irreduzibilitat von f in Q[X]. UJ

Aufgabe 198 (H12T3A5) Sei f(X) = X°—7X3+503X?+12X —2012 € Q[X].
Es ist 2012 = 22 . 503 in Primfaktorzerlegung. Da f ganzzahlig und normiert ist,
ist jede rationale Nullstelle von f ein Teiler von 2012. Wir stellen also fest, dass
nur xo € {+1, +2, +4, +503, £1006, £2012} als Kandidaten fiir Nullstellen in Frage
kommen. Es gilt f(—2) = —-32+7-8+503-4—12-2—-2012= —32—-24+56 =0,
sodass wir eine Nullstelle von f gefunden haben. Polynomdivision liefert

X% —7X? +503X% 4+ 12X — 2012 = (X +2)(X* — 2X* — 3X? + 509X — 1006).
(241)

Zudem gilt f(2) = 2°—7-234503-2*+12-2—2012 = 0, sodass auch 2 eine Nullstelle
von fist. Da 24+ 2 =4 # 0, kann dies nur eine Nullstelle vom zweiten Faktor auf
der rechten Seite sein. Offenbar ist

X*—2X? —3X% 4+ 509X — 1006 = (X — 2)(X* — 3X +503). (242)

Nun ist aber leicht zu sehen, dass X3 —3X +503 irreduzibel ist, denn X3 —3X+503 =:
h(X) ist normiert, also primitiv, und, da normiert, hat ganzzahlige Nullstellen, die
ein Teiler von der Primzahl 503 sind. Man sieht nun leicht, dass h(1) = 501 # 0,
h(—1) = 505 # 0, h(503) = (503*—2)-503 > 0 und h(—503) = —(503%—4)-503 > 0.
Damit hat h keine Nullstellen in @Q und ist als Polynom vom Grad 3 in Q[X] bereits
irreduzibel. Die gesuchte Zerlegung von f in irreduzible Faktoren lautet also

f(X) = (X —2)(X +2)(X? - 3X +503), (243)

und die Irreduzibilitidt der Faktoren X + 2 folgt daraus, dass diese Polynome vom
Grad 1 in Q[X] sind. O

Aufgabe 199 (H17T1A5) Sei K = C(t) und P(X) = X?—2tX +t¢ € K[X]. Wir
zeigen, dass P irreduzibel in K'[X] ist. Es ist C(¢) der Quotientenkorper von C[t]. Mit
dem Lemma von Gauss folgt wegen Normiertheit, also Primitivitdt von P, dass P
irreduzibel iiber K genau dann ist, wenn P irreduzibel iiber C[t][X] ist. Wir zeigen,
dass t ein Primelement in C[t] ist. Es ist C[t] — C,p + p(0) ein surjektiver Homo-
morphismus von Ringen, nédmlich der aus der Vorlesung bekannte Einsetzungsho-
momorphismus. Nun gilt, dass dessen Kern gerade (t) ist. Mittels Homomorphiesatz
fir Ringe folgt C[t]/(t) ~ C und C ist als Korper ein Integritéitsbereich, sodass (¢)
ein Primideal in C[t], ¢ also ein Primelement in C[t] ist. Damit konnen wir das Eisen-
steinkriterium anwenden: Es ist ¢ f1 aus Gradgriinden, t| — 2t offensichtlicherweise
und t|t aber t* Jt wiederum aus Gradgriinden. Das besagte Kriterium von Eisenstein
liefert uns nun die Irreduzibilitat von P(X) € (C[t])[X], und mit dem Lemma von
Gauss folgt auch die Irreduzibilitéit von P(X) iiber dem Quotientenkorper C(t) = K.
U
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Aufgabe 200 (H11T3A5) (a) Sei Fy der Korper mit 2 Elementen und f(X) =
X5+ X%+ 1 € Fy[X]. Zunichst gilt f(0) =1 # 0und f(1) = 1+1+1 =
1 # 0, sodass f keine Nullstelle in Fy hat. Ist f reduzibel, so kommt lediglich
eine Zerlegung der Form f = gh mit g,h € Fy[X] mit Grad 2 und 3 respektive
in Betracht. Beide Faktoren miissen irreduzibel sein, denn sonst hétte einer der
Faktoren, und damit auch f eine Nullstelle in Fy, was wir vorher ausgeschlossen
haben. Das einzige irreduzible Polynom vom Grad 2 in Fo[X] ist X? + X + 1, also
ist dieses einer der Faktoren in der oben besprochenen Zerlegung. Polynomdivision
liefert. Andererseits ist X°+ X?+1+(X?+ X +1) = (X + 1)’ X+ X +(X?+ X +1) =
X34+ X+ X4+ X4+ X+1)=XX+1)+(X*+X+1)=1+(X*+X+1)in
Fo[X]/(X? + X + 1), sodass der Rest der Polynomdivision 1 # 0 in Fy ist. Damit
gibt es keinen irreduziblen Faktor von f mit Grad 2, also keine Zerlegung von f als
Produkt eines irreduziblen Faktors vom Grad 2 und eines vom Grad 3. Zusammen
mit der Nullstellenfreiheit von f folgt die Irreduzibilitét.

(b) Sei R =Q[X,Y] und ¢(X,Y) = X° + X?Y? + X3 + Y3 + X? + 1. Wir zeigen,
dass g reduzibel ist, d.h., dass g als Produkt zweier Nicht-Einheiten in R geschrieben
werden kann. Eine Rechnung zeigt:

g X, V) =X+ XYV’ + X+ Y+ X* +1 (244)
= XX+ D) +Y3I(XP+ 1)+ (X7 +1) (245)
= (XP+ YV 4+ 1) (X2 +1). (246)

Offenbar ist bereits X? + 1 und X3 + Y3 + 1 aus Gradgriinden jeweils eine Nicht-
Einheit, sodass ¢ nicht irreduzibel ist, und als Nicht-Einheit somit reduzibel ist.
O

Aufgabe 201 (F10T2A4) (a) Sei f(X) = X'+ a; X3+ as X? +a3X +ay € Z[X]
mit a1, ay beide ungerade und as, az beide entweder gerade oder beide ungerade. Wir

zeigen, dass f irreduzibel in Z[X] ist. f ist primitiv, da normiert. Betrachte dazu
das Bild f von f modulo 2.

e Full 1: ay,as ungerade. Dann ist f = X* + X? + X2 4+ X + 1 € Fy[X]. Durch
Einsetzen sehen wir, dass f keine Nullstellen in Fy hat, sodass lediglich eine
Zerlegung von f als Produkt zweier irreduzibler Polynom vom Grad 2 den
Nachweis der Irreduzibilitédt hindern konnte. Andererseits ist das einzige irre-
duzible Polynom vom Grad 2 in Fy[X] aus der Vorlesung zu (X? + X + 1)
bekannt. Es gilt nun (X2 + X +1)? = X4 + X2 4+ 1 € Fy[X] und wir stellen
fest, dass (X2 + X +1)2 = X4+ X2+ 1# X+ X3+ X2+ X +1 = f. Damit
ist f iiber Fy irreduzibel. Nach Reduktionskriterium ist also f irreduzibel in
Z[X].

e Full 2: ay,as gerade. Dann ist f = X* 4+ X3 + 1 € Fy[X]. Durch Einsetzen
sieht man, dass f auch in diesem Fall keine Nullstelle in Fy hat und somit aus
Gradgriinden nur einer Zerlegung von f in zwei irreduzible Faktoren vom Grad
2 beachtlich wire. Analog zu Fall 1 findet man dann aber (X? + X + 1) =
X4+ X241 # X*+ X3 +1, sodass [ tatsichlich iiber Fy irreduzibel ist.
Mithilfe des Reduktionskriteriums ergibt sich somit die Irreduzibilitdt von f
in Z[X].
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In jedem Fall ist also f iiber Z irreduzibel.

(b) Sei K ein Kérper. Wir untersuchen, ob f(X,Y) =Y3+ XV? + X3+ X?Y + X
irreduzibel in K[X,Y] ist. Da K Korper ist, ist K[X] ein euklidischer Ring mit
der Gradfunktion als Hohenfunktion, also ein Hauptidealbereich und somit ein fak-
torieller Ring. Es ist K[X]/(X) ~ K und K ist als Korper ein Integrititsbereich,
sodass X ein Primelement in K[X] ist. Umordnen der Summanden liefert f(X,Y) =
Y34+ XY?2+ XY?2+ (X3 + X) € K[X][Y]. Da f normiert ist als Polynom in ¥ mit
Koeffizienten in K[X], ist f insbesondere primitiv. Wenden wir nun das Eisenstein-
kriterium auf f mit dem Primelement X € K[X] an, erhalten wir wegen X |X? + X
aber X? fX3 4+ X und X /1 sowie X|X, dass f irreduzibel in K[X][Y] = K[X,Y]
ist. U

Aufgabe 202 (FO9T1A4) Gesucht ist ein normiertes und irreduzibles Polynom
f vom Grad 2 aus Z[X], sodass f(x + d) fiir alle d € Z keine Primzahl p das
Eisensteinkriterium erfiillt. Wir setzen also an f(X) = X?+4. f ist offenbar normiert
und erfiillt nicht das Eisensteinkriterium fiir p = 2, denn 2[4 aber auch 2%|4. Fiir
ungerade Primzahlen p ist das Eisensteinkriterium wegen p f4 nicht erfiillt. Sei nun
d € Z beliebig, dann ist f(X + d) = X? + 2dX + (d* + 4). Fiir die Primzahl 2
gilt, dass 2|2d und 2|(d*> 4 4). Ist nun d gerade, dann gilt d = 2¢ fiir ein e € Z
und d? + 4 = 4(e* + 1), also ist d* + 4 durch 4 teilbar, was das Eisestein-Kriterium
unanwendbar macht. Ist d hingegene ungerade, so ist d? + 4 ebenfalls ungerade, und
ist gilt bereits 2 fd? + 4. Sei nun p eine ungerade Primzahl. Falls p Ad, ist nichts
mehr zu untersuchen. Falls p|d, dann gilt aber nicht, dass p|d* + 4, denn wegen p|d
ist p|d* und somit miisste 4 = Omod(p), was fiir eine ungerade Primzahl p nicht
stimmt. Damit ist auch fiir ungerade Primzahlen p das Eisensteinkriterium nicht
anwendbar. Folglich ist f normiert und das Eisensteinkriterium ist nicht anwendbar.
Da X2 + 4 nur zwei konjugiert komplexe Nullstellen, 4-24, hat, ist X? + 4 in Z[X]
als Polynom vom Grad 2 iiberdies irreduzibel. Damit erfiillt unsere Wahl X2+ 4 die
Anforderungen der Aufgabenstellung. O

Aufgabe 203 (F13T3A4(b)) Gegeben ist f(X) = X*+9X? - 2X +2 € Q[X].
Wir behaupten, dass f irreduzibel ist. Zunéchst ist f als normiertes Polynom pri-
mitiv, sodass wir uns, infolge der Ganzzahligkeit der Koeffizienten von f, nach dem
Lemma von Gauss auf den Nachweis der Irreduzibilitit in Z[X ] beschrianken kénnen.
Wir wenden nun das Reduktionskriterium mit der Primzahl p = 3 an. Es gilt dann
fiir das Bild f von f unter der Reduktion modulo 3, dass f = X*+ X + 2. Einsetzen
zeigt, dass f(0) =2 # 0, f(1) =1 # 0 und f(2) = 2 # 0. Damit hat f keine Null-
stelle in Fy und es kommt lediglich einer Zerlegung der Form f = gh in Betracht,
wo g, h (normierte) irreduzible Polynome in F3[X] vom Grad 2 sind, die in Teil (a)
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bestimmt wurden. Diese waren X2 + 1, X2+ X + 2 und X? + 2X + 2. Es gilt aber

(X24+1)(X2+1

(X4 X +2)(X?+X +2
(X2 42X +2)(X?+2X +2
(XZ4+ 1) (X2 + X +2

(XZ4+ 1) (X2 +2X +2

(X2 + X +2)(X?+2X +2

Xt 42X 414 f

= X1 42X3 42X X +1#f
X' X34 2X2 12X + 14 f
= X'+ XP+X+2#f

= X' 42X 42X +2#£ f

Xt +14£f

e N N N N

Da dies aller Moglichkeiten sind, die einzigen 3 irreduziblen normierten Polynome
vom Grad 2 in F3[X] als Produkt zu kombinieren, sehen wir, dass es nicht moglich
ist f in zwei irreduzible Faktoren vom Grad 2 zu zerlegen. Somit ist f irreduzibel
in F3[X]. Das Reduktionskriterium liefert nun die Irreduzibilitét von f in Z[X] und
mit dem Lemma von Gauss erhalten wir auch die Irreduzibilitit in Q[X]. O

Aufgabe 204 (H15T1A4) Sei P(X)=X?—- X +2 € Z[X].

(a) Wir zeigen, dass P € F3[X] irreduzibel ist. Es ist P = X3 + 2X + 2 und
P(0) =2 # 0, P(1) = 2 # 0 sowie P(2) = 2 # 0, sodass P keine Nullstellen in F3
hat. Als Polynom vom Grad 3 ist P damit bereits in F3[X] irreduzibel.

(b) Da P normiert ist, ist es insbesondere primitiv. Da P nach (a) irreduzibel in
F3[X] ist, liefert das Reduktionskriterium, dass P in Z[X] irreduzibel ist. Da Q der
Quotientenkorper zu Z ist, liefert das Lemma von Gauss die gewiinschte Irreduzibi-
litét von P in Q[X].

(c) Wir zeigen, dass P genau eine reelle Nullstelle hat. Zunéchst ist P(0) =2 > 0
und P(—2) = —4 < 0, sodass P, aufgefasst als Element von C°(R) nach dem Zwi-
schenwertsatz mindestens eine Nullstelle in (—2,0) hat. Wir bilden die Ableitung,
P'(X) = 3X? — 1. Diese hat die beiden Nullstellen 1/v/3, —1/v/3. Da zwischen je
zwei Nullstellen von P eine Nullstelle der Ableitung liegen muss nach dem Satz
von Rolle, sehen wir, dass es genau eine Nullstelle in (—2,0) gibt. Angenommen,
es gibe noch eine reelle Nullstelle von P. Diese miisste dann > 1/ V3 sein. Es gilt
aber P(1/v/3) =2—2/(3v/3) >0 und P'(X > 1/v/3) > 0, sodass P auf (1/v/3,00)
streng monoton wachsend ist. Zusammen mit P(1/y/3) > 0 erhalten wir somit einen
Widerspruch zur Existenz einer weiteren reellen Nullstelle > 1/ V3. Ebenso gibt es
keine weitere reelle Nullstelle < —2, denn dann miisste nach dem Satz von Rolle
P'(X) eine weitere Nullstelle < —1/+/3 haben, was nicht der Fall ist. Somit haben
wir gezeigt, dass P nur eine Nullstelle hat, die in (—2,0) liegt.

(d) Sei L = Zerf(P). Wir zeigen, dass Gal(P) ~ S3. Bekanntlich ist die Galoisgruppe
von P vermoge eines Gruppenmonomorphismus isomorph zu einer Untergruppe von
Sdeg(p) = S3. Da P normiert und irreduzibel ist, gilt [L : Q] > deg(P) = 3. Aus
Teil (c) wissen wir, dass P zwei Nullstellen in C \ R hat, die, da die Koeffizienten
von P als ganze Zahlen insbesondere reell sind, zueinander konjugiert sind. Somit
ist die komplexe Konjugation ein nicht-trivialer Q-Automorphismus von L. Da die
komplexe Konjugation Ordnung 2 als Element von Gal(P) hat, gilt 2||Gal(P)|. Da
nun |Gal(P)| = [L : Q] > 3, bendtigen wir eine Untergruppe der Ordnung > 3 von
S3, deren Gruppenordnung von 2 geteilt wird. Da es in S3 keine Untergruppe der
Ordnung 4 gibt, und 2 f3 = |As], bleibt nur Gal(P) ~ S; iibrig. O
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Aufgabe 205 (F12T3A3) Gesucht ist die Menge aller (a,b) € Q x Q, sodass
(X — 1) f(X) :=aX* + X" +1 € Q[X]. Da (X — 1)?|f, hat f eine mindestens
zweifache Nullstelle bei X = 1. Somit gilt f(1) = 0 und f’(1) = 0. Damit finden wir
a+b+1=0und 30a + 15b = 0, sodass b = —2a und somit —a = —1, also a = 1
und b = —2. Insbesondere gibt es nur ein Paar (a,b) € Q x Q mit der gewiinschten
Eigenschaft, die gesuchte Menge ist mithin {(1, —2)}. O

Aufgabe 206 (H19T1A1(c)) Zu zeigen ist, dass 1+ /2 € Q(v/2 +V/3). Es gilt
1/(\/5 + \/3) —V3-V2¢€ Q(\/§ +/3), wie man anhand der dritten Binomischen
Formel sieht. Somit ist v/2 = 1/2((v/2 +v/3) — (v/3 — v/2)) € Q(v/2 + v/3). Damit
ist auch 1+ v2 € Q(v/2 + V3). O

Aufgabe 207 (F12T1A5(a)) Sei K = Zerf(f), der Zerfallungskorper des Poly-
noms f = 2° 4+ 5 € Q[z] und o = v/5 sowie ¢ = exp(2mi/5).

Wir zeigen K = Q(v/5,¢). Da K als Zerfallungskorper von f definiert ist, gilt
K = Q(N), wo N die Nullstellenmenge von f ist. Es ist { eine primitive 5-te Ein-
heitswurzel und es gilt, dass xj, := —a(" ist fiir alle 0 < k& < 4 eine Nullstelle von
f, denn (—ac*)® = —a®(¢%)* = —5, sodass z} + 5 = 0. Da ¢ die zyklische Gruppe
der 5-ten Einheitswurzeln von der Gruppenordnung 5 erzeugt und ggT(k,5) = 1 fiir
1 <k <4gilt, ist (¥ # 1 und es gilt fiir k £ I mit 0 < k, 1 <4 ¢F#£ ¢ da # 1. Als
Polynom vom Grad 5 kann f nur 5 komplexe Nullstellen haben, die wir mit —a¢*
(0 < k < 4) auch gefunden haben. Somit ist N = {—a, —a(, —a(?, —a(?, —a(*}. Es
ist offenbar N C Q(a, ¢), denn —a € Q(¢, ) und zp = (—=1) - a - ¢F fiir 1 <k < 4.
Umgekehrt ist auch ¢ € Q(N), denn 21 /zy = (—a()/(—a) = ¢ und mit —a € Q(N)
ist auch av € Q(V). Somit gilt auch {a, (} € Q(NNV). Laut Vorlesung ist somit bereits
Q(N) = Q(«, ¢) und der rechts stehende Kérper mithin der Zerfallungskorper von

I O

Aufgabe 208 (H17T2A4(a)) Sei L = Zerf(f), wo f = X' — 729 und ¢ =
(v/3 +1)/2, die primitive 12-te Einheitswurzel.

Wir stellen fest, dass |(| = 1, da ¢ primitive 12-te Einheitswurzel, sodass (7% = ¢
und, wegen [(¢)| = 12, somit ¢ = (v/3—1)/2 = ¢'!. Alsoist (+¢ = (" +¢ = V3 und
damit v/3 € Q(¢). Wir zeigen nun L = Q(). Offenbar ist 729 = 9-9-9 = \/512, sodass
X2 — 729 Nullstellen der Form \/§g’f mit 0 < k < 11 hat. Dies sind in der Tat 12
verschiedene Nullstellen, da ord(¢) = 12, und X'? — 729 hat als Polynom vom Grad
12 genau 12 Nullstellen in C. Somit ist die Menge N der Nullstellen von X2 — 729
gegeben durch N = {1/3¢*|0 < k < 11}. Nach Definition der Zerfillungskorpers ist
ferner L = Q(N). Wir miissen nun zeigen, dass N C Q(¢) und ¢ € Q(N). Da gilt
V3 = (M 4 ¢, ist Klar, dass z, = /3¢ = (P 4+ ¢ € Q(C) fiir alle 0 < k < 11.
Umgekehrt folgt aus 0 # /3, dass ¢ = v/3¢/V/3, also ¢ € Q(N). Damit haben wir
beiden Inklusionen nachgerechnet und ein Vorlesungsresultat liefert Q(N) = Q((),
wie behauptet. 0]
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Aufgabe 209 (F19T1A5(a)) Sei o = v/2 + v/2. Gesucht ist das Minimalpoly-

nom von « iiber Q. Zunéchst gilt:
o= \3/ 2+2

:>043:2+\/§
= (a® -2 =2
=a—4a°+2=0.

Wir definieren nun f = z° —42% + 2 € Q[z] und zeigen, dass f das Minimalpolynom
von « ist. Offenbar ist o eine Nullstelle von f, denn f(a) = (a® — 2)? — 2 =

\/52 — 2 = 0. Zudem ist f normiert und hat ganzzahlige Koeffizienten, sodass es
infolge des Eisensteinskriteriums mit p = 2 iiber Z und somit mittels des Lemmas
von Gauss auch iiber QQ irreduzibel ist. Laut Vorlesung ist damit bereits f = g .0

Aufgabe 210 (H15T2A5(a)) Sei & = v/2+ /2. Wir suchen das Minimalpoly-
nom von & iiber Q. Zunéchst gilt in C die Implikation:

E=1\/2+V2
=2 =242
= (€2 = V2 =2
=48 +2=0.

Wir definieren nun f = 2* — 422 + 2 € Q[z], und beachten, dass f normiert ist.
Zudem erfiillt &, dass f(§) = 0. Da f normiert ist und ganzzahlige Koeffizienten
hat, liefert uns das Eisensteinsteinkriterium zur Primzahl p = 2, dass f in Z[x]
irreduzibel ist. Das Lemma von Gauss liefert dann die Irreduzibilitdt von f iiber Q.
Da f irreduzibel tiber Q ist, normiert und f(§) = 0 gilt, ist bereits f = pg¢ laut
Vorlesung. O

Aufgabe 211 (F17T1A2) Wir setzen L = Q(x/ﬁ, V2 + \/§) und betrachten
L|Q. Ferner sei # = /2 ++/3 € L.
(a) Wir zeigen, dass = — /2 — V3 = v/2. Zunéchst haben wir die Implikation, dass

(x—V2—V@){:ﬁ—ﬂv2—v@m+@—v§)
—4-2n/22 V3

=4-2
=9,

sodass 1—\/2 — /3 € {—\/5, \/5} Da z > v/2 — /3 wegen der strengen Monotonie
der Wurzelfunktion auf den positiven reellen Zahlen, ist somit z — v/2 — v/3 = /2.
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(b) Wir bestimmen, das Minimalpolynom von x iiber Q. Es gilt

xz\/?—i—\/g
:>:c2—2:\/§
= (22 -2)?=3
=zt —dr+1=0.

Offenbar ist also x eine Nullstelle, des normierten Polynoms f(X) = X4 —4X?+4+1 ¢
Q[X]. Da ferner f nur ganzzahlige Koeffizienten hat, ist jede rationale Nullstelle
von f ein Teiler von 1/1 = 1 und insbesondere ganzzahlig. Allerdings ist f(1) =
—2 = f(—1), sodass f zumindest keine rationale Nullstelle hat. Damit ist es nur
moglich, dass f ein Produkt zweier irreduzibler Polynome g,h € Q[X] ist. Da f
normiert ist, sind auch g und h normiert (ohne Einschrinkung). Da das konstante
Glied von f gleich 1 ist, ist g(X) = X? +aX + 1 und h(X) = X? +0X + 1
oder g(X) = X?+cX —1 und h(X) = X2 +dX — 1, wo a,b,c,d € Q. Im ersten
Fall erhalten wir durch Ausmultiplizieren und anschlieBenden Koeffizientenvergleich,
dass a +b =0, ab+ 2 = —4, was aber wegen /6 ¢ Q nicht 16sbar ist. Im zweiten
Fall erhalten wir auf dieselbe Weise, dass a — b = 0 und ab — 2 = —4, was aber
wegen v/2 ¢ Q nicht losbar ist. Damit kann es keine Zerlegung von f in Polynome g
und h als quadratische Faktoren, wie beschrieben, geben. Damit ist f als Polynom
vom Grad 4 bereits irreduzibel iber Q. Da f normiert und irreduzibel in Q[X] ist,
und zudem f(x) = 0 nach der eingangs gemachten Rechnung gilt, ist f bereits laut
Vorlesung das Minimalpolynom von x {iiber Q.

(c) Die Nullstellenmenge von f in C ist gegeben durch N = {£v/2++/3}. Alle
Nullstellen von f sind insbesondere reell. Wir rechnen nun (X + v/2 — v/3)(X —

V24+V3) = X2 (V21 V3 - V2 - VB)X — /22 — V3 = X2~ \/2X — 1, wobei
wir Teil (a) verwendet haben, \/2 +43 — \/2 — /3 = /2. Wir behaupten nun,
dass ' = X2 — y2X — 1 € Q(v/2)[X] das Minimalpolynom von z iiber Q(v/2)
ist. Offenbar ist ' normiert und es gilt F(z) = 0. Da /2 Nullstelle von dem nach
Eisenstein irreduziblen und normierten 2? — 2 ist, gilt [Q(v/2) : Q] = 2. Ferner

ist V24+ 3 = 2 ¢ Q(v/2), sodass F keine Nullstelle in Q(+/2) hat. F ist damit
irreduzibel iiber Q(v/2) als Polynom vom Grad 2. Laut Vorlesung ist also F dann

das Minimalpolynom von z iiber Q(v/2). Zum Nachweis, dass V2 + /3 ¢ Q(v/2)
beachtet man, dass falls das Gegenteil stimmt, es a,b € Q gibt, sodass /2 + V3 =
a+ by/2, was aber bedeutet, dass deg(pg.) = 2 < 4 ist, im Widerspruch dazu, dass
das Minimalpolynom von x nach Teil (b) Grad 4 iiber Q hat.

(d) Wir zeigen zunéchst, dass L = Zerf(f|Q). Offenbar hat f die Nullstellenmenge
N, siehe Teil (c). Nach Teil (a) gilt auch /2 € Q(N), sodass L C Q(N). Andererseits
gilt © — /2 = —v/2 — /3, sodass, weil +1 € L, in der Tat N C L. Somit ist L =
Zerf(£|Q). Es gilt nun [L : Q(v/2)][Q(v/2) : Q] = 2-2 = 4, sodass [L : Q] = 4 nach der
Gradformel. Da Q ein vollkommener Korper ist, ist L|Q separabel. Infolge der oben
nachgewiesenen Eigenschaft, dass L der Zerfallungskorper von f ist, ist L|Q auch

normal. Insgesamt ist L|Q also galoissch. Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie
ist G := Gal(L|Q) also von Ordnung 4. Da 4 ein Primzahlquadrat ist, ist G abelsch
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und nach dem Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen somit entweder
vom Isomorphietyp Z/4Z oder Z/27 x Z/2Z. Im ersten Fall, hiatte G als zyklische
Gruppe damit genau eine Untergruppe der Ordnung 2, nach dem Hauptsatz der
Galois-Theorie hitte also L|Q genau einen Zwischenkorper vom Erweiterungsgrad
4 :2 =2 Da aber Q(+v/2) # Q(v/3) gilt, und v/2 € L, sowie v/3 = 22> — 2 € L,
hat L zwei verschiedene Zwischenkorper K := Q(\/i), K, = Q(\/g) Da 2% — 2,
2? — 3 jeweils normiert und nach Eisenstein zu p = 2 bzw. p = 3 irreduzibel sind,
und v/2 bzw. v/3 als Nullstellen haben, gilt [K; : Q] = 2 = [K5 : Q]. Damit hat
L|Q mindestens zwei Zwischenkorper vom Erweiterungsgrad 2 iiber Q. Das ist ein
Widerspruch zur Annahme, G wire zyklisch. Damit ist G ~ Z/27Z x 7./ 27Z. O

Aufgabe 212 (F17T2A4) Sei f = 2%+ 22+ 2 € Q[z] und « € C eine Nullstelle
von f.

(a) Zu zeigen ist, dass {1,,a?} eine Basis von Q(a) als Q-Vektorraum ist. Wir
zeigen hierzu, dass f das Minimalpolynom von « iiber Q) ist. Aus der Vorlesung ist
dann bekannt, dass [Q(«) : Q] = deg(f) = 3 und ferner die angegebene Menge eine
Basis von Q(«) als Q-Vektorraum ist. Offenbar ist f normiert und laut Vorausset-
zung ist auch f(«) = 0. Fiir den Nachweis, dass f das Minimalpolynom von « iiber
Q ist, bleibt nur noch die Irreduzibilitit von f in Q[z] zu zeigen. Da f normiert ist,
ist f primitiv. Da f ferner Koeffizienten aus Z hat, liefert das Eisensteinkriterium
zur Primzahl 2 die Irreduzibilitdt von f {iber Z. Das Lemma von Gauss liefert dann
die Irreduzibilitat von f iiber Q.

(b) Wir sollen das Element (1 + «)~! in der in (a) spezifizierten Basis ausdriicken.
Hierzu definieren wir das Polynom g = 1 + = € Q[z]. Da f irreduzibel laut (a)
ist, gilt ggT(f,g) = 1. Nach dem Lemma von Bezout fiir Hauptidealringe gibt es
also h,j € Q[z] mit der Eigenschaft, dass gh + fj = 1 in Q[z]. Setzen von = = «
in dieser Gleichung liefert unter Beachtung von f(«) = 0, dass (1 + a)h(a) = 1,
sodass wir mit h(a) zumindest einen polynomialen Ausdruck fiir (1 + )~ finden.
Polynomdivision liefert bereits, dass

(P 420 +2): (2 4+1) =2 -z +3+(=1): (x+ 1), (253)

sodass (—1)(2® + 2x +2) + (z2 — x + 3)(z + 1) = 1. Somit finden wir {iber das oben
beschriebene Vorgehen, dass (1+a)(a? —a+3) = 1. Alsoist (1+a)™' =a®>—a+3
die Darstellung des zu untersuchenden Elements von Q(«) in der gewiinschten Form.

O

Aufgabe 213 (F18T2A2) Seia € Z und f =2+ az®> — (3+a)z + 1 € Q|x].
(a) Wir zeigen, dass f irreduzibel iiber Q ist. Wegen a € Z, ist f sogar ein normiertes
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Bei Reduktion modulo 2 stellen wir fest,
dass fiir gerades a gilt a = O0mod(2) aber —(3 + a) = 1mod(2). Fiir ungerades
a gilt @ = 1mod(2) und —(3 + a) = 0mod(2). Fiir das Bild f von f unter den
Reduktionshomomorphismus mod(2) gilt damit f € {2% + x + 1,2% + 22 + 1}. In
jedem der beiden Fille iiberpriift man durch Einsetzen, dass f keine Nullstelle in
F, hat. Da f als normiertes Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten sogar in Z[z]
und primitiv ist, liefert das Reduktionskriterium die Irreduzibilitidt von f in Z[x].
Mittels des Lemmas von Gauss etablieren wir die Irreduzibilitiat von f in Q[x].
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(b) Sei nun a € C eine Nullstelle von f. Wir zeigen, dass auch f((1 —«)™!) = 0.
Da [ irreduzibel tiber Q ist und den Polynomgrad 3 hat, gilt a € C \ Q. Somit ist
insbesondere o # 1. Wir fiithren also die folgenden Aquivalenzumformungen durch:

A/ —a)) =0

<:><1ia)3+a<1ia>2—(3+a)(1ia>+1:0

sl+al—a)—B+a)l-a)P+(1-a)*=0

s (1+a+1-B+a) -1+ (~aa+B+a)-2—-3)a+(-B+a)+3)a*—-a*=0
& —(1-B+a)a+a’+a®)=0

& fla)=0.

Somit ist auch 1/(1 — «) eine Nullstelle von f.

(c¢) Wir sollen nun zeigen, dass Q(«)|Q galoissch ist. Da a Nullstelle von f ist, ist
a algebraisch iiber Q. Damit ist auch Q(«)|Q eine algebraische Erweiterung. Da Q
ein vollkommener Korper ist und Q(«)|Q wegen [Q(a) : Q] = deg(f) = 3 <
endlich ist, ist Q(«)|Q auch separabel. Zu zeigen ist noch, dass Q(«)|Q normal ist.
Wir behaupten, dass Q(«) der Zerfallungskorper von f ist. Zunéchst ist o nach
Voraussetzung eine Nullstelle von f, und mit o € Q(«) ist auch 1/(1 — a) € Q(«).
Wir zeigen nun, dass o # 1/(1 — a), denn dann ist (x — a)(z — (1 — a)™)|f und es
gibt ein Polynom vom Grad 1 iiber Q(«), bezeichnet mit h, sodass f = h(z —a)(z —
(1 —a)™!). Angenommen, @ = 1/(1 — «). Dann ist —a? + « — 1 = 0 und « wire
eine Nullstelle von p = 2% — x + 1 € Q[z]. Da deg(p) = 2 < deg(f) haben wir damit
einen Widerspruch dazu, dass f als Minimalpolynom von « iiber Q insbesondere
Polynom minimalen Grades ist, das « als Nullstelle hat. Damit ist a # 1/(1 — «).
Da h € Q(«)[x] wie eingangs beschrieben vom Grad 1 ist, hat es zumindest eine
Nullstelle in Q(«). Somit zerfallt f iiber Q(«a) vollstdndig in Linearfaktoren und alle
Nullstellen von f liegen in Q(«). Da « selbst bereits Nullstelle von f ist, ist Q(«)
der Zerfallungskorper von f, also ist Q(«)|@Q normal wegen deg(f) > 0. Als normale
und separable Korpererweiterung ist Q(«)|Q galoissch, wie zu zeigen war. O

Aufgabe 214 (F16T2A4) Sei f = 2° —z—1 € Q[z] und C 3> a sei eine Nullstelle
von f. Ferner, b := 2a® — a — 2.

(a) Wir zeigen, dass f irreduzibel iiber Q ist. Zunéchst stellen wir fest, dass f
ein normiertes Polynom ist und dariiber hinaus ganzzahlige Koeffizienten besitzt.
Daher ist jede rationale Nullstelle von f ganzzahlig und insbesondere ein Teiler
des konstanten Glieds, also ein Teiler von —1. Allerdings ist f(1) = —1 # 0 und
f(—=1) = —1 # 0, sodass f keine rationalen Nullstellen besitzt. Als Polynom vom
Grad 3 ist f damit bereits iiber Q irreduzibel.

(b) Wir zeigen, dass b # 0. Angenommen, b = 0. Dann gilt 0 = 2a* — a — 2, also
0 = a? — 0.5a — 1. Somit ist a eine Nullstelle von g(z) = 2> — 0.5z — 1 € Q[z]. Da
aber f normiert und irreduzibel ist und zudem f(a) = 0 gilt, ist f laut Vorlesung
bereits das Minimalpolynom von a. Damit haben wir einen Widerspruch dazu, dass
a Nullstelle von g ist, denn das Minimalpolynom f = pug, teilt dann g, was wegen
2 = deg(g) < deg(f) = 3 ausgeschlossen ist.

(c) Wir bestimmen das Minimalpolynom von a? iiber Q. Es gilt a*> € Q(a) und da
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deg(f) = deg(uga) = 3 ist [Q(a) : Q] = 3. Es ist Q(a?) ein Zwischenkorper von
Q(a)|Q und die Gradformel liefert, dass [Q(a?) : Q] ein positiver Teiler von 3 ist,
also 1 oder 3. Falls [Q(a?) : Q] = 1, dann ist a® € Q, sodass ein ¢ € Q mit a* —q =0
existiert. Dann ist aber a eine Nullstelle von h = 2% — ¢ € Q[z], was ein Widerspruch
zur Gradminimalitét von f = pg, erzeugt, denn deg(h) = 2 < deg(f) = 3. Somit
ist nur [Q(a?) : Q] = 3 moglich. Damit setzen wir h = 22 +ra?+sr+t mit r, s,t € Q
fiir das Minimalpolynom von a? an. Es muss gelten h(a?) = 0, sodass

0=a’+ra*+ sa® +1t (254)
= (a+1)?+ra(a+1)+sa® +t (255)
=a’+2a+1+ra®+ra+sa®+t (256)
=(1+r+s)a+(2+r)a+(t+1), (257)

sodass 0 = 1+r+sund 0 = 2+r und t+1 = 0, da {1, a, a*} laut Vorlesung eine Basis
von Q(a) als Q-Vektorraum bilden und in dieser Eigenschaft linear unabhéngig sind.
Aus dem linearen Gleichungssystem lesen wir t = —1, r = —2 und s = 1 ab. Damit
ist h = 23 — 22? + x — 1 ein Polynom aus Q[z], das normiert ist und a? als Nullstelle
besitzt. Um zu sehen, dass h auch irreduzibel iiber Q ist, bemerken wir, dass h
ganzzahlige Koeffizienten hat und infolge der Normiertheit jede rationale Nullstelle
von h bereits ganzzahlig und insbesondere ein Teiler von —1, dem konstanten Glied,
ist. Es ist h(—1) = —5 # 0 und h(1l) = —1 # 0, sodass h nullstellenfrei in Q ist.
Als Polynom vom Grad 3 ist A damit bereits irreduzibel in Q[z]. Da h insgesamt
normiert und irreduzibel ist sowie a* als Nullstelle besitzt, gilt h = g 2. O

Aufgabe 215 (H19T2A3) Sei a € Q und § € R* sowie v = « + [i. Ferner
sei 8 algebraisch iiber Q. Wir sollen zeigen, dass [Q(7) : Q] endlich und gerade ist.
Zunichst gilt, dass 3,7 € Q8. denn f ist nach Voraussetzung algebraisch iiber Q
und ¢ ist als Nullstelle des Polynoms z? + 1 € Q[z] ebenfalls algebraisch iiber Q.
Zusammen mit o € Q C Q¥8 folgt v = o+ i3 € Q*8, sodass vy ebenfalls algebraisch
tiber Q ist. Daher existiert ein h € Q[x], sodass h(y) = 0. Wegen [Q(v) : Q] < deg(h)
ist der zu untersuchende Erweiterungsgrad endlich. Um zu schen, dass [Q(7) : Q]
gerade ist, definieren wir K := Q(v) NR. K ist ein Zwischenkorper von Q(v)|Q
und sogar echter Zwischenkorper, denn wegen § # 0 ist v € K. Andererseits ist
f=(x—7)(zx—7) =22 —2ax + (8% + o?) ein Polynom aus K|[z]. Denn, es ist
il = —a € Q(y), also auch —i8 € Q(v). Da R 3 8? = (i8)(—i8) € Q(v), gilt
f% € K. Zusammen mit o, a? € Q C K folgt, dass f € K|[z] wie behauptet. Nun ist
f normiert und als Polynom vom Grad 2 wegen v ¢ K irreduzibel iiber K, hat aber
7 als Nullstelle per Konstruktion. Somit ist ik, = f, also [Q(v) : K] = deg(f) = 2.
Die Gradformel liefert [Q(v) : Q] = [Q(v) : K][K : Q] = 2[K : Q)], sodass [Q(7) : Q]
gerade ist. 0

Aufgabe 216 (H17T3A5) Sei K C R Teilkérper und f € K[z]. Sei Z =
Zerf(f|K) C C und [Z : K] ungerade. Zu zeigen ist, dass dann bereits Z C R
als Teilkorper. Angenommen, Z ¢ R, dann ist K C L := ZNR C Z und L ist
echter Zwischenkorper von Z|K. Da Z < R gibt es eine nicht-reelle Nullstelle v von
f,v € Z.Da f ferner ein Polynom ist, dessen Koeffizienten in einem Teilkérper von
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R liegen, ist auch % eine Nullstelle von f. Nun ist h = (z — )(z — 7) ein Polynom
in Llz], denn 3,7 € Z also v+ € Z und vy € Z aber gleichzeitig v + 5 € R
und vy € R, also v+ 4,7y € L. Da aber 7,5 ¢ R hat h keine Nullstellen in L
und ist damit als Polynom von Grad 2 iiber L irreduzibel. Wegen h(7y) = 0 und der
Normiertheit von h gilt h = pp, .. Somit ist [L(y) : L] = deg(h) = 2. Die Gradformel
liefert nun [Z : K] = [Z : L(y)][L(y) : L][L : K] = 2[Z : L(vy)][L : K], sodass
[Z : K] gerade ist. Das widerspricht aber der Voraussetzung, dass [Z : K| ungerade
ist. Somit war die Annahme, Z ¢ R falsch und es gilt Z C R. O

Aufgabe 217 (F16T2A3) Gegeben sei f = 2* — 62% — 14 € Q[z].
(a) Wir zeigen, dass K = Q(v/3 + v/23,/—14) der Zerfallungskorper von f ist. Die
Nullstellen von f finden wir aus
0=az"—62"— 14
& 23 =1"—62"+9
(2 2
& {+V23} 327 -3

& {+\/3+V23) 5z

Wir setzen N = {£+/3 +v/23}. Der Zerfillungskorper L von f iiber Q ist dann
definitionsgemé L = Q(N). Wir zeigen nun L = K. Es reicht zu zeigen, dass

{V3+4++23,v/=14} C Q(N) und N C K. Fiir die erste zu priifende Aussage be-

achten wir, dass

V34 VB3 VB =3 VaF = Vi 33— V1L (259)

Aus dieser Identitéit schen wir unmittelbar, dass v/—14 € Q(N).Da N 3 v/3 + /23,
haben wir {v/3 4 v/23,v/—14} C Q(N), also K C L. Um auch die umgekehrte

Inklusion zu zeigen, beachten wir, dass die obenstehende Identitdt unmittelbar

V3—-v23=v—14:\/3+V23 € K (260)

liefert. Zusammen mit —1 € K haben wir also \/3 + \/2_, —\/3 + \/2_3, \/3 — /23 =
V=14 :V3+v23,—V3-v23 = —/—14 : /3 +23 € K, also N C K. Somit
ist L = Q(N) C K und insgesamt haben wir Gleichheit K = L.

(b) Wir zeigen nun, dass [K : Q] = 8 Wir haben in Teil (a) festgestellt, dass

a = V3 + v/23 Nullstelle von f ist, was normiert und mit ganzzahligen Koeffizi-
enten ist und wegen des Eisensteinkriteriums zur Primzahl p = 2 {iber Z irredu-
zibel ist, wegen des Lemmas von Gauss dann auch iiber Q. Somit ist f = pg.a
und wegen deg(f) = 4 ist [Q(a) : Q] = 4. Da a € R, ist auch Q(«) C R als
Teilkorper. Fiir f = 4/—14 hingegen gilt, dass f ¢ R und, dass § Nullstelle von
h = x? + 14 € Qlz] ist. h ist normiert, mit ganzzahligen Koeffizienten und nach
Eisenstein zur Primzahl 2 und dem Lemma von Gauss iiber QQ irreduzibel. Da h
eine (und wegen h € Q[z] damit bereits zwei) echt komplexe Nullstellen besitzt,

191



hat h keine Nullstellen in Q(«). Als Polynom vom Grad 2 ist A somit auch in
Q(«a)[x] irreduzibel. h ist damit insgesamt das Minimalpolynom von /—14 iiber
Q(a) und es gilt [Q(«, ) : Q(a)] = deg(h) = 2. Die Gradformel liefert uns nun
(K : Q] =[Q(a, ) : Q(a)][Q(cv) : Q] =2 -4 =8, was zu zeigen war. O

Aufgabe 218 (F12T3A2) Sei 2 # p eine Primzahl, ( = exp(27i/p) € C und
/p € R fiir alle n € N. Sei L C C der Zerféllungskérper von f = a? —p € Qx|
und M C C der Zerfillungskorper von g = 27° — 1 € Qlz].

(a) Wir behaupten L = Q((, ¢/p). Nach Definition eines Zerfdllungskérpers ist
L = Q(N), wobei N die Menge der Nullstellen von f in C ist. Da C algebraisch
abgeschlossen ist, hat f genau p Nullstellen in C. Sei ¢ die primitive p-te Einheits-
wurzel, wie angegeben. Dann gilt z; = m‘ogk fiir 0 < k < p ist eine Nullstelle von
f. Denn 2}, = ¢/p"(¢*)P = p(¢P)* = p-1 = p. Da ¢ primitive p-te Einheitswurzel ist,
sind zudem {C*|0 < k < p} paarweise verschieden. Damit haben wir insbesondere
p verschiedene Nullstellen gefunden und wir miissen Q(y/p,¢) = Q(N) noch nach-

rechnen. Es gilt ¢/p = ¢/p(® € N und zudem Q(N) > ¢/p¢/¢/p = ¢. Also gilt laut
Vorlesung bereits Q(N) 2 Q(y/p, (). Umgekehrt ist fiir jedes 0 < k& < p — 1 auch

/D¢t € Q(¢, ¢/p). Damit ist N € Q(¢, ¢/p) und wir erhalten Q(N) C Q(¢, ¢/p)
unter Riickgriff auf ein Vorlesungsresultat.

(b) Wir sollen nun zeigen, dass [L : Q] = [M : Q). Zunéchst ist M der Zerféllungskorper
des Polynoms g = 2#° —1. Die Nullstellen dieses Polynoms in C sind gerade die p?-ten
Einheitswurzeln, sodass [M : Q] = deg(®,2) = ®(p?) = p* — p resultiert, wo ®(...)
die Eulersche ®-Funktion und ®,: das p*-te Kreisteilungspolynom ist. Wir zeigen
nun auch, dass [L : Q] = p?—p. Dazu beachten wir, dass f = 2P —p wegen Eisenstein
zur Primzahl p iiber Q irreduzibel ist. Zudem ist es normiert und es gilt f(y¢/p) = 0.
Damit ist f das Minimalpolynom von /p iiber Q. Fiir Q(¢/p) gilt wegen ¢/p € R,
dass Q(y¢/p) € R und wegen deg(f) = p, dass [Q(y¢/p) : Q]. Da L aus Q(¢/p) durch
Adjunktion der primitiven p-ten Einheitswurzel ( entsteht, die Nullstelle des iiber Q
irreduziblen normierten p-ten Kreisteilungspolynoms ®,(z) = 2?1 + ... + x + 1 ist,
[L:Q] =[Q(¢. ¢/p) : Qy/PIQ(yp) : Q] < [Q(C) : QJ[Q(y/p) : Q] = p* — p. Ande-
rerseits ist Q(¢/p) bzw. Q(¢) jeweils ein Zwischenkorper der Erweiterung L|Q vom
respektiven Erweiterungsgrad p bzw. p — 1. Da p Primzahl ist, gilt kgV(p,p — 1) =
p? — p|[L : Q], sodass auch [L : Q] = p* — p. Zusammen mit dem ersten Teilresultat
der Aufgabe haben wir also [L: Q| = [M : Q).

(c) Wir zeigen nun, dass die Galoisgruppe G := Gal(L|Q) nicht abelsch ist. Aus der
Vorlesung ist bekannt, dass |G| = [L : Q] = p? — p. Angenommen, G, ist abelsch.
Dann gibt es eine Untergruppe der Ordnung p — 1 von Gy, bezeichnet mit U. Da
G abelsch ist, gilt U < G. Es ist Q(y/p) ein Zwischenkérper von L|Q und es gilt
[Q(¢/p) : Q = p. Indem wir U nach dem Hauptsatz der Galoistheorie so wéhlen,
dass Q(y/p) = LY, haben wir (G : U) = p = [LY : Q]. Da U ein Normalteiler von
G ist, ist LY|Q normal. Aber LY|Q ist nicht normal, denn ¢/p hat f als Minimal-
polynom, aber dieses Polynom zerféllt iiber Q(¢/p) € R nicht in Linearfaktoren,
denn die iibrigen, in (a) gegebenen Nullstellen von f haben nicht-verschwindenden
Imaginérteil. Damit haben wir einen Widerspruch zur Annahme, Gal(L|Q) = G,
wire abelsch. Somit ist Gal(L|Q) nicht-abelsch.

(d) Wir zeigen nun, dass Gal(L|Q) und Gal(M|Q) nicht isomorph sind. Da M nach
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(b) der Zerfallungskorper von z7° — 1 iiber Q ist, gilt Gy := Cal(M|Q) =~ (Z/p*Z) ~
Z](p—1)Z x Z/pZ. Insbesondere ist G5 abelsch. Somit kann G nicht isomorph zum
nach Teil (d) nicht-abelschen Gy = Gal(L|Q) sein. O

Aufgabe 219 (F18T3A5) Sei K = Q(i), a = v/7 und L der Zerfillungskorper
von f =zt —7¢€ Qlx].

(a) Wir zeigen, dass L = K(«). Dazu bestimmen wir die komplexen Nullstellen
von f. Es gilt 0 = 2* — 7 & 2 € {&a,+ia}. Somit miissen wir zeigen, dass
K(N)=Q{i} UN) =Q(i,a) = K(a). Offenbar gilt i, & € Q(i, ) und somit auch
+a, tia € Q(i, ). Damit ist bereits K(N) C K(«). Andersherum ist i,a« € K(N)
und daher ist auch K(«) C K(N). Insgesamt haben wir also Gleichheit.

(b) Wir sollen die Grade der Erweiterung L|Q und L|K bestimmen. Zunéchst ist
nach (a) L = Q(4,«). Es ist sogar f = 2* — 7 € Q[z] und es gilt f(a) = 0. Da f
normiert und wegen Eisenstein zur Primzahl p = 7 irreduzibel iiber Q ist, handelt
es sich bei f um das Minimalpolynom pg . Damit ist [Q(«) : Q] = deg(f) = 4. Nun
ist 4 Nullstelle des iiber Q irreduziblen Polynoms x? 4+ 1. Als Polynom vom Grad
2 und weil 22 + 1 auch iiber R O Q(«) keine Nullstellen besitzt, ist es irreduzibel
auch iiber Q(«). Damit ist 2? + 1 = pg(q),; unter zusétzlicher Beachtung der Nor-
miertheit von 22 + 1. Also ist [L = Q(«, 1) : Q(a)] = deg(x? + 1) = 2. Mithilfe der
Gradformel erhalten wir [L : Q] = [L : Q(«)][Q(«) : Q] = 2-4 = 8. Nach den obigen
Ausfiihrungen ist auch 22 +1 = pug;, sodass [K : Q] = deg(2*+1) = 2. Nochmaliges
Anwenden der Gradformel liefert dann

L:Q=[L:K|[K:Q&[L:K]=——T==-=4 (261)
Damit ist [L: Q] =8 und [L: K| = 4.

(¢) Wir zeigen, dass L|K galoissch ist. Zunéchst ist L|Q als endliche, und da von
endlich vielen, namlich 2, iber Q algebraischen Elementen erzeugte Erweiterung
iiber einem perfekten Korper separabel. Dasselbe gilt fiir K|Q. Somit ist auch L|K
separabel. Nach Definition ist L der Zerfallungskorper von f iiber K, und weil
f € Q[z], ist L auch der Zerfallungskérper von f iiber Q. Damit ist sowohl L|K
als auch L|Q normal. Somit ist L|Q galoissch. Damit ist laut Vorlesung bereits L|K
ebenfalls galoissch.

(d) Sei nun ¢ € Gal(L|K) sodass o(a) = iov. Wegen i € K gllt o?(a) = o(ia) =
ioc(a) = i*a = —a. Zudem ist 0*(a) = o(c?(a)) = o(—a) = —o(a) = —ia und
ot(a) = —io(a) = i(—i)a = a. Damit hat o die Ordnung 4 in Gal(L]K) Weil zudem
Gal(L|K) = [L : K] =4, ist Gal(L|K') von der Ordnung 4, und weil (o) < Gal(L|K)
eine Untergruppe der Ordnung 4 ist, gilt bereits Gal(L|K ) = (o). O

Aufgabe 220 Cesucht ist der Erweiterungsgrad [Q(3/2,v/5,v/—7) : Q|. Zunichst
ist fi = 2° —2 € Qlz] und fy = 2* — 3 € Q] jeweils normiert und nach
dem Eisensteinkriterium jeweils zur Primzahl 2 bzw. 3 irreduzibel iiber Q. Da
f1(¥/2) = 0 = f(+/3) handelt es sich also um Minimalpolynome, genauer f; = Ho, 3
und fa = pg 5. Wir schétzen mithilfe der Gradformel ab, dass Q(v2,V3) : Q] =
[Q(V2,v3) : Q(vV3)I[Q(V3) : Q] < [Q(V2) : QI[Q(V3) : Q] = deg(f1) deg(f2) = 6.
Da zudem Q(+/2), Q(v/3) Zwischenkérper von Q(+/2, v/3)|Q mit Erweiterungsgrad 3
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respektive 2 iiber Q sind, gilt nach Gradformel 2|[Q(+¥/2, v/3) : Q] und 3|[Q(¥/2, v/3) :
Q] und damit auch 6 = kgV(2,3)|[Q(v/2,v/3) : Q]. Somit ist 6 = [Q(v/2,v3) : Q].
Da Q(+/2,v/3) € R und f3 = 2% + 7 € Q[z] mit /=7, —/—7 keine reellen Null-
stellen hat, ist fs; als Polynom vom Grad 2 bereits irreduzibel iiber Q(+/2,/3).
Als irreduzibles, normiertes Polynom, das v/—7 als Nullstelle ha, handelt es sich
bei f3 unter Beachtung der vorangegangenen Bemerkungen um das Minimalpo-
lynom von /—7 iiber Q(+/2,+/3). Damit ist [Q(v/2,v/3,vV=7) : Q(/2,V/3)] =
deg(f3) = 2. Zusammen mit der Gradformel erhalten wir also [Q(v/2,v/3,v/~7) :
Q = [Q(V2, V3, V=) : Q(/2, V3)[Q(V2,v3) : Q] = 2 - 3 = 6. O

Aufgabe 221 (H15T3A4) Seip > 3 eine Primzahl und a € Q dergestalt, dass
f = 2P —a € Q[z] irreduzibel ist. Ferner ist ( € C eine primitive p-te Einheitswurzel,
a € C eine Nullstelle von f und Z = Q(«, ().

(a) Wir zeigen, dass Z Zerfillungskorper von f ist und [Z : Q] = p(p — 1) gilt.
Die Nullstellenmenge von f in C ist gerade N = {a¢*|0 < k < p — 1}, denn f hat
iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper C als Polynom vom Grad p genau
p Nullstellen nach dem Fundamentalsatz der Algebra. Diese sind alle ungleich 0,
wegen |z|P = |a| und a # 0, da f sonst reduzibel die p-fache Nullstelle 0 beséBe, also
reduzibel wire. Wir miissen also Q(a, () = Q(V) zeigen. Dazu reicht es laut Vorle-
sung, {¢,a} C Q(N) und N C Q(«, () zu zeigen. Fiir die erste Inklusion bemerken
wir, dass bereits unmittelbar « € N gilt und wegen o,a( € N C Q(N) direkt
¢ =aC/a € Q(N) folgt. Damit haben wir {«, (} C Q(N). Fiir die zweite Inklusion
beachten wir, dass aus «,( € Q(«, () auch a* € Q(a, () fiir 0 < k < p — 1 folgt.
Somit ist N C Q(«, €). Insgesamt haben wir also Q(N) = Q(«, ¢). Offenbar ist f das
Minimalpolynom von «, denn « ist Nullstelle von f und f ist normiert und irredu-
zibel. Damit ist Q(«) ein Zwischenkorper von Z|Q, der den Erweiterungsgrad p hat.
Andererseits ist ( eine primitive p-te Einheitswurzel und hat als solche das p-te Kreis-
teilungspolynom @, = 2P~ '+ ...+ 2z +1 € Q[z] als Minimalpolynom, iiber Q (p > 3).
Damit ist [Q(¢) : Q] = p — 1 und Q(() ein weiterer Zwischenkorper von Z|Q. Aus
der Gradformel erhalten wir, dass (p—1)|[Z : Q] und p|[Z : Q), also p(p—1)|[Z : Q],
da p prim. Andererseits sind ®, und f beide iiber Q irreduzibel und wir kénnen
abschiitzen (Z : Q] = |Z : Q(a)][Q(a) : Q] < [Q(C) : QYQ(a) : Q] = (p— p.
Zusammen mit der vorher hergeleiteten Teilbarkeitsaussage folgt [Z : Q| = p* — p.
(b) Wir zeigen nun, dass G = Gal(Z|Q) genau eine p-Sylowgruppe besitzt. Die-
se ist dann ein Normalteiler von G nach einer Folgerung aus dem zweiten Sylow-
Satz. Da |G| = [Z : Q] = p(p — 1), wissen wir aus dem dritten Sylowsatz, dass
fir die Anzahl v, der p-Sylowgruppen von G gilt, dass v,|(p — 1), also insbeson-
dere v, < p und zudem v, = 1mod(p). Wegen v, < p ist nur v, = 1 moglich.
Die einzige p-Sylowgruppe H von G ist damit ein Normalteiler von G. Da [Q(() :
Q) = p—1 = (G : H) nach dem Satz von Lagrange, ist H = Gal(Z|Q(()).
Eine Folgerung aus dem Hauptsatz der Galois-Theorie besagt, dass fiir eine end-
liche Galois-Erweiterung L|K mit Zwischenkorper M, sodass M|K ebenfalls ga-
loissch ist, I : Gal(L|K) — Gal(M|K),o + o|y vermdge eines Gruppenepimor-
phismus. Der Kern erfiillt ker Il = Gal(L|M), sodass nach dem Homomorphiesatz
fir Gruppen Gal(L|K)/Gal(L|M) ~ Gal(M|K). In unserem Beispiel ist L = Z,
M = Q(¢) und K = Q. Damit finden wir in der Notation unserer Bearbeitung
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G/H ~ Gal(Q(¢)|Q) ~ (Z/pZ)*, wobei die zuletzt aufgefiihrte Isomorphie aus der
Vorlesung zur Galoistheorie der Kreisteilungskérper bekannt ist.

(¢) Wir sollen einen Gruppenisomorphismus angeben, sodass Gal(Z|Q(«)) ~ (Z/pZ)*.
Die Gruppe rechts ist isomorph zu Gal(Q((¢)|Q). Wir definieren Gal(Z|Q(«)) —
Gal(Q(¢)|Q) durch o — o|g). Da Q(¢)|Q normal ist, beschrankt sich jeder Q-
Homomorphismus Q(¢) — Z zu einem Q-Automorphismus Q(¢) — Q((), also ein
Element von Gal(Q(¢)|Q). Damit ist ¢ wohldefiniert. Da die Restriktion kompatibel
mit der Komposition von Abbildungen ist, handelt es sich um einen Gruppenhomo-
morphismus. Die Surjektivitdat von ¢ ergibt sich direkt aus dem Fortsetzungssatz.
Zum Nachweis der Injektivitit sei o € Gal(Z|Q(«)) mit ¢(o) = idg) vorgege-
ben. Es ist o(a) = a, da ¢ ein Q(a)-Automorphismus von Z ist und o(¢) = (.
Damit ist 0 = idz in Gal(Z|Q) laut Fortsetzungssatz, also ker ¢ = {idz}. Damit
haben wir zunéchst die Isomorphie Gal(Z|Q(«)) ~ Gal(Q(¢)|Q) und Kompositi-
on mit dem Isomorphismus aus (b) liefert uns den gewiinschten Isomorphismus fiir
Gal(Z|Q(a)) ~ (Z/p)*.

(d) Wir zeigen nun, dass G = Gal(Z|Q) mehr als eine 2-Sylowgruppe besitzt. Ange-
nommen, P ist die einzige 2-Sylowgruppe von G. Da p > 3, gilt |P||(p—1) und somit
ist P auch eine und wegen der Annahme die einzige 2-Sylowgruppe von Gal(Z|Q(«)).
Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie korrespondiert P vermoge P — ZF =1 M
zu einem Zwischenkorper von Q(a)|Z. Da p — 1 > 2 ist Q(«a) € M. Ebenso ist
Q(¢a) € M mit derselben Argumentation wie oben, denn f(¢a) = 0 ebenfalls und
[Q(¢a) : Q] = p. Danun a, ¢ € M ist {a,(} € M und mit M C Z folgt bereits die
Gleichheit M = Z. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass P eine (nicht-triviale
wegen p — 1 > 2) 2-Sylowgruppe ist. O

Aufgabe 222 (F14T3A4) Sei L C C der Zerfillungskérper von f = 2° — 7 €
K[z], wo K = Q(m). Als bekannt wird vorausgesetzt, dass 7 transzendent iiber Q
ist.

(a) Wir behaupten, dass [L : K] = 6. Es ist zunéchst L = K(N), wo N die Null-
stellenmenge von f in C ist. Es ist N = {/7, ¢/7(, /7¢*}, wo ¢ eine primitive 3-te
Einheitswurzel ist. Man rechnet leicht nach, dass fiir X in der rechts stehenden Men-
ge f(X) = 0. Da f als Polynom vom Grad 3 genau 3 Nullstellen in C hat, haben wir
damit bereits alle Nullstellen gefunden. Offenbar ist L = K (¥/7, (), denn /7¢* ist
fir k € {0,1,2} in K(/7, (). Umgekehrt ist /7 € N und aus /7, /7 € K(N) folgt
¢ = JYm(/y/m € K(N). Laut Vorlesung reichte dies bereits aus, um die Gleichheit
nachzuweisen. Wir behaupten nun, dass f das Minimalpolynom von /7 iiber K ist.
f ist normiert und es gilt f(¥/7) = ¥/7 — 7 = 7 —m = 0. Zum Nachweis der Irredu-
zibilitét beachten wir, dass es wegen deg(f) = 3 ausreicht, zu zeigen, dass f keine
Nullstellen in K hat. Angenommen IT € K ist eine Nullstelle. Dann gilt 113 = 7.
Da Il € K gibt es Polynome ¢g,h € Q[z] mit h(m) # 0, sodass II = g(n)/h(r).
Einsetzen liefert dann g(m)3/h(7)® = m, was wir zu g(r)® — 7h(r)® = 0 umfor-
men konnen. Da Q[x] ein Ring ist, ist H(z) := g(x)® — zh(z)® € Q[z] ein Poly-
nom, das 7w als Nullstelle hat (s. vorherige Rechnung). Das geht aber nicht, weil
7 transzendent iiber Q ist. Somit ist f nullstellenfrei in K und als Polynom vom
Grad 3 damit irreduzibel iiber K. Insgesamt ist also f das Minimalpolynom von
Jm iiber K. Es ist K(/7) C R und die primitive dritte Einheitswurzel ¢ hat
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nicht-verschwindenden Imaginérteil. Da sie iiber Q das dritte Kreisteilungspolynom
®; = 22 + x + 1, welches Grad 2 hat, als Minimalpolynom hat, ist ®3 auch das
Minimalpolynom von ( iiber K. Andernfalls wire ®3 reduzibel {iber K, hétte also
eine rein reelle Nullstelle, was aber nicht der Fall ist. Damit ist nach der Grad-
formel [K(V/,¢) : K] = [K(V7)(Q) : K(Vm][K(Vm) : K] = 2-3 = 6, denn
(K (V) : K] = deg(2® — m) = 3 und [K(J/7)(C) : K(Y/7)] = deg(a® +z+1) = 2.
(b) Da L der Zerfallungskorper von f iiber K ist, gibt es laut Vorlesung einen injekti-
ven Gruppenhomomorphismus Gal(L|K) — Sgeg()=3- Da |Gal(L|K)| = [L : K] =6,
ist Gal(L|K) = S3;. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie entsprechen die Zwi-
schenkorper F' von L|K vermoge einer antitonischen Bijektion gerade den Unter-
gruppen von Gal(L|K). Die S3 hat die beiden trivialen Untergruppen {id}, Ss, die
zu L respektive K vermoge des Hauptsatzes der Galoistheorie korrespondieren und
fiir die Angabe der gesuchten echten Zwischenkorper unbeachtlich sind. Ferner hat
die S5 drei Untergruppen der Ordnung 2 und eine Untergruppe der Ordnung 2.
Die drei Untergruppen der Ordnung 2 korrespondieren dann zu Zwischenkdrpern
M, My, M3 die Erweiterungsgrad 3 iiber K haben. Die Untergruppe der Ordnung
2 korrespondiert zu einem Zwischenkorper M, des Erweiterungsgrads 2 iiber K. Es
ist My = K(C), denn [K(¢) : K| = deg(x® + z + 1) = 2. Ebenso ist 2% — 7 Mi-
nimalpolynom jedes X € N, sodass wir mit M; = K(/7), My = K(¥/n¢) und
M; = K(/m(?) drei weitere Zwischenkorper von L|K vom Erweiterungsgrad 3 dies-
mal gefunden haben. Da M; C R ist My # My und M; # Ms. Um M, # Mj
zu sehen, beachten wir, dass falls My = Mjz wire aus /7(, /n(* € M, direkt
I = (7)) (Y7C?), ¢ = Ym(? /YT € My folgt. Damit wire aber bereits M, = L,
was [My : K] = 3 # [L : K| = 6 widerspricht. Also sind M;, My, M3 paarweise
verschiedene Zwischenkorper von L.

(c) Die trivialen Erweiterungen K|K und L|K sind normal, im ersten Fall weil der
Erweiterungsgrad gleich 1 ist und im zweiten Fall, weil L gerade Zerféallungskoérper
von f iiber K ist. Da [My : K] = 2, ist My|K normal. M;|K ist fiir I{1,2,3} nicht
normal, denn dann das bedeutet gerade, dass die Galois-Gruppen Gal(L|M;) <
Gal(L|K) ~ S;. Da diese Galois-Gruppen jeweils die Ordnung 2 haben, sind sie 2-
Sylowgruppen von S3. Damit eine 2-Sylowgruppe aber Normalteiler sein kann, muss
sie die einzige 2-Sylowgruppe sein, was bei der S3 aber nicht der Fall ist. Somit ist
M| K fiir kein k € {1, 2,3} normal. O

Aufgabe 223 Gesucht ist der Erweiterungsgrad [Q(v/2,v/3,v/2) : Q]. Die ganzen
Zahlen 2 und 3 sind als Primzahlen insbesondere quadratfrei in der Primfaktorzer-
legung, sodass v2 ¢ Q(v/3) und V3 € Q(v2). Da f; = 2> —2und f, = 2> — 3
als normierte Polynome aus Q[z] nach dem Eisensteinkriterium zur Primzahl p = 2
respektive p = 3 jeweils iiber Q irreduzibel sind, haben wir direkt [Q(v/2) : Q] =
2 = [Q(v/2,v3) : Q(v/2)]. Es gilt somit [Q(v/2,v/3) : Q] = 4 nach der Gradformel.
Wegen f3 = 2% — 2 € Q[z] normiert und, wegen Eisenstein mit p = 2 ist f3 iiber Q
irreduzibel, ist [Q(+/2) : Q] = deg(/f3) = 5, denn es ist zusitzlich f3(v/2) = 0, sodass
fs = pg gz Da Q(v2),Q(v2,v/3) jeweils Zwischenkorper von Q(v/2,v/3,v/2)|Q
von teilerfremden Erweiterungsgrad, ggT(4,5) = 1, sind, ist 20|[Q(v/2, V3, v/2) : Q.
Mittels Gradformel sehen wir aber, dass [Q(v/2,v3,v/2) : Q] = [Q(v/2,v/3,V?2) :
Q2. v3)[Q(v2,v3) : Q] < [Q(V2) : QQ(V2,V3) : Q] = 5-4 = 20. Zu-
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sammen mit der Teilbarkeitsaussage, die wir vorher hergeleitet haben, folgt nun

[Q(V2,V/3,V2) : Q] = 20. -

Aufgabe 224 (H19T1A5) Gegeben sei die Gleichung z? + uz +v = 0 in F,.
(a) Sei g ungerade. Die Gleichung von oben ist losbar genau dann wenn es ein
a € F, gibt, sodass a* + ua + v = 0. Da fiir ¢ ungerade 2 und damit 4 in der
Einheitengruppe F; ist, haben wir 4a® + 4ua + 4v = 0. Letzteres ist dquivalent zu
4a® + dua +u? = (2a +u)2 = u® — 4v. Indem wir b = 2a + u setzen, sehen wir, dass
die angegebene quadratische Gleichung genau dann 16sbar in [F, ist, wenn ein b € F,
existiert, sodass b* = u? — 4v, mit anderen Worten, wenn u? — 4v ein Quadrat in F,
ist.

(b) Sei ¢ nun gerade und u # 0. Die Gleichung ist genau dann 16sbar iiber [, wenn ein
a € F, existiert, sodass a® + ua+v = 0, d.h., wegen u # 0, (a/u)* + (a/u) = —v/u®.
Wegen a/u € F, bedeutet das gerade, dass —v/u? von der Form —v/u? = 2z + 2 mit
z = a/u ist. Da char(F,;) = 2, wegen ¢ gerade, ist das somit gleichbedeutend mit
v/u* = 2% + z mit dem oben definierten z. O

Aufgabe 225 (H19T3A4) Sei p eine Primzahl.

(a) Ist g € F,[X] vom Grad m und irreduzibel tiber F,, so ist die Teilbarkeitsrelation
g|X?P" — X erfiillt. Bis auf eine Einheit ist dann ¢ das Minimalpolynom eines o €
F,, einem algebraischen Abschluss von F,. Dann ist [F,(«) : F,] = m. Damit ist
F,(a) = Fym wegen der Eindeutigkeit endlicher Kérper. Andererseits besteht Fym
gerade aus den Nullstellen von X?" — X in [F,. Da F,[X] euklidisch ist, finden wir,
dass X?" — X = ¢(X)g(X)+7(X) mit einem Polynom ¢, € F,[X] und deg(r) < m.
Einsetzen von « liefert dann r(a) = 0. Sei nun r # 0. Da deg(r) < deg(g) = m,
haben wir einen Widerspruch dazu, dass ¢ Minimalpolynom von « ist, also dasjenige
normierten Polynom minimalen Grades ist, das « als Nullstelle besitzt. Damit haben
wir einen Widerspruch zu 7 # 0. Da somit r = 0 haben wir X" — X = ¢(X)g(X)
und damit die Teilbarkeitsrelation g|X?" — X.

(b) Wir zeigen, dass f € F,[X] irreduzibel iiber [, ist genau dann, wenn fiir alle m €
N gilt mit 1 < m < deg(f)/2, dass ggT(f(X), X" — X). Sei f ist reduzibel iiber F,,.
Dann gibt es ein irreduzibles h € F,[X| mit der Eigenschaft, dass deg(h) < deg(f)/2
und h|f. Da h irreduzibel iiber F,[X] ist, gilt laut Teil (a), dass k| X?"*™ — X und
somit gibt es mindestens ein m, 1 < m < deg(f)/2, sodass ggT(X?" — X, f) # 1.
Sei f nun irreduzibel iiber F, und m, 1 < m < deg(f)/2, dann ist ggT(f, X?" —
X) € {1, f}. Falls ggT(f, X?" — X) = f, dann ist jede Nullstelle von f in einem
algebraischen Abschluss von F,, auch eine Nullstelle von X?" — X. Da f irreduzibel
ist, ist f bis auf eine Einheit Minimalpolynom eines o € F,. Somit ist [F,(a) :
F,] = deg(f) und F,(or) C F,m wegen der obigen Ausfiihrungen. Damit ist aber
bereits wegen [F,m : F,|] = m < deg(f) ein Widerspruch gefunden. Also ist nur
geT(f, XP" — X) = 1 moglich fiir 1 < m < deg(f)/2 O

Aufgabe 225 Gegeben sei f = 20 — z € Fyz].

(a) Es ist Fig_p1 der Zerfillungskorper von f. Die Korpererweiterung Fi|Fs hat
den Zwischenkorper Fy_g2. Es ist |Fo| = 2, |[Fy \ Fo| = 2 und [F4 : Fs] = 2 sowie
|Fi6 \ Fyq| = 12 und [Fy6 : Fy] = 4. Damit hat f genau zwei irreduzible Faktoren
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vom Grad 1, genau 2/2 = 1 irreduziblen Faktor vom Grad 2 und genau 12/4 = 3
irreduzible Faktoren vom Grad 4.

(b) Es ist Fig—y2 der Zerfallungskorper von f und [Fig : Fy] = 2 sowie |Fig \ Fy| =
12. Somit erlaubt f einer Zerlegung in 4 irreduzible Faktoren vom Grad 1 und in
6 = 12/2 irreduzible Faktoren vom Grad 2 iiber Fy. 0

Aufgabe 226 (H17T2A3) Sei p eine Primzahl und & € N sowie ¢ = p* und
f=2"+x+1¢€F,z] sowie g =27 — 2 — 1 € Q[x].

(a) Da f(0) =1 # 0und f(1) = 1"+ 1+ 1 =1 # 0 jeweils in Fy gilt, hat f
keine Nullstellen in Fy. In Fy sind nur potentiell Einheiten aus F; Nullstellen von
f, denn wir haben bereits vorher ausgeschlossen, dass 0 eine Nullstelle von f ist.
Andererseits hat die Einheitengruppe F}* gerade Ordnung 3, sodass fiir a € F} gilt
o =1.Somit f(a) =a"+a+1=a+a+1=1=#0, denn char(F,) = 2. Somit
ist f(a) =1 # 0 fiir alle @ € F} und wegen f(0) = 1 # 0 hat f somit insgesamt
keine Nullstellen in Fy. Analog hat die Einheitengruppe F§ die Ordnung 7, also ist
a’ =1 fiir alle a € F¥. So wie oben stellen wir fest, dass f(0) = 1 # 0 in Fg und
zudem gilt f(a) =a"+a+1=1+a+1=a#0,denn a € F{ = Fg\ {0}. Also
hat f auch keine Nullstellen in Fg.

(b) Angenommen, f wire reduzibel in Fy[z]. Als Polynom vom Grad 7 hat f so-
mit mindestens einen normierten und irreduziblen Faktor g vom Grad < 3. Da
g normiert und irreduzibel ist, ist g das Minimalpolynom eines a € Fglg. Somit
ist [Fo(a) : Fy] = deg(g) < 3 und wegen der Eindeutigkeit endlicher Korper
Fo(a) = Foaesey € {F2,Fy,Fg}. In jedem Fall hat dann f eine Nullstelle in einer
der Korper Fy,Fy,Fs. Das ist aber ausgeschlossen, nach Teil (a). Somit war die
Annahme, f wire reduzibel iiber Fy falsch und f ist irreduzibel in Fy[z] als Nicht-
Einheit.

(c) Da Q der Quotientenkérper von Z ist, und g € Z[z]| als normiertes Polynom
primitiv ist, reicht es nach dem Lemma von Gauss aus, zu zeigen, dass ¢ in Z[x]
irreduzibel ist. Da f gerade das Bild von g unter der Reduktionsabbildung modu-
lo 2 ist, liefert uns das Reduktionskriterium wegen der Irreduzibilitit von f iiber
Fy die Irreduzibilitdt von g iiber Z. Mit dem Lemma von Gauss schliet man wie
beschrieben auf die Irreduzibilitdt von g in Q[z]. O

Aufgabe 227 Gegeben sei f = 25 — z € Fylz].

(a) Esist 64 = 2% und Fg4 ist demnach der Zerfillungskorper von f. Die Kérpererweiterung
Fg4|F5 hat die beiden echten Zwischenkorper Fy und Fg, die jeweils Erweiterungsgrad
2 bzw. 3 iiber Fy haben. Da zudem F, NFg = Fy hat 2% — x in einem algebraischen
Abschluss von Fy genau 64 Nullstellen, von denen 2 in Fy liegen, 4 — 2 = 2 in Fy,
8—2=061inFg und 64—6—2—2 = 54 in Fg4. Zusammen mit den vorher gefundenen
Erweiterungsgraden und [Fg, : F3y] = 6 finden wir, dass f zwei irreduzible Faktoren
vom Grad 1 hat, 1 irreduziblen Faktoren vom Grad 2, 2 irreduzible Faktoren vom
Grad 3 und 9 irreduzible Faktoren vom Grad 6, wobei irreduzibel als irreduzibel
iiber IFy zu verstehen ist.

(b) Es ist 64 = 4% und 2% — z = 2% — & zerfillt demnach in Fg; in Linearfak-
toren. Zudem hat f vier Nullstellen bereits in Fy und wegen [Fgq : Fy] = 3 gibt
es (64 —4)/3 = 20 verschiedene, iiber Fy irreduzible Faktoren vom Grad 3 in der
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Faktorzerlegung von f iiber Fy. Insgesamt lésst sich als f also in Fy[z] als Produkt
von 4 irreduziblen Faktoren vom Grad 1 und 20 irreduziblen Faktoren vom Grad 3
darstellen.

(c) Es ist 64 = 82 und 2% — 2 = 2% — 2 = f kann als Polynom in Fg[z] aufgefasst
werden. Zudem ist f der Zerfallungskorper von f wiederum Fgy_g2. Alle 8 Elemente
von Fg sind Nullstellen von f, sodass f bereits 8 irreduzible Faktoren vom Grad 1
in Fg[z] hat. Da [Fgq : Fg] = 2 und |Fg4 \ Fg| = 56 liegen die tibrigen 56 Nullstellen
von f in Fgy \ Fg. Jeweils zwei dieser Nullstellen haben dasselbe Minimalpolynom
iiber Fg, und wegen [Fg4 : Fg] = 2 hat dieses jeweils den Grad 2. Somit ldsst sich f
als Produkt von 8 irreduziblen Faktoren vom Grad 1 und 28 irreduziblen Faktoren
vom Grad 2 darstellen, wobei irreduzibel hier als irreduzibel in Fg[z] zu verstehen
ist.

(d) Zunéchst ist Fso|Fy einer Korpererweiterung vom Grad 5 also von Primzahlord-
nung. Somit hat Fs,|Fy keine echten Zwischenkorper. Da f gerade den Zerfallungskorper
Fgy hat, der iiber Fy den Erweiterungsgrad 6 hat, kann keine Nullstelle von f in
F35 \ Fy liegen. Andernfalls wére fiir eine solche Nullstelle Fy(a) = F3o und F3y ein
Zwischenkorper von Fgy|Fy, da alle Nullstellen von f auf jeden Fall in Fgy liegen.
Aber wegen 5 /6 ist ausgeschlossen, dass Fsy ein Zwischenkorper von Fgy|Fy ist.
Nullstellen von f, die in F4, Fg, aber nicht in Fy liegen kénnen ebenfalls nicht in Fs,
liegen, denn F35|Fy hat als Korpererweiterung eines endlichen Korpers mit Erwei-
terungsgrad von Primzahlordnung keine echten Zwischenkorper. Da die restlichen
Nullstellen von f bereits in Fgy \ (Fg UFy) liegen und F3s kein Zwischenkérper von
Fg4|Fy ist, haben wir insgesamt gezeigt, dass die Zerlegungen von f in irreduzible
Faktoren in Fy[x] und Fsy[x] tibereinstimmen. Damit hat f, aufgefasst als Polynom
aus F3s[z], eine Zerlegung in, in Fyy[x] irreduzible, Faktoren, von denen 2 vom Grad
1, 1 vom Grad 2, 2 vom Grad 3 und 9 vom Grad 6 sind.

(e) Da Fgyq der Zerfallungskorper von f ist, zerfillt f iiber Fgq in 64 irreduzible
Faktoren vom Grad 1. 0

Aufgabe 228 (H13T2A1) Gegeben ist das Polynom f = z* + 2 + 1 € Fyx].
(a) Wir zeigen, dass f iiber Fy irreduzibel ist. Dazu bemerken wir, dass f(0) =1 # 0
und f(1) =1 # 0, also f keine Nullstellen in Fy hat. Als Polynom vom Grad 4 ist
f demzufolge nur noch dann reduzibel, wenn es sich als Produkt zweier in Fy[z]
irreduzibler Faktoren vom Grad 2 schreiben lédsst. Das einzige, iiber Fy irreduzible
Polynom vom Grad 2 ist g = 2> + x + 1. Aber es gilt (22 +z+ 1) =2t + 22 +1 #
'+ 2+ 1= f. Damit ist f bereits in Fy[z] irreduzibel.

(b) Es ist a € F¥® eine Nullstelle von f. Da « normiert und irreduzibel ist, ist f das
Minimalpolynom von «. Wegen deg(f) = 4 ist [Fo(a) : Fy] = 4 und somit Fy(a) =
16 wegen der Eindeutigkeit endlicher Korper. Da f als {iber Fy irreduzibles Polynom
insbesondere nicht die Nullstelle 0 hat und Fj; = F\ {0} wegen der Koérperaxiome,
ist a € Fj. Es gilt somit !5 = 1. Bekanntlich ist die Einheitengruppe endlicher
Korper zyklisch, und in diesem Fall ist die Einheitengruppe Fjy sogar zyklisch von
Ordnung 15. Da o!® = 1, ist ord(a) ein Teiler von 15. Der Fall, dass ord(a) = 1,
scheidet dabei aus, denn sonst wéire a = 1, also hétte f eine Nullstelle in Fy. Das
widerspricht aber der Irreduzibilitdt von f in Fy[z]. Wenn « die Ordnung 3 hétte,
wire a Nullstelle des Polynoms ¢; = z® — 1, was aber der Minimalitéit des Grads
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von f als Minimalpolynom von a widerspricht. Ware o von Ordnung 5, so g =
2 —1=(z—1)(z* + 23+ 2 + £+ 1) ein Polynom, das « als Nullstelle hat. Da aber
a # 1, ist a dann Nullstelle von g3 = 2* + 23 + 22 + 2 + 1. Da nun « Nullstelle von
gs und f ist, ist auch g3 — f = 2® + 2% ein Polynom aus Fy[z], das « als Nullstelle
hat. Insbesondere miisste dann der Grad des Minimalpolynoms von « iiber Fy < 3
sein, was aber deg(f) = 4 und der Eigenschaft von f, Minimalpolynom von a zu
sein, widerspricht. Damit ist nur noch ord(a) = 15 moglich, sodass Fiy = (o). O

Aufgabe 229 (H13T2A4) Sei K ein endlicher Korper und a € K. Wir zeigen,
dass es Elemente z,y € K gibt, sodass a = 22 + y?. Sei @ die Menge der Quadrate
in K. Da 0?2 =0 ist Q = (K*)? U {0}. Die Abbildung ¢ : K* — (K*)? z + 2? ist
ein surjektiver Homomorphismus von Gruppen laut Vorlesung. Falls char(K) = 2,
dann ist ker(¢) = {1}, denn X? — 1 = (X — 1)? in K. In diesem Fall ist also
Q| > |K*|/24+1 = (¢+1)/2. Falls char(K) > 2, dann ist ker ¢ = {£1} und X?—1
hat als Polynom vom Grad 2 auch keine weiteren Nullstellen. In diesem Fall ist also
Q] > (JK*| —1)/|ker¢| + 1 = (¢ + 1)/2. In jedem Fall ist |Q| > (¢ + 1)/2. Wir
definieren nun N = {a —z?%|z? € Q}. Offenbar ist durch ¢ : Q — N,2* — a—2? eine
Bijektion gegeben, denn ¢ : N — @, z +— a — z ist die Umkehrabbildung: Fiir alle
z € Qgilt Y(p(2)) =a—(a—z) = zund fiir alle z € N gilt ¢p(¢(2)) = a—(a—2z) = 2.
Da ¢ eine Bijektion zwischen @ und N definiert, sind |Q| = |N|. Angenommen,
QNN =0.Dann ist K D QUN und |K|=¢q > |Q| +|N| =2|Q| > ¢+ 1. Das ist
ein Widerspruch! Somit gibt es ein ¢ € N N @, d.h., es existiert ein y € K, sodass
y? = a — 22 bzw. a = 2% + 3%, wie behauptet. 0

Aufgabe 230 (F17T3A5) Sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen. Wir
zeigen, dass f = x® +x+ 1 € K[z| genau dann irreduzibel ist, wenn ¢ = —1 mod(3).
Wir wenden Kontraposition an. Ist ¢ # —1 mod(3), dann ist entweder ¢ = 0 mod(3)
oder ¢ = 1mod(3). Im ersten Fall ist F3 C K als Primkorper und es gilt f(1) =
124141 =0, sodass f als Polynom vom Grad 2 mit einer Nullstelle in K bereits
reduzibel ist. Im zweiten Fall ist ¢ = 3k 4+ 1 mit £ € N. Insbesondere ist dann
K™ eine zyklische Gruppe mit einer durch 3 teilbaren, endlichen Ordnung 3% und
Erzeuger o € K*. Es ist dann (a¥)® — 1 = 0, also of ein Element der Ordnung
3 in K*. Nun ist g(z) = 2° — 1 = (z — 1) f(2) ein Polynom in KJ[z] und es gilt
f(a*) = 0, denn sonst wire a* — 1 = 0, d.h., es hiitte a die Ordnung k statt 3k.
Somit hat f auch im zweiten Fall eine Nullstelle in K und ist als Polynom vom
Grad 2 damit reduzibel. Ist umgekehrt f € K|x] reduzibel, dann hat f als Polynom
vom Grad 2 eine Nullstelle. Es ist also f(z) = (x — a)(z — 8) mit «, § € K. Falls
a =1, dann gilt f(1) =3-1 =0 und es ist char(K) = 3, sodass ¢ = 0mod(3). Falls
a # 1, dann hat « als Element von K* die Ordnung 3, denn es ist (o« — 1) f(a) =0
und (o — 1)f(a) = a® — 1 also o® = 1. Da |[K*| = ¢ — 1 und K* zyklisch ist,
gilt auf jeden Fall 3|(¢ — 1), da es sonst kein Element der Ordnung 3 in K* gébe.
Die Teilbarkeitsrelation von gerade eben lautet als Kongruenz dann ¢ = 1 mod(3).
Zusammen genommen impliziert die Reduzibilitdt von f also ¢ Z —1mod(3). Mit
der am Anfang des Beweises angesprochenen Kontraposition haben wir also die
Giiltigkeit der zu beweisenden Aussage nachgewiesen. O
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Aufgabe 231 (H15T1A1(a,b,c)) Sei (5 eine primitive funfte und (7 eine primi-
tive siebte Einheitswurzel. Ferner, u := (7 + G .

(a) Wir zeigen, dass [Q((7) : Q(u)] = 2. Zunéchst stellen wir fest, dass |(7| = 1,
sodass (; ' = (7, wobei der Uberstrich die Komplexe Konjugation, -: C — C, z +— Z
anzeigt. Offenbar ist u € Q((7), sodass Q((7)|Q(u) eine Kérpererweiterung ist. Fer-
ner ist u = (7 + (& = 2R[¢;] € R. Zudem stellen wir fest, dass f = 22 —uz +1 =
12 — (G + G+ GG = (= G) (2 — G7) € Q(u)[x] ein normiertes Polynom ist, das (7
als Nullstelle hat. Folglich hat das Minimalpolynom fig,),¢, einen Grad < 2 und es
gilt po)c, | f- Bekanntlich ist [Q(¢7) @ Q] = deg(®7) = ¢(7) = 6, sodass ((7) < C~
zyklisch von Ordnung 6 ist. Da {41} die einzigen (siebten) Einheitswurzeln sind,
deren Imaginérteil verschwindet, deren Ordnung aber < 2 ist, ist I[¢7] # 0. Damit
ist ¢z € R O Q(u). Als Polynom vom Grad 2 ist f damit wegen Nullstellenfreiheit
in Q(u) bereits iiber Q(u) irreduzibel. Da f normiert und irreduzibel ist sowie (7
als Nullstelle hat, gilt figeu)c, = f. Damit ist [Q(¢7) : Q(u)] = deg(pgu).c;) = 2, wie
behauptet.

(b) Wir zeigen [Q(u) : Q] = 3. Zunéchst gilt [Q(¢7) : Q] = ¢(7) = 6, da (; als
primitive siebte Einheitswurzel vorausgesetzt war und als solche das siebte Kreis-
teilungspolynom ®(x) = 2% + 2% + z* + 23 + 2% + 2 + 1 als Minimalpolynom iiber
Q hat. In Teil (a) wurde bereits u € Q({7) festgestellt. Zudem ist Q(u) ein Zwi-
schenkorper der (endlichen) Korpererweiterung Q(¢7)|Q. Die Gradformel liefert nun
6 = [Q(¢) : Q) = [Q(¢) : Q)][Q(w) Q] = 2+ [Q(u) : Q) wobei das in Teil (a) be-
wiesene Resultat bemiiht wurde. Die Gleichung liefert nach Auflésen [Q(u) : Q] = 3,
wie behauptet.

(c) Wir zeigen [Q(u, (5) : Q] = 12. Bekanntlich ist ®5(z) = 2* + 2° + 2% + x + 1 das
fiinfte Kreisteilungspolynom und irreduzibel in Q[z]. Insbesondere ist ®5(¢5) = 0
und wegen zusétzlicher Normiertheit insgesamt das Minimalpolynom von (5 iiber
Q. Also gilt [Q(¢5) : Q] = deg(P5) = 4. Aus Aufgabenteil (b) ist ferner [Q(u) :
Q] = 3 bekannt. Da Q((5), Q(u) jeweils Zwischenkorper der endlichen Erweite-
rung Q(u, (5)|Q (da von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugt) sind, folgt
[Q(u) : Q] = 3|[Q(u, ¢5)] und [Q(¢5) : Q] = 4][Q(u, (5) : Q). Zusammen ergibt sich
also 12 = kgV(3,4)|[Q(u, (5) : Q]. Andererseits gilt fiir das Minimalpolynom von (s
tiber Q(u), dass deg(pgu),c;) < deg(®Ps) = 4, da auch ®5 € Q(u)[x] gilt und zumin-
dest ®5(¢5) = 0. Mittels Gradformel erhalten wir also [Q(u,(5) : Q] = [Q(u)((5) -
Q(uw)][Q(u) : Q] > 4 -3 = 12, wobei wiederum das Ergebnis aus Teil (b) bemiiht
wurde. Zusammen mit 12|[Q(u, (5) : Q], also insbesondere [Q(u, (5) : Q] > 12, ergibt
sich die gewiinschte Gleichheit [Q(u, (5) : Q] = 12. O
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Aufgabe 232 (F16T1A5) (a) Gesucht ist das Minimalpolynom von a = 1/(v/5 +5)/8
iiber Q. Zunéchst gilt

8
L2 VBtS
8
= a2—§ Q*E
8) 64
10 20
4 V2 I
T TuY Ty

Damit ist o Nullstelle des normierten Polynoms f = % — 10/64x% + 20/64 € Q[z].
Es verbleibt der Nachweis der Irreduzibilitat iber Q. Da 32 eine Einheit in Q ist,
reicht es, nachzuweisen, dass ¢ = 32f = 32z* — 522 + 10 € Z[z] irreduzibel ist.
Wegen 1 = ggT(32, —5,10), handelt es sich bei g um ein primitives Polynom. Ferner
ist 5| —5 und 5|10 sowie 5 32 und 5% J10. Mithin liefert das Eisensteinkriterium zur
Primzahl p = 5 die Irreduzibilitdt von g iiber Z. Da g primitiv ist, liefert das Lemma
von Gauss die Irreduzibilitit von g iiber Q = Quot(Z). Zusammen mit dem eingangs
Gesagten folgt, dass f irreduzibel {iber Q ist. Da f normiert und irreduzibel ist und
ferner o als Nullstelle besitzt, handelt es sich bei f um das Minimalpolynom von «
iiber Q.

(b) Wir zeigen, dass i ¢ Q((5). Da (5 eine primitive 5-te Einheitswurzel ist, gilt
G52 = 1. Zudem ist (5 = (5 ' € Q(Cs). Damit ist auch —i/2((s — (5) = a € Q(&),
wenn wir annehmen, dass i € Q((5). Somit ist Q(«) ein Zwischenkorper der Erwei-
terung Q(¢5)|Q. Es gilt [Q(¢5) : Q] = ¢(5) = 4 fiir den fiinften Kreisteilungskorper.
Da pga vom Grad 4 nach Teil (a) ist, [Q(a) : Q] = 4. Wegen a € R gilt aber
Q(a) € R, wohingegen (5 ¢ R, da S[(5] = o # 0 laut Angabe. Also ist einerseits
aus Gradgriinden und wegen o € Q(¢(5) Q(a) = Q(¢5), andererseits (5 ¢ Q(«). Der
Widerspruch zeigt, dass i € Q((5) falsch war, also i ¢ Q((5). O

Aufgabe 233 (F13T3A5) Es sei (, = exp(2mi/n) fiir n € N eine primitive n-te
Einheitswurzel und k,, := kgV(1,2,--- ,n).

(a) Wir zeigen [Q((1,...,¢n) @ Q] = ¢(k,). Um dies zu sehen, beweisen wir, dass
Q(¢1y -5 Cr) = Q(Ck,)- Da k,, das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 1,...,n
ist, gibt es zu einem beliebigen m € {1,...,n} ein d,, € N, sodass m - d,, = k.
Somit kénnen wir 1/m = d,,,/k, schreiben und erhalten (" = exp(2mid,,/k,) =
exp(2mi/m) = (. Diese Rechnung zeigt, dass (,, € Q(k,) fiir beliebiges m €
{1,...,n}. Laut Vorlesung gilt also bereits Q((1,...,¢) € Q((k,)- Um zu sehen,
dass auch ¢, € Q((1,...,(,) versuchen wir, cq,...,c, € Ny dergestalt zu finden,
dass ¢, = [, ¢ Somit bendtigen wir Zahlen ¢y, ...,c, € Z dergestalt, dass
1/k, = >, a/l. Indem wir d; := k,/l € Z fir | € {1,2,...,n} definieren, haben
wir 1 = > | ¢d;. Zu zeigen ist also, dass ggT(di, da, ..., d,,) = 1. Mit dem Lemma
von Bezout folgt dann die Existenz der ¢;’s. Angenommen, ggT(dy,...,d,) =k > 1.
Dann gibt es ein ¢ € Z, sodass gk = d; fir 1 < [ < n. Somit ist qlk = k,
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und k), := k,/k < k, wegen k > 1 unabhéngig von | € {1,2,...,n}. Damit ha-
ben wir einen Widerspruch dazu, dass k, das kleinste gemeinsame Vielfache von
1,2,...,n ist. Somit ist ggT(dy,ds, ...,d,) = 1 wie behauptet und die Existenz der
c; wie beschrieben folgt aus dem Lemma von Bezout. Mit diesen ¢; finden wir al-
so [, ¢" = T, exp(2mic/l) = exp(2mi > a/l) = exp(2nwi/k,) = (i, wie
behauptet. Somit ist (x, € Q((1,...,(,) und mit dem oben referenzierten Vorle-
sungsresultat folgt Q((x,) € Q((y, --., (). Insgesamt haben wir also die behauptete
Gleichheit nachgewiesen. Als k,-ter Kreisteilungskorper hat Q((x,) den Erweite-
rungsgrad [Q((x,) : Q] = ¢(k,). Mithin ist auch [Q((y, ...¢n) : Q] = ky.

(b) Wir zeigen [Q(v/2,...,/2) : Q] = k,. Zu diesem Zwecke zeigen wir, dass
Q(V2,...,¥/2) = Q(%/2). Sei m € {1,...,n} beliebig. Dann gibt es ein d,, € N,
sodass d,,m = k,, da k, das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 1,2,3,....;n
ist. Dann gilt ¥/2 = k{L/§dm, sodass ¥/2 € Q( '%/2). Beliebigkeit von m € {1,2,...,n}
impliziert {v/2,v/2, ..., ¥/2} C Q( "%/2). Umgekehrt haben wir bereits in Teil (a) ge-
sehen, dass es ¢q, ¢a, ..., ¢, € Z gibt, sodass 1/k, =Y~ ¢;/l. Damit gilt auch

=1 =1

Damit ist dann insbesondere /2 € Q(v/2, ..., ¥/2). Mit der bereits vorher etablier-
ten Inklusion folgt Q( %/2) = Q(v/2, ...., ¥/2). Wir zeigen nun, dass [Q( %/2) : Q] =
k, und damit folgt dann [Q(v/2,..., V/2)] = k. Es ist f = 2*» — 2 € Q|z] ein
normiertes und ganzzahliges, damit primitives, Polynom aus Q[z], das /2 offen-
sichtlich als Nullstelle besitzt. Wegen des Eisensteinkriteriums zur Primzahl p = 2
in Verbindung mit dem Lemma von Gauss ist f iiberdies irreduzibel in Q[z]. Damit
handelt es sich bei f bereits um das Minimalpolynom von /2 iiber Q. Somit ist
[Q(*%/2) : Q] = deg(ug ry3) = deg(f) = kn und, wie vorher erliutert, folgt die

Behauptung, dass [Q(v/2, ..., ¥/2) : Q] = k,,. O

Aufgabe 234 (H18T3A3(a,b)) Gegeben sei ein irreduzibles Polynom f € Q[z]
vom Grad 5 mit Galoisgruppe Gal(f) ~ S5 und es sei L ein Zerfallungskoérper von
f.

(a) Wir zeigen, dass [L : Q] = 120. Sei L ein Zerfallungskorper von f. Da f ein
Polynom ist, ist L|K endlich, insbesondere also algebraisch. Da char(Q) = 0 ist L|Q
separabel. Da L zudem Zerfallungskorper von f ist, handelt es sich bei L|Q um eine
normale Erweiterung. Als normale und separable Erweiterung ist L|Q galoissch. Es
ist [L: Q] = |Gal(L|Q)| = |Gal(f)| = |S5| = 120, denn Gal(f) = Gal(L|Q) definiti-
onsgemas.

(b) Da f irreduzibel ist und normiert ist, ist f Minimalpolynom einer seiner Null-
stellen, ohne Einschrankung x; € L\ Q und letzteres wegen deg(f) = 5 > 1. Da
L|Q galoissch, also insbesondere separabel, ist, ist x1 separabel. Da f = ug4,, ist f
separabel. Damit hat f nur einfache Nullstellen in L. Der Fall, dass zwei Nullstellen
von f iibereinstimmen, kann also nicht auftreten. 0

Aufgabe 235 (H19T2A5(a,b,c)) Sei K ein Korper der Charakteristik p, a € K
und f =2 —x —a € K|z].
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(a) Sei L Erweiterungskorper von K und b € L eine Nullstelle von f. Wir zeigen,
dass auch f(b+1) = 0, d.h., dass auch b+ 1 eine Nullstelle von f ist. Es gilt ndmlich
fO+1)=0b+1P—-(b+1)—a=P+1-b—1—a=0W—-b—a= f(b) =0. Mit
b € L ist also auch b+ 1 Nullstelle von f und in L.

(b) Wir zeigen, dass f entweder eine Nullstelle in K hat oder irreduzibel ist. Falls
f eine Nullstelle in K hat, ist f offenbar nicht irreduzibel. Mit Teil (a) sehen wir,
dass alle p Nullstellen von f die Form b+ k£ mit 0 < k < p — 1 haben und somit in
K liegen. Wir zeigen nun, dass im Falle, dass f keine Nullstellen in K hat, f auch
irreduzibel ist. Angenommen, f hat keine Nullstelle in K und ist reduzibel. Dann
gibt es zwei Polynome g, h, beide vom Grad > 2, sodass f = gh. Sei L = Zerf(f)
und b € L eine Nullstelle von f. Mit der obenstehenden Bemerkung wissen wir, dass
bereits alle Nullstellen von f in L liegen und die Form b+ k mit 0 < k < p —1
haben. Da deg(g) > 2 hat g in L mindestens zwei Nullstellen. Genauer gibt es
I,k e{0,1,..,p—1} mit [ > k, sodass b+k und b+ zwei verschiedene Nullstellen von
g sind. Nun existiert laut Fortsetzungssatz ein K-Homomorphismus o : K (b+k) — L
mit o(b+ k) = b+ [. Laut Vorlesung ist dann b + [ ebenfalls eine Nullstelle von ¢
und wegen (b+1) — (b+k) =1—k € K ist auch b+ 1 € K(b+ k). Induktiv
sehen wir damit, dass auch b+ k + ¢(l — k) fiir ¢ € Ny Nullstellen von ¢ sind. Da
Il —k > 1ist | —k € Fy und wir finden ein ¢, sodass (I — k) = 1. Damit ist
auch (b+k)+q(l—k)=(b+k)+ 1€ K(b+ k) und Nullstelle von ¢, und zudem
b+ k+ 1 # b+ k. Induktiv sieht man nun, dass g p verschiedene Nullstellen hat,
also aus Gradgriinden h € K* gelten muss. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass
f als reduzibel angenommen wurde. Also ist f irreduzibel, da es wegen deg(f) > 0
eine Nicht-Einheit in K|[x] ist.

(c) Sei nun f als irreduzibel vorausgesetzt. Wir zeigen, dass Gal(f|K') dann zyklisch
und von Ordnung p ist. Bezeichne L = Zerf(f) den Zerfallungskorper von f iiber
K. Dann gilt Gal(f|K) = Gal(L|K). Wir miissen noch zeigen, dass L|K galoissch
ist. Da L Zerfallungskérper von f ist und f nach Voraussetzung irreduzibel ist,
ist L|K normal. Sei b € L eine Nullstelle von f. Nach Teil (b) ist dann N =
{b+1]0 <[ < p} die Nullstellenmenge von f in L und es gilt L = K(N) 2 K. Da N
eine endliche Menge von iiber K algebraischen Elementen ist, ist L|K algebraisch
und wegen char(K) = p € P, eine Primzahl also, ist L|K separabel. Insgesamt ist
L|K also galoissch. Es gilt nun K(N) = K(b), denn b € N liefert die Inklusion
DO und andererseits ist mit 1,b € K(b) auch b+1 = b+1-1 € K(b) fiir alle
1 €{0,1,2,...,p—1}. Nun ist nach Voraussetzung f irreduzibel iiber K und f(b) =0
nach Definition von b. Da f zudem normiert ist, ist f = g, und es gilt fiir den
Grad der Erweiterung L|K [L : K] = deg(f) = p. Damit ist |Gal(f|K)| = [L :
K] = p. Die Galoisgruppe von f iiber K hat also die Ordnung p. Als Gruppe von
Primzahlordnung ist Gal(f|K) damit bereits zyklisch. O

Aufgabe 236 (H16T2A4) Sei p > 2 eine Primzahl und ¢, := exp(27i/p) eine
primitive p-te Einheitswurzel sowie o, := ¢/p. Wir betrachten K := Q(ay, (,)|Q.

(a) Wir zeigen, dass K|Q galoissch ist. Zunéchst sind ¢, und «,, Nullstellen des p-ten
Kreisteilungspolynoms ®,(z) = 2P~ '+ 2P 2+ .. 4+ 2+1 € Q[z] und f(z) =aP —p €
Qlz] respektive. Damit sind ¢, und «, jeweils algebraisch iiber Q. Als von zwei, also
insbesondere endlich vielen, algebraischen Elementen erzeugte Korpererweiterung
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ist K|Q endlich und damit laut Vorlesung algebraisch. Als endliche Erweiterung
iber dem Korper Q, der die Charakteristik 0 hat, ist K|Q somit separabel. Die
Nullstellen von f sind ferner gegeben durch z; = ongf, wo k € {0,1,2,....p — 1}.
Wir behaupten, dass K = Zerf(f), d.h., der Zerfallungskorper von f ist. Sei N =
{a, 0, ...apcgfl} die Nullstellenmenge von f. Zu zeigen ist, dass Q(N) = K. Es
ist 2, = a, - ((,)* € K fiir alle k € {0,1,2,...,p — 1}, womit bereits Q(N) C K
gezeigt ist. Fir die umgekehrte Inklusion beachten wir, dass a,, € IV, sodass «;, €
Q(N). Weiterhin ist (, = x1/x9 = p(p/ 0y, denn oy, # 0. Somit ist {, € Q(N).
Insgesamt gilt also auch K C Q(N) und zusammen mit der vorher bewiesenen
Inklusion Q(N) = K. Als Zerfallungskorper des Polynoms f € Q[x] ist K|Q somit
auch eine normale Korpererweiterung. Da K |Q normal und separabel ist, ist K|Q
wie behauptet galoissch.

(c) Wir zeigen, dass [K : Q] = p(p—1). Zunéchst ist das in Aufgabenteil (a) definierte
Polynom f als ganzzahliges und normiertes Polynom sogar als Element aus Z[x]
interpretierbar und dort primitiv. Das Eisensteinkriterium fiir die Primzahl p liefert
dann die Irreduzibilitit von f in Z[z|. Wegen des Lemmas von Gauss ist das primitive
Polynom f auch in Q[z] irreduzibel. Da f normiert und irreduzibel ist und zudem
flap = yp" —p=p—p=0,also a, eine Nullstelle von f ist, handelt es sich bei f
um das Minimalpolynom pgq ,, von o, iiber Q. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass
das p-te Kreisteilungspolynom ®,, wie in (a) angegeben, das Minimalpolynom von
(p tber Q ist. Da (,, o, € K aber (p, a;, € Q besitzt K|Q zwei echte Zwischenkérper
M, = Q(ay,) und My := Q((,). Fiir den Erweiterungsgrad von M;|Q und M,|Q gilt
jeweils [M, : Q] = deg(pug.a,) = deg(f) = p und [M, : Q] = deg(pg,) = deg(Py) =
p — 1. Damit ist wiederum wegen der Gradformel (p — 1)|[K : Q] und p|[K : Q]. Da
p prim ist, keV(p — 1,p) = p(p — 1)|[K : Q]. Mit der Gradformel folgt aber weiter
die Abschitzung, dass

(K Q] = [Q(eyp)(Gp) + Q)] [Q(ep) : Q)
< [Q(G) : QlQ(ay) : Q]
=pp—1).

Infolge der beiden Ungleichungen gilt insgesamt [K : Q], wie behauptet.

(c) Wir zeigen zunéchst, dass M;|Q nicht normal ist. Angenommen, M;|Q wére
normal. Dann wiirde jeder Q-Homomorphismus von M; in einen algebraischen Ab-
schluss Q sich zu einem Q-Automorphismus von M; beschrinken. Andererseits lisst
sich id : Q — Q durch o(a,) = a,(, zu einem Q-Homomorphismus o : M; — Q fort-
setzen. Wegen a,, € R gilt aber M; C R, sodass a,(, & M, da ¢, € R fiir p > 2. So-
mit beschrénkt sich o nicht zu einem Q-Automorphismus von M;. Das ist ein Wider-
spruch zur Annahme, dass die Erweiterung M;|Q normal ist. Damit ist M;|Q nicht
normal. Wir zeigen nun, dass Gal(K|Q) nicht abelsch ist. Angenommen, Gal(K|Q)
ist abelsch. Dann ist insbesondere jede Untergruppe U von Gal(K |Q) ein Normaltei-
ler und es gilt nach einem Korollar zum Hauptsatz der Galoistheorie, dass der nach
dem Hauptsatz der Galoistheorie zu U korrespondierende Fixkérper KUY vermoge
KY|Q eine normale Erweiterung definiert. Andererseits ist Gal(/K|M;) die nach dem
Hauptsatz der Galoistheorie zu M; korrespondierende Galoisgruppe, die wegen der
obigen Ausfithrungen ein Normalteiler von Gal(K|Q) ist. Die obigen Ausfithrungen
liefern weiter, dass M; = K%EIM)|Q eine normale Korpererweiterung ist. Das
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hatten wir aber bereits im ersten Teil der Teilaufgabe (c) ausgeschlossen. Wegen
des so entstandenen Widerspruchs war die Annahme, Gal(K|Q) wére eine abelsche
Gruppe, falsch. Damit ist Gal(K|Q) eine nicht-abelsche Gruppe.

(d) Wir zeigen, dass Gal(K|Q) einen Normalteiler der Ordnung p hat. Sei fiir jede
Primzahl ¢ mit v, die Anzahl der ¢-Sylowgruppen von G := Gal(K|Q) bezeichnet.
Aus der Vorlesung ist zudem |Gal(K|Q)| = [K : Q] = (p — 1)p bekannt. Dann gilt
nach dem dritten Sylowschen Satz fiir die Anzahl v, der p-Sylowgruppen von G,
dass v,|(p — 1) und v, = 1mod(p). Die zweite Bedingung impliziert v, = 1 oder
vp > p. Der zweite Fall kann aber nicht auftreten, denn die erste Bedingung erfor-
dert v, < (p — 1) < p. Somit ist 1, = 1. Da die hochste p-Potenz, die |G| teilt,
gerade p' ist, ist die einzige p-Sylowgruppe P von G von der Ordnung p. Da v, = 1,
liefert der zweite Sylowsche Satz, dass P < G, d.h., Gal(K|Q) besitzt mit P einen
Normalteiler der Ordnung p. O

Aufgabe 237 (F16T3A5) Gegeben sei f = 2% — 222 — 2 € Q[z] und o =

1+\/§sowie vy = \/1—\/3.
(a) Wir zeigen, dass N = {a1, aa, —ay, —as} die Nullstellenmenge von f ist. Zunéchst
gilt a; # 0 und ay # 0. Ferner ist o2 = 1 ++/3 > 0 aber a? = 1 — /3 < 0, sodass
+a; € R aber £as € C\ R. Somit ist |[N| = 4. Es gilt ferner mit quadratischer
Ergénzung

0= f(z)
S0=(2"-1-3
st =1+3

So=+\1+V3
&S x e N,

sodass N tatsédchlich die Nullstellenmenge von f ist.

(b) Wir zeigen, dass Q(a;) # Q(az). Wegen a; € R wie in Teil (a) festgestellt wur-
de, aber ay € R folgt as € Q(ay), sodass Q(aq) # Q(az).

(c) Wir zeigen, dass Q(a;) N Q(az) = Q(v/3). Wegen v3 = o —1 € Q(;) und
V3 = —ai 4+ 1 € Qay) ist V3 € Q(a1) N Q(ag), sodass laut Vorlesung bereits
Q(v3) € Q(a1) N Q(a). Es ist f normiert, also primitiv, und nach Eisenstein zur
Primzahl p = 2 irreduzibel iiber Q. Zusammen mit Teil (a) sehen wir, dass f = fig.a,
und f = pg.a,- Da as & Q(aq) handelt es sich bei M := Q(a;) NQ(c2) um einen ech-
ten Zwischenkorper von Q(ag). Wegen [Q(aw) : Q] = deg(f) = 4, muss also [M : Q]
ein Teiler von 4, aber ungleich 4 sein. Da zudem /3 € M nach der oben bewiesenen
Inklusion muss zudem [M : Q] > 1, denn V3 ¢Z Q aber Q C M als Teilkérper. Somit
ist [M : Q] = 2 als einzig verbleibende Moglichkeit fiir den Erweiterungsgrad. Da
aber g = 22 — 3 € Q[x] normiert, damit primitiv, und nach Eisenstein zu p = 2 irre-
duzibel iiber Q[z] ist und ferner v/3 als Nullstelle besitzt, gilt g = v und damit
[Q(+v/3) : Q] = 2. Da Q(v/3) € M und beide Q-Vektorrdume dieselbe Q-Dimension
haben, gilt bereits Gleichheit Q(v/3) = M.

(d) Da char(Q(v/3)) = char(Q) = 0, ist Q(a;)|Q als endliche und algebraische
Korpererweiterung fiir ¢ € {1,2} separabel. Genauer gilt mit der Gradformel und
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den Ergebnissen aus Teil (b) fiir den Erweiterungsgrad [Q(«a;) @ Q] = [Q(«;) :
Ql/[Q(v3) : Q] = deg(pg,a,)/ deg(pg,5) = deg(f)/ deg(g) = 4/2 = 2 unabhiingig
voni € {1,2}. Damit sind Q(«;)|Q als algebraische Korpererweiterungen vom Erwei-
terungsgrad 2 laut Vorlesung bereits normal. Die Algebraizitéit der Erweiterungen
ist eine Konsequenz davon, dass fig 3 ,,/f fir i € {1,2} und f das Minimalpo-
lynom von «; fiir ¢ € {1,2} iiber Q nach Teil (b) ist. Als normale und separable
Korpererweiterungen (von endlichem Grad) sind Q(a;)|Q(v/3) fiir i € {1,2} jeweils
(endliche) galoissche Korpererweiterungen.

(e) Sei K = Zerf(f|Q). Wir zeigen zunichst, dass K|Q(v/3) galoissch ist. Zunéchst
gilt, dass K = Q(N) = Q(au, ag, —ay, —as) = Q(ay, ap). Da Q(v/3) Zwischenkorper
von Q(ay,a0)|Q ist, ist K auch Zerfillungskérper von f iiber Q(v/3). Zudem ist
Q(av, a3)|Q endlich und algebraisch und damit Q(av, a2)|Q(v/3) endlich und alge-
braisch. Damit ist Q(av, a)|Q(v/3) eine normale Kérpererweiterung. Wegen char(Q(+/3))
char(Q) = 0, ist Q(ay, as)|Q(v/3) laut Vorlesung separabel. Im Ergebnis ist Q(ay, as)|Q(v/3)
also eine endliche Galois-Erweiterung. Sei nun P, das Minimalpolynom von as iiber
Q(+v/3) und P, das Minimalpolynom von ay iiber Q(ay). Wegen 2 = [Q(as) :
Q(v3)] = deg(Py) nach Teil (c) ist 0 < deg(P,) < 2. Falls deg(P,) = 1, dann
ist ap € Q(ay), was aber wegen Q(a;) € R und as ¢ R unmoglich ist. Also ist
deg(P;) = deg(P>) und zusammen mit den Eigenschaften von P; bzw. P, Minimalpo-
lynome von a iiber Q(v/3) bzw. Q(ay) zu sein, folgt bereits Gleichheit P, = P,. Da-
mit finden wir [K : Q] = [Q(a1, a2) : Q(a)][Q(a1) : Q] = deg(P,)deg(f) =2-4=38
und wegen [Q(v/3) : Q] = 2 liefert de Gradformel, dass [Q(ay, as) : Q(V/3)] =
[Q(a1, as) : Q]/[Q(V3) : Q] = 8/2 = 4. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass fiir die
Galoisgruppe Gal(Q(a1, @2)|Q(v/3)) =: G dann gilt |G| = [Q(ay,as) : Q(V3)] =

4. Als Gruppe von Primzahlquadratordnung ist G abelsch. Genauer ist entweder

G ~ ZJ/AZ oder G ~ Z/27 x Z/23Z. Im ersten Fall ist G sogar zyklisch und hat
somit genau einer Untergruppe U von Ordnung und, nach Lagrange somit auch vom
Index, 2. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie hat dann Q(ay, a,)|Q(v/3) genau
cinen Zwischenkérper M vom Erweiterungsgrad 2 iiber Q(v/3). Das ist aber ein
Widerspruch dazu, dass [Q(a1) : Q(v/3)] = 2 = [Q(az) : Q(v/3)] nach Teil (c) und
Q(a1) # Q(ag) nach Teil (b). Somit war die Annahme, G ~ Z/4Z falsch, und es
gilt G ~ 7/27 x 7.)27. O

Aufgabe 238 (H10T2A5) Sei fiir ein n € N A € Mat(n x n,Z) mit der Ei-
genschaft, dass AP = FE,, fiir eine Primzahl p. Zu zeigen ist, dass det(A — F) € Z
und durch p teilbar. Dass det(A — E) € Z ist klar, denn mit A, E € Mat(n x n,Z)
ist auch A — E € Mat(n X n,Z) und mit der Leibniz’schen Darstellung der Deter-
minantenfunktionen, sehen wir, dass sich diese auf Mat(n x n;Z) zu einer Abbil-
dung nach Z beschrénkt. Zudem ist 7 : Z — Z/pZ,x — xmod(p) vertraglich mit
der Determinantenabbildung im Sinne, dass det’ o’ = 7 o det, wo 7' : Mat(n x
n,Z) — Mat(n x n,Z/pZ) die komponentenweise Reduktion einer Matrix modu-
lo p und det : Mat(n x n,Z/pZ) — Z/pZ die Determinantenfunktion fiir n x n-
Matrizen mit Koeffizienten in Z/pZ bezeichnet. Nach diesen Vorbereitungen finden
wir, dass w(det(A — E,)) = det'(7'(A — E,,)). Zudem gilt, wegen AFE, = E,A,
0=7'(0) =7'(A? — EP) = 7'(A — E,)P, und somit det'(7'(A — E,,))P = det(0) = 0,
also 0 = w(det(A — E,)), d.h., p|det(A — E,,). O
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Aufgabe 239 (H12T2A4) Sei p eine Primzahl und K ein Korper der Charakte-
ristik 0.

(a) Sei E|K eine endliche galoissche Erweiterung. Zu zeigen ist, dass E|K einen
Zwischenkorper F' besitzt, sodass [E : F] eine p-Potenz ist und [F' : K] nicht von
p geteilt wird. Da F|K endlich und galoissch ist, gilt fiir die Ordnung der Ga-
loisgruppe G von E|K, dass co > |G| = [E : K]. Dap /[F : K] = m und
[E : F] = p" fur ein r € Ny fiir den noch zu bestimmenden, gilt mittels Grad-
formel [E : K] = [E : F][F : K| = p"m. Wir schreiben also |G| = p"m mit
p fm fiir eine beliebige, aber feste Primzahl p. Damit ist p" die maximale p-Potenz,
die |G| teilt. Aus der Sylow-Theorie ist bekannt, dass die Gruppe G der Ordnung
p"m mindestens eine p-Sylowgruppe P besitzt, die Ordnung p" hat. Zu einem sol-
chen, nun fixierten P, existiert wegen des Hauptsatzes der Galoistheorie (genau)
ein Zwischenkoérper M = ET, nimlich der Fixkérper von P. Laut Vorlesung gilt
ferner [E : M| = |Gal(E|M)| = |P| = p". Zudem gilt mittels Gradformel und
[E: K| =p'm,dass [M : K] = [E: K|/[M : K| = m, also p J[M : K]. Damit
haben wir mit M einen Zwischenkorper von E|K gefunden, der die geforderten Ei-
genschaften besitzt.

(b) Besitze K nun die zuséitzliche Eigenschaft, dass der Grad ein jeder endlichen,
nicht-trivialen Korpererweiterung L|K von p geteilt wird. Zu zeigen ist, dass der
Grad von L|K dann eine p-Potenz ist. Sei L| K eine endliche, nicht-triviale Kérpererweiterung.
Da char(K) = 0 und L|K endlich ist, ist L|K separabel und mit dem Satz vom pri-
mitiven Element finden wir zusétzlich ein o« € L\ K (wegen Nicht-Trivialitat von
LK), sodass L = K(a). Bezeichne nun mit f = pg,. Sei nun £ = Zerf(f|K).
Dann ist E|K eine endliche Korpererweiterung und zudem ist E|K endliche und
separable Korpererweiterung. Da E|K als endliche Korpererweiterung insbesondere
endlich erzeugt und algebraisch ist sowie E definitionsgeméafl der Zerfallungskoérper
des Polynoms f € Klz] ist, ist E|K zudem normal. Als endliche, separable und nor-
male Korpererweiterung ist F|K eine endliche galoissche Erweiterung und L ist ein
Zwischenkorper dieser. Fiir die beliebig aber fest gewéhlte Primzahl p gilt laut Vor-
aussetzung an K nun, dass p|[L : K]. Sei P eine der p-Sylowgruppen von Gal(E|K),
sodass P > U, wo U die nach dem Hauptsatz zu L|K korrespondierende Untergrup-
pe von Gal(FE|K) ist. Nach der Gradformel ist dann E¥ echter Teilkérper von L|K
und es gilt [L : K] = [L : EF][E? : K]. Zudem ist |G|/|P| = [ET : K] der grofite,
von L verschiedene Teilkérper von L|K mit nicht durch p teilbaren Erweiterungs-
grad. Es gilt dann mit |G| = p"m und p /m (m € N, r € Ny), dass |P| = p" und
Ul = p*, (0 < k <r),also [E: E] = p" und [E : L] = p*. Mit der Gradformel
folgt [L : K] = p"*m und [EY : K] = m. Angenommen, E¥|K ist nicht-trivial.
Dann ist nach Teil (a) zunéchst [EF : K] =m > 1 und p fm. Das widerspricht aber
der Eigenschaft von K, dass jede endliche nicht-triviale Erweiterung von K einen
durch p teilbaren Erweiterungsgrad hat. Also ist [E” : K] = 1 im Widerspruch da-
zu, dass ET|K nicht-triviale Erweiterung ist. Damit gilt bereits E¥ = K und somit
[EF: K] =1, also [L: K] = p"~* und der Erweiterungsgrad von L|K ist schlieBlich
in der Tat eine p-Potenz. U

Aufgabe 240 (a) Gesucht ist die Anzahl der Kérperhomomorphismen Q(+/3) —
C. Jeder Koérperhomomorphismus, der wie gewiinscht abbildet beschrinkt sich auf
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Q zur Identitit. Es ist f = 2! — 3 € Q[x] normiert und nach dem Eisensteinkri-
terium zur Primzahl 3 irreduzibel iiber Q. Zudem ist f(v/3) = 0. In C gilt unter
einem Kérperhomomorphismus o : Q(v/3) — C, dass o(f) = z* — 3. Dieses Po-
lynom hat die vier Nullstellen i%,i\‘% in C. Nach dem Fortsetzungssatz der
Kérpertheorie ist o dann bereits als Fortsetzung von idg auf Q(v/3) durch Angabe
von o(v/3) € {£+v/3,+iv/3} festgelegt. Da die letzte Menge vier Elemente enthilt,
gibt es genau vier verschiedene Moglichkeiten, o(v/3) und damit o festzulegen. Die
gesuchte Anzahl ist also 4.

(b) Gesucht ist die Anzahl der Kérperhomomorphismen Q(v/3) — R. Da unter Bei-
behaltung der Bezeichnungen aus Teil (a) genau zwei der komplexen Nullstellen von
f in R liegen, namlich +v/2 € R, haben wir lediglich zwei Moglichkeiten, idg zu
einem Korperhomomorphismus o € Homg(Q(v/2) — R) fortzusetzen. Die gesuchte
Anzahl ist also in diesem Fall 2.

(c) Gesucht ist die Anzahl der Kérperhomomorphismen Q(v/3,v/—3) — C. Wir
suchen Fortsetzungen der Koérperhomorphismen aus Teil (a). Das Polynom g =
r? + 3 € Qlz] ist nach Eisenstein zur Primzahl p = 3 irreduzibel iiber Q und
hat nur die beiden rein imaginiren Nullstellen 4+/—3. Damit ist g auch iiber dem
Teilkérper Q(v/—3) von R irreduzibel als Polynom vom Grad 2. Damit haben wir
laut dem Fortsetungssatz genau zwei Moglichkeiten, den Korperhomomorphismus
o € Homg(Q(+/2,v/—3)) durch Angabe des Bildes von /=3 in C fortzusetzen.
Denn es stehen hierfiir nur die Méglichkeiten 4++/—3 zur Disposition. Da es laut Fort-
setzungssatz ferner keine weiteren Kérperhomomorphismen mit dem gewiinschten
Abbildungsverhalten gibt, existiere genau 4 - 2 = 8 Kérperhomomorphismen.

(d) Gesucht ist die Anzahl der Kérperhomomorphismen Q(v/3,v/—3) — R. Einen
solchen Homomorphismus kann es nicht geben, denn wére o ein solcher, so wére
o(v/=3) € R eine Nullstelle von f = 22+ 3 € Q[z]. Da aber f laut (c) nur rein ima-
gindre Nullstellen besitzt, in R also nullstellenfrei ist, haben wir einen Widerspruch.
Einen Korperhomomorphismus mit dem gewiinschten Abbildungsverhalten kann es
also nicht geben.

(e) Gesucht ist die Anzahl der Kérperhomomorphismen Q(+/2,(v/2) — C, wobei
¢ = exp(27i/3) eine dritte primitive Einheitswurzel ist.

O

Aufgabe 241 (F18T3A5) Seci K = Q(i) und a = v/7. Ferner sei L der Zerfillungskorper
von f =% — 7€ Klx] iiber K.

(a) Wir zeigen, dass L = K(a). Sei N die Nullstellenmenge von f in C. Es ist |[N| <
4, da deg(f) = 4 und C algebraisch abgeschlossen ist. Es ist f(a) =0, f(—a) =0
und f(ia) = 0 = f(—ia) und zudem sind «, —«, ia, —icv paarweise verschieden,
denn o # 0 und die ersten beiden komplexen Zahlen sind sogar reell, wohingegen
die beiden letzten Zahlen rein imagindr sind. Damit gilt N = {a, —a,ia, —ia}.
Nach Definition von L in der Angabe, L = K(N). Wegen o € N ist K(«a) C K(N)
klar. Umgekehrt ist mit i € K C K(a) und a € K(«a) auch ia, —iav € K(«). Aus
a € K(a) folgt bereits —a € K(«a). Damit ist N C K(«) und wir haben auch
K(N) C K(a). Insgesamt ist also K(«) = K(N) und damit K(«) = L.

(b) Wir sollen L|K und L|Q bestimmen. Zunéchst gilt L = Q(i,«). Wir stellen
fest, dass f = pig,a, denn f ist {iber Q nach dem Eisensteinkriterium zur Primzahl
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7 irreduzibel, ferner normiert und es gilt f(a) = 0. Somit ist [Q(«) : Q] = 4. Das
Polynom g = 22 + 1 € Q[z] hat keine reellen Nullstellen, und ist somit als Polynom
vom Grad 2 bereits tiber jedem Teilkérper von R O Q(«) irreduzibel. Insbesondere
ist g tiber Q(«) irreduzibel. Da g(i) = 0 = g(—i), g normiert und iiber Q(«) irredu-
zibel ist, folgt [Q()(7) : Q(«v)] = deg(g) = 2. Mit der Gradformel erhalten wir also
[L:Q] =[Q, 1) : Q()][Q(a) : Q] =2-4 = 8. Indem wir g = ug, verwenden, da g
insbesondere keine Nullstellen in QQ besitzt und als Polynom vom Grad 2 somit iiber
Q irreduzibel ist, finden wir [Q(7) : Q] = deg(g) = 2. Die Gradformel liefert dann
8=[L:Q=[L:K|[K:Q]=I[L:K|Q@:):Q] =[L:K]-2 unter Verwendung
unseres vorherigen Ergebnisses und schlieflich [L : K| = 8/2 = 4.

(c) Wir zeigen, dass L|K galoissch ist. Da Q ein Teilkérper von K ist, gilt char(K) =
char(Q) = 0. Da L = K(«), also insbesondere algebraisch und endlich nach (b), ist
L|K laut Vorlesung separabel. Da [K(«) : K| =4 und deg(f) = 4, ist f = g o aus
Gradgriinden. Somit ist f irreduzibel iiber K und als Zerfallungskorper eines iiber
K irreduziblen Polynoms liefert L die normale Erweiterung L|K. Als normale und
separable Erweiterung vom endlichen Erweiterungsgrad 4 handelt es sich bei L|K
um eine endliche galoissche Erweiterung.

(d) Zunéchst gilt |Gal(L|K)| = [L : K] = 4 und die erste Gleichheit gilt laut
Vorlesung. Laut Voraussetzung ist ¢ € Gal(L|K) und definiert durch o(a) = ia.
Somit ist ord(c) > 1, denn o € R aber ia & R. Ferner gilt o%(a) = o(o(a)) =
o(ia) = io(a) = 1 - i = —a # «, wobel wir verwendet haben, dass i € K und
fir alle x € K o(z) = x gilt. Somit ist auch ord(ar) > 2. Da (o) < Gal(L|K)
und ord(o) = [{(0)||Gal(L|K) nach dem Satz von Lagrange, ist bereits ord(c) = 4.
Somit ist Gal(L|K) = (o), die betrachtete Galoisgruppe also zyklisch und von der
Ordnung 4. ([l

Aufgabe 242 Sei L|K eine galoissche Erweiterung mit G := Gal(L|K) ~ Z/10Z.
Gesucht ist die Anzahl der Zwischenkorper von L|K. Da G isomorph zu einer zykli-
schen Gruppe der Ordnung 10 ist, ist GG selbst zyklisch und von Ordnung 10. Laut
Vorlesung hat eine zyklische Gruppe der Ordnung n € N fiir jeden (positiven) Teiler
k|n genau eine Untergruppe der Ordnung n/k und es gibt dariiber hinaus keine wei-
teren Untergruppen der betrachteten zyklischen Gruppe. Die Menge M der Teiler
von 10 ist M = {1,2,5,10}. Also hat G genau 4 Untergruppen. Nach dem Haupt-
satz der Galoistheorie korrespondieren die Untergruppen von G vermége U +— LY
bijektiv zu den Zwischenkérpern von L|K, wo U eine solche Untergruppe und LY
den Fixkorper unter U bezeichnet. Insbesondere ist die Anzahl der Zwischenkorper
von L|K gleich der Anzahl der Untergruppen von G im Falle einer endlichen Galoi-
serweiterung. Somit hat L|K genau 4 Zwischenkorper. 0

Aufgabe 243 (F10T2A5) Sei E|K eine endliche Galoiserweiterung und o €
E sei dergestalt, dass o(a) # « fir alle 0 € Gal(E|K) \ {id}. Wir zeigen, dass
FE = K(a). Da a € F ist Z := K(o) C E. Angenommen, Z # E. Dann ist Z
ein von F verschiedener Zwischenkorper der galoisschen Erweiterung F|K. Nach
dem Hauptsatz der Galoistheorie gibt es somit eine eindeutige Untergruppe U <
Gal(E|K), sodass EYV = Z, namlich gerade U = Gal(F|Z). Da Gal(E|E) = {id},
gibt es ein o € Gal(F|Z), das von der Identitdt id : E — E verschieden ist. Dann
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gilt o(a) = o, denn K = EY und o € U. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass
o(a) # a fiir alle von der Identitdt auf F verschiedenen K-Automorphismen von L,
insbesondere also das o von gerade eben, gilt. Damit ist £ = K(«). O

Aufgabe 244 Sei L C C der Zerfillungskorper des Polynoms f = 25 — 2 € Q|z]
und seien @ = v/2 sowie ¢ = exp(27i/5).

(a) Wir zeigen, dass L = Q(«, (). Nach Definition ist L der Zerfallungskérper von
f iber Q. Bezeichne N C C die Nullstellenmenge von f in C. Da C algebraisch
abgeschlossen und f ein Polynom in Q[z] C C[z] vom Grad 5 ist, ist |[N| < 5. Es
gilt die Aquivalenz f(z) =0 < 2° =2 < 2 € {a¢*|0 < k < 5}, wobei a := v/2 # 0
und ¢ = exp(27i/5) eine primitive fiinfte Einheitswurzel, wie in der Angabe ange-
geben, sind. Fiir L gilt definitionsgeméfl L = Q(N). Dann ist {a,(} C Q(N) und
N C Q(a, ¢) zu zeigen, um Q(«, () = L zu beweisen. Da o € N C Q(N) und mit
a,af € Q(N) auch ¢ = (af)/a € Q(N), ist die Inklusion {a, (} € Q(N) klar. Fiir
die umgekehrte Inklusion beachten wir, dass fiir z € N ein k € {0,1,2,3,4} exi-
stiert, sodass z = a¢*. Da «, ¢ € Q(a, ) ist auch a - ¢* € Q(«, (), d.h., z € Q(a, ¢).
Beliebigkeit von z € N liefert nun die Giiltigkeit der in Rede stehenden Inklusion.
Mithin ist L = Q(«, ().

(b) Wir zeigen, dass L|Q galoissch ist. Dazu beachten wir, dass f irreduzibel iiber
Q[z] ist. Denn f ist normiert und hat nur ganzzahlige Koeffizienten, ist also primitiv.
Das Eisenstein-Kriterium zur Primzahl p = 2, angewendet auf f, das als Element
von Z[z| aufgefasst wird, liefert die Irreduzibilitét von f in Z[z]. Das Lemma von
Gauss liefert nun die Irreduzibilitdt von f iiber Q. Als Zerfallungskorper eines irre-
duziblen Polynoms iiber Q ist L|Q normal und zudem algebraisch. Als algebraische
und, da von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugte, endliche Erweiterung
tiber einer Korper der Charakteristik 0, ist L|Q separabel. Als normale und separa-
ble endliche Erweiterung ist L|Q galoissch und von endlichem Erweiterungsgrad.
(c) Wir zeigen, dass G = Gal(L|Q) eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 20 ist.
Um zu sehen, dass |G| = 20, verwenden wir, dass |G| = [L : Q], da L|Q endlich und
galoissch ist. Es ist M; := Q(«) und M, := Q((), der fiinfte Kreisteilungskorper,
jeweils ein Zwischenkorper von L|Q. In Teil (b) wurde bereits die Irreduzibilitiat und
Normiertheit von f festgestellt und in Teil (a) wurde f(a) = 0 erhalten. Damit ist
f = pg.a, d.h., das Minimalpolynom von « iiber Q. Es ist [M; : Q] = deg(ug,a) =
deg(f) = b, sodass laut Gradformel 5 = [M; : Q]|[L : Q]. Fiir den fiinften Kreis-
teilungskorper gilt [My : Q] = deg(®5(x) = 2* + 2° + 2% + x + 1) = 4 getreu be-
kannter Vorlesungsresultate. Mithilfe der Gradformel folgt die Teilbarkeitsaussage
4 = [M; : Q]|[L : Q] analog der vorherigen Betrachtung des Zwischenkorpers Ms. So-
mit muss kgV(4,5) = 20|[L : Q]. Andererseits ist [L : Q] = [Q(a)(¢) : Q(a)][Q(«) :
Q] < 1Q(¢) : QIQ(e) : Q] = 4 -5 = 20 unter Verwendung der Gradformel, sodass
insgesamt [L : Q] = 20. Wie eingangs beschrieben gilt nun |G| = [L : Q] = 20,
sodass die Galoisgruppe von L|Q zumindest die Ordnung 20 hat. Um zu sehen, dass
G auch nicht-abelsch ist, fithren wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, G
wére abelsch. Dann ist U < G fiir jede Untergruppe U von G. Laut dem Hauptsatz
der Galoistheorie ist dann der dazugehorige Fixkérper LU dergestalt, dass LY|Q
eine normale Erweiterung ist. Also ist fiir jede nicht-normale Erweiterung M|Q,
sodass M Zwischenkorper von L|Q ist, Gal(L|M) < Gal(L|Q) kein Normalteiler.
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Fiir den oben definierten Zwischenkorper M; := Q(«) von L|Q gilt M; C R. Da
f(a) = 0 hat f in M; bereits eine Nullstelle, und zerfillt tiber M;, wenn M;|Q
normal wéare. Da aber N € R, da ( € R, kann M; nicht der Zerfdllungskorper von
f sein. Alternativ fithrt man einen Widerspruchsbeweis zur Minimalitétseigenschaft
des Zerfallungskorpers L hinsichtlich der durch den Erweiterungsgrad definierten
partiellen Ordnung. Damit besitzt L|Q einen Zwischenkorper M, namlich M, so-
dass M|Q nicht normal ist. Der Zusatz zum Hauptsatz der Galoistheorie liefert nun,
dass Gal(L|M) < Gal(L|Q) kein Normalteiler ist. Das ist aber ein Widerspruchs
zur eingangs zitierten Eigenschaft abelscher Gruppen, dass jede Untergruppe einer
solchen bereits ein Normalteiler ist. Somit ist Gal(L|Q) nicht-abelsch.

(d) Wir zeigen, dass Gal(L|Q) =: G keinen Normalteiler der Ordnung 4 hat. Ange-
nommen, N wire ein Normalteiler der Ordnung 4 von G. Da |G| = 20 = 5 - 22, ist
4 = 22 die groBte 2-Potenz, die die Gruppenordnung |G| = 20 teilt. Da 2 prim ist,
ist V dann eine 2-Sylowgruppe von G. Da N zudem ein Normalteiler von G ist, lie-
fert ein bekanntes Korollar zum zweiten Sylowschen Satz, dass N zudem die einzige
2-Sylowgruppe von G ist. Damit ist N zugleich die einzige Untergruppe von G, die
Ordnung 4 hat. Damit ist LY = Q(«a), da (G : N) = |G|/|N] = 5 = [Q(«) : Q] nach
dem Satz von Lagrange. Nach den Ergédnzungsséitzen zum Hauptsatz der Galois-
theorie ist zudem Q(«)|Q in dieser Situation normal. Andererseits haben wir in Teil
(c) gesehen, dass Q(«)|Q nicht normal ist. Das ist ein Widerspruch zur Annahme,
dass G einen Normalteiler der Ordnung 4 hat. Somit hat G keinen Normalteiler der
Ordnung 4. O

Aufgabe 245 (F12T1A5) Sei L der Zerfillungskérper des Polynoms f = z5+5 €
Q[z] iiber Q. Ferner seien o = /=5 und ¢ = exp(27i/5).

(a) Wir zeigen, dass L = Q(a, ¢). Nach Definition ist L = Q(N), wo N die Nullstel-
lenmenge von f in C bezeichnet. Es gilt die Aquivalenz f(z) =0 2° = -5 &z €
{aC*|0 < k < 5}, wobei k € Ny. Somit ist Q(N) = Q(«, ) zu zeigen. Laut Vorlesung
reicht es aus, {a,(} € Q(N) und N € Q(«, () zu zeigen. Fiir die erste Inklusion
beachten wir, dass bereits « € N und wegen o® = —5 gilt (a?)® = 25 # 0, also
o? = V/25 # 0 und somit auch |a| # 0 wegen der Definitheit des komplexen Absolut-
betrags. Also ist ( = a(/a € Q(N). Damit haben wir {«, (} € Q(N) nachgewiesen.
Sei fiir die umgekehrte Inklusion z € N beliebig. Dann gibt es ein k& € {0, 1,2, 3,4},
sodass z = aC*. Wegen o, ¢ € Q(a, () ist somit auch z € Q(, (). Die Beliebigkeit
von z € N liefert die angegebenen Inklusion. Mithin ist Q(«, () = Q(N) = L.

(b) Wir zeigen nun, dass L|Q galoissch ist. Nach Definition ist L der Zerfallungskorper
des Polynoms f = 2° +5 € Q[z] und somit nach Vorlesung bereits normal. Damit
ist L|Q insbesondere algebraisch. Da L = Q(«, (), handelt es sich bei L|Q um eine
von endlich vielen iiber Q algebraischen Elementen erzeugte Korpererweiterung, die
somit laut Vorlesung endlich ist. Als endliche algebraische Erweiterung des Korpers
Q, der char(Q) = 0 geniigt, ist L|Q separabel. Da L|Q normal und separabel ist, ist
L|Q galoissch. Wir zeigen nun, dass [L : Q] = 20. Es ist f(«) = 0, f normiert und
nach Eisenstein zur Primzahl p = 5 irreduzibel, wenn wir f infolge der Ganzzah-
ligkeit seiner Koeffizienten als Element von Z[z] auffassen. Das Lemma von Gauss
liefert dann die Irreduzibilitdat von f iiber Q, da f als normiertes Polynom insbe-
sondere primitives Polynom ist. Somit ist f das Minimalpolynom von « iiber Q und
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fiir den Zwischenkorper Q(«) von L|Q gilt [Q(«) : Q] = deg(f) = 5. Ein weiterer
Zwischenkorper von L|Q ist der fiinfte Kreisteilungskorper Q(¢), denn ¢ € L nach
Teil (a). Fiir diesen gilt laut Vorlesung [Q(¢) : Q] = deg(®5) = ¢(5) =5 — 1 = 4,
wo ¢ die Eulersche ®-Funktion bezeichnet. Damit gilt laut Gradformel, dass 5 =
Q) : QJ|[L : Q] und 4 = [Q(¢) : QJ|[L : Q), also kgV(4,5) = 20|[L : Q]. Anderer-
seits liefert die Gradformel, dass [L : Q] = [Q(a, () : Q] = [Q(a)(¢) : Q(a)][Q(«x) :
Q] <[Q(¢) : QIQ(x) : Q] =4 - 5 = 20. Insgesamt gilt also [L : Q] = 20.

(¢) Wir zeigen, dass die Galoisgruppe G von L|Q eine nicht-abelsche Gruppe der
Ordnung 20 ist. Da L|Q galoissch ist, gilt 20 = [L : Q] = |G|. Angenommen, G
wére abelsch. Dann wiére jede Untergruppe U < G bereits ein Normalteiler. Nach
dem Hauptsatz der Galoistheorie wire der zu U vermoge der Galois-Korrespondenz
gehorende Zwischenkérper LY von L|Q dann mit der Eigenschaft, dass LY|Q normal
ist. Da 20 = 22.5 in Primfaktorzerlegung, gibt es mindestens eine 2-Sylowgruppe von
G, im Zeichen P. Da G abelsch ist, gilt P < Gund da 1 < |P| =4 < 20 = |G| ist P
ein nicht-trivialer Normalteiler. Nach der Galois-Korrespondenz gibt es dann genau
einen Zwischenkorper M von L|Q, der [M : Q] = (G : P) = |G|/|U| =20/4 =5
erfiillt. In Teil (b) haben wir bereits gesehen, dass Q(«) diesem Erweiterungsgra-
derfordernis geniigt. Andererseits ist Q(«)|Q nicht normal. Denn f = pg,. Wire
Q(a)|Q normal, so miisste f bereits {iber Q(«) in Linearfaktoren zerfallen, mit
anderen Worten, fiir den Zerfallungskérper L von f iiber Q miisste L C Q(«) gel-
ten. Da aber [L : Q] = 20 > [Q(a) : Q] = 5 ist die vorher genannte Inklusion
unmoglich. Damit war die Annahme falsch, und es ist Q(«)|Q nicht normal. Somit
ist P kein Normalteiler von G. Damit haben wir den Widerspruch zur Annahme,
dass GG abelsch wire, und G ist stattdessen nicht-abelsch.

(d) Wir zeigen, dass G einen Normalteiler der Ordnung 5 hat. Aus der Vorlesung
ist bekannt, dass Q(¢)|Q eine Galois-Erweiterung ist, insbesondere also normal ist.
Damit handelt es sich bei Q(¢) um einen Zwischenkorper von L|Q, der zu einer
Galoisgruppe U := Gal(L|Q(¢)) < G korrespondiert, die sogar ein Normalteiler von
G ist. Wegen [Q(¢) : Q] =4 = (G:U) = |G|/|U| =20/|U]|, folgt |U| = 5. Damit ha-
ben wir mit U einen Normalteiler der Ordnung 5 von G gefunden. Da 5 = 5 zudem
die hochste 5-Potenz ist, die 5 teilt, haben wir mit U iiberdies eine 5-Sylowgruppe
von G vorliegen, die Normalteiler von G ist. Ein Korollar zum zweiten Sylowschen
Satz liefert nun, dass U die einzige 5-Sylowgruppe von G, und damit die einzige
Untergruppe der Ordnung 5 vom G, ist.

(e) Wir zeigen nun, dass die 2-Sylowgruppen von G isomorph zu Z/47 sind. Sei
P eine 2-Sylowgruppe von G. Dann gilt |P| = 22 = 4 und P ist als Gruppe
von Primzahlquadratordnung insbesondere abelsch. Nach dem Hauptsatz iiber end-
lich erzeugte (insbesondere also endliche) abelsche Gruppen gilt P ~ Z/4Z oder
P ~ 7/27 x 7./27. Wir spezialisieren uns zunéchst darauf, P = Gal(L|Q(«)) zu
betrachten. Da je zwei 2-Sylowgruppen zueinander konjugiert sind, bleibt der Iso-
morphiertyp der 2-Sylowgruppen von dieser Einschréankung unberiihrt. Das fiinfte
Kreisteilungspolynom @5 ist aber nicht nur iiber Q, sondern auch tiber Q(«) irredu-
zibel, denn andernfalls gébe es ein normiertes und irreduzibles Polynom g € Q(«a)|x],
sodass ¢(¢) = 0 und g|®5. Dann wiirde aber fir [L : Q] gelten, dass [L : Q] = [L :
Q(a)][Q(e) : Q] = 5deg(g) < 20 im Widerspruch zu [L : Q] = 20. Da mit ¢ auch
¢* Nullstelle des irreduziblen ®5 € Q(«a)[z] sind, setzen wir P 5 id|g@) — L nach
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L fort - zu einem o € P, indem wir o(¢) = (? setzen. Man sieht, dass ¢ # id
und 02(¢) = ¢* # (, sodass ord(c) > 2 in P gelten muss. Wegen |P| = 4 ist nur
ord(c) = 4 moglich, also ist P zyklisch von Ordnung 4. Mit dem P = Gal(L|Q(«))
sind wie oben beschrieben bereits alle 2-Sylowgruppen von G zyklisch von Ordnung
4. 0

Aufgabe 246 (F19T2A5) Sei L|Q eine endliche Galoiserweiterung mit Galois-
gruppe G = Gal(L|Q) ~ S3 x H, wo |H| = 88.

(a) Wir zeigen, dass M == LN Q(V5) = Q. Da Q € Q(v/5) und Q C L, ist
Q C M Klar. Fiir die umgekehrte Inklusion bemerken wir, dass f = 2° — 5 € Q|z]
normiert ist und f(v/5) = 0 gilt. Nach dem Eisensteinkriterium zur Primzahl 5
ist f ferner iiber Q irreduzibel und somit insgesamt das Minimalpolynom von v/5
iiber Q. Laut Vorlesung gilt [Q(¥/5) : Q] = deg(f) = 5. Da M Zwischenkorper
von L|Q ist, gilt nach der Gradformel einerseits [M : Q]|[L : Q] = 6 - 88. Ande-
rerseits ist M auch Zwischenkérper von Q(v/5)|Q, sodass die Gradformel wiederum
(M : Q)[Q(v/5) : Q] = 5 liefert. Somit gilt [M : Q]|ggT(5,6 - 88) = 1. Damit ist
bereits M = QQ aus Dimensionsgriinden.

(b) Wir zeigen nun, dass es einen Zwischenkorper K von L|Q gibt, sodass [K : Q] = 8
und K der Zerfallungskorper eines Polynoms vom Grad 8 iiber Q ist. Als Zwi-
schenkorper vom Erweiterungsgrad 8 iiber Q korrespondiert K geméafl des Haupt-
satzes der Galoistheorie zu einer Untergruppe U von G, die Index 8 in G hat,
(G : U) = 8 Mit dem Satz von Lagrange sehen wir, dass |G| = 6 - 11. Wir zei-
gen, dass eine solche Untergruppe existiert. Dazu betrachten wir Untergruppen U
der Form S5 -V, wobei V' eine Untergruppe von H der Ordnung 11 sein soll. Da U
als duBeres direktes Produkt von Gruppen angesetzt wird, gilt |U| = |S3||V| = 6-11,
wenn ein V wie gewiinscht existiert. Da |H| = 23-11, suchen wir eine 11-Sylowgruppe
von H. Sei v die Anzahl der 11-Sylowgruppen von H. Nach dem dritten Sylowschen
Satz folgt |8 und ¥ = 1mod(11). Die erste Bedingung liefert v < 9, sodass die
zweite Bedingung nur noch v = 1 zulésst. Somit gibt es genau eine 11-Sylowgruppe
V von H. Diese ist dann ein Normalteiler von H. Da S3 trivialer Normalteiler von
Sy ist, gilt S3 x V' <9 .S3 x H, denn fiir beliebiges (a,b) € S3 x V, (¢,d) € S5 x H
ist (¢,d)™* - (a,b) - (¢,d) = (¢ tac,d™'bd) € S3 x V, da S3 < S5 und V < H. Nach
einem Ergidnzungssatz zum Hauptsatz der Galoistheorie ist der zu S3 x V' gehorige
Zwischenkérper von L|Q, namlich der Fixkorper K := L3>V dergestalt, dass K|Q
normal ist. Da K als Zwischenkorper einer separablen Erweiterung ebenfalls eine
separable Erweiterung K|Q liefert, ist K|Q auch eine endliche Galoiserweiterung.
Als endliche und separable Erweiterung gibt es laut dem Satz vom primitiven Ele-
ment ein o € K, sodass K = Q(«). Seil f = pg. das Minimalpolynom von « iiber
Q. Es ist deg(pga) = [K : Q] = (G : U) = |S3 x H|/|S3 x V| = 8. Damit ist f
ein Polynom vom Grad 8 in Q[z]. Da « eine Nullstelle von f ist, zerféllt f {iber
Q(«) bereits in Linearfaktoren. Das zeigt, dass der Zerféllungskorper von f bereits
Zerf(f) € Q(a) = K erfiillt. Andererseits ist v als Nullstelle von f bereits in Zerf( f)
enthalten. Somit gilt auch Q(«) C Zerf(f). Insgesamt haben wir also K = Zerf(f),
d.h., es gibt einen Zwischenkorper K mit den gewiinschten Eigenschaften betreffend
den Erweiterungsgrad von K iiber Q und den Zerfallungskorpereigenschaft. 0J
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Aufgabe 247 (F17T2A5) Sei K|Q eine Galois-Erweiterung mit nicht-abelscher
Galoisgruppe der Ordnung 55. Wir zeigen, dass es genau einen echten Zwischenkorper
M von K|Q gibt, sodass M|Q galoissch ist. Bezeichne mit G die Galoisgruppe von
K|Q. Es ist |G| = 5 11 und wir bezeichnen mit v, fiir eine Primzahl p die Anzahl
der p-Sylowgruppen von G. Fiir die einzigen beiden Primteiler 5 und 11 von |G| fin-
den wir mithilfe des dritten Sylowschen Satzes v5|11 und v; = 1 mod(5) sowie 1|5
und v4; = 1mod(5). Es ist v1; < 6 und somit nach der zweiten Bedingung vy, = 1.
Damit hat G nur eine 11-Sylowgruppe P, die nach dem zweiten Sylowschen Satz ein
Normalteiler von G ist. Fiir v5 sind die Félle v5 = 1 und v5 = 11 zu unterscheiden,
die unmittelbar aus den Bedingung an v5 laut dem dritten Sylowschen Satz (s.o.) re-
sultieren. Falls 5 = 1, dann gibt es auch nur eine 5-Sylowgruppe von G, bezeichnet
mit (), die ebenfalls ein Normalteiler von G ist. Da ggT(|P|,|Q]) = ggT(5,11) = 1,
gilt PNQ = {eg}. Wegen P,QQ < G ist das innere direkte Produkt PQ < G
und es gilt |PQ| = |P||Q| = 5 - 11 = 55. Damit ist bereits PQ) = G. Da ferner
PQ ~ P x @ isomorph zum &dufleren direkten Produkt von P&Q ist, ist G ~ P X Q).
Da P und @ von Primzahlordnung jeweils sind, sind P, () selbst jeweils zyklisch,
also insbesondere abelsch. Damit ist G ~ P x Q ~ Z/11Z x 7 /57 ~ 7./55Z, wo-
bei die letztgenannte Isomorphie aus dem Chinesischen Restsatz fiir Gruppen folgt,
wenn wir ggT(5,11) = 1 beachten. Also ist G isomorph zu einer zyklischen Gruppe
der Ordnung 55, also selbst zyklisch. Da G dann abelsch ist, haben wir einen Wi-
derspruch zur Voraussetzung, dass GG nicht-abelsch ist. Somit kann der Fall v5 = 1
nicht auftreten und es gilt stattdessen v5 = 11. Sei nun M := K? der Fixkorper
von der 11-Sylowgruppe P von G. Da P < G, ist M|Q nach einem Ergédnzungssatz
zum Hauptsatz der Galoistheorie normal. Da M zudem Zwischenkorper der end-
lichen Galoiserweiterung K |Q ist, ist M|Q separabel. Also ist M|Q galoissch. Da
[M : Q] = (G : P) =|G|/|P| = 5, handelt es sich bei M um einen echten Zwi-
schenkorper von K|Q. Wir miissen zeigen, dass dies auch der einzige Zwischenkorper
mit den geforderten Eigenschaften ist. Angenommen, M’ sei ein weiterer, von M
verschiedener echter Zwischenkorper von K|Q, sodass M'|Q galoissch ist. Dann ist
M'|Q insbesondere normal, und P’ := Gal(L|M’) < G nach dem Hauptsatz der Ga-
loistheorie und zugehorigem Ergénzungssatz. Insbesondere ist dann |P’| ein echter
Teiler der Gruppenordnung |G|. Somit ist nur moglich, dass |P’| = 11 oder |P'| = 5.
Im ersten Fall, ist P’ auch eine 11-Sylowgruppe von G. Dann ist P’ = P, da P
die einzige 11-Sylowgruppe von G ist. Damit aber die Untergruppen von G bijektiv
zu den Zwischenkorpern von K|Q korrespondierem, ist M’ = K = K¥ = M, im
Widerspruch dazu, dass M’ # M. Falls |P’| = 5, dann ist P’ eine 5-Sylowgruppe
von GG. Da P’ < @, ist nach der bereits oben genannten Folgerung aus dem zweiten
Sylowschen Satz P’ auch die einzige 5-Sylowgruppe von . Es gilt also v5 = 1, im
Widerspruch zu unserem Ergebnis von weiter oben, dass v5 = 11 # 1. Somit war die
Annahme, es gibe einen weiteren von M verschiedenen Zwischenkorper M’ von K|Q
mit der Eigenschaft, dass M’|Q galoissch ist, falsch. Damit ist der oben definierte
Zwischenkorper M tatséchlich der einzige Zwischenkorper, der den Anforderungen
der Aufgabenstellung geniigt. O

Aufgabe 248 (H19T1A2) Sei f € Q] ein irreduzibles Polynom, das sowohl
reelle als auch echt-komplexe Nullstellen hat. Zu zeigen ist, dass Gal(f|Q) nicht-
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abelsch ist. Sei N C C die Nullstellenmenge von f in C. Dann ist Gal(f|Q) =
Gal(L|Q), wobei L = Q(N) der Zerfillungskorper von f iiber Q ist. Da f Polynom
ist, ist | V| < oo und somit eine endliche Menge von iiber Q algebraischen Elementen.
Da L Zerfallungskorper eines Polynoms aus Q[z] ist, ist L|Q normal. Da die Erwei-
terung L|Q von endlich vielen, iiber Q@ algebraischen Elementen erzeugt wird, ist
L|Q endlich und algebraisch. Da char(Q) = 0, ist L|Q separabel, also ist L|Q in der
Tat galoissch. Seien nun o € R und 8 € R zwei Nullstelle von f. Dann ist o, 8 € L
und es ist Q(a) und Q(f) jeweils ein Zwischenkorper von L|Q. Da Q(a) € R und
Q(B) > S ¢ R handelt es sich hierbei um verschiedene Zwischenkérper von L|Q.
Sei ¢ : C — C,z — Z die komplexe Konjugation und ¢ := ¢|;, die Einschrankung
dieser auf L. Da L|Q galoissch ist, beschrinkt sich o zu einem Q-Automorphismus
von L. Zudem setzen wir 7 : Q — C,z + z nach L durch 7(a) = 3,7(8) = «
fort (und 7(z) = z fir alle x € N \ {a,f}). Auch 7 beschrankt sich zu einem
Q-Automorphismus von L, da L|Q normal ist. Nun ist o(7(a)) = o(3) = 3 aber
7(0(a)) = 7(a) = 3, daa € R. Da 3 ¢ R gilt 8 # 3, sodass 0 o 7 # 7 0 0. Damit
ist die Galoisgruppe von f nicht-abelsch. O

Aufgabe 249 (F15T1A5) (a) Sei f € Q[z] ein irreduzibles Polynom vom Grad
n > 1 und K ein Zerfallungskorper von f sowie G := Gal(K|Q). Wir zeigen: Ist
G abelsch, so ist |G| = n. Zunichst ist K|Q normal, da K der (bis auf Isomor-
phie eindeutige) Zerfallungskorper des Polynoms f ist. Sei N die Nullstellenmenge
von f in C. Da deg(f) = n < oo, ist N endlich und jedes Element aus N ist
algebraisch. Als von endlich vielen iiber QQ algebraischen Elementen erzeugte Er-
weiterung, ist K = Q(N)|Q dann algebraisch und endlich. Da char(Q) = 0 ist
die Kérpererweiterung K|Q laut Vorlesung separabel. Insgesamt haben ist K |Q ga-
loissch. Angenommen, |G| > n, aber G ist abelsch. Es ist [K : Q] = |G| = n und
a eine Nullstelle von f. Zudem konnen wir § € K so wihlen, dass f ¢ Q(«),
denn deg(pg)) < deg(f) = n < [K : Q]. Nach dem Fortsetzungssatz gibt es
ein 0 € G mit o(a) = [. Wir betrachten nun 7 € Gal(K|Q(«)) beliebig. Dann
gilt 7(8) = 7(0(a)) = o(7(v)) = o(a) = B, wobei wir verwendet haben, dass G
nach Voraussetzung abelsch ist. Die soeben bewiesene Gleichung zeigt, dass § €
KGAEIQ) = Q(a), im Widerspruch dazu, dass 8 ¢ Q(«). Somit war die Annah-
me, |G| > n falsch, und es gilt |G| < n. Wir zeigen nun, dass auch |G| < n nicht
moglich ist. Denn dann ist einerseits [K : Q] = |G| < n und andererseits fir « € K
eine Nullstelle von f ist f bis auf eine multiplikative Einheit das Minimalpolynom
von «. Somit ist [Q(«) : Q] = deg(f) = n. Da Q(«) ein Zwischenkorper von K|Q
ist, gilt [Q(a) : Q]|[K : Q], also insbesondere n = [Q(«) : Q] < [K : Q] = |G|! Das
ist ein Widerspruch zur Annahme, |G| < n. Damit ist nur |G| = n moglich.

(b) Sei L = Q(v/2,4)|Q. Wir bestimmen zuniichst den Erweiterungsgrad [L : Q]. Es
ist f = 2 —2 € Q[z] normiert und nach dem Eisensteinkriterium zur Primzahl p = 2
irreduzibel iiber Q. Zudem ist f(v/2) = 0, sodass f das Minimalpolynom von /2
iiber Q ist. Es gilt dann [Q(v/2) : Q] = deg(f) = 2. Es ist Q(v/2) C R. Das Polynom
g = 22 +1 € Q[z] hat die beiden Nullstellen ¢ und —i, ist also als Polynom vom Grad
2 iiber R und damit erst recht iiber den Teilkérper Q(y/2) irreduzibel. Damit ist g
das Minimalpolynom von 4 iiber Q(v/2) und es gilt [Q(v/2,1) : Q(v/2)] = deg(g) = 2.
Mithilfe der Gradformel finden wir [L : Q] = [L : Q(+/2)][Q(v?2) : Q] = 22 = 4. Da
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i, /2 algebraisch iiber Q sind, ist die Erweiterung L|Q eine endliche und algebraische
Erweiterung. Da zudem char(Q) = 0, ist L|Q separabel. Nach dem Satz vom primi-
tiven Element, gibt es also ein a € L, sodass L = Q(a). Wir zeigen, dass o = /241
ein primitives Element der Erweiterung L|Q ist. Denn V241 € L einerseits und an-
dererseits ist ™' = (v2+414)"' = v2—i € Q(a). Mit v2+1i,v/2—i € Q(a) ist auch
V2 =05(a+a ') und i = 0.5(c — a~!) € Q(c). Damit haben wir Q(«) D L nach-
gewiesen. Insgesamt gilt L = Q(«). Nun bestimmen wir das Minimalpolynom von «
iiber Q. Es gilt die Implikation o = V2+i= (a— \/§)2 =—1=a24+3=2V2a=>
a'—2a?+9 = 0. Damit ist a Nullstelle von p = 2% — 222+ 9 € Q|x]. p ist irreduzibel
iitber Q, denn andernfalls wére das Minimalpolynom ¢ von « ein echter Teiler von
p in Q[z] mit deg(q) < deg(f). Da aber deg(q) = [L : Q] = 4, ist dies unmoglich.
Somit ist f irreduzibel iiber Q. Da f zudem normiert ist und per Konstruktion «
als Nullstelle hat, ist f das Minimalpolynom von «. Die iibrigen Nullstellen von f
sind gegeben durch ) +1, —V2—iund vV2— 1, wie man leicht durch Nachrechnen
verifiziert. Diese liegen jeweils in L. Somit ist Q(N) = Q(«), wenn N die Nullstellen-
menge von p bezeichnet. Damit ist L bereits der Zerfallungskoérper von p und L|Q ist
somit normal. Da L|Q normal und separabel ist, ist L|Q galoissch. Fiir die Ordnung
der Galoisgruppe G = Gal(L|Q) gilt laut Vorlesung |G| = [L : Q] = 4. Als Grup-
pe von Primzahlquadratordnung ist G' abelsch. Nach dem Hauptsatz iiber endlich
erzeugte abelsche Gruppe ist G dann entweder vom isomorphietyp G ~ Z/4Z oder
G ~7/27 x Z/2Z. Wir zeigen, dass G ~ 7 /47 nicht moglich ist. Denn als zyklische
Gruppe hat G andernfalls zu jedem Teiler d der Gruppenordnung 4 genau eine Un-
tergruppe der Ordnung d. Speziell fiir d = 2 hat G also genau eine Untergruppe der
Ordnung 2. Diese korrespondiert laut dem Hauptsatz der Galoistheorie zum (einzi-
gen) Zwischenkorper M von L|Q mit Erweterungsgrad [M : Q] = 4/2 = 2. Anderer-
seits sind Q(v/2) und Q(i) zwei verschiedene Zwischenkérper von Q(v/2,4) = L, die
jeweils den Erweiterungsgrad 2 iiber QQ besitzen. Wegen des Hauptsatzes der Galois-
theorie sind somit Gal(L|Q(i)) und Gal(L|Q(+/2)) zwei verschiedene Untergruppen
von G vom Index 2, also von Ordnung 4/2 = 2. Das ist ein Widerspruch dazu, dass
G nur eine derartige Untergruppe besitzt. Also war die Annahme G ~ 7 /47 falsch
und G ~ Z /27 x 7,/ 27 stattdessen. Insbesondere ist G abelsch, nicht aber zyklisch.
Damit ist die Aufgabe beendet. O

Aufgabe 250 Sei L = Q(v/2,/3,1).

(a) Wir zeigen, dass [L : Q] = 8. Mittels Eisensteinkriterium zu den Primzahlen
p = 2 und ¢ = 3 verifiziert man leicht, dass fo = 2% — 2, f3 = 2> — 3 € Q|x]
jeweils irreduzibel iiber @ sind. Das Polynom g = 22 + 1 € Q[z] hat die beiden
komplexen Nullstellen 47 und ist als Polynom vom Grad 2 mangels Nullstellen in Q
tiber den rationalen Zahlen irreduzibel. Es gilt f,(,/p) = 0 fiir p € {2,3}. Da fy, fs, g
jeweils normiert und irreduzibel iiber Q sind und die Nullstellen v/2, /3,4 (jeweils)
besitzen, handelt es sich in bei jedem der Polynome um die zu diesen Nullstellen
gehorigen Minimalpolynome. Somit ist [Q(a) : Q] = 2 fiir o € {+/2,v/3,4}. Da 2 und
3 zwei verschiedene, quadratfreie positive Ganzzahlen sind, ist [Q(v/2,v3) : Q] =
Q(2) : QQ(V3) : Q] = 4. Da Q(v3,v3) C R, ist p ebenfalls iiber Q(v2, v/3)
irreduzibel, also das Minimalpolynom von ¢ iiber diesem Korper. Somit ist [L : Q] =

[L:Q(v2,V3)][Q(v2,v3) : Q] = 2- 4 = 8, wie behauptet.
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(b) Wir zeigen, dass L|Q galoissch ist. Da L|Q von den drei, iiber Q algebraischen
Elementen v/2, v/3, i erzeugt wird, ist L|Q endlich und algebraisch. Da char(Q), folgt
insgesamt, dass L|Q endlich und separabel ist. Zudem ist L der Zerfallungskorper
von F = (22 + 1)(2? — 2)(z*> — 3) € Q[z], denn dieses Polynom hat gerade die
Nullstellenmenge N = {v/2, —v/2, /3, —v/3, —i, i} C L. Damit ist L|Q auch normal.
Als normale und separable Erweiterung von endlichen Erweiterungsgrad 8 handelt
es sich bei L|Q um eine endliche galoissche Erweiterung.

(c) Wir zeigen, dass G := Gal(L|Q) ~ (Z/2Z)3. Fiir die Galoisgruppe G gilt in jedem
Fall |G| = 8. Somit ist G eine 2-Gruppe. Durch o(v/2) = —v/2,0(1/3), 0(i) = i ist ein
o € G festgelegt. Analog verfahren erhalten wir 7, p € G, indem wir 7(v/3) = —/3
bzw p(i) = —i fordern und die verbleibenden V2,0 bzw. V2,3 von T bzw. p
jeweils fixiert werden. Es ist leicht zu sehen, dass ord(c) = ord(p) = ord(r) = 2
und (o, p, 7) eine abelsche Gruppe ist, die drei Untergruppen der Ordnung 2 besitzt.
Somit ist nur (o, p, 7) ~ (Z/27)? moglich. Wegen G > (o, p, 7) gilt bereits Gleichheit
aus Ordnungsgriinden. Infolge der Transitivitdt von Gruppenisomorphien ist G' ~

(Z)2Z)?. O
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