§9. Das Riemann-Integral

Im gesamten Abschnitt bezeichnet [a, b] C R ein endliches,
abgeschlossenes Intervall positiver Lange, mit a,b € R und a < b.

Definition

e Eine Zerlegung von [a,b] ist eine endliche (eventuell auch
leere) Teilmenge 2 = {x1,...,xp—1} C ]a, b[.

e Mit Z(a, b) bezeichnen wir die Menge aller Zerlegungen des
Intervalls [a, b].

Die Elemente eine Zerlegung Z werden immer so
durchnummeriert, dass xx < xx41 fiir 1 < k < n—1 erfiillt ist.
AuBerdem setzen wir stets xg = a und x, = b.



Definition der Unter- und Obersummen

Definition (9.1)

Sei f : [a, b] — R eine beschrankte Funktion, und sei
% ={x1,...,xn—1} eine Zerlegung von |[a, b].

Fiir jedes kK mit 0 < k < n definieren wir

Ck = inf f([Xk,Xk_H]) und dk = sup f([Xk,Xk+1]).

Dann bezeichnet man

n—1
y;(g) = ck(Xk+1 — xk) bzw. er (2) = de Xk+1 — Xk)
0

>
Il

als Unter- bzw. Obersumme von f beziiglich der Zerlegung Z.




Definition Riemann-integrierbarer Funktionen

Definition (9.2)
Sei f : [a, b] = R eine beschrankte Funktion. Dann bezeichnet man

/*f(x) dx = sup{S(Z)| Z cZ(a,b)} bzw.

by
/f(x) d = inf{F(Z)|Z cz(ab)

als Unter- bzw. Oberintegral der Funktion f. Stimmen Unter- und
Oberintegral von f iiberein, dann bezeichnet man f als
Riemann-integrierbar und nennt

[2) 4

/abf(x) dx = /aif(x) dx = / f(x) dx

das Riemann-Integral der Funktion f.

(Unter- und Oberintegral haben stets endliche Werte.)



Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit

Satz (9.5)

Sei f : [a, b] — R beschrankt. Dann sind folgenden Aussagen
dquivalent.

(i) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar.

(it) Fir jedes e € RT gibt es eine Zerlegung Z mit
IHND) - S (Z) <e.

Weil die Tafelfotos mit einem anderen Gerdt aufgenommen
wurden, sind leider viele Bilder am Rand abgeschnitten.
Ich bitte, das zu entschuldigen.



Rechenregeln fiir das Riemann-Integral |

Satz (9.6)

Seien f, g : [a, ] — R Riemann-integrierbare Funktionen und
A € R. Dann sind auch f + g und Af Riemann-integrierbar.
AuBerdem gilt

(i) /ab(f+g)(x) dX:/ab £(x) dx—i—/abg(x) o

(ii) /ab()\f)(x) dx = )\/abf(x) dx

b b
(iii) Aus f < g folgt / f(x) dx < / g(x) dx.
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Rechenregeln fiir das Riemann-Integral Il

Satz (9.7)

Sei f : [a, b] — R beschrankt und c € ]a, b| ein beliebig gewahlter
Punkt. Genau dann ist f Riemann-integrierbar, wenn die
Funktionen f|(, 4 und f][c y Riemann-integrierbar sind, und in
diesem Fall gilt

/abf(x) dx = /acf(x) dx—i-/cbf(x) dx.

Fiir reelle Zahlen a, b € R mit a < b und integrierbare Funktionen
f auf [a, b] definieren wir

/:f(x) d«=0 und /baf(x) dx:—/abf(x) dx.

Die Gleichung in Satz 9.7 ist dann fiir beliebige a, b, c € R gilltig.
I
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Definition der gleichmaBigen Stetigkeit

Definition (9.9)

Eine Funktion f : D — R wird auf einer Teilmenge D C R
gleichmiaBig stetig genannt, wenn fiir jedes ¢ € R™ ein § € RT
existiert, so dass die Implikation

x—yl<d = [|f(x)-fly)l<e

fiir alle x, y € D erfiillt ist.

e Eine gleichmiBig stetige Funktion f : D — R ist nach dem
e-0-Kriterium offenbar in jedem Punkt a € D stetig.

e Nicht jede stetige Funktion ist gleichmaBig stetig.
f:RT - R, x+— %
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Die Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen

Jede auf einem endlichen, abgeschlossenen Intervall [a, b] C R
stetige Funktion ist dort auch gleichmaBig stetig.

Jede stetige Funktion auf einem endlichen, abgeschlossenen
Intervall ist Riemann-integrierbar.
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