
§ 9. Das Riemann-Integral

Im gesamten Abschnitt bezeichnet [a, b] ⊆ R ein endliches,
abgeschlossenes Intervall positiver Länge, mit a, b ∈ R und a < b.

Definition

• Eine Zerlegung von [a,b] ist eine endliche (eventuell auch
leere) Teilmenge Z = {x1, ..., xn−1} ⊆ ]a, b[.

• Mit Z(a, b) bezeichnen wir die Menge aller Zerlegungen des
Intervalls [a, b].

Die Elemente eine Zerlegung Z werden immer so
durchnummeriert, dass xk < xk+1 für 1 ≤ k < n − 1 erfüllt ist.
Außerdem setzen wir stets x0 = a und xn = b.



Definition der Unter- und Obersummen

Definition (9.1)

Sei f : [a, b]→ R eine beschränkte Funktion, und sei
Z = {x1, ..., xn−1} eine Zerlegung von [a, b].
Für jedes k mit 0 ≤ k < n definieren wir

ck = inf f ([xk , xk+1]) und dk = sup f ([xk , xk+1]).

Dann bezeichnet man

S −
f (Z ) =

n−1∑
k=0

ck(xk+1 − xk) bzw. S +
f (Z ) =

n−1∑
k=0

dk(xk+1 − xk)

als Unter- bzw. Obersumme von f bezüglich der Zerlegung Z .



Veranschaulichung der Unter- und Obersummen
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Definition Riemann-integrierbarer Funktionen

Definition (9.2)

Sei f : [a, b]→ R eine beschränkte Funktion. Dann bezeichnet man∫ b

aF
f (x) dx = sup

{
S −

f (Z )
∣∣ Z ∈ Z(a, b)

}
bzw.

∫ bF

a

f (x) dx = inf
{
S +

f (Z )
∣∣ Z ∈ Z(a, b)

}
als Unter- bzw. Oberintegral der Funktion f . Stimmen Unter- und
Oberintegral von f überein, dann bezeichnet man f als
Riemann-integrierbar und nennt∫ b

a

f (x) dx =

∫ b

aF
f (x) dx =

∫ bF

a

f (x) dx

das Riemann-Integral der Funktion f .

(Unter- und Oberintegral haben stets endliche Werte.)



Verfeinerung von Zerlegungen

Ist Z = {x1, ..., xn−1} eine Zerlegung, dann bezeichnet man

δ(Z ) = max { xk+1−xk | 0 ≤ k < n} als Feinheit der Zerlegung.

Eine Zerlegung Z ′ heißt Verfeinerung von Z , wenn Z ′ ⊇ Z gilt.

Lemma (9.3)

Sei f : [a, b]→ R eine beschränkte Funktion, und seien Z , Z ′

Zerlegungen von [a, b], wobei Z ′ eine Verfeinerung von Z ist.
Dann gilt

S −
f (Z ′) ≥ S −

f (Z ) und S +
f (Z ′) ≤ S +

f (Z ).









Unterintegral ≤ Oberintegral

Folgerung (9.4)

Für jede beschränkte Funktion f : [a, b]→ R gilt∫ b

aF
f (x) dx ≤

∫ bF

a
f (x) dx .

Für jede beschränkte Funktion f : [a, b]→ R und jede Zerlegung
Z von [a, b] gelten also die Ungleichungen

S −
f (Z ) ≤

∫ b

aF
f (x) dx ≤

∫ bF

a
f (x) dx ≤ S +

f (Z ).









Kriterium für Riemann-Integrierbarkeit

Satz (9.5)

Sei f : [a, b]→ R beschränkt. Dann sind folgenden Aussagen
äquivalent.

(i) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar.

(ii) Für jedes ε ∈ R+ gibt es eine Zerlegung Z mit
S +

f (Z )−S −
f (Z ) < ε.







Beispiel für eine nicht Riemann-integrierbare Funktion

Sei f : [0, 1]→ R gegeben durch

f =

{
1 falls x ∈ Q
0 falls x /∈ Q.

Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar, denn es gilt∫ 1F

0
f (x) dx = 1 und

∫ 1

0F
f (x) dx = 0.







Rechenregeln für das Riemann-Integral I

Satz (9.6)

Seien f , g : [a, b]→ R Riemann-integrierbare Funktionen und
λ ∈ R. Dann sind auch f + g und λf Riemann-integrierbar.
Außerdem gilt

(i)

∫ b

a
(f + g)(x) dx =

∫ b

a
f (x) dx +

∫ b

a
g(x) dx

(ii)

∫ b

a
(λf )(x) dx = λ

∫ b

a
f (x) dx

(iii) Aus f ≤ g folgt

∫ b

a
f (x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx .












