§8. Mittelwertsatz und Extremwertbestimmung

Definition (8.1)
Sei D C R, f: D — R eine Funktion und a € D ein beliebiger
Punkt. Man nennt a ein

(i) lokales Maximum von f, wenn ein € € R™ existiert, so dass
f(a) > f(x) fur alle x € D mit |x — a| < ¢ gilt, und ein

(ii) globales Maximum von f, wenn f(a) > f(x) fiir alle x € D
erfiillt ist.

Entsprechend sind die Begriffe lokales bzw. globales Minimum
definiert.

v

Das Wort Extremum ist der gemeinsame Oberbegriff fiir Minimum
und Maximum.



notwendiges Kriterium fiir Extrema

Proposition (8.2)

Sei D C R, f: D— R eine Funktion und a € D ein lokales
Extremum von f. Ist die Funktion f in a differenzierbar, dann gilt
f'(a) = 0.




Satz von Rolle

Seien a,b € R mit a < b. Ferner sei f : [a, b] = R eine stetige
Funktion mit f(a) = f(b), die dariiber hinaus auf |a, b|
differenzierbar ist. Dann gibt es ein ¢ € ]a, b[ mit f'(c) = 0.




Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz (8.4)

Seien a,b € R mit a < b. Ferner sei f : [a, b] — R stetig und auf
|a, b[ differenzierbar. Dann gibt es ein ¢ € |a, b[ mit

f(b) - f(a)

file) = b—a




Ableitung und Monotonieverhalten

Folgerung (8.5)

Seien a,b € R mit a < b. Ferner sei f : [a, b] — R stetig und es
gelte '(x) = 0 fiir alle x € ]a, b[. Dann ist f auf [a, b] konstant.

Satz (8.6)

Seien a,b € R mit a < b. Sei f : [a, b] — R eine stetige, auf ]a, b|

differenzierbare Funktion.

(i) Gilt f'(x) > 0 fiir alle x € ]a, b[, dann ist f auf [a, b] monoton
wachsend.

(i) Gilt f'(x) > 0 fiir alle x € ]a, b[, dann ist f auf [a, b] streng
monoton wachsend.

(iii) Gilt f'(x) <0 fur alle x € ]a, b, dann ist f auf [a, b] monoton
fallend.

(iv) Gilt f’(x) < 0 fir alle x € a, b[, dann ist f auf [a, b] streng
monoton fallend.




Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Satz (8.7)

Seien a,b€ R mit a< bund f,g : [a, b] — R stetige, auf |a, b|
differenzierbare Funktionen, wobei wir g’(x) # 0 fiir alle x € ]a, b|
voraussetzen. Dann gibt es ein ¢ € |a, b[ mit

file) _  F(b)~f(a)
gc)  &b)-g)




By w0 Sy 33

®% Vg lab] =R dong ol [« 67,
B 338 G o Jaibl VXQJQ,QL.%'(K)#O
A LAz Geon betonedrden, MPdvelsnte

IEER] R CGRVSROR

B L Soeendlien ine i HalfsRnns b -

Nt — UH-F6) PEgYIER, (1
hey = &) TN g<) ) v

\ARMGW.JB\% U\N}\ ()wu«g;\‘tm a’&&’“ €& g

N;Xa})‘(q - O nsulaien e dud )




A g () =0 sxidiwen tondy )

Rﬁ« W = k(y \) : hia) = 16y = O %(f)

{0 (4@ -6 3 -g@&)
—3&&%’%“ b LU {QET

(o) Vo@D _ A0 gt
£ JEO - @) IV S

W) {101g0) — glal f)-blgETefiy »
WO = s e g e
RN = FNg &)
3“”“3(«)
%m%@k — Jee Tk} wh Kicl= O() oo
- %W‘ %(a} S gb\ gl \n'C
3% azm ()‘0 @=0 = @90~ Fe.




Die I'Hospital’'schen Regeln

Satz (8.8)

Sei | C R ein Intervall, und sei a € R ein Beriihrpunkt von /. Seien
f,g : | — R differenzierbare Funktionen mit den Eigenschaften
g'(x) # 0 fir alle x € | und entweder

lim f(x) = lim g(x) =0

X—a X—a
oder
lim £(x), lim g(x) € {00}.
Dann gilt
/
jim £ fim %)
x—a g(x) x—a g’(x)

Dies soll bedeuten: Existiert der Grenzwert ¢ € R auf der rechten
Seite der Gleichung, dann existiert auch der Grenzwert auf der
linken Seite und hat denselben Wert c.
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Folgerung aus der |I'Hospital’'schen Regel

Satz (8.9)

Fiir jede Polynomfunktion p gilt

im PX
x—+oo eX




Definition der zweiten Ableitung

e Sei f : D — R eine Funktion auf einem Definitionsbereich
D C R. Sei D; C D gegeben durch

Dy ={x € D | f ist in x differenzierbar}.

Dann ist durch die erste Ableitung eine Funktion f': D; — R
definiert.

e Wir bezeichnen f als zweimal differenzierbar an der Stelle
x € D, wenn x in D; liegt und die Funktion f’ in x
differenzierbar ist. Man bezeichnet dann f”(x) = (f')(x)
als die zweite Ableitung von f an der Stelle x.



Definition hoherer Ableitungen

Ableitungen beliebiger Ordnung lassen sich rekursiv definieren. Sei
f: D — R wie oben, Dy = D und f(©) = f. Ist die n-te Ableitung
£(n) . D — R bereits definiert, dann setzen wir

Dnpi1={x€D,| £(") ist in x differenzierbar}

und F( D (x) = (FMY(x) fiir alle x € Dy 1.

e Ist x € D,, so bezeichnen wir f als n-mal differenzierbar in x.

o Ist £(" auBerdem in x stetig, so bezeichnet man f an der
Stelle x als n-mal stetig differenzierbar.



Definition der Taylorpolynome

Ist f: D — R eine differenzierbare Funktion und a € D, dann
nennt man

i(f,a) = f(a)+f'(a)(x —a)
das Taylorpolynom erster Ordnung von f an der Stelle a.

Definition (8.11)

Ist f : D — R eine zweimal differenzierbare Funktion und a € D,
dann nennt man

n(f,a) = f(a)+f'(a)(x —a)+ %f”(a)(x — )

das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f an der Stelle a.

Setzen wir py = 7k(f, a) fir k = 1,2, dann gilt und
. Das zweite Taylorpolynom erfiillt diese Bedingungen
ebenfalls, und dariiber hinaus auch



Beispiel fiir Taylorpolynome

Wir betrachten die Funktion f : R — R, x — x2 — 5x + 7 und die
Stelle a = 1. Es gilt f'(x) = 2x — 5 und f"(x) = 2 fiir alle x € R.
Die Taylorpolynome sind somit gegeben durch

n(f,)(x) = fO)+f(1)(x-1) = 3+(-3)(x—-1)
= —-3x+6
und
n(f,1)(x) = Ff(1)+F(1)(x—1)+if"(1)(x — 1)
= 3x+6+1-2-(x-10 = -3x+6+(x*—2x+1)
= x> —5x+T.

Die Funktion f stimmt also mit dem Taylorpolynom zweiter
Ordnung iiberein!



Taylorreihen

Als ,, Taylorpolynom unendlicher Ordnung" kann die Taylorreihe

o

1
7(f,a) = Z mf(”)(a)(x —a)"
n=0
angesehen werden. Viele bekannte Funktionen konnen durch ihre
Taylorreihe dargestellt werden. Beispielsweise stimmt die
Exponentialfunktion mit ihrer eigenen Taylorreihe iiberein, denn es

gilt
—1 ., 1
T(exp,0) = Y —ep(0)(x-0" = Y —exp
n=0 n=0
oo X”
= 2 = el
n=0

fir alle x € R. Ebenso kann man leicht nachrechnen, dass Sinus-
und Kosinusfunktion mit ihrer Taylorreihe iibereinstimmen.



Existenz beidseitiger Grenzwerte

Lemma (8.12)

Seien a,b,c e R mita<c < bund f:]a b\ {c} = R eine
beliebige Funktion. Wenn die beiden Grenzwerte

(Fle,bp) (%)

)!@C(fha,c[)(x) und )!g]c
existieren und iibereinstimmen, dann existiert auch der Grenzwert
AT F0), und es gt i £lo) (Flya,cp)(x) (Flje,b0)()-

= lim
X—C

= |lim
X—C
v
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Interpretation der zweiten Ableitung einer Funktion

Anmerkung:

Nach Proposition 7.2 ist eine Funktion ¥ : D — R in einem inneren
Punkt a von D genau dann differenzierbar, wenn eine Funktion

¥ : D — R existiert, so dass

f(x) = n(f, a)(x)+v(x) fiir alle x € D und li_r}na:f(_x)a =0 gilt.
Satz (8.13)

Sei f : D — R eine Funktion und a € D ein Punkt, in dem f
zweimal differenzierbar ist. Dann gibt es eine Funktion ¢ : D — R

f(x) = m(f, a)(x)+¢(x) fir alle x € D und X“L“a(j_(?)z =0.

v




