
Definition der Differenzierbarkeit

Definition (7.1)

Sei D ⊆ R und a ∈ D ein innerer Punkt. Eine Funktion f : D → R

wird differenzierbar an der Stelle a genannt, wenn

f ′(a) = lim
x→a

f (x)− f (a)

x − a

als Grenzwert in R existiert. Man nennt f ′(a) in diesem Fall die
Ableitung von f an der Stelle a. Wir nennen die Funktion f
differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs
differenzierbar ist.



Die Summenregel

Satz (7.4)

Sei D ⊆ R eine beliebige Teilmenge, f , g : D → R Funktionen und
a ∈ D ein Punkt, in dem f und g beide differenzierbar sind. Dann
ist auch f + g in a differenzierbar, und es gilt

(f + g)′(a) = f ′(a) + g ′(a).



Die Produktregel

Satz (7.5)

Sei D ⊆ R eine beliebige Teilmenge, f , g : D → R Funktionen und
a ∈ D ein Punkt, in dem f und g beide differenzierbar sind. Dann
ist auch fg in a differenzierbar, und es gilt

(fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f (a)g ′(a).

Folgerung (7.6)

Für jedes n ∈ N sei fn : R→ R gegeben durch fn(x) = xn für alle
x ∈ R. Dann gilt f ′n(a) = nan−1 für alle a ∈ R und n ∈ N,
insbesondere ist die Funktion fn auf ihrem gesamten
Definitionsbereich differenzierbar.



Die Quotientenregel

Satz (7.7)

Sei D ⊆ R eine beliebige Teilmenge, seien f , g : D → R

Funktionen mit g(x) 6= 0 für alle x ∈ D. Sei a ∈ D ein Punkt mit
der Eigenschaft, dass f und g in a differenzierbar sind. Dann ist die
Funktion f

g in a differenzierbar, und es gilt(
f

g

)′
(a) =

f ′(a)g(a)− f (a)g ′(a)

g(a)2
.



Die Kettenregel

Satz (7.8)

Seien D und E Teilmengen von R und f : D → R, g : E → R

Funktionen mit f (D) ⊆ E . Sei a ∈ D ein Punkt mit der
Eigenschaft, dass f in a differenzierbar ist und dass g in f (a)
differenzierbar ist. Dann ist auch g ◦ f : D → R im Punkt a
differenzierbar, und es gilt

(g ◦ f )′(a) = g ′(f (a))f ′(a).



Die Umkehrregel

Satz (7.9)

Sei I ⊆ R ein (endliches oder unendliches) offenes Intervall,
f : I → R stetig und streng monoton wachsend. Sei J = f (I ) und
g = f −1 die Umkehrfunktion von f . Ist f an einer Stelle a ∈ I
differenzierbar und gilt f ′(a) 6= 0, dann ist auch g an der Stelle
b = f (a) differenzierbar, und es gilt

g ′(b) =
1

f ′(a)
=

1

f ′(g(b))
.







Anwendungsbeispiele zur Umkehrregel

Folgerung (7.10)

Sei k ∈ N und gk : R+ → R+, x 7→ k
√
x . Dann ist gk auf R+

differenzierbar, und es gilt g ′k(x) = 1
k ( k
√
x)1−k für alle x ∈ R+.

Folgerung (7.11)

Die Ableitung der Logarithmusfunktion ln : R+ → R ist gegeben
durch ln′(x) = 1

x für alle x ∈ R+.









§ 8. Mittelwertsatz und Extremwertbestimmung

Definition (8.1)

Sei D ⊆ R, f : D → R eine Funktion und a ∈ D ein beliebiger
Punkt. Man nennt a ein

(i) lokales Maximum von f , wenn ein ε ∈ R+ existiert, so dass
f (a) ≥ f (x) für alle x ∈ D mit |x − a| < ε gilt, und ein

(ii) globales Maximum von f , wenn f (a) ≥ f (x) für alle x ∈ D
erfüllt ist.

Entsprechend sind die Begriffe lokales bzw. globales Minimum
definiert.

Das Wort Extremum ist der gemeinsame Oberbegriff für Minimum
und Maximum.





notwendiges Kriterium für Extrema

Proposition (8.2)

Sei D ⊆ R, f : D → R eine Funktion und a ∈ D ein lokales
Extremum von f . Ist die Funktion f in a differenzierbar, dann gilt
f ′(a) = 0.







Satz von Rolle

Satz (8.3)

Seien a, b ∈ R mit a < b. Ferner sei f : [a, b]→ R eine stetige
Funktion mit f (a) = f (b), die darüber hinaus auf ]a, b[
differenzierbar ist. Dann gibt es ein c ∈ ]a, b[ mit f ′(c) = 0.







Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz (8.4)

Seien a, b ∈ R mit a < b. Ferner sei f : [a, b]→ R stetig und auf
]a, b[ differenzierbar. Dann gibt es ein c ∈ ]a, b[ mit

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b − a
.







Ableitung und Monotonieverhalten

Folgerung (8.5)

Seien a, b ∈ R mit a < b. Ferner sei f : [a, b]→ R stetig und es
gelte f ′(x) = 0 für alle x ∈ ]a, b[. Dann ist f auf [a, b] konstant.

Satz (8.6)

Seien a, b ∈ R mit a < b. Sei f : [a, b]→ R eine stetige, auf ]a, b[
differenzierbare Funktion.

(i) Gilt f ′(x) ≥ 0 für alle x ∈ ]a, b[, dann ist f auf [a, b] monoton
wachsend.

(ii) Gilt f ′(x) > 0 für alle x ∈ ]a, b[, dann ist f auf [a, b] streng
monoton wachsend.

(iii) Gilt f ′(x) ≤ 0 für alle x ∈ ]a, b[, dann ist f auf [a, b] monoton
fallend.

(iv) Gilt f ′(x) < 0 für alle x ∈ ]a, b[, dann ist f auf [a, b] streng
monoton fallend.








