Definition der Stetigkeit

Definition (5.7)
Seien DC R, f : D — R und a € D. Man sagt, die Funktion f ist
stetig im Punkt a, wenn fiir jede Folge (x,), in D die Implikation

lim x,=a = lim f(x,) = f(a) gilt.

n—o00 n—o0

Die Funktion f wird stetig genannt, wenn sie in jedem Punkt von
D stetig ist.




Beispiele fiir stetige Funktionen

(i) Jede konstante Funktion auf einer beliebigen Teilmenge
D C R ist stetig.

(ii) Fir jede Teilmenge D C R ist die identische Abbildung idp
stetig.

(iii) Die Betragsfunktion abs : R — R, x +— |x| ist stetig.

(iv) Die Signumsfunktion sgn : R — R ist gegeben durch

—1 fallsx <0
sgn(x) = 0 fallsx=0
1 falls x > 0.

Sie ist im Punkt 0 unstetig, in allen Gibrigen Punkten stetig.
I



Stetigkeit der rationalen Funktionen

Proposition (5.9)

Seien DC R, f,g: D — R, und sei a € D. Wenn die Funktionen
f und g im Punkt a stetig sind, dann gilt dasselbe fiir f + g und
fg. Ist der Quotient é auf D definiert, so ist auch é in a stetig.

Folgerung (5.10)

Alle Polynomfunktionen und rationalen Funktionen sind jeweils auf
ihrem gesamten Definitionsbereich stetig.




Die Komposition stetiger Funktionen

Proposition (5.11)

Seien f : D — R und g : E — R stetige Funktionen mit
f(D) C E. Dann ist auch die Funktion (g o f): D — R stetig.




Funktionsgrenzwerte und Stetigkeit

Proposition (5.8)

Seien D C R, a€ D, D, =D\ {a} und f = f|p,. Dann sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent.

(i) Die Funktion f ist stetig in a.
(ii) Es gilt lim #(x) = f(a), oder aist in D ein isolierter Punkt.
X—a
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Das =-0-Kriterium

Sei f : D — R eine Funktion und a € D. Genau dann ist f stetig
in a, wenn fiir jedes ¢ € R™ ein § € R existiert, so dass die
Implikation

Ix —a| <d=|f(x)—f(a)] <e fir alle x € D erfiillt ist.
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Nachtrag zu §2 : Umgebungen von Punkten in R

Definition (2.15)

Seien a € R und U C R vorgegeben. Wir bezeichnen die Menge U
als Umgebung des Punktes a

(i) im Fall a € R, wenn ein € € R existiert, so dass
la—¢e,a+e[ C U erfiillt ist
(i) im Fall a = 400, wenn ein kK € RT existiert, so dass
|k, +00] C U gilt,
(iii) im Fall a= —o0, wenn ein kK € R existiert, so dass
[—o0, —k[ C U gilt.

Eine reelle Folge (a,),cv konvergiert genau dann (eigentlich oder
uneigentlich) gegen einen Punkt a € R, wenn fiir jede Umgebung
U C R von aein N € IN existiert, so dass a,, € U fiir alle n > N
erfiillt ist.



Das e-0-Kriterium fiir Funktionsgrenzwerte

Seien D C R, f : D — R eine Funktion und a, c € R, wobei a ein
Beriihrpunkt von D sei. Unter diesen Voraussetzungen gilt

lim f(x) = ¢ genau dann, wenn fiir jede Umgebung V von c eine
X—a

Umgebung U von a mit f(UN D) C V existiert.




Der Zwischenwertsatz

Seien a,b € R mit a < b und | = [a, b]. Weiter sei f : | — R eine
stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann existiert ein
c € | mit f(c) = 0. Dasselbe gilt, wenn f(a) > 0 und 7(b) < 0 ist.
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Folgerungen aus dem Zwischenwertsatz

Folgerung (5.15)

Sei | wie oben und f : | — R stetig und d € R mit
f(a) < d < f(b). Dann gibt es ein ¢ € | mit f(c) = d. Dasselbe
gilt auch im Fall f(a) > d > f(b).

(Beweis: Wende den Zwischenwertsatz auf g(x) = f(x) — d an.)

Folgerung (5.16)

Ist | C R ein beliebiges Intervall, und ist f : | — R eine stetige
Funktion, dann ist auch f(/) ein Intervall in R.
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Das Maximumsprinzip

Satz (5.17)

Seien a,b € R mit a < bund | = [a, b]. Sei f : | — R stetig.
Dann ist die Funktion f auf / beschrinkt, was bedeutet, dass die
Wertemenge

M = {f(x)|xel} C R

von f beschrankt ist. AuBerdem nimmt die Funktion auf [/ ihr
Maximum und ihr Minimum an, d.h. es gibt p, g € | mit
f(p) = max M und f(q) = min M.
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Veranschaulichung des Maximumsprinzips

}




Beschrankung des Maximumsprinzips auf endliche
abgeschlossene Intervalle

Fiir offene oder halboffene Intervalle ist die Aussage falsch, wie das
Beispiel f:]0,2] = R, x +— % zeigt. Offenbar ist diese Funktion
nach oben unbeschrankt.




Umkehrfunktionen

Definition

Sei f : D — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass die Menge
D bijektiv auf E = (D) abgebildet wird. Dann nennt man die Um-
kehrabbildung g = f~1 : E — D auch die Umkehrfunktion von f.

Beispiele:
e Fiir ungerades k € IN ist die k-te Wurzelfunktion ry : R — R,
x — /x, gegeben durch die in § 1 definierte k-te Wurzel, die
Umkehrfunktion von p; : R = R, x — x.

e Fiir gerades k € IN ist k-te Wurzelfunktion r, : Ry — Ry,

x = ¢/x die Umkehrfunktion von py : Ry — Ry, x — xX.



Monoton wachsende und monoton fallende Funktionen

Definition (5.18)

Eine Funktion f : D — R wird monoton wachsend genannt, wenn
aus a < b stets f(a) < f(b) folgt. Von einer streng monoton
wachsenden Funktion spricht man, wenn im Fall a < b immer
f(a) < f(b) erfiillt ist. Entsprechend sind die Begriffe monoton
fallend bzw. streng monoton fallend definiert.




Stetigkeit der Umkehrfunktion

Sei I C R ein Intervall, und sei f : | — R stetig und streng
monoton wachsend (bzw. fallend). Dann ist f eine Bijektion auf ihr
Bild £(/), und die Umkehrfunktion =1 : £(/) — I ist ebenfalls
stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Beispielsweise ist die k-te Wurzelfunktion R — R, x — /x
(fiir ungerades k) bzw. Ry — R4, x — /x (fir gerades k)
eine stetige, streng monoton wachsende Funktion.
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