Umordnungssatz

Satz (4.23)

Sei 22021 an eine absolut konvergente Reihe in K. Ist 7 : N — IN
eine bijektive Abbildung, dann ist auch die Reihe > 2, ar(n)
absolut konvergent, und es gilt

Z dnp = Z aT(,,).
n=1 n=1

Beweisskizze:

e Zunichst zeigen wir, dass > 07, ar(n) absolut konvergiert. Es
reicht zu zeigen, dass die Folge der Partialsummen der Reihe
> ne1 lar(m)| beschrankt ist.



Beweis des Umordnungssatzes (Forts.)

e Fiir jedes n € N sei A, ={1,...,n}, B, = 7(As) und
b, = max(B,). Es gilt

n bn 00
Z‘af(k)‘ = Z |ak| < Z!ak\ < Z]an\ < +o0.
k=1 keBn k=1 n=1

e Die Folge der Partialsummen ist also durch > >° , |a,|
beschrankt.

e Nun zeigen wir, dass die Grenzwerte der Reihen
libereinstimmen. Fiir jedes n € IN sei s, = >, _; ax und
S, = Y n—1 ar(k)- Wir zeigen lim(s, —s,) = 0.

e Sei e € R™. Dann gibt es ein N € IN mit

o0

Z lar| < %5.

k=N+1



Beweis des Umordnungssatzes (Forts.)

e Weil die Abbildung 7 surjektiv ist, existiert ein N/ > N mit
B, = 1(Ap) 2 Ay fiir alle n > N’. Fiir diese n gilt dann auch

Sn— S, = E ak—g a =

k€A keBn
E ik — E dy — E i = E dg — E dg.
keAn keBnNAy keBy\An keAs\An keB\An

e Wegen A, \ An, Bo\ Ay C {m | m > N+ 1} folgt daraus dann

[so—sol < > lal+ Y lakl <

kEAn\AN kGBn\AN
oo o
1.1, _
E lak| + E lak| < 5e+3e = e
k=N-+1 k=N+1

Damit ist lim (s, — s,,) = 0 nachgewiesen.
n—o0



Das Cauchy-Produkt

Definition (4.24)

Das Cauchy-Produkt zweier Reihen >~7° s a, und Y02 5 b, im
Korper K ist die Reihe Y77 ; ¢, mit den Termen ¢, gegeben durch

fiir alle n € INg.




Produkte von Reihen

Satz (4.25)

Seien Y 72 g a, und Y 02 o b, zwei konvergente Reihen in K mit
Grenzwerten a und b, wobei wir bei mindestens einer der beiden
Reihen absolute Konvergenz voraussetzen. Sei Y77 ; ¢, das
Cauchy-Produkt der beiden Reihen. Dann gilt

das Cauchy-Produkt konvergiert also gegen den Wert ab.
Konvergieren beide Reihen absolut, dann gilt dasselbe auch fiir das
Cauchy-Produkt.




Beweisskizze zu Satz 4.25

e Wir nehmen an, dass > ;7 ; a, die absolut konvergente Reihe
ist und setzen v =1+ 77 |an|.

e Fiir jedes n € INg setzen wir s, = Y, _gak, th = > 4_o bk
und u, = EZ:O Ck. Zu zeigen ist lim, u, = ab.

e Fiir jedes n € Ng sei U, = {(k,¢) € N3 |k + ¢ < n}. Nach
Definition des Cauchy-Produkts gilt ¢, = >~} _; an—kbx und

somit
n n J
u, = ZCJ = Zzaj_kbk = Z ajbk
j=0 j=0 k=0 (,k)EUn
ZZan_ka = Za”—f (Zbk> Zan_th
=0 k=0



Beweisskizze zu Satz 4.25 (Forts.)

e Wir miissen zeigen, dass die Differenz u, — ab gegen Null
konvergiert. Es gilt

up, —ab = Za,,_jtj—ab = Zan_j(tj—b)+Zan_jb
Jj=0 j=0
Z an—J + (Sn — a)b

e Seic e RT. Dann existiert ein N € IN mit (s, — a)b| < 3¢
und [t; — b| < 5 fiir alle n, j > N. Wir zerlegen die erste
Summe von oben fir n > N weiter in

N—

D anj(tj—b) = an-j(ti —b) + Y an (1
=0 Jj=N

i—0

[ary

-



Beweisskizze zu Satz 4.25 (Forts.)

e Der Betrag der zweiten Summe kann abgeschatzt werden
durch

3 n 13 > 13
1
3yl < gD lal < v = e
j=N n=0

e Wegen lim, a,—; = 0 gilt fiir die erste Summe auBerdem
g j g

N—-1
Z a,,,j(tj — b) < %8 ,
j=0

fiir hinreichend groBes n.

e Insgesamt kann |u, — ab| somit fiir hinreichend groBes n
abgeschatzt werden durch %5 + %8 + %E = ¢. Es gilt also
tatsachlich lim, u, = ab.



Beweisskizze zu Satz 4.25 (Abschluss)

e Sind die Reihen Y ° 1 a, und > 7 b, beide absolut
konvergent, dann konvergieren die Reihen >~°  |a,| und

2 o |bnl.

e Auf Grund der soeben bewiesenen Aussage ist dann auch
> o Chmit ¢ =Y r_o|an—«||bk| konvergent.

e Aus der Dreiecksungleichung folgt |c,| < ¢/, fiir alle n € IN.

e Aus dem Majorantenkriterium folgt damit die absolute
Konvergenz von > 77 cp.



§ 5. Funktionsgrenzwerte und Stetigkeit

Sei D C R. Wir erinnern daran, dass eine (reellwertige) Funktion
auf D nichts weiter als eine Abbildung f : D — IR ist. Dabei
bezeichnet man D als den Definitionsbereich von f.

Beispiel 1:
Sei ¢ € R. Dann ist die Abbildung f : R — R, x — ¢ die
konstante Funktion mit Wert c.




Die identische Abbildung

Beispiel 2:
Die identische Abbildung id : R — R, x — x ist eine Funktion.




Die Betragsfunktion

Beispiel 3:
Die Betragsfunktion abs : R — R ist gegeben durch x — |x|.




Die untere GauBklammer

Beispiel 4:
Fiir jedes x € R definieren wir die untere GauBklammer durch

x| = max{reZ|r<x}.

Dann ist durch die Zuordnung x — | x| ebenfalls eine Funktion auf
ganz R definiert.

3 -—
2 *—o
1 —o
O t —> X
1 2 3




Polynomfunktionen

Beispiel 5:
Die Zuordnungen R — R gegeben durch

X 2x2+1 und x> x3—3x>+56x+1

sind reellwertige Funktionen. Allgemeiner bezeichnet man eine
Abbildung der Form

m
XHZaka mit me Nyo, ag,..,am € R
k=0

als (reellwertige) Polynomfunktion.



Rationale Funktionen

Seien f, g : R — R Polynomfunktionen und
D = {x € R | g(x) # 0}. Eine Abbildung der Form

h:D—R , x> ——

wird (reelle) rationale Funktion genannt.

Konkrete Beispiele fiir rationale Funktionen sind

3x+5
x2 -1

1
R—R,x— 55—
X

1 und R\ {-1,1} > R,x —



Haufungspunkte, Beriihrpunkte und isolierte Punkte

Sei D C R eine beliebige Teilmenge. Eine Folge (xp)nen reeller
Zahlen bezeichnen wir als Folge in D, wenn x,, € D fiir alle n € IN
gilt.

Definition (5.1)

Sei D C R und a € R. Man nennt a einen Haufungspunkt von D,
wenn eine Folge in D\ {a} existiert, die (eventuell uneigentlich)
gegen a konvergiert. Einen Punkt a € D, der kein Haufungspunkt
von D ist, nennt man einen isolierten Punkt von D.

Ein Haufungspunkt a von D mit a ¢ D auch Beriihrpunkt der
Menge D genannt.






Kriterien fiir Beriihr- und Haufungspunkte

Proposition (5.2)
Sei DCR,acRund D, =D\ {a}.

(i) Im Fall a € R ist a genau dann ein Haufungspunkt von D,
wenn fiir jedes e € RT ein x € D, mit |x — a| < € existiert.

(i) Der Punkt a = 400 ist genau dann Beriihrpunkt von D, wenn
fiir jedes k € R™ ein x € D mit x > k existiert.

(iii) Der Punkt a = —oco ist genau dann Beriihrpunkt von D, wenn
fiir jedes K € R™ ein x € D mit x < —k existiert.

v




Definition der Funktionsgrenzwerte

Definition (5.3)

Seien D C R, f : D — R eine Funktion und a,c € R. Ist a ein
Beriihrpunkt von D, und gilt fiir jede Folge (x,)nen in D die
Implikation

lim x,=a = lim f(x,)=c¢ |,
n—o0 n—o0

so bezeichnet man c¢ als Grenzwert von f im Punkt a.

Die Schreibweise lim f(x) = ¢ bedeutet, dass ¢ der Grenzwert von
X—a

f im Punkt a ist.



Beispiele fiir Funktionsgrenzwerte

(i) Sei f: Rt — R gegeben durch f(x) = 1. Dann gilt
lim f(x) = +oo und lim f(x)=0.
x—0 X—+00

(i) Sei D C R und a ein Beriihrpunkt von D. Fiir jedes ¢ € R sei
fc : D — R die konstante Funktion gegeben durch f.(x) = ¢
fiir alle x € D. Dann gilt

)I(i_r>na fe(x)=c und )I(gna idp(x) = a.
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Folgengrenzwerte vs. Funktionsgrenzwerte

wichtiger Hinweis:
Die neu definierten Funktionsgrenzwerte sind (trotz der dhnlichen
Notation) von den in §2 definierten Folgengrenzwerten streng zu
unterscheiden! Sei f : D — R eine Funktion, wobei wir voraus-
setzen, dass +oo ein Beriihrpunkt des Definitionsbereichs D ist,
und ¢ € R. Dann bedeutet die Gleichung

lim f(n)=c

n—oo

etwas vollig anderes als die Gleichung (x) = c!

lim f
X—+00
e Die Gleichung |i_>m f(n) = ¢ bedeutet lediglich, dass die Folge

(f(n))nen gegen c konvergiert.

e Die Gleichung (x) = ¢ bedeutet: Fiir jede Folge

lim f
—+o00
(xn)nen in D, die uneigentlich gegen +o00 konvergiert,
konvergiert die Folge (f(xn))new der Funktionswerte gegen c.
I
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(Begriindung auf der nachsten Seite)




Sei D = R\ {0}, der Definitionsbereich der Funktion f. Nehmen
wir an, dass der Grenzwert

c = lim f(x)

x—0

in R existiert. Weil (%)ne]N eine Folge in D ist, die gegen 0
konvergiert, muss dann gelten

c = lim f() = lim n = +c.
n—oo n—o00

Weil auch (_%)nE]N eine Folge in D ist, die gegen 0 konvergiert,
miisste ebenso gelten

c = lim f(=1) = lim(=n) = —.
n—o0 ( ”) n—>oo( )
Aber dann wire +00 = ¢ = —o0. Die Annahme hat also zu einem

Widerspruch gefiihrt und ist somit falsch.



