Definition der reellen Zahlen

Es gibt vollstandige, angeordnete Korper. Wir wahlen einen
solchen Korper willkiirlich aus, bezeichnen ihn mit R und nennen
ihn den Korper der reellen Zahlen.




Eigenschaften der reellen Zahlen

(i) Jede nichtleere, nach oben beschriankte Teilmenge von R
besitzt ein Supremum, und jede nichtleere, nach unten
beschrankte Teilmenge besitzt ein Infimum.

(i) Der Korper R besitzt die Intervallschachtelungs-Eigenschaft.

(iii) Die Anordnung R ist archimedisch. Damit sind auch die
unter Satz 1.10 formulierten Rechenregeln fiir R giiltig.

(iv) Der Korper R ist liberabzahlbar.



Induktive Teilmengen von R

Definition (1.20)

Eine Teilmenge M C R wird induktiv genannt, wenn 1 € M gilt
und fiir jedes x € M auch x + 1 € M erfiillt ist.

Beispiele fiir induktive Teilmengen in R sind R selbst, ebenso
R, oder R™.



Definition der natiirlichen Zahlen

Definition (1.21)
Die Teilmenge IN C R der natiirlichen Zahlen ist definiert durch

N= () M={n€R|n¢ M fir jede induktive Menge M C R }
MCR induktiv

AuBerdem definieren wir Ng = IN U {0}.

(Es ist leicht zu sehen, dass die Menge IN selbst induktiv ist.)



Eigenschaften der natiirlichen Zahlen

Proposition (1.22)

(i) Sind m,n € IN, dann gilt auch m+ n € IN und mn € IN.
(ii) Ist m € IN, dann liegt m — 1 in INo.
(iii) Alle natiirlichen Zahlen sind positiv, d.h. es gilt N C R™.

Die natiirlichen Zahlen IN erfiillen die Peano-Axiome (P1) bis (P5).

Aus der archimedischen Eigenschaft folgt auBerdem, dass N C R
nach oben unbeschrankt ist.



Definition der ganze und rationalen Zahlen

Definition (1.24)

Die Menge Z der ganzen Zahlen und die Menge Q) der rationalen
Zahlen sind als Teilmengen von R definiert durch

Z=NogU{neR|—neN}

und
Q={xeR|JdacZ beN:x= 2}




Eigenschaften von Z und Q

Satz (1.25)

(i) Durch Einschrinkung der Abbildungen + : R x R — R und
-2 R xR — R auf Z x Z erhdlt man zwei Verkniipfungen +
und - auf Z. Entsprechendes gilt fiir die Menge @ der
rationalen Zahlen.

(ii) Das Tripel (Z,+,-) ist ein Ring.

(iii) Das Tripel (Q,+, ) ist ein Kérper, und durch Q™ = R* N Q
ist eine archimedische Anordnung auf @ definiert.

Desweiteren sind Z und @ abzahlbar unendliche Mengen.



Die rationalen Zahlen als dichte Teilmenge von R

e Wir bezeichnen eine Zahl x € R als rational, wenn sie in Q
liegt, ansonsten als irrational.

e Eine Teilmenge M C R wird als dichte Teilmenge von R
bezeichnet, wenn jedes nicht-leere offene Intervall I C R ein
Element aus M enthilt.

Sowohl die rationalen als auch die irrationalen Zahlen bilden jeweils
eine dichte Teilmenge von R.




Definition der n-ten Wurzel

Sei b € Ry und n € IN. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Zahl a € Ry mit a" = b. Sie wird mit bezeichnet und die
n-te Wurzel von b genannt.




Der binomische Lehrsatz

Fiir den Beweis von Satz 1.29 bendtigt man den Binomischen
Lehrsatz. Dieser besagt: Sind «, 8 Elemente eines Rings R und ist
n € IN, dann gilt

(a+p)" = i(l)w-kﬁk.

k=0

Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion iiber n und
Verwendung der Gleichung (”Jkrl) = (1) + (") fir n e No
und k € IN.
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Rechenregeln fiir die n-te Wurzel

Lemma (1.30)
Fir a,b € Ry und m,n € IN, p € INg gilt

Vab={a-Vb . (YaP=V@ und {/va= Va

Die zweite Gleichung gilt im Fall a # 0 fiir alle p € Z. Die beiden
Zuordnungen Ry — R gegeben durch a — a" und a — /a sind
invers zueinander.
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Exponentiation mit rationalen Zahlen

Mit Hilfe der n-ten Wurzeln kénnen wir Potenzen a” fiir a € R
und r € Q definieren. Besitzt r die Darstellung r = % mit m € Z
und n € IN, dann setzen wir

Die Potenzgesetze (i) bis (iii) aus Lemma 1.8 gelten auch fiir
a,b € R™ und beliebige Exponenten r,s € Q.
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Definition der bewerteten Korper

Definition (1.32)
Eine Bewertung auf einem Korper K ist eine Abbildung
|-]: K — Ry, so dass fiir alle x, y € K die folgenden Bedingungen
erfiillt sind.
(i) x=0&|x|=0
(i) Ixyl = Ixllyl
(i) Ix+ ] < x| + Iy
Die letzte Ungleichung ist unter dem Namen Dreiecksungleichung

bekannt. Das Paar (K, | -|) bezeichnet man dann als bewerteten
Korper.




Der reelle Absolutbetrag

Wir definieren eine Abbildung | -|: R — Ry durch

x falls x>0
X
—x falls x < 0.

Man bezeichnet sie als Absolutbetrag auf den reellen Zahlen.



Der reelle Absolutbetrag als Bewertung

Fiir jedes x € R gilt x < [x| und |[x| =| — x|.

Durch den Absolutbetrag ist eine Bewertung auf R definiert.
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Der Korper C der komplexen Zahlen

Satz (1.35)
Es gibt einen Korper (C, +¢, -¢) mit folgenden Eigenschaften.
(i) Es gilt C D R, und fiir alle a,b € R gilt a+¢ b =a+ b und
a-¢c b= ab.
(ii) Es gibt ein Element i € C mit

(iii) Jedes Element z € C kann auf eindeutige Weise in der Form
z=a+ ib mit a, b € R dargestellt werden kann.




Erganzungen zur Definition

e Der Korper C wird der Korper der komplexen Zahlen genannt.
e Das Element i bezeichnet man als imaginare Einheit.

e Istz€ C, z=a+ ibmit a,b € R, so nennt man a den
Realteil Re(z) und b den Imaginarteil Im(z) von z.

Zur Vereinfachung der Notation verwenden wir die gewohnten
Symbole + und - statt +¢ und -¢ zur Bezeichnung der Addition
und Multiplikation auf C.



Die arithmetischen Operationen auf C

Seien a, b,c,d € R.
e Addition
(a+ib)+(c+id) = (a+c)+i(b+d)

e Subtraktion
(a+ib)—(c+id) = (a—c)+i(b—d)

e Multiplikation
(a+ib)-(c+id) = (ac— bd)+ i(bc+ ad)

e Kehrwertbildung
a . (—b)
2R 2

(a+ib)™t =



Die komplexe Konjugation

Definition (1.36)

Fiir jedes z € C, z=a+ ib mit a, b € R nennt man Z = a — ib das
Zu z Element. Die Abbildung C — C, z+— Z
bezeichnet man dann als komplexe Konjugation.

Proposition (1.37)

Fir z, w € C gilt

(i) z==z (i) z+tw=z+w (i) zw = zw.
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Der komplexe Absolutbetrag

Definition (1.38)
Sei z=a+ ib € C mit a,b € R. Dann nennt man

lz| = Va*+b = (a+ib)(a—ib) = zz

den komplexen Absolutbetrag von z. Durch ihn ist eine Bewertung
auf C definiert.

v
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Nicht-Existenz einer Anordnung auf C

Auf dem Korper C gibt es keine Anordnung. Es gibt also keine
Teilmenge C* C C, so dass die Bedingungen (i) und (ii) aus
Definition 1.1 erfiillt sind.




Die algebraische Abgeschlossenheit von C

In C existiert fiir jedes Element eine Quadratwurzel, nicht nur fiir
—1. Beispielsweise gilt

(o) - ()b ()
= Ll4+i+ (-3 = i

Allgemeiner kann man beweisen

In den komplexen Zahlen besitzt jede Gleichung der Form

32" +ap_12" ...+ az?+az+a = 0O

mit n € IN, ag, a1, ..., a, € C und a, # 0 mindestens eine Lésung.

Diese Eigenschaft des Korpers C bezeichnet man als algebraische
Abgeschlossenheit.



