Die Struktur der Losungsmenge eines LGS

Satz (6.21)
Seien K ein Korper, m,n € N, A € M mxnk und b e K™,
e Dann ist .Zj\l%m = Zap ein Untervektorraum des K”.

e Ist das lineare Gleichungssystem Ax = b |6sbar und ist c € K"
eine Losung, dann gilt £ p = c + f}{%m Die Lésungsmenge
Zap C K" ist also ein affiner Unterraum des K™.




§ 7. Die Losung linearer Gleichungssysteme

Definition (7.1)
Eine Matrix A € #pxn Kk befindet sich in Zeilenstufenform (kurz
ZSF), wenn A = 0(mx") gilt oder folgende Bedingung erfiillt ist: Es
gibt ein r € {1,...,m} und j1,....j, € {1,...,n} mit
1 <jo < ..<Jr so dass

(i) ajj, # Ok fir 1 </ < r und

(i) ajj = Ok fiir j < jj oder i > r

erfiillt ist. Man nennt r den Zeilenrang einer solchen Matrix. Das
Tupel (r,j1, ..., jr) bezeichnen wir insgesamt als die Kennzahlen der
ZSF.

Die Positionen (i, ;) mit 1 < i < r in der Matrix werden
Zeilenkopfe genannt.



Definition der normierten ZSF

Definition (7.2)

Eine Matrix A € #mxn Kk befindet sich in normierter ZSF, wenn
A = 0(mxn) gilt oder wenn sie in ZSF mit den Kennzahlen
(r,j1, .-, Jr) vorliegt und auBerdem die folgenden Bedingungen
erfiillt sind: Es gilt a;; = 1y fiir 1 <7 < r und ay, = Ok fiir
1<i<rundl< k<.




Beispiele fiir Matrizen in ZSF

1 07 050
011010
B = 000130
0 00O0O0OTO
0 00O0OTO

normierte Zeilenstufenform,
Kennzahlen r =3, 1 =1, p =2, j3 = 4.



Bestimmung homogener Losungsmengen

Sei Zhom C K" die Lésungsmenge des homogenen LGS mit
Koeffizientenmatrix A € #mxn K in normierter ZSF, also des
Systems Ax = 0. Seien r und ji, ..., j, die Kennzahlen der ZSF. Wir
setzen S = {1,...,n} \ {j1, ..., Jr} und definieren fiir jedes ¢ € S den
Vektor

,
Vy = €y — Z ake€j -
k=1
Der Vektor vy kommt dadurch zu Stande, dass der Wert 1 an der

Stelle ¢ eingetragen und die negativen Spalteneintrdge —ay, fiir
1 < k < r auf die Positionen ji, ..., j, verteilt werden.



Bestimmung homogener Losungsmengen (Forts.)

Satz (7.4)

Sei Ax = 0 ein homogenes Gleichungssystem mit Matrix A in
normierter ZSF wie oben, und sei .Z"°™ C K" die Lésungsmenge.

(i) Im Fall S = & gilt "™ = { 0k }.

(i) Ist S nichtleer, dann ist die Loésungsmenge gegeben durch

ghom _ { Z Aove

les

AgGKVKGS}.
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Beispiele fiir die Bestimmung von Losungsmengen

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
x1 —4x3+5x5 =0, xo+2x3 =0, x4 = 0.
Koeffizientenmatrix
1 0 -4 0 5
A = 01 2 00
00 0 10
Kennzahlen der normierten ZSF
r:?’) jlz]-a .j2:2a ./3:4

Indexmenge fiir die Basisvektoren S = {1,2,3,4,5}\ {1,2,4} = {3,5}

4 -5

-2 0

Basisvektoren v3=| 1 |, wvs=] 0
0 0

0 1

Lésungmenge £ = {\3v3 + Asvs | A3, As € R}



Losung eines inhomogenen LGS

Satz (7.5)

Sei A= (A b) € Mmx(n+1),k die erweiterte Koeffizientenmatrix
eines LGS und .2 C K" dessen Lésungsmenge. Wir setzen voraus,
dass A in normierter ZSF vorliegt, mit den Kennzahlen r und
1y eeesfr-
(i) Ist j, = n+1, dann gilt = @.
(ii) Sei nun j, < n. Wir definieren einen Vektor w € K" durch
w=>,_; bkej. Dann gilt w € .Z.

Der Lésungsvektor w kommt dadurch zu Stande, dass man die
Eintrdge der letzten Spalte b von A auf die Positionen ji, ..., j, des
Vektors w verteilt.
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Konstanz der Losungsmenge bei Zeilenumformungen

Proposition (7.6)

Sei K ein Kérper, und seien m,n € IN. Sei A € M pxnk und

b e K™. Dann gilt gA,b = gTA,Tb fiir jede Matrix T € GLm(K)
Mit anderen Worten, die Lésungsmenge eines LGS andert sich
nicht, wenn man beide Seiten der Gleichung Ax = b von links mit
einer invertierbaren Matrix multipliziert.




Rechenregeln fiir die Blockschreibweise

Proposition (7.7)
Seien A, B, C, D Matrizen iiber K.

(i) Stimmt die Spaltenzahl von A und B mit der Zeilenzahl von
C liberein, dann gilt

A AC
(5)c = (&)
(ii) Stimmt die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B und
C iiberein, dann gilt

A(B C) = (AB AC).

(iii) Stimmt die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von C und
die Spaltenzahl von B mit der Zeilenzahl von D iiberein, dann

et (A B) <g> — AC+BD.
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Allgemeine Regel fiir Blockmatrizen

Proposition (7.8)

Seien m, n,r € IN, seien AGD) fiir 1 <i<m, 1 <j<nund BUK) fijr
1<j<nund1< k< r Matrizen mit der Eigenschaft, dass die
Spaltenzahl von AU+) jeweils mit der Zeilenzahl von BU-¥) iibereinstimmt,
fur alle 7, j, k. AuBerdem setzen wir voraus, dass die Zeilenzahlen von
AU-) fijr festes i und die Spaltenzahlen von BU-) fiir festes k jeweils
gleich sind. Dann gilt

ALD . oa@m\ /gD ... B cay ..

Amy L. Amm ) \gon) L. g cml) ... cmr)

mit UK =377 | ALDBUA) fiir 1 <i<mund 1< k<r,




Definition der Elementarmatrizen

Definition (7.9)

Eine Matrix aus .#, k der Form

Myx = E(™ 4 (A — 1)B{T*™
mit k € {1,...,m} und A € K* oder der Form

Agor=EM 4 /\Bé,'("xm)

mit k,¢ € {1,...,m} und A € K wird Elementarmatrix genannt.
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Wirkung der Elementarmatrizen

Proposition (7.10)
SEI A G %mxrhK.

(i) Sei A € K* und k € {1,..., m}. Multipliziert man die Matrix
A von links mit der Elementarmatrix My , so bewirkt dies
eine Multiplikation der k-ten Zeile mit dem Wert \.

(ii) Seien k,¢ € {1,...,m} mit k # £ und \ € K. Multipliziert
man die Matrix A mit der Elementarmatrix Ay, , dann wird
das A-fache der k-ten Zeile zur /-ten Zeile von A addiert.

Die in der Proposition beschriebenen Umformungen werden
elementare Zeilenumformungen genannt. Aus Proposition 7.6 folgt,
dass sich die Losungsmenge eines LGS durch elementare
Zeilenumformungen nicht dndert.
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Zeilenvertauschung durch elementare Zeilenumformungen

A M, _ _
dke ﬁ;l dke k_,>1 dke
e ke T Ate Ake + Are

Ag k1 ale Age,—1 ale
ke + Ate dke



Umformung von Matrizen auf normierte ZSF

Sei A € Mmx1 K eine Matrix, die aus einer einzigen Spalte besteht,
also eine Matrix der Form A= %(a; a3 ... ap). Sind nicht alle
Eintrage von A gleich Null, dann gibt es ein Produkt E € ., k
von Elementarmatrizen mit EA = (1 Ok Ok ... Ok).

Jede Matrix A € M mxn Kk kann durch endlich viele elementare
Zeilenumformungen auf normierte ZSF gebracht werden. Eine
aquivalente Formulierung dieser Aussage lautet: Es gibt ein
Produkt E € .#p, k von Elementarmatrizen, so dass EA in
normierter ZSF vorliegt.




\\gw‘e@& &ﬂ Lo A0S Aiia = allose A

\ij e k N B (sj A ( j—onerLj&—ééw

(}ﬂw ‘ h\\rs,'§ ¢ A/\,'L‘VL( - HM»A °




Umformung von Matrizen auf normierte ZSF

Vorgehensweise:

e Falls die erste Spalte nur Nulleintrige hat, streiche diese und
setze das Verfahren mit dem Rest der Matrix fort.

e Ansonsten tausche einen beliebigen Eintrag ungleich 0 nach
oben.

e Sorge durch Zeilenumformungen dafiir, dass alle iibrigen
Eintrdge der Spalte zu Null werden.

e Streiche die erste Zeile und die erste Spalte, setze das
Verfahren mit der restlichen Matrix fort.
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