Definition der linearen Gleichungssysteme (LGS)

Definition (6.19)

Sei K ein Korper, und seien m,n € IN. Ein lineares

Gleichungssystem iliber K bestehend aus m Gleichungen in n

Unbekannten xi, ..., x, ist ein System von Gleichungen der Form

aiixy + awpxe + - 4+ ainXp

amiXy1 + amexe + -+ 4+ ampXn

wobei a;; € K und b; € K fiir 1 <i<mund 1< <nist. Gilt
b; =0 fiir 1 < i < m, dann spricht man von einem homogenen,

ansonsten von einem inhomogenen LGS.

by

bm




Weitere Grundbegriffe

Definition (6.20)

e Die Matrix A = (ajj)mxn,k in Definition 6.19 wird
Koeffizientenmatrix des LGS genannt.

e Die Matrix A = (8ij)mx(n+1),k gegeben durch &; = aj; fiir
1<i<m, 1<j<nund 3§, = b fiir 1 <i < m heiBt
erweiterte Koeffizientenmatrix.

e Bezeichnet x die n x 1-Matrix mit den Eintragen xi, ..., xp,
dann kann das lineare Gleichungssystem in der Form
dargestellt werden.




Weitere Grundbegriffe (Forts.)

Definition (6.20)
e Die Menge

<z = D%A’b = {CEK”‘AC:b}

bezeichnet man als Lésungsmenge, deren Elemente als
Losungen des linearen Gleichungssystems.

o Ist L5 p # I, dann bezeichnet man Ax = b als |sbar.
Besteht £ ;, aus einem einzigen Element, dann spricht man
von eindeutiger Losbarkeit.




Erstes Beispiel

lineares Gleichungssystem

3x 4+ 2z = 8
-x + 2y + 5z = -3
Ty — 2z = =23

Koeffizientenmatrix

w
o
N

A = -1

o
~ N
\

N

erweiterte Koeffizientenmatrix

2 8
5 -3
-2 =23

0

2

7
Lésungsmenge { 2



Zweites Beispiel

lineares Gleichungssystem

3x 4+ by — 3z = —4
2x — 8y + 7z = 11
5 — 3y + 4z = 7
Koeffizientenmatrix
3 5 -3
A = 2 -8 7
5 -3 4
erweiterte Koeffizientenmatrix
3 5 -3 —14
A = |2 -8 7 11
5 -3 4 7
Lésungsmenge ) 1
gA,b = =21 +X-| =27 AeR
-1 —34



Die Struktur der Losungsmenge eines LGS

Satz (6.21)
Seien K ein Korper, m,n € N, A € M mxnk und b e K™,
e Dann ist .Zj\l%m = Zap ein Untervektorraum des K”.

e Ist das lineare Gleichungssystem Ax = b |6sbar und ist c € K"
eine Losung, dann gilt £ p = c + f}{%m Die Lésungsmenge
Zap C K" ist also ein affiner Unterraum des K™.
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Ein Vektorraum bestehend aus Abbildungen

Sei K ein Korper, X eine Menge und V ein K-Vektorraum.

Sei Abb(X, V) die Menge der Abbildungen X — V.

Wir definieren auf Abb(X, V) eine Verkniipfung + durch
(p +9)(x) = ¢(x) + ¢ (x)

fiir alle x € X und ¢, € Abb(X, V).
AuBerdem definieren wir eine Abbildung

-+ K x Abb(X, V) = Abb(X, V)

durch (X - p)(x) = Ap(x) fir x € X, A € K und
¢ € Abb(X, V).

Proposition (6.22)

Das Tripel (Abb(X, V), +, -) ist ein K-Vektorraum.




1 X T, K Ko, V K-VoMhe-
T Qe .I\Q&KX\\I) = W?((}Qs AL X=\/ ‘
Nedh DY ton + A (X \) < &L(x, V) =
MGO) gl (047060 = B+ (x)
| 2 ol v e MROGWV) Ll xe X
Nede B o ¢ K= RO = MRV t
gtk D)) = De6) paalle A€, -
e M&(X N ) x € X, <.
| Se A=MROND 2 sbepailen | S




W AT e
St e o
W) R J,Q;\ '>\,/(,€ k ui’;“{o, Ne A
“5&& @) Oew) Y= m @
M e+ %) =7 ¥4
© X (m0)=0p) ¥

@) k- @ = ¢ | |
=iy eyl D
" (2) Exdena eies Newbealelmens (= Ml -

elelos v A )

(2) Exdewz «es Th
R 2 &QJQﬁ e i




20 (D) Touen L e

" |
-\ i?meﬁx’\a iy \Q.fp\(q)_h\w) g
| HEBIR) 6 = (end) 6 () =

= = (0,300 ) £, ¢ (%) = (b H 10 )
—— \%
. Y (x) *Tj Kﬁs*g"k\) ) = (1, (ra% )) (x)
\(< ‘ \(WWM\'”‘\\\‘L\V\\‘ &7\ +v 2usiicke
S| 2@y Daleinien Oac A dudk G =0v ¥ac X'
WL R e S
Sewe X (@sn Oa) (=) —'Ak‘;”(‘)"'\/ Op <) =




Bl my Oy = Wb = Or 0y =@, und
@ Q(”Wxé\ dur \(ﬁ’ﬂmmlaH\dH‘% éﬁ% Opts
o s = e

20 (D See ©e A Debnwe =0 € A disHs
(CO)) = = Yy Wre X e uboprafe

Ly = OB T e

(03 L)) = P Hy (0K = V) [~ )

RO Gk — ORI e
Ml - | e @) kg awh (o)1 €= Op

‘ \ o, QJ,\ ((L L:@<¢' v\ﬂ(/{\ dw —
o )\ DR ) et W )
\QAM’\QK wd N0 e AN 7 ;




z*—m& DN W*WN 3\ 1\’ S <€ X
O\ k(%)*f\\“w W&y = A WQD(O —f)v(% Ty Y= )
= AP0 ¥ = (e ty (D g ¥)(x)

TN e W A b




Der K-Vektorraum der linearen Abbildungen

Satz (6.23)

Sei K ein Korper, und seien V und W zwei K-Vektorraume. Wir
bezeichnen mit Homy (V/, W) die Menge der linearen Abbildungen
V — W. Fiir vorgegebene ¢, 1 € Homg(V, W) und X\ € K seien
die Abbildungen ¢ +v¢ : V — W und A- ¢ : V — W definiert
durch

(p+ ) (v) = o(v) + 9(v)
und
(A-¢)(v) = Ap(v)
fir alle v € V. Dann ist (Homg(V, W), +, -) ein K-Vektorraum.
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§ 7. Die Losung linearer Gleichungssysteme

Definition (7.1)
Eine Matrix A € #pxn Kk befindet sich in Zeilenstufenform (kurz
ZSF), wenn A = 0(mx") gilt oder folgende Bedingung erfiillt ist: Es
gibt ein r € {1,...,m} und j1,....j, € {1,...,n} mit
1 <jo < ..<Jr so dass

(i) ajj, # Ok fir 1 </ < r und

(i) ajj = Ok fiir j < jj oder i > r

erfiillt ist. Man nennt r den Zeilenrang einer solchen Matrix. Das
Tupel (r,j1, ..., jr) bezeichnen wir insgesamt als die Kennzahlen der
ZSF.

Die Positionen (i, ;) mit 1 < i < r in der Matrix werden
Zeilenkopfe genannt.



Definition der normierten ZSF

Definition (7.2)

Eine Matrix A € #mxn Kk befindet sich in normierter ZSF, wenn
A = 0(mxn) gilt oder wenn sie in ZSF mit den Kennzahlen
(r,j1, .-, Jr) vorliegt und auBerdem die folgenden Bedingungen
erfiillt sind: Es gilt a;; = 1y fiir 1 <7 < r und ay, = Ok fiir
1<i<rundl< k<.




Beispiele fiir Matrizen in ZSF

0 23 406
0 03 0281
A = 0002209
000 O0O02
0 00O0O0OTO

Zeilenstufenform,
Kennzahlen r=4, 1 =2, p=3,j3=4,j4s =06
(aber keine normierte Zeilenstufenform)



Beispiele fiir Matrizen in ZSF

1 07 050
011010
B = 000130
0 00O0O0OTO
0 00O0OTO

normierte Zeilenstufenform,
Kennzahlen r =3, 1 =1, p =2, j3 = 4.



Beispiele fiir Matrizen in ZSF: Einheitsmatrix

1000
@ _ (0100
£ 0010

0001

normierte Zeilenstufenform,
Kennzahlen r =4, 1 =1, =2, j3=3, ja =4



Bestimmung homogener Losungsmengen

Sei Zhom C K" die Lésungsmenge des homogenen LGS mit
Koeffizientenmatrix A € #mxn K in normierter ZSF, also des
Systems Ax = 0. Seien r und ji, ..., j, die Kennzahlen der ZSF. Wir
setzen S = {1,...,n} \ {j1, ..., Jr} und definieren fiir jedes ¢ € S den
Vektor

,
Vy = €y — Z ake€j -
k=1
Der Vektor vy kommt dadurch zu Stande, dass der Wert 1 an der

Stelle ¢ eingetragen und die negativen Spalteneintrdge —ay, fiir
1 < k < r auf die Positionen ji, ..., j, verteilt werden.



Bestimmung homogener Losungsmengen (Forts.)

Satz (7.4)

Sei Ax = 0 ein homogenes Gleichungssystem mit Matrix A in
normierter ZSF wie oben, und sei .Z"°™ C K" die Lésungsmenge.

(i) Im Fall S = & gilt "™ = { 0k }.

(i) Ist S nichtleer, dann ist die Loésungsmenge gegeben durch

ghom _ { Z Aove

les

AgGKVKGS}.




Beispiele fiir die Bestimmung von Losungsmengen

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

x=0, y+2z=0

100
A_<012>

Kennzahlen der normierten ZSF

Koeffizientenmatrix

r:2, _j1:1, j2:2
Indexmenge fiir die Basisvektoren S = {1,2,3} \ {j1,/2} = {3}

0
Basisvektor vz = [ —2
1

Lésungmenge 2™ = {\3v3 | A3 € R}
I



Beispiele fiir die Bestimmung von Losungsmengen

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
x=0, z=0

Koeffizientenmatrix

Indexmenge fiir die Basisvektoren S = {1,2,3} \ {1,3} = {2}

0
Basisvektor w», = |1
0

Lésungmenge 2™ = {Dova | A2 € R}
I



Beispiele fiir die Bestimmung von Losungsmengen

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
x1 —4x3+5x5 =0, xo+2x3 =0, x4 = 0.
Koeffizientenmatrix
1 0 -4 0 5
A = 01 2 00
00 0 10
Kennzahlen der normierten ZSF
r:?’) jlz]-a .j2:2a ./3:4

Indexmenge fiir die Basisvektoren S = {1,2,3,4,5}\ {1,2,4} = {3,5}

4 -5

-2 0

Basisvektoren v3=| 1 |, wvs=] 0
0 0

0 1

Lésungmenge £ = {\3v3 + Asvs | A3, As € R}






