Die komplexen Zahlen

In einem der folgenden Beispiele greifen wir auf die komplexen
Zahlen zuriick. Wichtig ist fiir uns momentan nur, dass es sich
dabei um einen Korper C mit folgenden Eigenschaften handelt:

e Esgilt C D R.
e Es existiert ein Element i € C mit 2 = —1.

e Jedes z € C hat eine eindeutige Darstellung der Form
z=a+ibmita belR.
Diese Informationen reichen aus , um in C rechnen zu kdnnen. Die
Summe zweier komplexer Zahlen z = a+ ib und w = ¢ + id (mit
a,b,c,d € R) ist beispielsweise gegeben durch

z+w = (a+ib)+(c+id) = a+ib+c+d
= a+c+ib+id = (a+c)+i(b+d) ,
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und das Produkt ist gegeben durch

z.w = (a+ib)-(c+id) =
a-c+(ib)-c+a-(id)+ (ib) - (id) =
ac + i(bc) + i(ad) + i’bd =
ac+i(bc+ad)+ (-1)bd = (ac — bd) + i(bc + ad).
Beispiel:
(2+3i)-(1-2/) = 8—i



Beseitigung einer Irrationalitat im Nenner
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Istz=a+ibe Cmita,beR, a#0oder b# 0, dann erhilt
man den Kehrtwert von z durch

1 1 B a—ib B a—ib
~ a+ib (at+ib)(a—ib) a%—2b2
. a—ib L (—b)
a2+b a2+ b2 a2+ b?’
Beispiel:
1 s
74 - »tit)



Definition der Untervektorraume

Definition (6.4)

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V wird
Untervektorraum von V' genannt, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind.

(i) Oy e U
(i) v+ w e Ufiralle v,w e U
(i) A-ve Ufiralle Ae Kund v e U




Beispiele fiir Untervektorraume

(i) Ist V ein beliebiger K-Vektorraum, dann sind {0y} und V
Untervektorraume von V.

(ii) Fir jedes v € Vist (v)k = {Av | A € K} ein
Untervektorraum. Im Fall v # 0y bezeichnet man ihn als
lineare Gerade.

(iii) Fir beliebige v, w ist auch
(viw)k = {AV—FMW‘)HMGK}

ein Untervektorraum. Ist v # 0y und w ¢ (v)k, dann nennt
man (v, w)k eine lineare Ebene.
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Definition der affinen Unterrdume

Definition (6.6)

Eine Teilmenge A C V wird affiner Unterraum von V' genannt,
wenn entweder A = & gilt oder ein Untervektorraum U und ein
Vektor v € V existieren, so dass

A = v+U = {v+uluelU} erfillt ist.




Beispiele fiir affine Unterraume

(i) Seien u,v € V. Dannist u+ (v)k = {u+Av| X € K} ein
affiner Unterraum. Im Fall v # 0y, bezeichnet man ihn als
affine Gerade.

(ii) Fiir beliebige u, v, w € V ist durch
ut(v,w)k ={u+Av+puw |\ p € K} ein affiner
Unterraum gegeben. Ist v £ 0y und w kein skalares
Vielfaches von v (also w # Av fiir alle A € K), dann nennt
man u + (v, w)k eine affine Ebene.
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Struktur der affinen Unterraume

Proposition (6.7)

Sei V ein K-Vektorraum und @ # A C V ein affiner Unterraum.

(i) Es gibt genau einen Untervektorraum U von V/, so dass die
Gleichung A = v + U fiir ein v € V erfiillt ist.

(ii) Fir jeden Vektor w € A erfiillt der Untervektorraum U aus
Teil (i) die Gleichung A= w + U.

Wir nennen U den zu A gehorenden Untervektorraum und

bezeichnen ihn mit
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Definition der linearen Abbildungen

Definition (6.8)
Seien (V,+v, v) und (W, +w, -w) K-Vektorrdume. Eine
Abbildung ¢ : V — W heiBt K-lineare Abbildung oder
Homomorphismus von K-Vektorraumen, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind.

(i) o(v+v w)=0o(v)+w o(w) fiir alle v,w € V

(i) oA -vv)=A-wo(v)firalleve Vund e K

Haufig wird (etwas ungenau) statt von einer K-linearen auch
einfach von einer linearen Abbildung gesprochen.



Das Matrix-Vektor-Produkt als lineare Abbildung

Proposition (6.11)

Seien m,n € IN und A € M mxn k. Dann ist durch
op:K"—= K™ | v Av

eine lineare Abbildung gegeben.
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Rechenregeln fiir linearen Abbildungen

Lemma (6.9)

Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt ¢(0y) = Oy,
d(—v) = —¢(v) und ¢(v — w) = ¢(v) — ¢(w) fiir alle v,w € V.

Lemma (6.10)

Seien V, W K-Vektorraume, n € IN, auBerdem v, ..., v, € V und
¢ : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

qb(ka) = > d(w)-
k=1 k=1
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