§6. Vektorraume, lineare Abbildungen und lineare

Gleichungssysteme

zur Wiederholung:

e Eine abelsche Halbgruppe ist ein Paar (A, + ) bestehend aus
einer nichtleeren Menge A und einer kommutativen und

assoziativen Verkniipfung + auf A.

e Man bezeichnet das Paar als abelsches Monoid, wenn in der
Halbgruppe ein Neutralelement existiert, also ein Element 04,
so dass 04 +a=aund a+ 04 = a fiir alle a € A gilt.

e Ein abelsches Monoid (A, + ) wird abelsche Gruppe genannt,
wenn jedes Element a des Monoids invertierbar ist. Das be-
deutet, dass jeweils ein Element —a € A existiert, so dass
a+(—a) =04 und (—a) + a = 0,4 erfillt ist.




Die komplexen Zahlen

In einem der folgenden Beispiele greifen wir auf die komplexen
Zahlen zuriick. Wichtig ist fiir uns momentan nur, dass es sich
dabei um einen Korper € mit folgenden Eigenschaften handelt:

e Esgilt C O R.
e Es existiert ein Element i € C mit 2 = —1.

e Jedes z € C hat eine eindeutige Darstellung der Form
z=a+ibmita,beR.
Diese Informationen reichen aus , um in C rechnen zu kdnnen. Die
Summe zweier komplexer Zahlen z = a+ ib und w = ¢ + id (mit
a,b,c,d € R) ist beispielsweise gegeben durch

z+w = (a+ib)+(c+id) = a+ib+c+d
= a+c+ib+id = (at+c)+ilb+d) ,



Die komplexen Zahlen (Forts.)

und das Produkt ist gegeben durch

z-w = (a+ib)-(c+id) =
a-c+(ib)-c+a-(id)+ (ib) - (id) =
ac + i(bc) + i(ad) + i’bd =
ac+i(bc+ad)+ (—1)bd = (ac — bd) + i(bc + ad).



Definition der Vektorraume

Definition (6.1)
Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V,+, )
bestehend aus einer nichtleeren Menge V' und Abbildungen
+:VxV—=>Vund.: KXV — V genannt Vektoraddition und
skalare Multplikation, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind.
(i) Das Paar (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(ii) Fir alle viw € V und A, u € K gelten die Rechenregeln
@) A+p)-v=CA-v)+ (V)
by A-(v+w)=(A-v)+(A-w)
() (m)-v=A-(u-v)
(d) 1x-v=v
Die Elemente der Menge V werden Vektoren genannt.




Beispiele fiir K-Vektorraume

e das Tripel (K", +,-) (n € IN) mit
(a1, ..yan) + (b1, ..., bn) = (a1 + b1, ..., an + bp)
als Vektoraddition und
A (a1, .y an) = (Nag, ..., Aap)

als skalarer Multiplikation Insbesondere ist K = K selbst ein
K-Vektorraum.

e das Tripel ({Ox},+, ), mit den Abbildungen + und - gegeben
durch Ok + 0x = 0k und X -0k = Ok fiiralle A € K

e das Tripel (A mxnk,+,-) (m,n e IN) wobei + die Addition
von Matrizen und - durch (A, A) — AA gegeben ist

o Jeder C-Vektorraum (V/,+,-) besitzt auch eine Struktur als
R-Vektorraum, gegeben durch (V, +, Rr), wobei die
Abbildung ‘g : R x V — V durch Einschréankung der
Abbildung - : C x V — V auf R x V zu Stande kommt.
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Rechenregeln in einem K-Vektorraum

Lemma (6.3)

Sei (V,+,) ein K-Vektorraum. Dann gilt fiir alle A € K und
v € V die Aquivalenz

Av=0y & AX=0koderv=0y |,

auBerdem (—1k)-v = —v firalle v e V.
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Definition der Untervektorraume

Definition (6.4)

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V wird
Untervektorraum von V' genannt, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind.

(i) Oy e U
(i) v+ w e Ufiralle v,w e U
(i) A-ve Ufiralle Ae Kund v e U




Untervektorraume sind Vektorraume

Satz (6.5)

Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum
von V. Definieren wir Abbildungen +y : U x U — V und
-y : K x U— V durch

v+yw=v+w und Ayv=2>A-v

fir viw € U und X € K, dann ist durch (U, +y,-y) ein
K-Vektorraum gegeben.
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Beweis von Satz 6.5 (Abschluss)

zu (i)
e Das Assoziativ- und das Kommutativgesetz in (U, + ) fiihrt

man wie auf der vorherigen Tafel auf das Assoziativ- und das
Kommutativgesetz in (V, +) zuriick.

e Nach Voraussetzung liegt Oy in U, und es gilt
v+yOy=v+0y=vund Oy +yv=v+y0y = v fir alle
v e U. Also ist Oy in (U, 4+ ) ein Neutralelement.

e Fiir jedes v € U ist nach Voraussetzung auch (—1k) - v in U
enthalten, und nach Lemma 6.3 gilt (—1x) - v = —v. Die
Gleichungen v +y (—v) = v+ (—v) = 0y und
(—v)+uyv=v+y(—v) =0y zeigen, dass v in (U, +¢)
invertierbar ist, mit —v als inversem Element.



