
§ 6. Vektorräume, lineare Abbildungen und lineare
Gleichungssysteme

zur Wiederholung:

Definition

• Eine abelsche Halbgruppe ist ein Paar (A, + ) bestehend aus
einer nichtleeren Menge A und einer kommutativen und
assoziativen Verknüpfung + auf A.

• Man bezeichnet das Paar als abelsches Monoid, wenn in der
Halbgruppe ein Neutralelement existiert, also ein Element 0A,
so dass 0A + a = a und a + 0A = a für alle a ∈ A gilt.

• Ein abelsches Monoid (A, + ) wird abelsche Gruppe genannt,
wenn jedes Element a des Monoids invertierbar ist. Das be-
deutet, dass jeweils ein Element −a ∈ A existiert, so dass
a + (−a) = 0A und (−a) + a = 0A erfüllt ist.



Die komplexen Zahlen

In einem der folgenden Beispiele greifen wir auf die komplexen
Zahlen zurück. Wichtig ist für uns momentan nur, dass es sich
dabei um einen Körper C mit folgenden Eigenschaften handelt:

• Es gilt C ⊇ R.

• Es existiert ein Element i ∈ C mit i2 = −1.

• Jedes z ∈ C hat eine eindeutige Darstellung der Form
z = a + ib mit a, b ∈ R.

Diese Informationen reichen aus , um in C rechnen zu können. Die
Summe zweier komplexer Zahlen z = a + ib und w = c + id (mit
a, b, c , d ∈ R) ist beispielsweise gegeben durch

z + w = (a + ib) + (c + id) = a + ib + c + d

= a + c + ib + id = (a + c) + i(b + d) ,



Die komplexen Zahlen (Forts.)

und das Produkt ist gegeben durch

z · w = (a + ib) · (c + id) =

a · c + (ib) · c + a · (id) + (ib) · (id) =

ac + i(bc) + i(ad) + i2bd =

ac + i(bc + ad) + (−1)bd = (ac − bd) + i(bc + ad).



Definition der Vektorräume

Definition (6.1)

Sei K ein Körper. Ein K -Vektorraum ist ein Tripel (V ,+, ·)
bestehend aus einer nichtleeren Menge V und Abbildungen
+ : V × V → V und · : K × V → V genannt Vektoraddition und
skalare Multplikation, so dass folgende Bedingungen erfüllt sind.

(i) Das Paar (V ,+) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) Für alle v ,w ∈ V und λ, µ ∈ K gelten die Rechenregeln

(a) (λ+ µ) · v = (λ · v) + (µ · v)
(b) λ · (v + w) = (λ · v) + (λ · w)
(c) (λµ) · v = λ · (µ · v)
(d) 1K · v = v

Die Elemente der Menge V werden Vektoren genannt.



Beispiele für K -Vektorräume

• das Tripel (Kn,+, ·) (n ∈ N) mit

(a1, ..., an) + (b1, ..., bn) = (a1 + b1, ..., an + bn)

als Vektoraddition und

λ · (a1, ..., an) = (λa1, ..., λan)

als skalarer Multiplikation Insbesondere ist K 1 = K selbst ein
K -Vektorraum.

• das Tripel ({0K},+, ·), mit den Abbildungen + und · gegeben
durch 0K + 0K = 0K und λ · 0K = 0K für alle λ ∈ K

• das Tripel (Mm×n,K ,+, ·) (m, n ∈ N) wobei + die Addition
von Matrizen und · durch (λ,A) 7→ λA gegeben ist

• Jeder C-Vektorraum (V ,+, ·) besitzt auch eine Struktur als
R-Vektorraum, gegeben durch (V ,+, ·R), wobei die
Abbildung ·R : R× V → V durch Einschränkung der
Abbildung · : C× V → V auf R× V zu Stande kommt.













Rechenregeln in einem K -Vektorraum

Lemma (6.3)

Sei (V ,+, ·) ein K -Vektorraum. Dann gilt für alle λ ∈ K und
v ∈ V die Äquivalenz

λ · v = 0V ⇔ λ = 0K oder v = 0V ,

außerdem (−1K ) · v = −v für alle v ∈ V .







Definition der Untervektorräume

Definition (6.4)

Sei V ein K -Vektorraum. Eine Teilmenge U ⊆ V wird
Untervektorraum von V genannt, wenn folgende Bedingungen
erfüllt sind.

(i) 0V ∈ U

(ii) v + w ∈ U für alle v ,w ∈ U

(iii) λ · v ∈ U für alle λ ∈ K und v ∈ U



Untervektorräume sind Vektorräume

Satz (6.5)

Sei (V ,+, ·) ein K -Vektorraum und U ⊆ V ein Untervektorraum
von V . Definieren wir Abbildungen +U : U × U → V und
·U : K × U → V durch

v +U w = v + w und λ ·U v = λ · v

für v ,w ∈ U und λ ∈ K , dann ist durch (U,+U , ·U) ein
K -Vektorraum gegeben.









Beweis von Satz 6.5 (Abschluss)

zu (i)

• Das Assoziativ- und das Kommutativgesetz in (U, +U ) führt
man wie auf der vorherigen Tafel auf das Assoziativ- und das
Kommutativgesetz in (V , + ) zurück.

• Nach Voraussetzung liegt 0V in U, und es gilt
v +U 0V = v + 0V = v und 0V +U v = v +U 0V = v für alle
v ∈ U. Also ist 0V in (U, +U ) ein Neutralelement.

• Für jedes v ∈ U ist nach Voraussetzung auch (−1K ) · v in U
enthalten, und nach Lemma 6.3 gilt (−1K ) · v = −v . Die
Gleichungen v +U (−v) = v + (−v) = 0V und
(−v) +U v = v +U (−v) = 0V zeigen, dass v in (U, +U )
invertierbar ist, mit −v als inversem Element.


