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§ 1. Aussagenlogik

Inhaltsiibersicht

Unter einer Aussage verstehen wir einen (sprachlich oder in mathematischer Notation formulierten) Satz, von dem
auf sinnvolle und objektive Weise gesagt werden kann, dass er wahr oder falsch ist. Mit Hilfe von logischen Symbolen
-, A, = usw. lassen sich einfache Aussagen zu komplexeren Aussagen zusammensetzen. Die Tautologien bilden eine
besonders wichtige Klasse zusammengesetzter Aussagen, weil sie fiir logische Schliisse verwendet werden kénnen.
Aus solchen Schliissen wiederum werden mathematische Beweise aufgebaut.

Wichtige Begriffe und Sdtze

e Aussagen und ihre Wahrheitswerte (wahr oder falsch)
e Aussagenschema, Parameter
e Verkniipfung von Aussagen (Konjunktion, Disjunktion, Negation, Implikation, Aquivalenz)

e Tautologien und logische Schliisse

(1.1) Definition Unter einer Aussage verstehen wir einen (sprachlich oder in mathematischer
Notation formulierten) Satz, von dem auf sinnvolle und objektive Weise gesagt werden kann,

dass er wahr oder falsch ist.

Die folgenden Sitze sind zweifellos Aussagen.

(i) Heute ist Dienstag. (wahr, jedenfalls am 15.10.2024)
(i) 1+1=2 (wahr)

(iii) Es gibt eine natiirliche Zahl, die grof3er ist als alle anderen natiirlichen Zahlen.
(Falsch. Nehmen wir an, n ware eine solche Zahl. Dann miisste n > n + 1 gelten.

Wir wissen aber, dass n < n+ 1 gilt.)

(iv) Die Summe der Innenwinkel eines beliebigen Dreiecks betragt 180°.

(wahr, zumindest in der ,normalen“ euklidischen Geometrie)
(v) Jede differenzierbare Funktion ist stetig.  (wahr)

(vi) Jede gerade Zahl grofer als zwei kann als Summe von zwei Primzahlen dargestellt werden.

(Dies ist die sog. Goldbachsche Vermutung. Zur Zeit ist noch unbekannt, ob sie wahr oder falsch ist.)



Dagegen sind die folgenden Sétze mit Sicherheit nicht als Aussagen zu bezeichnen.

(i) Hallo!
(i) Mach endlich Deine Hausaufgaben!
(iii) 100 ist eine grofRe Zahl
(iv) Die Kreiszahl r ist ungeféhr gleich 3.14.
) x*—3x%2—3x+1

W) a®+b%=c?

Offenbar ist es sinnlos, einer BegriiSung oder einer Aufforderung einen Wahrheitswert zuzuordnen. Die Sitze (iii)
und (iv) sind fiir eine Aussage nicht hinreichend objektiv. Der Ausdruck (v) ist ein Term (genauer gesagt, ein Poly-

nom), fiir den die Feststellung wahr oder falsch ebenfalls keinen Sinn macht.

Satz (vi) ist fiir sich genommen keine Aussage, solange den Symbolen a, b und ¢ keine Bedeutung zugeordnet wird.
Legt man fest, dass a = 3, b = 4 und ¢ = 5 sein soll, erhilt man eine wahre Aussage, denn es gilt 32+42 =9+ 16 =
25 = 52, Fiir viele andere Belegungen von a, b, ¢ (zum Beispiel a = 1, b = 2, ¢ = 3) erhilt man dagegen eine falsche
Aussage. Legt man fest, dass a, b, ¢ Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks sein sollen, wobei ¢ der langsten Seite
zugeordnet ist, dann erhélt man wiederum eine wahre Aussage. Einer der héufigsten Fehler bei der Formulierung
mathematischer Aussagen besteht darin, dass Bezeichnungen (wie hier a, b, c) verwendet werden, die zuvor nicht

definiert wurden!

Die Gleichung a? + b? = c? ist also keine Aussage; statt dessen fillt sie eine allgemeinere Kategoriev von Sitzen,
die man unter dem Begriff , Aussagenschema"“ zusammenfasst. Bei einem Aussagenschema handelt es sich um einen
Satz, in dem eine Reihe von Parametern x, y, ... vorkommen, und der zu einer Aussage wird, wenn man die Parameter
durch geeignete mathematische Objekte ersetzt. Beispielsweise wird a® + b? = c? zu einer Aussage, wenn man fiir
a, b, c die Langen der Katheten und der Hypothenuse eines rechtwinkligen Dreiecks einsetzt. Auch der (sprachlich
formulierte) Satz

,Die Zahl x ist eine Primzahl.“

ist ein Aussagenschema mit x als Parameter. Setzt man fiir x die Werte 4 oder 6 ein, so erhélt man eine falsche

Aussage. Setzt man dagegen 2 oder 13 ein, dann erhilt man eine wahre Aussage.

Zu beachten ist, dass im Allgemeinen natiirlich nicht jede Einsetzung eine sinnvolle Aussage liefert. Zum Beispiel
wiirde es keinen Sinn machen, in der Gleichung a® + b? = ¢ fiir a die leere Menge @ einzusetzen, da nicht ohne

Weiteres Kklar ist, was der Ausdruck @ + b? = ¢? bedeuten soll.



Einfache Aussagen kénnen umgangssprachlich, zum Beispiel durch Bindewérter wie ,,und®, ,,oder”, oder auch durch

bestimmte Symbole (V, A) zu komplexeren Aussagen verkniipft werden. Der Wahrheitswert der neuen Aussage ist

dann durch die Wahrheitswerte der verkniipften Aussagen festgelegt. Wie diese Festlegung im einzelnen aussieht,

kann am einfachsten durch sog. Wahrheitstabellen beschrieben werden. Seien ¢ und 1y zwei Aussagen. Die folgen-

den Verkniipfungen von Aussagen sind in der Mathematik allgemein gebréauchlich.

@

(i)

Konjunktion ¢ A\ »Es gilt ¢ und .“
Lo v | eny]
wilw w
w| f f
flw] f
flf f

Die erste Zeile der Tabelle bedeutet ausformuliert: ,Sind die Aussagen ¢ und 1) beide wahr, dann ist auch die

zusammengesetzte Aussage ¢ A1) eine wahre Aussage.“ Beispielsweise ist der Satz
,Heute ist Mittwoch, und es gilt 1+ 1 =2.“

eine wahre Aussage - {iber den Erkenntniswert kann man geteilter Meinung sein. Wichtig hierbei ist, dass auch
die zusammengesetzten Aussage entweder wahr oder falsch ist; in der mathematischen Logik ist kein Platz fiir

,Halbwahrheiten“. So ist der Satz
,Heute ist Mittwoch, und es gilt 1+ 1 =3.“

auch am Mittwoch, dem 16. Oktober 2024 auf Grund des Eintrags in der zweiten Tabellenzeile eindeutig als
falsch zu bezeichnen. (Am 18. Oktober 2024 entnimmt man der vierten Tabellenzeile, dass die Aussage falsch

ist, denn in diesem Fall sind beide Teilaussagen falsch.)

Disjunktion ¢ V1 »Es gilt ¢ oder v.“
Lo v oV
wilw w
w|f w
flw w
flfAl f

Zum Beispiel ist die Aussage ,,Es gilt 1 +2 = 3 oder 3+ 5 = 7.“ wahr (zweite Tabellenzeile). Ebenso stimmt fiir
jede reelle Zahl a die Aussage ,Es gilt a > 0 oder a < 0.“, und zwar unabhéngig davon, welche konkrete Zahl

a man dort einsetzt. Hier kommt zum Beispiel fiir a = 0 die erste, fiir a = —2 die dritte Zeile zur Anwendung.

Zu beachten ist, dass sich beim mathematischen ,,oder” die beiden Aussagen ¢ und 2 nicht gegenseitig aus-
schlieBBen, wie dies beim umgangssprachlichen ,entweder - oder” der Fall ist: Die Aussage ¢ V1) ist auch dann

wahr, wenn die Aussagen ¢ und 1) beide zutreffen!



(iii)

(iv)

Negation —¢ » gilt nicht.“ / ¢ ist falsch.

Beispielsweise ist der Satz ,Die Gleichung 1+1 = 3 gilt nicht.“ eine wahre Aussage (laut zweiter Tabellenzeile),

und der Satz ,,Die Gleichung 1 + 1 = 2 gilt nicht.” ist falsch (laut erster Zeile).

Implikation ¢ = LAus @ folgt .« /  Wenn ¢ gilt, dann gilt auch .« /
,» ist eine hinreichende Bedingung fiir 1.“ / , ist eine notwendige Bedingung fiir ¢.“
Lol vlle=v]
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Man bezeichnet ¢ als die Prdmisse, 1 als die Konklusion der Implikation ¢ = ). Bemerkenswert ist die
Festlegung in der vierten Zeile: Wenn die Pramisse falsch ist, dann gilt die Implikation ¢ = 1) auf jeden Fall

als wahr, unabhingig vom Wahrheitswert der Aussage Konklusion. So gesehen ist
,Wenn 1+ 1 =3 ist, dann giltauch 2+ 7 =11.“

eine wahre (wenn auch nicht besonders niitzliche) Aussage. Logiker verwenden dafiir den Ausspruch ,,Ex falso

quodlibet”, d.h. aus etwas Falschem folgt alles Mogliche.

Bei der Implikation ist zu beachten, dass es zwischen den Aussagen A und B kein kausaler Zusammenhang be-
stehen muss, damit die Implikation A = B zu einer wahren Aussage wird. Es kommt nur auf die Wahrheitswerte

von ¢ und 1) an. Beispielsweise ist die Implikation

o«

,Wenn 1+ 1 =2 ist, dann betrédgt die Summe der Innenwinkel aller Dreiecke 180°.

wahr, obwohl die Gleichung 1 + 1 = 2 wenig bis nichts mit den geometrischen Eigenschaften irgendwelcher
Dreiecke zu tun hat. Ausschlaggebend fiir den Wahrheitsgehalt der Implikation ist hier nur, dass die beiden

Teilaussagen wahr sind.

Implikationen spielen in der Mathematik eine sehr wichtige Rolle; so gut wie jeder mathematische Satz wird
als Implikation formuliert. Im Mathematikunterricht werden Implikationen bereits bei ganz elementaren Vor-
géngen wie etwa der Umformung von Gleichungen verwendet. So verwendet man beispielsweise die Tatsache,
dass die Implikation ,x + 3 =5 = x = 2“ fiir alle reellen Zahlen x giiltig ist, um die Gleichung x + 3 =5 nach

x hin ,aufzulésen®.



(v) Aquivalenz ¢ < 1 ,Es gilt ¢ genau dann, wenn 1 gilt.“ / ¢ ist hinreichende und zugleich notwendige

Bedingung fiir ¢.“
Loy ]eew]
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Beim Arbeiten mit Implikationen ist es sehr wichtig, die zusammengesetzten Aussagen ,,p = Y,y = p“und ,,p &

“ sorgféltig auseinander zu halten. Geschieht dies nicht, dann kann das bereits beim Auflésen von quadratischen
Gleichungen zu Fehlern fithren. Beispielsweise ist die Implikation x = 3 = x2? = 9 fiir alle reellen Zahlen x giiltig,
wihrend x? = 9 = x = 3 fiir alle reellen Zahlen x # —3 richtig, fiir x = —3 aber falsch ist: In diesem Fall ist Primisse
x% = 9 wahr, die Konklusion x = 3 aber falsch, damit ist die gesamte Implikation falsch. Wendet man nun diese

fehlerhafte Implikation bei der Auflésung der Gleichung x? —8x + 7 = 0 an, so erhilt man

x?’—8x+7=0 = x*-8x=—7 = x*-8x+16=9 = (x—4)*=9

,=> x—4=3 = x=7

und ,verliert somit die Losung x = 1 der Gleichung. Der Fehler tritt an der Stelle auf, wo das Implikationszeichen
= in Anfithrungsstriche gesetzt wurde. Man konnte auch sagen, dass der Fehler in der Rechnung oben dadurch
zu Stande kam, dass an einer Stelle eine notwendige Bedingung mit einer hinreichenden Bedingung verwechselt
wurde: Die Gleichung (x —4)? = 9 ist zwar eine notwendige Bedingung dafiir, dass x — 4 = 3 ist, aber eben keine
hinreichende. Dieser Unterschied spielt, wie wir noch sehen werden, bei vielen mathematischen Sétzen eine wichtige

Rolle, zum Beispiel bei der Bestimmung von lokalen Extremstellen einer Funktion.

Haufig werden durch mehrfache Anwendung der Verkniipfungssymbole nicht nur zwei, sondern mehrere Aussagen
miteinander verbunden. In welcher Reihenfolge dies geschieht, wird durch Klammern festgelegt. Beispielsweise be-
deutet (¢ AY)V p, dass zuerst ¢ und ¢ miteinander ,,und“-verkniipft und diese Aussage dann anschliefend mit der

Aussage p noch ,,oder“-verkniipft wird.

Um Schreibarbeit (also Klammern) einzusparen, legt man fest, dass bestimmte Symbole stérker binden als andere,
vergleichbar mit der Konvention ,,Punktrechnung vor Strichrechnung” aus der Arithmetik. Per Festlegung bindet das
Negationszeichen — am stirksten, danach in absteigender Reihenfolge die Zeichen A, V, = und <. Beispielsweise

ist der Ausdruck
TP AP S p S Y gleichbedeutend mit (m)A(Y)) = p) =Y.

Gelegentlich kann der Wahrheitsgehalt einer zusammengesetzte Aussage bestimmt werden, ohne dass man die Teil-
aussagen, aus denen die Aussage besteht, iiberhaupt kennt. Solche Aussagen wirken auf den ersten Blick eher nutzlos,

bilden aber die Grundlage fiir das logische Schlief3en innerhalb einer mathematischen Beweisfiihrung.

(1.2) Definition Eine zusammengesetzte Aussage, die unabhéngig vom Wahrheitsgehalt ihrer

Teilaussagen immer wabhr ist, wird Tautologie genannt.



Ein Beispiel fiir eine Tautologie ist die bekannte Bauernregel

,Wenn der Hahn kraht auf dem Mist, dann dndert sich das Wetter, oder es bleibt, wie es ist.“

Isolieren wir hier die Teilaussagen

¢ = ,Der Hahn krdht auf dem Mist.“
¢ = ,Das Wetter dndert sich.“

und interpretieren den Satz ,Das Wetter bleibt, wie es ist.“ als Negation -} von 1), dann ist unsere Bauernregel ¢
in Kurzschreibweise durch ¢ = (¢ V 1)) gegeben. Wir wissen bereits, dass der Wahrheitsgehalt von ¢ nur von den
Wahrheitswerten der Aussagen ¢ und v abhdngt. Um zu kontrollieren, ob es sich bei ¢ um eine Tautologie handelt,
geniigt es also, alle moglichen Kombinationen von Wahrheitswerten fiir ¢ und v in den Ausdruck ¢ einzusetzen.

Wir erledigen dies durch Ausfiillen einer Tabelle.

Lo v ]~v vvy|e]
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Die zusammengesetzte Aussage ¢ ist unabhéngig von ¢ und vy immer wabhr, also eine Tautologie.

(1.3) Definition Wir sagen, die Aussage ) folgt aus den Aussagen ¢, ..., ¢, durch einen

logischen Schluss, wenn die Implikation

PLA AP, DY eine Tautologie ist.

Wir sehen uns nun eine Reihe von logischen Schliissen an, die in der Mathematik haufig verwendet werden. Im

folgenden bezeichnen ¢, ¢ und v jeweils beliebige Aussagen. Mit Hilfe von Wahrheitstabellen wird iiberpriift, dass

die logischen Schliisse zuléssig sind.

(i) Modus Ponens ¢ A(p = Y)=>1
,Wenn ¢ gilt und aus ¢ die Aussage 1) folgt, dann gilt 1.“

lolv|e=v|vne=9)|erne=v)=sy|

wilw w w w
flw w f w
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(ii) Beweis durch Kontraposition (¢ = ) < (- = —p)
LYAus ¢ folgt ¢ genau dann, wenn aus - die Aussage ¢ folgt.

oy ]| w|e=y|[wa-v|@av)oCy=-9)|

wlw| f f w w w
wiflf|w f f w
flw|w f w w w
flflwlw w w w

(iii) Beweis durch Widerspruch (- = ¢ A—¢p) = ¢

“Wenn aus —p ein Widerspruch folgt (ndmlich eine Aussage ¢ und zugleich auch ihr Gegenteil —¢), dann ist

 wahr.“
Lo lo |00 |on¢|-0pr0 | (co=dr-9¢)=0|
wlw]| f f f w w
w|f| f w f w w
flwlw ]| f f f w
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(iv) Satz vom Ringschluss (¢ = ¢)A (¢ =2YPIN([Y=29)=2(p S PN (¢ S YPIN(Y & v)
»Wenn aus ¢ die Aussage ¢ und aus ¢ die Aussage ¢ und aus v wieder die Aussage ¢ folgt, dann sind die

drei Aussagen ¢, ¢ und 1) dquivalent.“

Hier ist die Verifikation etwas aufwandiger als bei den vorherigen Regeln. Zur Abkiirzung definieren wir die
TeilaussagenA=¢p => ¢, B=¢p =Y, C=¢Y=>p,D=p S P, E=¢p &Y und F =) & ¢.

Damit erhalten wir

lolo|w|a|B|c|p|E|F|[anBAC|DAEAF | ANBACDAEAF |
wiw|lwliwlw|lw|w|w|lw w w w
wlw|flw|f|lw|lw]|f|f f f w
wif|lw|f|lw|w|f]|f]|w f f w
wifl|f|f|lw|w|f|w]|f f f w
flwlwiw|lw|f|f|lw]|f f f w
flwlf|wlflw|f]|f]|w f f w
flf|wlwlw|f|w|f]|f f f w
flflflwlwlw|lw|w|w w w w




§ 2. Mengenlehre und Prddikatenlogik

Inhaltsiibersicht

Fast die gesamte moderne Mathematik ist auf dem Begriff der Menge aufgebaut. Eine Menge kann durch Aufzéhlung
ihrer Elemente oder durch eine definierende Bedingung, ein sog. Aussagenschema, beschrieben werden. Mit Hilfe von
Aussagenschemata definieren wir auch einige wichtige Mengenoperationen. Aufierdem werden mit ihnen quantifi-
zierte Aussagen gebildet, wie sie bei der Formulierung mathematischer Satze fast immer vorkommen. Zum Abschluss
fithren wir die natiirlichen Zahlen ein und besprechen das Prinzip der vollstdndigen Induktion.

Wichtige Begriffe und Sdtze

e Mengendefinition nach Cantor

e Bedeutung der Relationen €, C, 2, C, 2

e Definition von Mengen durch definierende Bedingungen (Aussagenschemata)

e Mengenoperationen (Durchschnitt, Vereinigung, Differenz, kartesisches Produkt, Potenzmengenbildung)
e Nachweis der Mengengleichheit

e quantifizierte Aussagen, All- und Existenzquantor (Y, d)

e  Prinzip der vollstindigen Induktion

Fast die gesamte moderne Mathematik basiert auf dem Konzept der Menge. Dies bedeutet, dass fast jedes mathema-
tische Objekt, egal ob es sich dabei um eine Zahl, eine Funktion oder ein geometrisches Gebilde handelt, letztendlich
durch eine Menge beschrieben werden kann. Desweiteren kann fast jede mathematische Aussage auf die Mengenleh-
re zuriickgefiihrt und mit den Mitteln der Mengenlehre bewiesen werden, eine ganz erstaunliche Feststellung, wenn

man sich die Vielfalt und Verschiedenartigkeit der mathematischen Strukturen vor Augen halt.

(2.1) Definition (naive Mengendefinition von Cantor)

,Eine Menge ist eine beliebige Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Ob-
jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche die Elemente dieser Menge genannt

werden — zu einem Ganzen.“

Hierbei handelt es sich nicht um eine Definition im streng mathematischen Sinn; Begriffe wie ,,Zusammenfassung®,
,Objekt“,  Anschauung® usw. werden ihrerseits nicht definiert, sondern rein intuitiv verwendet. Auf Grund unserer
Alltagserfahrung ist die Bedeutung der Cantorschen Definition dennoch unmittelbar klar. Jeder kann sich vorstellen,
was es heil3t, ,,Objekte unserer Anschauung” zu einem ,,Ganzen“ zusammenzufassen (z.B. die Biirger einer Gemeinde,
die Mobelstiicke in einer Wohnung, die Molekiile eines Wassertropfens usw.), dasselbe gilt fiir die ,,Objekte unseres

Denkens“ wie etwa die natiirlichen Zahlen oder geometrische Figuren.



Wir weisen auf zwei wichtige Punkte der Cantorschen Definition hin: Erstens sind sédmtliche Objekte einer Menge
verschieden, es ist also nicht méglich, dass ein und dasselbe Objekt mehrfach in einer Menge vorkommt. Zweitens
ist jede Menge als ,,Zusammenfassung®“ durch ihre Elemente eindeutig bestimmt. Dies bedeutet, dass zwei Mengen

genau dann gleich sind, wenn sie dieselben Elemente enthalten.

Folgende Kurzschreibweisen sind in der Mengenlehre {iblich.

x€M Das Objekt x ist Element der Menge M.
x¢M Das Objekt x ist kein Element der Menge M, in Kurzform also —(x € M).
MCN Jedes Element x von M ist auch ein Element von N, d.h. die Implikation

Xx € M = x €N ist fiir alle Objekte x erfiillt. Man bezeichnet M dann als

Teilmenge von N.

=N Es gilt x € M < x € N fiir alle Objekte x (dquivalent: M CN AN C M).

M
M2ON gleichbedeutend mit N € M
MGCN MCNA-(M=N)

M

gleichbedeutend mit N ¢ M

(%) die leere Menge
Dies ist die eindeutig bestimmte Menge die x ¢ @ fiir alle Objekte x erfiillt, also die Menge,

die kein einziges Objekt als Element besitzt.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine Menge konkret anzugeben. Zunichst kann dies umgangssprachlich geschehen.
»,Sei P die Menge aller Primzahlen.“
Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Elemente einer Menge explizit aufzuzéhlen.
M =1{1,2,3,4,5,6,7} oder kiirzer M={1,2,..,7}

Bei der Verwendung von ,, ... “ ist darauf zu achten, dass fiir den Leser Kklar ersichtlich ist, welche Elemente bei
der Aufzdhlung weggelassen wurden. Schreibt man etwa P = {2,3,5,7,11,13,17,...}, dann ist noch einigermaf3en

ersichtlich, dass die Menge der Primzahlen gemeint ist. Schwieriger wird das schon bei der Angabe
M =1{1,4,...,64}.

Hier ist nicht ohne weiteres klar, ob die Menge {1,4,16,64} = {4°,4!,42,4%} der ersten drei Viererpotenzen oder
vielleicht {1,4,9, 16, 25, 36,49, 64} = {12, 22,32 42,52 62, 72,82}, die Menge der ersten acht Quadratzahlen, gemeint
ist. Ein Vorteil der ,, ... “-Schreibweise besteht aber darin, dass mit ihr auch unendliche Mengen direkt angeben werden

konnen, zum Beispiel die Menge IN = {1, 2, 3, ...} der natiirlichen Zahlen.



Auch mit Hilfe der im letzten Kapitel eingefiihrten Aussagenschemata lassen sich Mengen definieren. Sei ¢ ein
Aussagenschema mit einem Parameter x und M eine Menge. Fiir jedes ¢ € M bezeichnen wir mit ¢(c) den Satz, den
man erhélt, wenn der Parameter x durch c ersetzt wird. Wir setzen voraus, dass ¢(c) fiir jedes ¢ € M eine sinnvolle

Aussage ist. Nach Definition besteht dann die Menge
N = {ceM]|e()}

aus genau denjenigen Elementen ¢ von M, fiir die ¢(c) eine wahre Aussage ist. Man nennt ¢ dann auch die definie-

rende Bedingung fiir die Teilmenge N von M.

Beispielsweise beschreibt {c € R | ¢2 < 1} die Menge derjenigen reellen Zahlen, deren Quadrat kleiner als 1 ist.
In dieser Situation ist also M = R die Grundmenge und ¢(x) = x? < 1 das Aussagenschema, dass die Teilmenge

beschreibt. Offenbar ist ¢ < 1 fiir jedes ¢ € R eine sinnvolle, aber nur fiir —1 < ¢ < 1 auch eine wahre Aussage.

Gelegentlich verwendet man auch die Notation N = { ¢ | ¢(c)}, ohne die Angabe einer Grundmenge fiir die Objekte
c. In diesem Fall besteht N aus allen mathematischen Objekten c, fiir die die Aussage ¢(c) wahr ist. Strenggenommen
ist eine solche Definition fiir beliebige Aussagenschemta ¢ nicht zuléssig, weil dies zu Widerspriichen fiihren kann
(Stichwort , Russelsche Antinomie*). Wir werden die Notation aber nur in Situationen einsetzen, wo solche Probleme

ausgeschlossen sind.

Aus gegebenen Mengen konnen durch weitere Operationen neue Mengen definiert werden. Seien A und B beliebig

vorgegebene Mengen. Folgende Mengenoperationen sind in der Mathematik allgemein gebréduchlich.

Durchschnitt ANB = {ala€AAa€B}
Vereinigung AUB = {a|la€AVaeB}
Differenz A\B = {ala€AAa¢B}
kartesisches Produkt A x B = {(a,b)|a€AAbEB}
Potenzmenge PA) = {B|BCA}

Einige dieser Operationen lassen sich durch sog. Venn-Diagramme veranschaulichen.

Durchschnitt Vereinigung Differenz



Das kartesische Produkt A x B besteht aus allen Paaren (a, b), die mit Elementen a € A und b € B gebildet werden

konnen. Ist bespielsweise A= {1,2,3} und B = {1, 2,4,5}, dann erhalten wir

(111)’ (152)’ (1)4)’ (1)5),
AxB = {1,2,3}x{1,2,4,5} = 2,1), (2,2), (2,4, (2,5),
(3,1), (3,2), (3,4, (3,5)

(Die Elemente wurden nur zur besseren Ubersicht in einem rechteckigen Schema angeordnet. Man hitte auch alle

12 Elemente direkt hintereinander schreiben konnen.)

Bei der Definition des kartesischen Produkts ist zu beachten, dass zwei Paare (a, b) und (c, d) von Objekten a, b, ¢, d
nur dann gleich sind, wenn a = ¢ und b = d erfiillt ist. Zum Beispiel sind die Paare (3,5) und (5, 3) verschieden. Im
Gegensatz dazu stimmen die zweielementigen Mengen {3, 5} und {5, 3} {iberein, da es keine Rolle spielt, in welcher

Reihenfolge die Elemente einer Menge aufgezihlt werden.

Das kartesische Produkt kann auch mit mehr als zwei Mengen gebildet werden. Die Elemente bezeichnet man dann

nicht mehr als Paare, sondern als Tupel. Sind beispielsweise A, B, C drei beliebige Mengen, dann setzt man
AxBxC = {(a,b,c)| a€A,beB, ce(C}

wobei wieder (a, b, c) = (a’, b’, ¢’) nur dann erfiillt ist, wenn a = a’, b = b’ und ¢ = ¢’ gilt. Es ist also beispielsweise
(1,2,3)#(1,3,2) und (2,2, 4) # (2,4, 2). Hiaufig werden mehrfache kartesische Produkte auch mit ein- und dersel-
ben Menge gebildet. Man definiert A = Ax A, A> = Ax Ax A, A* = Ax Ax Ax A usw. Beispielsweise ist (3,4, 5, v/2,—9)

ein Element der Menge R°.

Bei den Potenzmengen ist zu beachten, dass deren Elemente selbst wieder Mengen sind! Nach Definition ist fiir jede
beliebige Mengen A, B die Aussage B € & (A) dquivalent zu B C A. Intuitiv klar ist, dass bei einer endlichen Menge A
die Potenzmenge 2 (A) ebenfalls nur endlich viele Elemente enthélt. Ist beispielsweise A = {1, 2, 3}, dann enthilt jede
Teilmenge von A entweder kein, genau ein, genau zwei oder genau drei Elemente. Dies kann fiir eine systematische

Aufzéhlung der Elemente von & (A) verwendet werden: Es gilt

2A) = {o,{1}1{2}{3},{1,2},{1,3}{2,3},{1,2,3} }.
Pli2.3Y)




Eine hiufige Fehlerquelle beim Umgang mit Mengen besteht darin, dass man zwischen einer Menge und ihren Ele-
menten nicht klar unterscheidet. Beispielsweise wére es falsch zu sagen, dass die 1 ein Element von & (A) ist. Lediglich
die Menge {1} ist ein Element von &2 (A), und 1 ist ein Element der Menge {1}. Momentan klingt das noch recht haar-
spalterisch; bei komplizierteren mengentheoretischen Konstruktionen (zum Beispiel Faktorstrukturen) kommt man

aber in grofde Schwierigkeiten, wenn man sich an diese Unterscheidung nicht gewohnt hat.

Eine wichtige Grundtechnik beim Fithren von Beweisen ist der Nachweis der Gleichheit zweier Mengen. Haufig
bietet es sich an, die Aussage M = N in die folgenden beiden Teilaussagen zu zerlegen und diese einzeln zu bewei-

Ssen.

(i) Ist x ein Element der Menge M, dann ist x auch ein Element von N.

(ii) Ist x ein Element der Menge N, dann ist x auch ein Element von M.

Aus der ersten Aussage folgt M C N, aus der zweiten N C M, insgesamt also M = N.

Wie die Beweise der Teilaussagen (i) und (ii) aussehen konnen, schauen wir uns an einem konkreten Beispiel an.

Unser Ziel ist der Beweis der Gleichung
{(6,y,2)eR’ [(xy +1)2=0} = {(x,0)|x,yeR}U{(x,—1,2)|x€R\{0},2€R}.

Wir bezeichnen die Menge auf der linken Seite der Gleichung mit M und die Menge auf der rechten Seite der
Gleichung mit N. Die Menge N enthélt also alle Tupel der Form (x, y,0) mit x,y € R und alle Tupel der Form

(x,—%,z) mit x,z € R und x # 0.

Beweis der Teilaussage (i)

Sei p € M. Nach Definition von M gilt p = (x,y,2) € R® mit x,y,z € R und (xy + 1)z = 0. Aus dieser Gleichung
folgt xy +1 =0 oder z = 0, denn das Produkt zweier reeller Zahlen ist nur dann gleich Null, wenn einer der beiden
Faktoren gleich Null ist. Ist 2 = 0, dann hat p die Form (x, y,0) mit x, y € R, also liegt p in N. Ist dagegen xy +1 =0,
dann muss x # 0 gelten, denn ansonsten wére xy +1=0-y +1=1. Aus xy + 1 =0 folgt xy = —1, wegen x # 0

dann auch y = —% und somit ebenfalls p = (x, y,2) = (x, —%,z) EN.

Beweis der Teilaussage (ii)

Sei p € N. Dann gilt p = (x, y,0) mit geeigneten x,y € R oder p = (x,—%,z) fiir geeignete x € R \ {0} und ein
z € R. Betrachten wir zunéchst den Fall p = (x, y,0) mit x, y € R. Setzen wir z = 0, dann gilt p = (x, y,2z) € R® und
(xy+1)z2=(xy+1)-0=0. Daraus folgt p € M. Betrachten wir nun den Fall, dass p = (x,—%,z) fiir ein x € R\ {0}
und ein z € R gilt. Setzen wir y = —<, dann liegt p = (x, y,2) in R®. AuRerdem gilt (xy + 1)z = (x - (—%) +1)z =

X

((—1)+1)z=0-2=0. Also liegt p auch in diesem Fall in M. O

In einfacheren Situationen lisst sich die Gleichheit zweier Mengen auch durch eine Kette von Aquivalenzumformun-

gen beweisen. Als Beispiel betrachten wir die Mengengleichung

{xeR|x*4+x—6=0} = {-3,2}.



Wieder sei M die Menge auf der linken und N die Menge auf der rechten Seite der Gleichung. Es gilt M = N, wenn
wir fiir jedes Objekt x die Aquivalenz x € M < x € N beweisen kénnen. Da M und N beides Teilmengen von R
sind, geniigt es, die Aquivalenz fiir alle x € R zu beweisen, denn ansonsten sind die Aussagen x € M und x € N

beide falsch und die Aquivalenz damit auf jeden Fall wahr.

Sei also x € R vorgegeben. Dann gilt

2
XeEM & x*4x—-6=0 & x’+x=6 < x2+x+%=% = (x+%)2=(%)

= (x+%)2—(§)2=0 = ((x+%)+%)((x+% —§)=0 & (x+3)(x—2)=0

& x+3=0Vx—2=0 & x=—-3Vx=2 & xe{-3,2} & xeN.

Hier wurde nichts anderes getan, als die Gleichung durch Bildung der qudratischen Erganzung zu 16sen. Wichtig ist
bei solchen Beweisen, dass jeder einzelne Schritt genau begriindet werden kann, und dass jeweils beide Implikati-
onsrichtungen giiltig sind. Beispielsweise wire x = 3 <> x? = 9 keine zulissige Aquivalenzumformung, weil die
Implikationsrichtung ,<=“ nicht fiir jede reelle Zahl x giiltig ist. (Wie wir bereits oben festgestellt haben, ist sie ist fiir
x = —3 falsch.)

In vielen Situationen mochte man Aussagen formulieren, die die Gesamtheit der Elemente einer Menge betreffen.
Dazu verwendet man den sog. Allquantor V¥ und den Existenzquantor 3. Sei ¢ ein Aussagenschema mit x als
Parameter, und wiederum sei M eine Menge mit der Eigenschaft, dass man fiir jedes ¢ € M durch Ersetzung von
x durch ¢ eine sinnvolle Aussage ¢(c) erhdlt. Dann kann man mit Hilfe von All- und Existenzquantor zwei neue
Aussagen Vx € M : ¢ und dx € M : ¢ bilden, die man als quantifizierte Aussagen bezeichnet. Den Umgang
mit quantifizierten Aussagen bezeichnet man als Priddikatenlogik, im Unterschied zur Aussagenlogik, wo man nur

Aussagen ohne Quantoren betrachtet.

(2.2) Definition

(i) Die Aussage Yx € M : ¢ bedeutet, dass ¢(c) fiir alle c € M wabhr ist.
Es gilt also {c € M | p(c)} =M.

(ii) Die Aussage dx € M : ¢ bedeutet, dass ¢(c) fiir mindestens ein c € M wabhr ist.
Es gilt also {c € M | p(c)} # @.

Betrachten wir beispielsweise das Aussagenschema x < 5 mit dem Parameter x iiber der Menge M = R der reellen

Zahlen und bezeichnen es mit ¢.

(i) Die Aussage Vx € R : x < 5 ist falsch, denn ¢(c) ist nicht fiir alle ¢ € R erfiillt. Beispielsweise ist ¢(7) falsch.
(i) Die Aussage dx € R : x < 5 ist wahr, denn es gibt Elemente ¢ € R, fir die ¢(c) wahr ist. Zum Beispiel ist

p(4) eine wahre Aussage.



Die meisten Aussagen, die wir im Laufe der Zeit beweisen werden, sind quantifizierte Aussagen, enthalten also die
Formulierungen ,fiir alle“ oder ,es gibt ein x, so dass...“. Dabei treten besonders zu Anfang haufig methodische Fehler
auf. Um eine Aussage der Form Vx € M : ¢(x) zu beweisen, muss die Aussage ¢ (¢) fiir jedes c € M bewiesen werden.
Dazu gibt man sich mit der Floskel ,,Sei c € M.“ ein beliebiges Element ¢ aus M vor und beweist anschlieBend die
Aussage ¢(c). Wahrend des Beweises darf dann nur verwendet werden, dass ¢ ein Element der Menge M ist. Jede

Einschrankung oder Spezialisierung von ¢ macht den Beweis ungiiltig.

Um andererseits eine Aussage der Form 3x € M : p(x) zu beweisen, geniigt es, ein spezielles Element ¢ € M
anzugeben und die Aussage ¢(c) nur fiir dieses ¢ zu beweisen. Natiirlich kann es schwierig sein, ein solches ¢ erst
einmal zu finden. Um beispielsweise die Aussage 3x € R : x% + x — 6 = 0 auf diesem Weg zu beweisen, muss eine

Losung der quadratischen Gleichung x2 + x — 6 = 0 gefunden werden.

Gelegentlich hat man es auch mit der Negation einer quantifizierten Aussage zu tun.

(2.3) Satz Sei M eine Menge und ¢(x) ein Aussagenschema mit der Eigenschaft, dass ¢(c)

fiir jedes c € M eine sinnvolle Aussage ist. Dann gelten die folgenden Aquivalenzen.

@A) “VxeM:plx) & IxeM:-p(x)
(i) IxeM:p(x) & VxeM:-p(x)

Beweis: zu (i) ,,<“ (durch Widerspruch) Auf Grund der Voraussetzung gibt es ein ¢ € M, so dass —p(c) erfiillt
ist. Nehmen wir nun an, auch die Aussage Vx € M : ¢(x) ist wahr. Dann muss insbesondere auch ¢(c) gelten. Die
Aussagen ¢(c) und ~¢(c) wiéren also gleichzeitig erfiillt, was unmoglich ist. Der Widerspruch zeigt, dass “Vx € M :

p(x) gelten muss.

»,=“ (durch Kontraposition und Widerspruch) Wir setzen =3x € M : —p(x) voraus und zeigen Vx € M : ¢(x). Sei
dazu ¢ € M vorgegeben. Angenommen, es gilt ¢ (c). Dann existiert also ein ¢ € M mit =¢(c), und das bedeutet,
dass Ix € M : —¢(x) gilt, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Da also —¢(c) zu einem Widerspruch fiihrt,

muss ¢(c) gelten. Weil ¢ € M beliebig vorgegeben war, haben wir somit Yx € M : ¢(x) bewiesen.

zu (ii) ,,<*“ (durch Kontraposition und Widerspruch) Wir setzen 3x € M : p(x) voraus und leiten daraus =VYx € M :
—p(x) ab. Auf Grund unserer Voraussetzung existiert ein ¢ € M, so dass ¢(c) erfiillt ist. Nehmen wir nun an, es gilt

Vx € M : =p(x). Dann miisste auch —¢(c) gelten, im Widerspruch zu ¢(c). Also gilt statt dessen =Vx € M : =¢(x).

»= (durch Widerspruch) Unsere Voraussetzung lautet -3x € M : ¢(x). Zum Beweis von Yx € M : —p(x) sei
¢ € M vorgegeben. Nehmen wir an, es gilt ¢(c). Dann wire die Aussage 3x € M : ¢(x) erfiillt, im Widerspruch zu

unserer Voraussetzung. Also gilt = (c). Weil ¢ € M beliebig vorgegeben war, ist damit Vx € M : = (x) bewiesen. O



Schliellich ist es noch moglich, mehrere Quantoren zu verschachteln. In diesem Fall ben6tigt man Aussagensche-
mata mit mehreren Parametern. Sei ¢ ein Aussagenschema mit den beiden Parametern x, y und M, N Mengen mit
der Eigenschaft, dass man fiir alle c € M und d € N eine sinnvolle Aussage ¢(c,d) erhélt, wenn man x durch ¢ und

y durch d ersetzt. Dann ist Yy € N : ¢ ein Aussagenschema, das nur noch vom Parameter x abhingt, und
dxeM:VyeN:p

ist eine Aussage, mit zwei ineinander verschachtelten Quantoren. Umgangssprachlich bedeutet diese Aussage: ,,Es

gibt ein ¢ € M, so dass fiir alle d € N jeweils p(c,d) gilt.“

Dabei sind die Quantoren 3 und V in beliebiger Kombination zugelassen. Es ergeben sich dadurch Aussagen mit

unterschiedlicher Bedeutung.

e Der Ausdruck Yx € M : dy € N : ¢ bedeutet:
LFUr jedes c € M gibt es ein d € N, so dass ¢(c,d) gilt.“

e Der Ausdruck dx € M : Jy € N : @ bedeutet:
»Es gibt Elemente c € M und d € N, so dass ¢(c,d) gilt.“

e Der Ausdruck Yx € M : Yy € N : ¢ bedeutet:
LFir alle c € M und alle d € N gilt ¢(c,d).“

Man beachte, dass auch die Aussagen Yx € M : dy € N: p und dy € N : Vx € M : ¢ nicht etwa gleichbedeutetend
sind, es kommt also auch auf die Reihenfolge der Quantoren an. Wir machen uns dies am Beispiel des Aussagen-
schemas x < y mit den Parametern x, y klar, das wir wieder mit ¢ bezeichnen. Offenbar erhilt man jedes Mal eine

sinnvolle Aussage, wenn man fiir x und y Elemente aus R, der Menge der reellen Zahlen, einsetzt.

Die Aussage dx € R : Yy € R : x < y bedeutet nun: ,Es gibt ein ¢ € R, so dass fiir alle d € R jeweils ¢ < d gilt.“
Diese Aussage ist offenbar falsch. Denn nehmen wir an, es gibt ein solches c¢. Dann ist d = ¢ — 1 offenbar kleiner als

¢, und nicht gréf3er. Somit ist ¢ < d nicht fiir alle d € R erfiillt.

Die Aussage Yy € R : 3x € R : x < y bedeutet andererseits, dass fiir jedes d € R jeweils ein ¢ € R mit ¢ < d
existiert. Diese Aussage ist wahr. Geben wir namlich ein beliebiges d € R vor, dann kénnen wir ¢ = d — 1 setzen, und

die Aussage ¢ < d ist offenbar erfiillt.

Kommen wir nun zum letzten Thema dieses Kapitels, der vollstindigen Induktion. Wir werden die Menge IN =
{1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen in einem spéateren Kapitel als Teilmenge der reellen Zahlen definieren. Trotzdem
soll an dieser Stelle bereits mit IN gearbeitet werden. Wir setzen folgende Aussagen {iber die Menge IN als bekannt
voraus. Sie sind in der Literatur unter dem Namen Peano-Axiome bekannt, benannt nach dem italienischen Mathe-

matiker Guiseppe Peano (1858-1932) und lauten

(P1) Es gibt ein ausgezeichnetes Element in IN, das wir mit 1 bezeichnen.

(P2) Jedes n € IN besitzt einen eindeutig bestimmten Nachfolger, der mit n + 1 bezeichnet wird.
(P3) Kein Element aus IN besitzt die 1 als Nachfolger.

(P4) Sind m,n€ IN mit m+1=n+1, dann folgt m = n.



Hinzu kommt noch das wichtige

(P5) Induktionsprinzip:
Sei @ ein Aussagenschema mit folgenden Eigenschaften: Fiir jedes n € IN ist ¢(n) eine sinnvolle Aussage,
dariiber hinaus seien (1) und Yx € IN : p(x) = ¢(x + 1) wahre Aussagen. Dann ist auch Vx € IN : p(x)

wahr.

Die Anwendung des Induktionsprinzips bezeichnet man als vollstindige Induktion, es ist eines der wichtigsten
Beweisprinzipien der Mathematik. Wir werden sehen, dass in vielen Situationen die Beweise der Aussagen (1) und

Vx € IN: p(x) = ¢(x + 1) erheblich einfacher sind als ein direkter Beweis von Yx € IN : ¢(x).

Wie wir im nichsten Abschnitt sehen werden, kann das Induktionsprinzip zum Beispiel dafiir benutzt werden, um
auf den natiirlichen Zahlen die Addition und die Multiplikation zu definieren, und um die aus der Schule bekannten
Rechengesetze herzuleiten, zum Beispiel Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz. Wir nehmen aber hier an,
dass wir die aus der Schule bekannten Zahlbereiche schon zur Verfiigung haben und betrachten als Beispiel den

folgenden ,Klassiker” unter den Induktionsbeweisen.

(2.4) Satz Sein € IN. Dann ist die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen gegeben durch

1+24..+n = zn(n+1).

Beweis: Unser Ziel besteht darin, das Induktionsprinzip auf das Aussagenschema 1+ 2+ ...+ x = %x(x + 1) mit
dem Parameter x anzuwenden. Bezeichnen wir dieses Aussagenschema mit ¢, dann miissen wir also ¢(1) und
Vx eN: p(x)= ¢(x+1) beweisen. Die Aussage ¢ (1) lautet 1 = % -1-(1+1). Diese Aussage ist offensichtlich wabhr,

denn tatsdchlich gilt % -1-(1+1) = % -1-2=1.

Nun beweisen wir Vx € IN : ¢(x) = ¢(x + 1). Sei dazu n € IN vorgegeben. Dann ist ¢(n) = ¢(n+ 1) zu zeigen.
Setzen wir dazu voraus, dass ¢(n) wahr ist. Dann gilt 1 +2+...+n = %n(n + 1). Diese Gleichung bleibt erhalten,

wenn wir auf beiden Seiten n + 1 addieren, es giltalso 1+2+...+n+(n+1) = %n(n +1)+(n+1). Wegen
%n(n+1)+(n+1)= %n(n+1)+1-(n+1) = (%n+1)(n+1)
1 1
= s(n+2)(n+1)=5(n+1)(n+1)+1)

erhalten wir 1+2+...+n+(n+1) = %(n—k 1)((n+1)+1). Also gilt auch ¢(n+1). Damit ist insgesamt die Implikation
p(n) = p(n+ 1) bewiesen. |

In einem Induktionsbeweis iiber ein Aussagenschema ¢ bezeichnet man den Beweis von ¢(1) als Induktionsanfang
und den Beweis der Implikation ¢(n) = ¢(n + 1) fir ein beliebig vorgegebenes n € IN als Induktionsschritt. Die
Teilaussage ¢(n) nennt man dabei die Induktionsvoraussetzung. Jeder Induktionsbeweis sollte so aufgeschrieben
sein, dass klar zu erkennen ist, an welcher Stelle die Induktionsvoraussetzung verwendet wird. (In einem spéteren
Kapitel werden wir sehen, wie sich der Ausdruck 1+ 2+ ... + n mit Hilfe des Summenzeichens kompakter darstellen

lasst.)



§ 3. Relationen

Inhaltsiibersicht

Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts X x X; intuitiv kann man sich darunter
eine Beziehung zwischen den Elementen der Menge vorstellen. Wir betrachten in diesem Kapitel zwei wichtige Klassen
von Relationen, die Halbordnungen und die Aquivalenzrelationen. Eine Halbordnung auf X verwendet man, um die
Elemente der Menge X auf irgendeine Weise zu ,,vergleichen“. Von diesem Konzept werden wir vor allem in der Analysis
Gebrauch machen. Dagegen dient eine Aquivalenzrelation auf X dient dazu, die Menge X geeignet zu zerlegen. Dies
fiihrt in erster Linie zu Anwendungen in der Algebra, auch in der Linearen Algebra.

Wichtige Begriffe und Sdtze

e Relation auf einer Menge X, zwischen zwei Mengen X und Y

e Halbordnungen, Verbiande und Totalordnungen
(Beispiel: die Potenzmenge einer Menge als Verband)

e minimales und maximales Element, Minimum und Maximum, Infinum und Supremum
(Beispiel: die Grenzen eines endlichen Intervalls als Infimum und Supremum)

e Aquivalenzrelation auf einer Menge, Aquivalenzklasse
(Beispiel: die Kongruenzrelationen auf Z)

e Korrespondenz zwischen Aquivalenzrelationen und Zerlegungen
(Beispiel: die Zerlegung von Z in Kongruenzklassen)

(3.1) Definition Seien X und Y Mengen.

(i) Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R C X x X.

(i) Eine Relation zwischen X und Y ist eine Teilmenge RC X x Y.

Intuitiv kann man sich eine Relation R als Beziehung zwischen den Elemente von X und Y vorstellen. Fiir beliebige

x €X und y €Y soll (x,y) €R genau dann gelten, wenn x und y miteinander in Beziehung stehen.

Betrachten wir als erstes Beispiel die Relation | auf der Menge X = {1,2,3,4,5, 6} gegeben durch |={ (a,b) € X xX |
a ist Teiler von b }. Man bezeichnet diese Relation als Teilerrelation. In ausgeschriebener Form handelt es sich um

die Menge

| = {(,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4),(5,5),(6,6) } € X xX.

Alternativ konnte man die Relation | auch in Tabellenform darstellen, wobei man fiir jedes Element von X eine Zeile
und eine Spalte vorsieht und an der Position (x, y) genau dann ein Kreuz X setzt, wenn (x,y) € | gilt. Dies wiirde

dann folgendermallen ausehen.



L1 ]1]z]z]4]s]6]

1 ((XIX|X|X|X|X
2 X X X
3 X X
4 X

5 X

6 X

Natiirlich kann man die Teilerrelation auch auf der gesamten Menge IN der natiirlichen Zahlen betrachten. Da IN
aber unendlich ist, kann man die Elemente von | natiirlich nicht mehr einzeln angeben, weder als Aufzdhlung noch

in Tabellenform.

Viele Relationen auf R lassen sich wiederum graphisch darstellen, weil es sich dabei um nichts anderes als eine
Teilmenge der Ebene R? = R x R handelt. So kénnte man etwa die Punkte, die zur Relation gehéren, in der Ebene

blau einzeichnen. Fiir die Relationen
R={(x,y)eR?*|x<y} , S={(x,y)eR?*|y=x% und T={(x,y)eR?*|x*>+y><1}

wiirde man zum Beispiel die folgenden Bilder erhalten.

Relation R Relation S Relation T

Beim Umgang mit Relationen verwendet man haufig die folgende Infix-Notation: Ist R eine Relation zwischen zwei
Mengen X und Y, dann schreibt man die Aussage ,(x,y) € R“ sehr oft in der Form ,xRy*“. Als Bezeichnung fiir

Relationen werden hiufig Symbole wie <, <, <, =, = usw. verwendet.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass eine Relation R C X xY keine bestimmte ,,Bedeutung” zu haben braucht, sondern
vollkommen willkiirlich gew&hlt werden kann. So ist zum Beispiel auch R = {(3,7), (19, 8), (2,44)} eine Relation auf
IN. Um allerdings zu mathematisch ,interessanten“ Relationen zu kommen, beschrankt man sich auf Relationen mit

bestimmten festgelegten Eigenschaften.



(3.2) Definition Sei X eine Menge. Eine Relation R auf X heil3t

(i) reflexiv, falls xRx fiir alle x €R,

(i) symmetrisch, falls xRy = yRx fiir alle x, y €R,
(iii) anti-symmetrisch, falls xRy A yRx = x =y fiir alle x, y €R, und
(iv) transitiv, falls xRy A yRz = xRz fiir alle x, y,z € R gilt.

Wir kommen nun zur Definition der ersten wichtigen grof3en Klasse von Relationen.

(3.3) Definition Sei X eine Menge.

(i) Eine Halbordnung auf X ist eine reflexive, anti-symmetrische und transitive Relation.

(ii) Bezeichnet < eine Halbordnung auf X, so nennt man zwei Elemente x,y € X vergleich-

bar beziiglich <, wenn die Bedingung (x < y) V (y < x) erfiillt ist.

(iii) Eine Halbordnung auf X wird Totalordnung genannt, wenn je zwei Elemente aus X mit-

einander vergleichbar sind.

Wir betrachten eine Reihe konkreter Beispiele.

@

(i)

(iii)

Die gewohnliche <-Relation auf IN ist eine Totalordnung, ebenso die entsprechende Relation auf jeder der
Mengen Ny, Z, Q und R. Alle Eigenschaften einer Totalordnung (Reflexivitit, Anti-Symmetrie, Transitivitat,

Vergleichbarkeit) lassen sich unmittelbar iiberpriifen.
Die oben beschriebene Teilerrelation | auf der Menge IN ist eine Halbordnung, aber keine Totalordnung.

Zuerst iiberpriifen wir die Halbordnungs-Eigenschaften. Fiir jede Zahl n € IN gilt n = 1 n, also gilt n | n. Dies
zeigt, dass die Relation reflexiv ist. Zur Uberpriifung der Anti-Symmetrie seien m,n € N mit m | n und n | m
vorgegeben. Nach Definition der Teilbarkeit gibt es k,{ € IN mit n = k- m und m = £ - n. Durch Einsetzen
erhaltenwirn=k-({-n)=(k-£)-n, also k- £ =1 und m = n. Damit ist die Anti-Symmetrie nachgewiesen.
Um die Transitivitit zu {iberpriifen, seien m,n,p € IN mit m | n und n | p vorgegeben. Es gibt k,{ € IN mit

n=k-mundp=~{-n. Wegenp ={-(k-m)=(k-£) -mfolgt m| p.

Um zu zeigen, dass | keine Totalordnung ist, gentigt es, zwei nicht vergleichbare Elemente m, n € IN anzugeben.
Dies ist beispielsweise fiir m = 2 und n = 3 der Fall, denn weder ist 2 ein Teiler von 3, noch umgekehrt 3 ein

Teiler von 2. o

Sei X eine Menge und & (X) die zugehorige Potenzmenge. Dann ist die ,,C“-Relation auf #(X) eine Halbord-

nung. Eine Totalordnung liegt genau dann vor, wenn X aus héchstens einem Element besteht. (Man bezeichnet

diese Relation auch als Inklusionsrelation.)



Wieder iiberpriifen wir zunéchst die Halbordnungs-Eigenschaften. Fiir alle A € #(X) gilt offenbar A C A, also
ist die Relation C reflexiv. Sind A,B € & (X) mit A C B und B C A vorgegeben, dann folgt A = B. Also ist die
Relation anti-symmetrisch. Fiir A, B, C € #(X) folgt aus A C B und B C C offenbar A C C, also ist die Relation

auch transitiv.

Enthalt X zwei verschiedene Elemente x und y, dann ist die Relation keine Totalordnung, denn es gilt weder
{x} € {y}noch {y} € {x}.IstX = @, dann gilt Z(X) = {B}. Es gibt also in & (X) gar keine zwei verschiedenen
Elemente, und damit ist die Totalordnungs-Bedingung nach Definition erfiillt. Ist X einelementig, X = {x},
dann gilt 2 (X) = {@, {x}}, und es gilt @ C {x}. Es gibt also nur eine Moglichkeit, zwei verschiedene Elemente
in #(X) zu wihlen, und diese sind miteinander vergleichbar. Also liegt auch in diesem Fall auf #(X) eine

Totalordnung vor. O

Beschrinkt man sich auf eine endliche Teilmenge von IN, zum Beispiel auf die Menge der Teiler einer festen Zahl

n € N, dann lésst sich die Teilbarkeitsrelation graphisch darstellen. Ein von unten nach oben verlaufender Weg von

einem Element x zu einem Element y soll dabei bedeuten, dass x | y erfiillt ist. Fiir die Fille n = 24 und n = 27

erhilt man zum Beispiel die folgenden Bilder.
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Die lineare Struktur des Graphen rechts zeigt an, dass es sich bei der Relation | auf der Menge {1, 3,9,27} um eine

Totalordnung handelt. Die Teiler von 24 bilden aber nur eine Halbordnung.

Auch die Inklusionsrelation auf (X) lésst sich fiir kleine Mengen X veranschaulichen. Fiir die Potenzmengen {1},
{1,2} und {1, 2, 3} ergeben sich beispielsweise die folgenden Bilder. @
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Ist < eine allgemeine Halbordnung auf einer beliebigen Menge X, dann ist es allgemein iiblich, die folgenden ab-

kiirzenden Schreibweisen zu verwenden.

x>y fiir die Aussage y<x
x<y fiir die Aussage x<yAx#y
x>y fiir die Aussage Y<xAy#x



Wir bemerken, dass sich die Bedingungen x < y und x > y (und ebenso die Bedingungen x > y und x < y)
gegenseitig ausschlieen. Aus x < y und x > y wiirde ndmlich insbesondere x < y und x > y und auf Grund der

Anti-Symmetrie damit x = y folgen, was zur Voraussetzung x > y im Widerspruch steht.

(3.4) Definition Sei (X, <) eine Halbordnung und A C X.

(i) Man nennt a € A ein grofStes (bzw. kleinstes) Element der Menge A, wenn a > b (bzw.
a < b) fiir alle b € A gilt.

(i) Ein Element a € A wird maximales (bzw. minimales) Element der Menge A genannt,

wenn kein b € A mit b > a (bzw. b < a) existiert.

Neben ,,grofStes Element” und ,kleinstes Element” sind auch die Bezeichnungen ,Maximum* und ,,Minimum* ge-
brauchlich. Das Maximum einer Teilmenge A C X, sofern es existiert, wird mit max(A) bezeichnet, und ebenso das
Minimum im Falle der Existenz mit min(A). Die soeben eingefiihrten Begriffe stehen in folgender Beziehung zuein-

ander.
(3.5) Proposition Sei (X, <) eine Halbordnung und A C X.

(i) Es gibt hochstens ein groftes und héchstens ein kleinstes Element in A.

(i) Das grofdte (bzw. kleinste) Element von A, sofern es existiert, ist zugleich das einzige

maximale (bzw. minimale) Element von A.

(iii) Ist (X, <) eine Totalordnung, dann sind die Begriffe ,grof3tes Element* und , maximales

Element“ (bzw. ,kleinstes Element“ und ,,minimales Element*“) gleichbedeutend.

Beweis: zu (i) Nehmen wir an, dass a und a’ beides grof3te Elemente von A sind. Weil a groftes Element von A
und a’ € A ist, gilt a > a’. Weil a’ groftes Element von A und a € A ist, gilt a’ > a. Aus a > da’, a’ > a und der
Anti-Symmetrie der Relation < folgt a = a’. Genauso zeigt man, dass es hochstens ein kleinstes Element in A geben

kann.

zu (ii) Wir beschrianken uns auf den Beweis der Aussage fiir das grof3te Element. Sei also a das grofSte Element von
A. Dann muss a zugleich ein maximales Element sein, denn die Existenz eines b € A mit b > a wiirde der Definition
des grofsten Elements widersprechen. Nehmen wir nun an, dass b ein von a verschiedenes maximales Element der
Menge A ist. Dann gilt a > b (weil a groBtes Element von A ist), zugleich aber a # b und damit insgesamt a > b.

Aber dies widerspricht der Maximalitédt des Elements b.

zu (ili) Wieder beschranken wir uns auf den Beweis der Aussage fiir grof3te und maximale Elemente. Wegen Teil
(ii) geniigt es zu zeigen, dass im Falle einer Totalordnung jedes maximale Element zugleich gro3tes Element ist. Sei
also a ein maximales Element, und sei b € A beliebig. Weil < eine Totalordnung ist, muss a < b oder a > b und somit
auch a < b oder a > b gelten. Der Fall a < b wiirde der Maximalitit von a widersprechen. Es gilt also a > b fiir alle

b € A, und damit ist a das grofste Element von A. m|



Aus Teil (iii) der Proposition folgt insbesondere, dass es in Teilmengen der herkdmmlichen Totalordnung (IR, <) kei-
nen Unterschied zwischen groBten und maximalen bzw. kleinsten und minimalen Elementen gibt. In Halbordnungen
kann es durchaus vorkommen, dass eine Teilmenge mehrere maximale oder minimale Elemente besitzt. Betrachten
wir zum Beispiel in IN mit der Teilerrelation die Teilmenge A = {1, 2, ..., 10}, so besitzt diese sogar fiinf maximale Ele-
mente, ndmlich 6, 7, 8, 9 und 10. In dieser Situation kann es dann aber wegen Teil (ii) der Proposition kein grof3tes

Element geben.

Offenbar besitzt in einer Totalordnung (X, <) jede zweielementige Teilmenge {a, b} ein Maximum und ein Minimum.
Denn in diesem Fall gilt a < b oder a > b. Im ersten Fall ist a das Minimum und b das Maximum, im zweite Fall ist
es umgekehrt. Durch vollstdndige Induktion lasst sich leicht zeigen, dass jede nichtleere, endliche Teilmenge von A

ein Minimum und ein Maximum besitzt.

(3.6) Definition Sei (X, <) eine Halbordnung und A C X.

(i) Sei Element s € X wird obere Schranke (bzw. untere Schranke) von A genannt, wenn

s > a (bzw. s < a) fiir alle a € A gilt.

(ii) Wir bezeichnen mit &% (A) bzw. ¥ (A) die Menge aller oberen bzw. unteren Schranken

von A.

(iii) Das kleinste Element von & *(A), sofern es existiert, wird das Supremum von A genannt
und mit sup(A) bezeichet. Ebenso nennt man das gréRte Element von &#~(A) im Falle der

Existenz das Infimum von A, und bezeichnet es mit inf(A).

Ist die Menge A nichtleer, gilt aber &#*(A) = @&, dann setzt man sup(A) = +0o. Ebenso wird
inf(A) im Fall A # @ und &~ (A) = @ auf den Wert —oo gesetzt.

Auch diese Begriffe illustrieren wir anhand eines konkreten Beispiels.

(3.7) Proposition Seien a,b € Rmita < bund I = {x € R | a < x < b}. (Eine solche

Teilmenge nennt man ein endliches offenes Intervall.)

(i) Die Menge besitzt weder maximale noch minimale Elemente, also erst recht weder ein
grofites noch ein kleinstes Element.
(i) Esgilt S*(D)={xeR|x=b}lund ¥ (I)={xe€R|x <a}.
(iii) Es gilt sup(I) = b und inf(I) = a.
Beweis: Der Beweis beruht auf der folgenden allgemeinen Tatsache, deren Beweis wir nachliefern, sobald wir in

der Vorlesung die angeordneten Korper definiert haben: Sind ¢,d € R mit ¢ < d, dann gelten fiir den Durchschnitt

e = 2(c + d) der beiden Zahlen die Ungleichungen ¢ < e < d.



zu (i) Nehmen wir an, dass ¢ € I ein maximales Element von I ist. Dann gilt a < ¢ < b. Setzen wir ¢’ = %(c + b),
dann gilt a < ¢ < ¢’ < b und somit ¢’ € I. Damit steht ¢’ > ¢ aber im Widerspruch zur Maximalitit von I. Genauso
widerlegt man die Existenz minimaler Elemente. Dass es damit auch kein gro3tes oder kleinstes Element in I geben

kann, folgt aus Teil (ii) von Proposition [(3.5)

zu (ii) Wir beschridnken uns auf den Beweis der Gleichung fiir &% (I). Ist x > b, dann gilt insbesondere x > b > c fiir
alle ¢ € 1. Somit ist x eine obere Schranke von I, also in %" (I) enthalten. Setzen wir umgekehrt x € &*(I) voraus,
und nehmen wir an, dass x > b nicht erfiillt ist. Dann muss x < b gelten. Setzen wir a’ = max{a, x} und ¢ = %(a/+ b),
dann gilt a < @’ < ¢ < b und somit ¢ € I. Aber damit steht ¢ > a’ > x im Widerspruch zur Voraussetzung, dass x

eine obere Schranke von [ ist.

zu (iii) Nach Teil (ii) gilt b € &*(I) und x > b fiir alle x € #*(I). Also ist b das kleinste Element von & *(I), und
es folgt b = sup(I). Der Beweis der Gleichung a = inf(I) l4uft analog. O

Allgemein gilt zwischen Maximum und Supremum bzw. Minimum und Infimum die folgende Beziehung.

(3.8) Satz Sei (X, <) eine Halbordnung und A C X.

(i) Das Maximum (bzw. Minimum) von A, sofern es existiert, ist zugleich das Supremum

(bzw. Infimum) von A.

(i) Existiert das Supremum (bzw. Infimum) von A, und ist es in A enthalten, so ist es zugleich

das Maximum (bzw. Minimum) von A.

Beweis: zu (i) Es geniigt, die Aussage fiir das Maximum zu beweisen, denn fiir das Minimum lauft der Beweis
analog. Sei also a = max(A). Aus der Definition des groften Elements folgt unmittelbar, dass a € Aund a € & *(A)
gilt. Ein s € & *(A) mit s < a kann es nicht geben, denn wegen a € A konnte ein solches s keine oberen Schranke von

A sein. Also ist a zugleich das Supremum von A.

zu (ii) Auch hier beschrinken wir uns wieder auf den Fall des Supremums. Gilt s = sup(A), dann gilt insbesondere
s € #*(A) und somit s > a fiir alle a € A. Ist a zugleich in A enthalten, dann handelt es sich nach Definition um das

grofite Element der Menge A. m|

Betrachten wir zum Beispiel in der Totalordnung (IR, <) eine Teilmenge der Form [ = [a,b] ={x € R | a < x < b} mit

a,b € R, a < b (ein sog. endliches abgeschlossenes Intervall), dann gilt max(I) = sup(I) = b und min(I) = inf(I) = a.

(3.9) Definition Eine Halbordnung (X, <), in der jede zweielementige Teilmenge {a, b} C
X ein Infimum und ein Supremum besitzt, bezeichnet man als Verband. Man verwendet die

Bezeichnungen a V b = sup{a, b} und a A b = inf{a, b}.

Auch hier betrachten wir eine Reihe von Beispielen.



(i) Jede Totalordnung (X, <) ist ein Verband, mit a V b = max{a, b} und a A b = min{a, b} fiir alle a, b € X.

(i) Die natiirliche Zahlen mit der Teilerrelation bilden einen Verband. Fiir alle m,n € IN gilt jeweils mV n =

kgV(m,n) und m A n = ggT(m,n).

(iii) Ist X eine beliebige Menge, dann ist (22 (X), C) ein Verband. Fiir alle A,B € #(X) gilt jeweils AVB =AUB
und AAB=ANB.

(iv) Schrankt man die Teilerrelation auf IN auf die Teilmenge X = {1, 2, ..., 10} ein, so erhélt man eine Halbordnung,
die kein Verband mehr ist. Beispielsweise besitzt die Teilmenge {7, 8} keine obere Schranke in X, somit erst

recht keine kleinste obere Schranke, also kein Supremum.

(v) Ebenso geht die Verbandsstruktur verloren, wenn man die Teilerrelation auf die Menge IN \ {56} einschrénkt.
Es existieren dann zwar mehrere minimale obere Schranken von {7, 8}, zum Beispiel 112 oder 168, aber keine

kleinste obere Schranke.

Wir kommen nun zu einer weiteren wichtigen Klasse von Relationen, den Aquivalenzrelationen.

(3.10) Definition Eine Relation ~ auf einer Menge X wird Aquivalenzrelation genannt, wenn

sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Wir betrachten ein erstes Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation. Sei X eine endliche Menge und 2 (X) die Potenzmenge
von X. Dann ist durch A ~ B < |A| = |B| eine Aquivalenzrelation auf % (X) definiert, wobei |A| jeweils die Anzahl
der Elemente von A bezeichnet. Diese Relation ist reflexiv, denn fiir alle A € #(X) gilt |A| = |A| und somit A ~ A. Sie
ist symmetrisch, denn fiir alle A,B € #(X) mit A ~ B gilt |A| = |B|, damit auch |B| = |A|, und folglich B ~ A. Die
Relation ist auch transitiv. Sind ndmlich A,B,C € & (X) mit A ~ B und B ~ C vorgegeben, dann gilt |A| = |B| und
|B| = |C|, damit auch |A| = |C| und somit A~ C.

Fiir jede natiirliche Zahl n erhélt man auf folgende Weise eine Relation auf der Menge Z der natiirlichen Zahlen.

(3.11) Definition Fiir jedes n € IN sei die Relation =,, auf Z definiert durch die Festlegung
a=,b & nl|(a—b) VabeZ.

Hierbei steht | fiir die Teilerrelation; die Schreibweise n | (a — b) bedeutet also, dass n ein Teiler
der ganzen Zahl a — b ist. Die Relation =,, wird als Kongruenzrelation modulo n bezeichnet.

Zwei ganze Zahlen a, b € Z mit a =,, b werden auch kongruent modulo n genannt.

An Stelle von a =, b sind auch die Schreibweisen a = b mod n und a = b(n) gebréduchlich.



(3.12) Satz Fiir jedes n € IN ist =, eine Aquivalenzrelation auf Z.

Beweis: Fiir alle a € Z gilt offenbar a =, a, denn n ist stets ein Teiler von a —a = 0. Also ist die Relation =, reflexiv.
Sind a, b € Z mit a =, b, dann gilt nach Definition n | (a — b). Es gibt also ein k € Z mit a — b = kn. Aber dann gilt

auch b —a = (—k)n, also n | (b —a), und damit auch b =, a. Dies zeigt, dass =, eine symmetrische Relation ist.

Seien nun a, b,c € Z mit a =, b und b =,, ¢ vorgegeben. Dann gilt n | (a—b) und n | (b—c), es gibt also k, { € Z mit
a—b=knund b—c =4{n. Esfolgta—c=(a—b)+(b—c)=(k+£)n, also n | (a—c) und somit a =, c. Dies zeigt,

dass =,, auch transitiv ist. Insgesamt handelt es sich bei =, also tatsichlich um eine Aquivalenzrelation. O

Die intuitive Bedeutung der Aquivalenzrelationen auf einer Menge wird durch den folgenden Begriff besser verstind-
lich.

(3.13) Definition Als Zerlegung einer Menge X bezeichnen wir eine Teilmenge % C & (X)
mit den Eigenschaften A # @ fiir alle A € %, dass fiir jedes x € X ein A € & mit x € A existiert,
und dass fiir alle A,B € Z aus AN B # & jeweils A = B folgt.

Die zweite Bedingung besagt also, dass X die Vereinigung aller Elemente aus % ist, und die dritte, dass je zwei
verschiedene Mengen aus X disjunkt sind. Ist zum Beispiel X = {1,2,3,4,5}, dann ist sowohl {{1,2,3},{4,5}}
als auch {{1},{5},{2,3,4}} eine Zerlegung von X. Dagegen ist {{1,2,3},{3,4,5}} oder {{1,3},{2,5}} oder auch
{@,{1,2},{3,4},{5}} keine Zerlegung von X.

(3.14) Definition Sei X eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und x € X. Dann nennt

man die Teilmenge
[x]. = {yeXlx~y

die Aquivalenzklasse des Elements x beziiglich ~.

(3.15) Proposition Sei X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir alle x,y € X
folgt aus y € [x]. stets [x]. = [y].. Die Aquivalenzklassen von ~ bilden also eine Zerlegung
der Menge X.

Beweis: Seien x,y € X mit y € [x]. vorgegeben. Nach Definition [x].. gilt dann x ~ y.Zum Beweisvon [y]. C [x].
sei nun z € [y]. vorgegeben. Dann gilt y ~ z. Aus x ~ y und y ~ z folgt x ~ z, auf Grund der Transitivitit. Daraus
wiederum folgt z € [x].. Zum Beweis von [x]. C [y]. sei nun z € [x].. Dann gilt x ~ z. Aus x ~ y und der
Symmetrie von ~ folgt y ~ x. Aus y ~ x und x ~ z folgt y ~ z. Damit ist z € [ y]. nachgewiesen. Insgesamt haben

wir damit [x]. = [y]. gezeigt.



Fiir jedes x € X enthilt die Aquivalenzklasse [x].. auf jeden Fall das Element x, denn auf Grund der Reflexivitit gilt
x ~ x und damit x € [x].. Samtliche Aquivalenzklassen sind also nicht leer, und jedes x € X ist in mindestens einer
Aquivalenzklasse enthalten. Seien nun x, y € X mit [x].N[y]. # @ vorgegeben. Dann existiert ein z € [x].N[y]..
Wie wir oben gezeigt haben, folgt daraus [x]. = [z]. = [y ].. Damit haben wir fiir die Menge der Aquivalenzklassen

die Eigenschaften einer Zerlegung nachgewiesen. |

Umgekehrt l4sst sich jeder Zerlegung eine Aquivalenzrelation zuordnen.

(3.16) Proposition Sei X eine Menge und % eine Zerlegung von X. Dann ist durch die
Festlegung
X~ypy & JAeZ:(x€eAAN(ye€A) Vx,yeX

eine Aquivalenzrelation auf X definiert.

Beweis: Fiir jedes x € X existiert nach Definition der Zerlegungen ein A € % mit x € A. Die Aussage (x € A)A(x € A)
ist somit erfiillt, es gilt also x ~4 x. Dies zeigt, dass ~g reflexiv ist. Seien nun x,y € X mit x ~, y vorgegeben.
Dann existiert ein A € & mit (x € A)A(y € A). Es gilt dann auch (y € A) A (x € A); daraus folgt y ~4 x. Die Relation
~ 4 ist also auch symmetrisch. Seien schlieBlich x, y,z € X mit x ~4 y und y ~4 2. Dann gibt es Menge A,B € &
mit (x € A)A(y € A) und (y € B)A(z € B). Aus y € ANB und den Eigenschaften einer Zerlegung folgt A= B. Damit
ist dann auch (x € A) A (z € A) erfiillt, und wir erhalten x ~, 2. Dies zeigt, dass ~, auch transitiv ist. Insgesamt ist

durch ~ also eine Aquivalenzrelation gegeben. m|

(3.17) Proposition Sein € IN und a € Z. Dann ist die Aquivalenzklasse [a], von a beziiglich
der Relation =, gegeben durch die Menge a + nZ = {a + nk | k € Z}. Man nennt [a],, auch die

Kongruenz- oder Restklasse von a modulo n.

Beweis: Zum Beweis der Inklusion [a],, € a+nZ seic € [a], vorgegeben. Dann gilt a =, ¢, also n | (a—c). Es existiert
also ein k € Z mit a — ¢ = nk. Daraus wiederum folgt ¢ = a + n(—k) € a + nZ. Zum Nachweis von a + nZ C [a],
sei ¢ € a + nZ. Dann gilt ¢ = a + nk fiir ein k € Z. Es folgt n(—k) = a —c, also n | (a — ¢) und somit a =, c. Dies

wiederum ist gleichbedeutend mit ¢ € [a],,. O

Nach Proposition bilden die Kongrenzklassen modulo einer Zahl n € IN also eine Zerlegung von Z. Beispiels-
weise wird Z durch die Kongruenzklassen modulo 2 in die geraden und die ungeraden Zahlen zerlegt. Durch die
Kongruenz modulo 3 erhalten wir eine Zerlegung Z = AUB U C von Z in drei Teilmengen, namlich A = 37 =
{..,—6,-3,0,3,6,9,..},B=1+3Z={...,—5,—2,1,4,7,10,..} und C =2+ 3Z ={...,—4,—1,2,5,8,11, ...}

Wenden wir Proposition |(3.15)|auf die Relation =, an, so erhalten wir

(3.18) Folgerung Fiir alle n € IN und a, b € Z gilt die Aquivalenz

a=,b & bea+nZ <& a+nZ=>b+nZ.



Beispielsweise gelten in Z /57 die Gleichungen 2+ 5Z =7 +5Z =12+ 57Z = -3 + 5Z.

Aus der Schulmathematik ist das Konzept der Division mit Rest bekannt: Ist a € Z und n € IN vorgegeben, so findet

man stets Elemente q,r € Z, so dass a =qn+r und 0 < r < n erfiillt ist.

(3.19) Proposition Fiir jedes n € IN sei Z/nZ die Menge der Kongruenzklassen modulo n.

Dann besitzt Z/nZ genau n verschiedene Elemente, ndmlich r + nZ mit 0 < r < n.

Beweis: Zunéichst zeigen wir, dass jede Kongruenzklasse mit einem dieser n Elemente {ibereinstimmt. Sei a + nZ
vorgegeben, mit a € Z. Division mit Rest liefert ¢,r € Z mita = qn+r und 0 < r < n. Wegen a —r = qn gilt
n | (a—r) und somit a =,, r. Wir erhalten a + nZ = [a],, = [r], = r + nZ, nach Proposition Um zu zeigen,
dass die angegebenen Elemente alle verschieden sind, seien r,s € Z mit 0 < r,s < n vorgegeben. Nehmen wir an,
es gilt r + nZ = s + nZ; zu zeigen ist, dass dann r = s folgt. Aus [r], = [s], folgt s € [r], und somit r =, s, also

n|(r—s). Aber wegen 0 < r,s < n ist |r —s| < n; somit ist n | (r —s) nur méglich, wenn r =s ist. |

Statt mit [a],, oder a +nZ bezeichnet man die Restklasse von a auch mit a, sofern n aus dem Kontext heraus bekannt
ist. Nach Proposition [(3.19)|ist die Menge Z/77Z. beispielsweise gegeben durch

7/77. = {0,1,2,3,4,5,6}.



§ 4. Abbildungen und Mdchtigkeiten

Inhaltsiibersicht

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei Mengen X und Y ist gegeniiber einer beliebigen Relation dadurch ausge-
zeichnet, dass fiir jedes x aus X, dem Definitionsbereich von f, ein eindeutig bestimmtes y aus Y, dem Wertebereich
von f, existiert, das dann mit f (x) bezeichnet wird. Man umschreibt dies mit der Formulierung, dass die Abbildung
f jedem x € X ein Element y € Y ,,zuordnet*.

Im Allgemeinen kénnen mehrere x € X demselben y € Y zugeordnet werden; ist dies nicht der Fall, nennt man die
Abbildung injektiv. Ist jedes y € Y das Ziel von mindestens einer Zuordnung, wird also der gesamte Definitionsbereich
durch f ,,abgedeckt®, spricht man von einer surjektiven Abbildung. Abbildungen, die injektiv und surjektiv sind, werden
bijektiv oder auch ,1-zu-1“-Abbildungen genannt. Fiir sie existiert eine sog. Umkehrabbildung in Gegenrichtung f ! :
Y — X, die dadurch gekennzeichnet ist, dass fiir alle x € X und y € Y die Aquivalenz

y=fx) e x=f7
erfiillt ist. Mit anderen Worten, die Gleichung y = f(x) kann nach x ,,aufgelost“ werden.

Mit Hilfe der bijektiven Abbildungen kann auch die Mdchtigkeit einer Menge definiert werden. Ist die Menge endlich,
so handelt es sich dabei einfach um die Anzahl der Elemente. Mit Hilfe der vollstdndigen Induktion aus § 2 leiten wir
eine Reihe von Rechenregeln fiir die Méachtigkeit endlicher Mengen her. Auf3erdem behandeln wir einige Grundlagen
zu unendlichen Mengen, indem wir beispielsweise durch das Konzept der Abzédhlbarkeit verschiedene Stufen der Un-
endlichkeit unterscheiden.

Wichtige Begriffe und Sctze

e Abbildung zwischen zwei Mengen

e Definitions- und Wertebereich einer Abbildung

e Einschrdnkung und Komposition von Abbildungen

e Bildmengen und Urbildmengen

e injektive, surjektive und bijektive Abbildungen, Umkehrabbildung

e endliche und unendliche Mengen, Machtigkeit einer endlichen Menge

e Rechenregeln fiir die Machtigkeit endlicher Mengen
(fiir Vereinigung, Durchschnitt, kartesischem Produkt und Potenzmenge)

e Binomialkoeffizienten
o  Gleichmaéchtigkeit; hochstens abzéhlbare, abzihlbar unendliche und {iberabzéhlbare Mengen
e  Familie von Elementen, Indexmenge, Folge

e Abzidhlbarkeitskriterien, Abzéhlbarkeit von @ als Folgerung




(4.1) Definition Seien X,Y Mengen. Eine Relation f zwischen X und Y wird Abbildung

genannt, wenn fiir jedes x € X genauein y € Y mit (x, y) € f existiert. In Formelschreibweise:
(i) VxeX:dyeY:(x,y)ef
(i) VxeX:Vy,yeY:(x,y)efA(x,y)ef=>y=Y"

Dabei nennt man X den Definitions- und Y den Wertebereich der Abbildung.

Fiir gegebenes x € X bezeichnet man das eindeutig bestimmte y € Y mit der Eigenschaft (x,y) € R mit f(x) und

nennt es das Bild von x unter R.

Die Notation f : X — Y driickt aus, dass f eine Abbildung von X nach Y, also eine Abbildung mit Definitionsbereich
X und Wertebereich Y ist. Die Schreibweise x — y ist gleichbedeutend mit y = f(x); man sagt auch, dass f dem

Element x das Element y zuordnet.

Ob eine Relation f auf der Menge R der reellen Zahlen eine Abbildung ist, ob also fiir jedes x € X genauein y €Y

mit (x,y) € f existiert, lasst sich gut an der graphischen Darstellung von f erkennen.
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Zum Beispiel ist S = {(x,y) € R? | y = x?} eine Abbildung, denn fiir jeden x-Wert (griin) gibt es genau einen
zugehorigen Punkt (x, y) € S (rot), also genau ein y € R mit (x,y) € S. Dagegenist T = {(x,y) € R? | x2+y2 < 1}
keine Abbildung, denn fiir einige x-Werte (zum Beispiel fiir x = 1.2) gibt es gar kein y mit (x,y) € T. Fiir andere
x-Werte (zum Beispiel x = 0) gibt es dagegen gleich mehrere, sogar unendlich viele, zugehorige y-Werte, was bei

einer Abbildung ebenfalls nicht zuléssig ist.

Als néchstes definieren wir zwei wichtige Operationen: die Einschrdnkung und die Komposition von Funktionen. Die

erste Operation lduft darauf hinaus, dass man den Definitionsbereich einer Funktion f verkleinert.

(4.2) Proposition Sind X,Y Mengen, f € X x Y eine Abbildung und U C X. Dann ist durch
fly={(c,y)ef |xe€U}=fn(UxY) eine Abbildung von U nach Y definiert. Wir bezeichnen

sie als die Einschrdnkung von f auf die Teilmenge U.



Beweis: Um zu zeigen, dass g = f N(U x Y) eine Abbildung U — Y ist, sei x € U vorgegeben. Weil f eine Abbildung
ist, existiert jedenfalls ein y € Y mit (x,y) € f. Wegen (x,y) € U xY ist (x, y) auch in g enthalten. Seien nun x € U
und y,y’ € Y mit (x,y) € g und (x,y’) € g. Dann gilt auch (x,y) € f und (x,y’) € f. Weil f eine Abbildung ist,
folgt y = y’. Insgesamt haben wir damit fiir g beide in Definition angegeben Bedingungen verifiziert. O

(4.3) Proposition Seien X,Y,Z Mengenund f : X = Y, g: Y — Z zwei Abbildungen. Dann
istgof ={(x,2)eXxZ|3dyeY:(x,y)e f A(y,z) € g} eine Abbildung von X nach Z, und
es gilt (g o f)(x) = g(f (x)) fiir alle x € X. Man nennt g o f die Komposition der Abbildungen
f und g.

Beweis: Sei x € X vorgegeben. Setzen wir y = f(x) € Y, dann gilt (x,y) € f und (v, g(y¥)) € g nach Definition der
Bildelemente f (x) und g(y). Dies zeigt, dass das Paar (x,z) mit 2 = g(y) = g(f(x)) in g o f enthalten ist.

Nehmen wir nun an, z’ € Z ist ein weiteres Element mit (x,z’) € g o f ist. Dann exitiert nach Definition ein y' € Y
mit (x,y’) € f und (y’,2") € g. Weil f eine Abbildung ist, gilt y = f(x) = y’, und aus der Abbildungs-Eigenschaft
von g und der Voraussetzung (y,z) € g und (y’,2") = (y,2’) € g folgt 2 = z’. Insgesamt ist damit gezeigt, dass g o f
eine Abbildung ist, und dass (g o f)(x) = g(f (x)) gilt. O

Die Komposition g o f entsteht also einfach dadurch, dass f in g ,eingesetzt“ wird. Spéater werden wir hiufig mit
Abbildungen auf den reellen Zahlen arbeiten, zum Beispiel f : R — R,x — x + 1 oder g : R — R, x — x2. Die

Komposition von f und g ergibt in diesem Fall also
(gof)x) = g(f(x)) = gx+1) = (x+1) firalexeR.

Man kann sich das Zusammenspiel von f, g und g o f durch folgendes Diagramm veranschaulichen.

Eine Abbildung wirkt nicht nur auf einzelne Elemente, sondern auch auf Teilmengen ihres Definitions- und Wertebe-
reichs. Die folgenden beiden Konzepte werden spéter bei der Formulierung der Ketten- und der Umkehrregel in der

Analysis eine wichtige Rolle spielen.

(4.4) Definition Seien f : X — Y eine Abbildungund UC X,V CY.

(i) Die Teilmenge f(U) = {f(x) | x € U} C Y wird die Bildmenge von U unter der Abbildung
f genannt. Es handelt sich um die Elemente von Y, die man dadurch erhilt, dass man f

auf ein Element aus U anwendet.

(ii) Die Teilmenge f~1(V) = {x € X | f(x) € V} C X wird die Urbildmenge von V unter f

genannt. Sie besteht aus genau den Elementen von X, die nach V abgebildet werden.



Wir betrachten als Beispiel die Abbildung f : X — Y zwischen den Mengen X = {—3,—2,—1,0,1,2,3} und Y =
{0,1,2,3,4,9} gegeben durch f(x) = x? fiir alle x € X. Seien U € X und V C Y gegeben durch U = {—1,0} und
V ={3,4,9}.

e

Bestimmung der Bildmenge f (U) Bestimmung der Urbildmenge f (V)

Nach Definition besteht f (U) aus allen Elementen, die man durch Quadrierung von Elementen aus U = {—1, 0} erhalt,
also (—1)? = 1 und 0% = 0. Die Urbildmenge f~!(V) enthilt alle Elemente x € X, deren Quadrat in V = {3,4,9}
liegt. Wegen (—2)? = 22 = 4 und (—3)? = 32 = 9 sind dies die Zahlen —3,—2,2, 3.

(4.5) Proposition Sei f : X — Y eine Abbildung, U € X und V C Y. Dann gilt
OF I (2) I (i) U S f(F (V)

Beweis: zu (i) Ist y € f(f~1(V)), dann gibt es nach Definition der Bildmenge ein x € f (V) mit y = f(x). Aus
x € f7Y(V) folgt f(x) € V, insgesamt also y = f(x) € V.

zu (ii) Sei x € U vorgegeben. Dann gilt f (x) € f (U). Das Element x wird also auf ein Element aus f (U) abgebildet.
Nach Definition der Urbildmenge folgt daraus unmittelbar x € f ~1(f (U)). |

Anhand passender Beispiele werden wir uns in den Ubungen klarmachen, dass die beiden Inklusionen in der Propo-
sition im Allgemeinen keine Gleichungen sind, es braucht also weder f(f ~1(V)) = V noch f~}(f(U)) = U zu gelten.

Die Operationen ,Bildmenge“ und ,,Urbildmenge“ heben sich also nicht immer gegenseitig auf.

(4.6) Definition Sei f : X — Y eine Abbildung.

(i) Wenn fiir alle x4, x5 aus f(x;) = f(x;) jeweils x; = x, folgt, dann nennt man die Abbil-

dung injektiv.
(ii) Wenn es fiir jedes y € Y ein x € X mit f (x) = y gibt, dann wird f surjektiv genannt.

(iii) Eine Abbildung f, die sowohl injektiv als auch surjektiv ist, bezeichnet man als bijektiv.

Die drei soeben definierten Eigenschaften von Abbildungen lassen sich auch mit Hilfe der Urbildmengen charakteri-

sieren. Eine Abbildung ist genau dann injektiv, wenn f~!({y}) fiir jedes y € Y héchstens ein Element enthilt. Zum



Beweis setzen wir die Injektivitiit voraus und geben uns ein beliebiges y € Y vor. Sind nun x;, x, € f ~}({y}), dann
gilt f(x;) = y = f(x,), und aus der Injektivitit folgt x; = x,. Dies zeigt, dass f *({y}) keine zwei verschiedenen
Elemente enthilt. Setzen wir umgekehrt voraus, dass f ~'({y}) fiir jedes y € Y héchstens ein Element enthilt, und
seien x;,x, € X mit f(x;) = f(x,). Setzen wir y = f(x;), dann sind x;, x, beides Elemente von f ~}({y}). Weil aber

f1({y}) nach Voraussetzung hochstens einelementig ist, muss x; = x, gelten. Damit ist die Injektivitiit bewiesen.

Auf dhnliche Weise zeigt man, dass die Surjektivitit gleichbedeutend damit ist, dass f~1({y}) fiir jedes y € Y aus
mindestens einem Element besteht. Ebenfalls zur Surjektivitit dquivalent ist die Gleichung f(X) = Y, denn nach

Definition besteht f(X) genau aus den Elementen y € Y, fiir die ein x € X mit f(x) = y existiert.

Aus den Feststellungen zur Injektivitit und Surjektivitét ergibt sich unmittelbar, dass eine Abbildung f : X — Y genau

dann bijektiv ist, wenn die Menge f ~*({y}) fiir jedes y € Y jeweils genau ein Element enthilt.

Wieder schauen wir uns die neuen Begriffe anhand einer Reihe von Beispielen an.

(1) Sei M = {1,2,3,4} und N = {1,2,3,4,5}. Die Abbildung f : M — N mit f(a) = a fiir 1 < a < 4 ist
injektiv. Dafiir miissen wir zeigen, dass die Aussage Vx;,x, € M : f(x;) = f(x,) = x; = x,, glltig ist. Seien
also a;,a, € M mit f(a;) = f(a,) vorgegeben. Dann gilt a; = f(a;) = f(a,) = a,, also ist die Implikation
f(ay) = f(a,) = a; = a, tatséchlich fiir alle a,, a, € M erfiillt. Die Abbildung ist aber nicht surjektiv, denn es
gibt kein a € M mit f(a) = 5.

(i) Sei M = {1,2,3} und N = {1,2}. Dann ist die Abbildung f : M — N gegeben durch1—1,2+— 2,3~ 2
zwar surjektiv, aber nicht injektiv. Zwar gibt es fiir jedes b € N = {1,2} eina € M mit f(a) = b (f(1) =1,
f(2) =2), aber die Implikation f (a;) = f (a;) = a; = a, ist beispielsweise fiir a; = 2, a, = 3 nicht erfiillt.

(iii) Die Abbildung f : R — R, x — x? ist weder injektiv noch surjektiv. Die Implikation f(a;) = f(a,) = a; = a,

ist beispielsweise fiir a; = —1, a, = 1 nicht erfiillt, und es gibt kein a € R mit f (a) = —1.
(iv) Die Abbildung f : R — R, x — x + 1 ist bijektiv. Zunichst zeigen wir die Injektivitét. Sind a;, a, € R beliebig
vorgegeben, dann gelten die Implikationen

fla))=f(a)) = a+l=a+l = a=a, ,

also ist Vx1,x, € R: f(x;) = f(x5) = x; = x, wahr. Ist b € R beliebig vorgegeben, dann setzen wira = b—1
und erhalten f(a) = f(b—1)=(b—1)+ 1 = b. Fiir jedes b € R gibt es also ein a € R mit f(a) = b, d.h. die
Aussage Vy e R:dx e R : f(x) =y ist erfiillt.



(v) Fiir jede Menge X nennt man idy : X — X, x — x die identische Abbildung oder Identitit auf der Menge X .
Sie ist offenbar ebenfalls bijektiv.

(4.7) Satz Die Komposition zweier injektiver (bzw. surjektiver, bijektiver) Abbildungen ist

injektiv (bzw. surjektiv, bijektiv).

Beweis: Seien X,Y,Z Mengenund f : X —» Y, g : Y — Z Abbildungen. Zunichst setzen wir voraus, dass f und g
injektiv sind und beweisen die Injektivitdt von g o f. Seien dazu x;, x, € X mit (g o f)(x;) = (g o f)(x,) vorgegeben.
Nach Definition der Komposition o ist dies gleichbedeutend mit g(f (x;)) = g(f (x5)). Weil g injektiv ist, folgt daraus

f(x1) =f(xy). Weil auch f injektiv ist, erhalten wir x; = x,. Damit ist die Injektivitdt von g o f bewiesen.

Nun setzen wir voraus, das f und g surjektiv sind, und beweisen die Surjektivitit von g o f. Sei z € Z vorgegeben.
Zu zeigen ist, dass ein x € X mit (g o f)(x) = z existiert. Weil g surjektiv ist, gibt es ein y € Y mit g(y) = 2. Weil
auch f surjektiv ist, existiert ein x € X mit f(x) = y. Insgesamt gilt also (g o f)(x) = g(f (x)) = g(y) = z. Damit ist
die Surjektivitit von g o f bewiesen.

Setzen wir nun voraus, dass f und g bijektiv sind. Dann sind f und g insbesondere injektiv, und wie wir im ersten
Absatz gezeigt haben, folgt daraus die Injektivitdt von g o f. Die Abbildung f und g sind auch beide surjektiv. Wie
im zweiten Absatz gezeigt, folgt daraus die Surjektivitdt von g o f. Als injektive und surjektive Abbildung ist g o f
also insgesamt bijektiv. m|

Oft werden wir auch die folgende Charakterisierung injektiver, surjektiver und bijektiver Abbildungen verwenden.

(4.8) Satz Seien X,Y nichtleere Mengen und f : X — Y eine Abbildung.

(i) Esist f genau dann injektiv, wenn eine Abbildung g : Y — X mit g o f = idy existiert.
(i) Sie ist genau dann surjektiv, wenn es ein g : Y — X mit f o g = id, gibt.

(iii) Sie ist bijektiv genau dann, wenn ein g : Y — X mit den Eigenschaften g o f = idy und
f o g =1idy existiert. Die Abbildung g mit diesen beiden Eigenschaften ist dann eindeutig

bestimmt. Man nennt sie die Umkehrabbildung von f und bezeichnet sie mit f .

Beweis: zu (i) ,=“ Seif :X — Y eine injektive Abbildung und x, € X ein beliebig gewahltes Element. Gibt
es fiir y € Y ein Urbild von x € X, so ist dieses eindeutig bestimmt, und wir definieren g(y) = x. Besitzt y dagegen
kein Urbild, dann setzen wir g(y) = xo. Ist nun x € X und y = f(x), dann ist x das eindeutig bestimmte Urbild

von y, und nach Definition von g gilt (g o f)(x) = g(f(x)) = g(¥) = x = idx(x). Also besitzt g die gewlinschte
Eigenschaft g o f =idy.



,&=“ Seif :X — Y eine Abbildung und g : Y — X mit g o f = idy. Wir miissen zeigen, dass f injektiv ist. Seien

dazu x;, x, € X Elemente mit f(x;) = f(x,). Dann gilt

xy = idy (oy) = (g © f)(x1) = g(f (x1)) = g(f (x2)) = (g 0 f)(x2) = idy (x2) = x5.
Also ist f tatsdchlich injektiv.

zu (ii) »2=“ Sei f : X — Y eine surjektive Abbildung. Fiir jedes y € Y wahlen wir ein beliebiges Urbild

xy € f7'({y}) und definieren g(y) = x,. Fir jedes y € Y gilt dann (f o g)(y) = f(g(¥)) = f(x,) = ¥y = idy(¥),
also besitzt g die gewiinschte Eigenschaft.

»&=“ Seif :X — Y eine Abbildung und g : Y — X mit f o g = idy,. Um die Surjektivitdt von f nachzuweisen,
miissen wir zeigen, dass es fiir jedes y € Y ein x € X mit f (x) = y existiert. Ein solches Element x ist durch x = g(y)

gegeben, denn es gilt f(g(y)) = (f 0 g)(y) =idy(y) =y.

zu (iii) ,&“ Seif :X — Y eine Abbildung und g : Y — X mit g o f =idy und f o g =idy. Dann ist f nach (i)

injektiv, nach (ii) surjektiv, insgesamt also bijektiv.

»,2=“ Seif :X —Y eine bijektive Abbildung. Dann gibt es nach (i) eine Abbildung g, : Y — X mit g; o f =idy und
nach (ii) eine Abbildung g, : Y — X mit f o g, = idy. Wir zeigen, dass g; = g, gilt. Fiir gegebenes y € Y erhalten

wir auf Grund unserer Voraussetzungen

g1(y) = g:1(idy (¥)) = g1((f 2 g2)(¥)) = g1(f (82(3))) = (g1 0 £)(g2(¥)) = idx(g2(¥)) = g2(¥).

Also gilt tatséchlich g; = gy, d.h. g = g; ist eine Abbildung mit den beiden gewiinschten Eigenschaften. Sei nun
h:Y — X eine weitere Abbildung mit ho f =idy und f oh =idy. Aus g o f =idy und f o h = idy folgt dann, wie
soeben gezeigt, die Identitdt g = h. Also ist g eindeutig bestimmt. m|

Im Folgenden bezeichnet M,, = {1,2, 3, ..., n} fiir jedes n € IN die Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis n.

Auflerdem setzen wir M, = @.

(4.9) Definition Sei n € IN,. Man sagt, eine Menge A besteht aus n Elementen oder hat die

Michtigkeit n, falls eine bijektive Abbildung ¢ : M,, — A existiert. Wir schreiben dann |A| = n.

Darauf aufbauend konnen wir definieren

(4.10) Definition Eine Menge A ist endlich, falls ein n € IN, mit |A| = n existiert. Ansonsten

bezeichnen wir die Menge A als unendlich.

Wir miissen sicherstellen, dass unsere Definition der Machtigkeit einer endlichen Menge eindeutig ist, dass also nicht

|A| = m und |A| = n fiir zwei verschiedene Zahlen m,n € IN, gilt. Dies erfordert ein wenig Aufwand.



(4.11) Lemma Sei A eine beliebige Menge, und seien a, b € A zwei verschiedene Elemente.

Dann ist die Abbildung 7,; : A— A gegeben durch

b fallsx=a
Tep(x) = {a fallsx=»b eine Bijektion.
X sonst

(Die Abbildung 7, vertauscht die beiden Elemente a und b miteinander, alle iibrigen Elemente

werden auf sich selbst abgebildet.)

Beweis: Zunéchst beweisen wir die Surjektivitédt. Sei y € A vorgegeben. Ist y = a, dann gilt 7,,(b) = y. Im Fall
y = b ist t,,(a) = y, und im verbleibenden Fall y ¢ {a, b} gilt 7,,(y) = y. Also liegt y auf jeden Fall in der
Bildmenge der Abbildung 7,,. Zum Nachweis der Injektivitit seien u,v € A mit 7,;,(u) = 7,5(v) vorgegeben. Ist
Tap(W) = T4 (v) = a, dann muss u = v = b gelten. Im Fall 7,,(u) = 7,,(v) = b gilt u = v = a. Ist schlief3lich 7, (u)

nicht in {a, b} enthalten, dann folgt u = 7., (1) = 7, (v) =v. O

Fiir den Beweis der nichsten Aussage bemerken wir vorweg, dass die vollstindige Induktion aus § 2 statt {iber IN

auch {iber N, = IN U {0} gefiihrt werden kann, wenn man den Induktionsanfang bei n = 0 ansetzt.
(4.12) Proposition Sei n € IN,. Dann ist jede injektive Abbildung M,, — M,, auch surjektiv.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion iiber n € IN,,. Die einzige Abbildung von M, nach
M, ist wegen M, = & die leere Menge, und diese ist nach Definition sowohl injektiv als auch surjektiv (also bijektiv).

Damit ist die Aussage fiir n = 0 bewiesen.

Sei nun n € N, vorgegeben und ) : M,.; — M,,,; eine injektive Abbildung. Zu zeigen ist, dass 1 auch surjektiv ist.
Zunéchst betrachten wir den Fall, dass ¢(n+ 1) = n+ 1 ist. Dann gilt ¢)(M,)) € M,,. Denn wire dies nicht der Fall,
dann gébe es ein k € M, mit y(k) =n+ 1, was aber wegen (k) =n+1 = (n+ 1) im Widerspruch zur Injektivitat
von 1) stehen wiirde. Mit v ist auch die Einschrénkung 1|, injektiv. Es handelt sich also um eine injektive Abbildung
M, — M,; laut Induktions- voraussetzung ist diese auch surjektiv. Daraus folgt 1(M,,) = M,,. Wegen(n+1) =n+1
ist damit insgesamt gezeigt, dass jedes Element in M, von 1 getroffen wird, die Abbildung 1 also surjektiv ist.

Damit ist die Betrachtung dieses Falls abgeschlossen.

Betrachten wir nun den Fall, dass y(n + 1) = k mit k € M,, gilt. Weil 7 ,,,; nach Lemma |(4.11)| bijektiv ist, ist nach
Satz|(4.7)| mit 1 auch die Abbildung v = Tin+1 © Y injektiv; dartiber hinaus gilt

P+1) = (T oP)n+l) = Tom@n+1) = tom(k) = n+l.

. . . . 7 . P o s _ -1 Il . .
Wie im vorherigen Absatz gezeigt, folgt daraus, dass v surjektiv ist. Aber damit ist auch ¢ = Trent1 © ) surjektiv.

Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen. m|



Aus Proposition [(4.12)] folgt nun in der Tat die Eindeutigkeit von |A| fiir eine endliche Menge A. Denn nehmen wir
an, es gdbe m,n € IN, mit m < n und der Eigenschaft, dass sowohl |A| = m als auch |A| = n erfiillt ist. Dann gébe es
Bijektionen ¢ : M,,, = Aund 1 : M,, — A. Nach Satz w'aire dann durch a = ¢! 0 1) eine bijektive Abbildung
M, — M,, gegeben. Wegen M,, € M, kénnen wir a als injektive Abbildung M,, — M, auffassen. Wegen a(M,) =
M,, € M, ist a als Abbildung M,, — M,, jedoch nicht surjektiv. Wir haben also eine injektive, nicht surjektive Abbildung
M, — M, konstruiert. Aber die Existenz einer solchen Abbildung ist nach Proposition ausgeschlossen. Also

war unsere Annahme falsch, es kann nicht gleichzeitig |A| = m und |A| = n gelten.

(4.13) Proposition Zwei endliche Mengen A, B haben genau dann dieselbe Méachtigkeit, wenn

eine Bijektion A — B existiert.

Beweis: ,,=“ Sein € N, mit |A| = n = |B|. Die Gleichung |A| = n bedeutet, dass eine bijektive Abbildung ¢ : M,, = A
existiert. Aus |B| = n folgt, dass es eine Bijektion v : M,, — B gibt. Nach Satz|(4.7)|ist durch ) o ¢! eine Bijektion
von A nach B gegeben.

»<=* Weil A endlich ist, gibt es ein n € IN, und eine Bijektion ¢ : M,, — A. Aullerdem existiert nach Voraussetzung

eine Bijektion 1 : A— B. Somit ist ¢ o ¢ eine Bijektion M, — B, und daraus folgt |B| = n = |A|. O

(4.14) Proposition Eine Menge A ist genau dann unendlich, wenn eine injektive Abbildung

N — A existiert.

Beweis: ,<“ Nehmen wir an, es gibt eine injektive Abbildung 1) : IN — A, obwohl A endlich ist. Setzen wir |A| = n,
dann existiert also eine bijektive Abbildung ¢ : M, — A. Durch Einschrédnkung von ) auf M,,,; erhalten wir eine
injektive Abbildung M,,; — A. Durch a = ¢! o (3| M,,,) ist dann eine injektive Abbildung M,,; — M, gegeben.
Aufgefasst als Abbildung M, .; — M, ist diese injektiv, aber nicht surjektiv wegen a(M,,,,) = M, & M,.,,. Da nach
Proposition |(4.12)|eine solche Abbildung nicht existiert, war unsere Annahme falsch. Wenn eine injektive Abbildung

1) : IN — A existiert, muss A also unendlich sein.

»,2=>“ Nun setzen wir voraus, dass A unendlich ist. Wir konstruieren eine Abbildung ¢y : N — A, indem wir die
Bilder vy(n) der Reihe nach definieren. Zunédchst wihlen wir ein beliebiges Element a € A und setzen (1) = a.
Diese Abbildung ist offenbar injektiv. Sei nun n € IN, und nehmen wir an, dass 1) auf der Teilmenge M, € IN bereits
definiert und dort injektiv ist. Ware 1(M,,) = A, dann hitten wir eine Bijektion zwischen M, und A. Die Menge A

wire dann endlich, im Widerspruch zur Annahme.

So aber konnen wir ein neues Element a € A\ y(M,) wahlen und (n + 1) = a setzen. Dann ist ¢ auf M,
weiterhin injektiv, denn wegen der Injektivitét von 1|y, ist 1 (k) = 1(€) fiir k < £ und k,£ € M, ausgeschlossen.
Wegen Y(n+1) =a ¢ ¢ (M,) ist k € M, und £ = n+ 1 ebenfalls unméglich. Wir erhalten so eine Abbildung v, die
auf ganz IN definiert ist. Auch diese ist injektiv. Ware ndmlich (k) = 1 (£) fiir zwei k,£ € IN mit k < £, dann wiirde

sich ein Widerspruch zur Injektivitét von 1|, ergeben. m|



(4.15) Satz (Rechenregeln fiir Mdchtigkeiten)

(i) Sind A und B endliche disjunkte Mengen, ist also AN B = &, dann gilt
|AUB| = |A| + |B].

(ii) Ist B endlich und A C B, dann gilt |A| < |B| und |B \ A| = |B| — |A|.

(iii) Sind A und B beliebige endliche Mengen, dann gilt
|AUB| = |A| +|B| —|ANB| und |A x B| = |A| - |B|.

(iv) Fiir jede endliche Menge A gilt |2 (4)| = 2.

Ist A eine endliche Menge, dann ist also & (A) und jede Teilmenge von A endlich.

Beweis: zu (i) Sei m = |A| und n = |B|. Dann gibt es Bijektionen ¢ : M,, = Aund v : M,, = B. Wir definieren nun
eine Abbildung a : M., = AU B durch a(k) = p(k) fir 1 <k <m und a(k) =y (k—m) fir m+1 < k < n. Wenn

wir zeigen konnen, dass a bijektiv ist, dann folgt daraus |[AUB| = m+n = |A| + |B|.

Zum Nachweis der Injektivitat seien k,{ € M,,,,, mit a(k) = a({) vorgegeben. Ist k € M,,,, dann muss auch £ € M,,
gelten, denn ansonsten ware a(k) = a({) ein Element von AN B, was wegen AN B = @& ausgeschlossen ist. Nach
Definition der Abbildung a folgt daraus ¢ (k) = a(k) = a(£) = ¢(£), und weil ¢ injektiv ist, erhalten wir k = £. Ist
k > m, dann folgt wegen AN B = @& ebenso £ > m. Wir erhalten a(k) = (k —m) = ¢ ({ —m) = a(£) und wiederum

k = ¢, diesmal auf Grund der Injektivitdt von 1.

Zum Nachweis der Surjektivitit sei x € AU B vorgegeben. Dann gilt x € A oder x € B. Ist x € A, dann gibt es ein
k € M,, mit ¢(k) = x. Daraus folgt a(k) = x. Gilt dagegen x € B, so existiert ein k € M, mit 1(k) = x, und wir

erhalten a(k + m) = x. Damit ist die Surjektivitit bewiesen, insgesamt ist a also bijektiv.

zu (i) Sei n = |B|. Zum Beweis von |A| < n nehmen wir an, dass A unendlich ist oder zumindest |A| = n + 1 gilt.
Im ersten Fall gibt es nach Proposition [(4.14)] eine injektive Abbildung IN — A, im zweiten eine bijektive Abbildung
M, — Afiir ein r > n+ 1. In beiden Fillen kénnen wir die Abbildung zu einer injektiven Abbildung M,,; — A
einschrénken, die wir wegen A C B auch als injektive Abbildung ¢ : M,,; — B betrachten kénnen. Wegen |B| = n
gibt es nun eine Bijektion v : M, — B. Durch 1! o ¢ ist dann eine injektive Abbildung M,,; — M, definiert.
Fassen wir diese als Abbildung a : M,,; — M, auf, so ist a zwar injektiv, wegen a(M, ;) = M,, & M, aber
nicht surjektiv. Die Existenz einer solchen Abbildung ist durch Proposition ausgeschlossen. Also war unsere
Annahme falsch, und |A| < n ist bewiesen. Weil die Menge B disjunkt in A und B \ A zerlegt werden kann, gilt nach
Teil (i) |B| = |A| +|B\A|, also |B\ A| = |B|—Al.

zu (iii) Zum Beweis der ersten Gleichung zerlegen wir |A U B| disjunkt in die Teilmengen AN B, A\ (AN B) und
B\ (AN B). Durch Anwendung von (i) und (ii) erhalten wir

[JAUB| = |ANnB|+]|A\(ANB)|+|B\(ANB)| = |AnB|+(JA|l—|ANnB|)+(|B|—|ANBJ)

= |Al+|B|—]ANB].



Die Gleichung |A x B| = |A| - |B| beweisen wir durch vollstandige Induktion iiber n = |B|. Ist n = 0, dann gilt B = @&
und Ax B =, also |JAx B| =0 = |A|-0 = |A| - |B|. Ist n = 1, dann gilt B = {b} fiir ein b € B. Wir bemerken,
dass durch A — A x B, a — (a, b) eine Bijektion gegeben ist. Denn aus (a;, b) = (a,, b) folgt a; = a,, also ist die
Abbildung injektiv. Andererseits hat jedes Element in A x B die Form (a, b) fiir ein a € A, stimmt also mit dem Bild
von a iiberein. Daraus folgt die Surjektivitdt. Insgesamt ist die Abbildung bijektiv. Mit Proposition erhalten
wir [Ax B| = |A| = |A] - |B|.

Seinun n € IN vorgegeben, und setzen wir die Aussage fiir dieses n voraus. Sei |B| = n+1, b € B ein beliebig gewé&hltes
Element und B’ = B \ {b}. Nach (i) gilt |B’| = |B| — 1 = n, und die Induktionsvoraussetzung liefert |A x B| = |A| - n.
Weil A x B sich disjunkt in die Teilmengen A x B’ und A x {b} zerlegen lisst, gilt

IAxB| = |AxB/|+|Ax{b}] = |Al-n+|A] = |Al(n+1) = |A]-|B|.
zu (iv) Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion iiber n = |A|. Ist n = 0, dann gilt A = @&. Die leere Menge
besitzt nur eine Teilmenge, namlich @. Es gilt also 2 (A) = {@} und somit |#(A)| = 1 = 2°. Sei nun n € N, und
setzen wir die Aussage fiir n voraus. Sei nun A eine (n + 1)-elementige Menge. Zu zeigen ist |2 (A)| = 2"*. Dazu

wihlen wir ein beliebiges Element a € Aund setzen A’ = A\ {a}. Dann gilt |A’| = n, und nach Induktionsvoraussetzung
gilt |2 (A')| = 2". Wir betrachten nun die disjunkte Zerlegung %2 (A) = & U J mit

S = {BeP(A)|a¢B} und g = {Be#?(A)|aeB}.

Nach Definition gilt & = 2 (A’), denn die Teilmengen von A’ sind genau die Teilmengen B € A mit a ¢ B. Zwischen
den Mengen & und & ist durch ¢ : & — 7, B — B U {a} eine Bijektion gegeben, denn vy : & — &, B— B\ {a} ist
offenbar die Umkehrabbildung von ¢. Nach Proposition [(4.13)|folgt daraus || = |7 |. Wir erhalten nun

2@ = |ZI+17] = 27| = 2l@A) = 2-2" = 2"

Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen. m|

zum Induktionsschritt im Beweis von (4.7) (iv)



(4.16) Definition Fiir jede Menge B und jedes k € IN; sei &, (B) jeweils die Anzahl der k-

elementigen Teilmengen von B, also
Z(B) = {Ae #(B) ‘ |A| = k} .

Fiir alle k,n € IN,, definieren wir (Z) = |2.(M,,)| und bezeichnen diese Zahl als den Binomial-

koeffizienten von n uber k.

Beispielsweise ist (g) =10, denn Ms = {1, 2,3,4,5} hat genau zehn dreielementige Teilmengen, namlich
{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,3,4}, {1,3,5}, {1,4,5}, {2,3,4}, {2,3,5}, {2,4,5}, {3,4,5}.

Einige Binomialkoeffizienten lassen sich direkt angeben. Fiir alle k,n € IN,, gilt

(n) =1 , (n) =n und (n) = ( " ) falls k <n, aullerdem (n) =0 falls k > n.
0 1 k n—k k

Die Gleichung (g) = 1 ergibt sich aus der Feststellung, dass M,, nur eine nullelementige Teilmenge besitzt, ndmlich
die leere Menge. Fiir n € IN, mit n > 1 sind die einelementigen Teilmengen von M,, offenbar genau die Mengen {1},
{2}, ..., {n}, daraus folgt (2) = 1. Sind k,n € IN, mit k > n, dann gibt es nach Satz|(4.15)| (i) keine k-elementigen
Teilmengen von |M,,|. Daraus folgt (Z) =0 fiir k > n.

Die Gleichung (,’:) = (nfk) ist fiir k < n ergibt sich durch folgende Uberlegung: Ist A C M, eine k-elementige Teilmen-
ge, dann ist M, \ A nach Satz[(4.15)| (ii) eine n—k elementige Teilmenge. Durch & : A— M, \Aist also eine Abbildung
P(M,) = P,_(M,) gegeben. Diese besitzt 2,_(M,) = #.(M,), B — M, \ B als Umkehrabbildung. Denn wegen
n—(n—k) =k ist M,,\ B fiir jedes B € & _,(M,,) in 2.(M,,) enthalten, und wegen M, \ (M, \A) =A, M,\(M,\B) =B
fiir alle A€ #.(M,) und B € #Z,_,(M,,) sind die beiden Abbildungen tatsachlich zueinander invers.

Die folgenden beiden Aussagen ermoglichen die Berechnung beliebiger Binomialkoeffizienten.
(4.17) Proposition Seien k,n € IN;, wobei k > 1 ist. Dann gilt
("e) = ()0
k k k—1
Beweis: Wir betrachten die disjunkte Zerlegung von &.(M,,,;) = & UZ in die Teilmengen
gy = {A € P(My,1)

n+1€A} und g = {Ae@k(Mn+1) n+1¢A} ,

wobei I = Z(M,,) ist. Offenbar handelt es sich bei ¢ : #_;(M,) = &, A— AU {n+ 1} um eine Bijektion, denn
YL > P_1(M,), B— B\{n+1} ist eine Umkehrabbildung von ¢. Daraus folgt |2,_,(M, )| = ||, und insgesamt
erhalten wir (") = |2 (My)| = || +171 = |12 (M) + 2 (M) = () + (3)- O



Aus dieser Formel ergibt sich als Berechnungsschema das sogenannte Pascalsche Dreieck. Ist (Z) fiir jedes £ € N,
bereits bekannt, dann lasst sich der Wert (",:’ ) dadurch berechnen, dass man die im Dreieck unmittelbar dariiber

stehenden Werte (kfl) und (,’:) einfach addiert.

() 1
(o) () 1o
() ()
(o) 3 () () 13 3 1
Um eine explizite, nicht-rekursive Formel fiir die Binomialkoeffizienten anzugeben, benétigen wir die sogenannte

Fakultéitsfunktion. Es handelt sich dabei um eine Abbildung IN, — IN, n — n!, die rekursiv definiert ist durch
o =1 und (n+1)! = (n+1)-n! fiir alle neIN,.

Esgiltalso 1! =1:-01=1,21=2-11 =2, 31 =3-2! =6, 4! =4-3! =24, 5! =5-4! = 120 usw. Insgesamt
handelt es sich um eine sehr schnell wachsende Funktion. Zum Beispiel ist die Fakultidt von 30 gegeben durch 30! =
265.252.859.812.191.058.636.308.480.000.000, das sind immerhin schon 33 Dezimalstellen.

(4.18) Satz Fiir alle k,n € IN, mit k < n gilt

(D - k!(nnl 0!

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion {iber n € IN;), jeweils fiir alle k € IN, mit k < n. Fiir
n = k = 0 folgt die Gleichung aus (8) =1= % erfiillt. Sei nun n € IN; beliebig vorgegeben, und setzen wir die
Gleichung fiir dieses n und alle k € IN; mit k < n voraus. Unter dieser Voraussetzung beweisen wir die Gleichung
firn+1lund1<k<n+1.Istk =0, so gilt (”gl) =1= % Fiir 1 < k < n folgt die Gleichung mit Hilfe von
Proposition aus der Rechnung

(nzl) N (Z)Jr(k:) = k!(nnik)!+(k—1)!(z!—k+1)! =

n(n—k+1) 4 nlk _ nl((n—k+1)+k) (n+1)
Ki(n—k)(n—k+1) k(k—1)!(n—k+1)! ki(n—k+1)! Tkl (n+1-k)
Der einzige verbleibende Fall ist k = n + 1. Weil M,,,; die einzige (n + 1)-elementige Menge von M, ist, gilt
(Zﬁ =12, .1(M,,1)| =1, und ebenso ist (r(:'—l;)('), gleich 1. O

Nachdem wir uns bis jetzt mit der Machtigkeit endlicher Mengen beschéftigt haben, wenden wir uns nun den unend-
lichen Mengen zu. Durch Proposition |(4.13)|wird folgende Definition nahegelegt.

(4.19) Definition Wir bezeichnen zwei Mengen A und B als gleichméchtig (oder als Mengen

mit gleicher Méchtigkeit) und schreiben |A| = |B|, wenn eine Bijektion ¢ : A — B existiert.



Mit Hilfe dieser Definition konnen nun auch verschiedene Arten von unendlichen Mengen gegeneinander abgegrenzt

werden.

(4.20) Definition Eine Menge A wird abzdhlbar unendlich genannt, wenn sie die glei-
che Machtigkeit wie IN besitzt. Eine Menge, die endlich oder abzihlbar unendlich ist, nennen
wir hochstens abzéhlbar. Eine Menge, die nicht hochstens abzéhlbar ist, bezeichnet man als

tiberabzéihlbar.

Als erstes bemerken wir

(4.21) Proposition Abzihlbar unendliche Mengen sind unendlich.

Beweis: Nehmen wir an, dass eine Menge A zugleich endlich und abzéhlbar unendlich ist. Dann gibt es einerseits
ein n € IN;, mit |A| = n, also eine Bijektion ¢ : M,, — A, und andererseits eine Bijektion 1) : IN — A. Sei v, die
Einschriankung von 1) auf M,,,; dann wire ¢~ 'ot, ., : M,,; — M, eine injektive Abbildung von M,,,, in eine echte
Teilmenge von M,,,. Aber eine solche Abbildung kann es nach Proposition [(4.12)] nicht geben. m|

Genau wie bei den endlichen Mengen sehen wir uns nun an, unter welchen Mengenoperationen die Abzéhlbarkeit

erhalten bleibt.

(4.22) Lemma Jede unendliche Teilmenge von IN ist abzdhlbar unendlich.

Beweis: Sei A C IN eine unendliche Teilmenge. Wir definieren eine injektive Abbildung ¢ : IN — A durch folgende
Rekursionsvorschrift: Wie in den Ubungen mit dem Induktionsprinzip gezeigt wurde, besitzt jede nichtleere Teilmen-
ge von N ein kleinstes Element. Bezeichnet a; das kleinste Element in A, dann setzen wir ¢(1) =a;. Seinunne N

und nehmen wir nun an, dass ¢ (k) fiir 1 < k < n bereits definiert wurde, und dass ¢ auf M,, = {1, ..., n} injektiv ist.

Wire die Menge A\ ¢(M,,) leer, dann wiirde daraus ¢(M,) = A folgen. Damit wire ¢ eine Bijektion zwischen M,
und A, was aber der Voraussetzung widerspricht, dass A unendlich ist. So aber konnen wir in A\ ¢(M,,) ein kleinstes
Element b wihlen und ¢(n+ 1) = b definieren. Offenbar ist ¢ auch auf M,,,, injektiv. Denn nehmen wir an, es géabe
Elemente k,{ € M,,; mit k < £ und ¢ (k) = ¢(£). Wegen der Injektivitét von |, ist dies nur moglich, wenn k € M,
und £ = n+ 1 ist. Aber dann ist p({) = ¢(n+1) = b ¢ ¢(M,) und (k) € p(M,). Also kénnen (k) und ¢(£) nicht

libereinstimmen.

Insgesamt erhalten wir so eine Abbildung ¢ : IN — A. Auch diese ist injektiv. Sind nédmlich k,{ € IN mit k < £, dann
folgt aus der Injektivitét von ¢/, sofort (k) # ¢(£). Es bleibt zu zeigen, dass ¢ auch surjektiv ist. Nehmen wir an,
dies ist nicht der Fall. Dann existiert in A ein kleinstes Element a mit a ¢ ¢(IN). Seien a, ...,a, die endlich vielen
Elemente in A, die kleiner als a sind. Fiir jedes i € {1,...,r} gibt es ein n; € IN mit ¢(n;) = a;. Nach eventueller

Vertauschung der Elemente ag, ..., a, konnen wir annehmen, dass n, unter den Zahlen a,, ..., a, maximal ist. Daraus



folgt {a;,...,a,} € ¢(M,) fiir n = n,. Wir behaupten nun, dass ¢(n + 1) = a gelten muss, im Widerspruch zur
Annahme. Wegen A\ {a;,...,a,} 2 A\ ¢(M,) ist a auch das kleinste Element in A\ ¢(M,). Also ergibt sich die

Gleichung ¢(n + 1) = a direkt aus unserer Rekursionsvorschrift. O
(4.23) Proposition

(i) Teilmengen hochstens abzdhlbarer Mengen sind hochstens abzéahlbar.

(ii) Sind A, B Mengen, ist A hochstens abzéahlbar und ¢ : A — B eine surjektive Abbildung,

dann ist auch B hochstens abzahlbar.

Beweis: zu (i) Sei B eine hochstens abzdhlbare Menge und A C B. Ist B endlich, dann ist A nach Satz [(4.15)
(i) ebenfalls endlich und damit héchstens abzdhlbar. Wir konnen deshalb annehmen, dass B abzihlbar unendlich
ist. Demnach gibt es eine Bijektion ¢ : B — IN. Ist A endlich, dann ist A nach Definition hdochstens abzdhlbar. Wir
konnen also annehmen, dass A unendlich ist. Auf Grund der Bijektivitét von ¢ ist ¢ (A) eine unendliche Teilmenge von
IN. Diese ist nach Lemma abzdhlbar unendlich. Also ist auch A abzahlbar unendlich, insbesondere héchstens
abzahlbar.

zu (ii) Nach Satz (ii) existiert eine Abbildung 1y : B — A mit ¢ o1 = idg, und nach Satz (i) ist
diese Abbildung injektiv. Wie unter (i) gezeigt, ist y)(B) als Teilmenge der hochstens abzidhlbaren Menge A ebenfalls
hochstens abzédhlbar. Weil v als injektive Abbildung eine zwischen B und (B) bijektiv ist, ist auch B hoéchstens
abzahlbar. |

Abbildungen kénnen genutzt werden, um Elemente einer Menge A durch Elemente einer anderen Menge I zu indi-
zieren. In diesem Zusammenhang bezeichnet man eine Abbildung ¢ : I — A auch als Familie von Elementen der
Menge A und I als Indexmenge der Familie. Man verwendet dann fiir die Abbildung ¢ die Notation (q;);¢;, und das

Element ¢(i) € A bezeichnet man mit q;. Ist I = IN oder IN;, dann nennt man die Familie auch eine Folge.

Beispielsweise wird durch a; =3, a, =5, as = 97, a4 = 3 eine Familie (a;),¢; nattirlicher Zahlen mit der Indexmenge
{1,2,3,4} definiert. Durch die Festlegung a,, = n? fiir alle n € IN erhilt man eine Folge (a,,),c natiirlicher Zahlen,

némlich die Folge der Quadratzahlen.

Familien werden verwendet, um auf die Elemente einer Menge A leichter zugreifen zu kénnen (dhnlich wie die
Seitennummern einen leichteren Zugriff auf die Seiten eines Buchs ermoglichen). Man kann auf diese Weise auch
bestimmte Elemente von A auszeichnen oder sie (im Fall von I = IN) in eine bestimmte Reihenfolge bringen. Zu
beachten ist dabei, dass die Abbildung I — A, i — q; im allgemeinen weder injektiv noch surjektiv zu sein braucht.
Beispielsweise kann dasselbe Element von A in einer Familie auch mehrfach vorkommen, also a; = q; fiir verschiedene

i,j €I gelten.

(4.24) Satz

(i) Sind A und B abzihlbar unendliche Mengen, dann ist auch A x B abzéhlbar unendlich.

(i) Ist I hochstens abzéhlbar, und ist (A;);c; eine Familie bestehend aus lauter héchstens

abzdhlbaren Mengen A;, dann ist auch die Vereinigung | J;.; A; hochstens abzihlbar.

i€l



Beweis: zu (i) Zunéichst fithren wir den Beweis auf den Fall A= B = N zurtick. Weil A und B abzihlbar unendlich
sind, gibt es Bijektionen ¢ : N — A und v : IN — B. Man {iberpriift leicht, dass dann die Abbildung IN x N —
Ax B, (m,n) — (p(m),y(n)) ebenfalls bijektiv ist. Wenn also IN x IN abzéhlbar unendlich ist, dann gilt dasselbe fiir
A x B. Es geniigt also nachzuweisen, dass IN x IN abzdhlbar unendlich ist. Dazu geben wir ein injektive Abbildung

zwischen IN x IN und IN an. Die grundlegende Idee besteht darin, die Paare in IN x IN nach dem folgenden Schema

durchzunummerieren.

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
/ / / /

2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
/ / /

(3,1) (3,2) (3,3)
/ /

4,1) (4,2)
/

(5,1)

Dies wird realisiert durch die Abbildung ¢ : N> —» N, (m,n) — n + %(m +n—2)(m+n—1), die folgendermalien
zu Stande kommt: In jeder Diagonale des angegebenen Schemas befinden sich die Paare (m, n) € IN? mit konstanter
Summe m + n, wobei (m, n) jeweils auf der n-ten Position der (m + n — 1)-ten Diagonale landet. Die r-te Diagonale
hat fiir jedes r € IN jeweils genau r Eintrége. Die Formel 1+ ...+ r = %r(r + 1), die in Satz bewiesen wurde,
zeigt, dass die (m + n — 2) vorausgehenden Diagonalen insgesamt die Linge %(m +n—2)(m+n—1) haben. Also

landet das Element (m, n) im Schema auf der Position %(m +n—2)(m+n—1)+n.

Wir beweisen nun die Injektivitit der Abbildung ¢. Dazu seien (m;,n;),(m,,n,) € IN? mit ¢(my,n;) = ¢(m,,n,)

vorgegeben. Zu zeigen ist (m;, n;) = (my, ny). Als erstes liberpriifen wir, dass die Zahlen
ry=m;+n;—2 und ry =My +ny—2

iibereinstimmen. Nehmen wir an, dass dies nicht der Fall ist und zum Beispiel r; < r, gilt. Dann ist ¢(m,n;) <
%rl(r1 +1)+r, und ¢p(my,ny) > %rz(r2 + 1). Wir erhalten
1 1 1 1
p(my,ny)—p(my,ny) = gra(ra+1)— (zrl(rl +1)+ r1) > (i + 1D +2)— (zrl(rl +1)+ rl)
%r12+ grl +1—(%r12+%r1) = 1 ,
was der Voraussetzung ¢ (m,n;) = ¢ (m,, n,) widerspricht. Also muss r; = r, gelten. Aus r; = r, folgt aber direkt

%rl(r1 +1)= %rz(rz +1). Zusammen mit ¢ (m;,n;) = p(my,ny) & %rl(rl +1)+n; = %rz(rz + 1) + n, folgt daraus

n,; = n, und damit auch m; = m,. Damit ist die Injektivitdt bewiesen.

Wir haben somit gezeigt, dass IN? gleichméchtig zur Teilmenge v)(IN?) von IN ist. Nach Lemmal|(4.22)|ist IN? héchstens
abzéhlbar. Andererseits ist IN, x IN;, unendlich; wére dies nicht so, dann wiirde aus der Injektivitdt der Abbildung
IN — IN?, m +— (m, 1) auch die Endlichkeit von IN folgen, was nach Proposition |(4.14)|ausgeschlossen ist.



zu (ii) Da I hochstens abzéhlbar ist, gibt es eine injektive Abbildung ¢ : I — IN. Auf Grund der Injektivitat gibt
es nach Satz|(4.8)| (i) eine Abbildung 1 : IN — I mit v o ¢ = id;. Diese ist nach Satz|(4.8)| (ii) surjektiv. Dasselbe

Argument liefert uns fiir jedes i € I auch eine surjektive Abbildung ¢; : IN — A;. Wir behaupten nun, dass durch

¢:IN*— | JA , (m,n) = @y

i€l

ebenfalls eine surjektive Abbildung gegeben ist. Ist ndmlich a € UieIAi vorgegeben, dann gibt es i € I mit a € A,,

ein m € IN, mit y(m) =i und ein n € N, mit ¢;(n) = a. Es folgt ¢ (m,n) = @m)(n) = ¢;(n) = a. Nach Proposition
(4.23)| (ii) ist deshalb mit IN* auch die Menge UieIAi hochstens abzihlbar. O



§ 5. Algebraische Grundstrukturen und Matrizen

Inhaltsiibersicht

In diesem Abschnitt definieren wir eine Reihe grundlegender algebraischer Strukturen, die im weiteren Verlauf der
Vorlesung eine wichtige Rolle spielen werden: Halbgruppen, Monoide, Gruppen, Ringe und Korper. Ein konkretes
Beispiel fiir einen Ring sind die ganzen Zahlen Z. Bei den rationalen und reellen Zahlen, Q und R, handelt es sich
sogar um Korper. Mit Hilfe der in § 3 eingefiihrten Kongruenzrelationen und Kongruenzklassen werden wir sehen, dass
es auch Ringe und Korper mit nur endlich vielen Elementen gibt.

Um weitere Beispiele fiir solche Strukturen zu erhalten (und weil wir sie als wichtiges Hilfsmittel der Linearen Alge-
bra brauchen werden), fiihren wir in der zweiten Halfte des Kapitels die Matrizen iiber einem beliebigen Ring ein,
zusammen mit entsprechend angepassten Rechenoperationen, die man wie bei den Zahlen als ,,Addition“ und ,Mul-
tiplikation“ bezeichnet. Die Matrizen unterscheiden sich von zuvor behandelten Strukturen unter anderem dadurch,
dass die Multiplikation auf ihnen nicht mehr kommutativ ist, also in der Regel AB # BA gilt.

Wichtige Begriffe und Sdtze

e Definition der Verkniipfungen auf einer Menge, Eigenschaften ,assoziativ‘ und ,kommutativ“
e Abgeschlossenheit einer Teilmenge unter einer Verkniipfung

e Halbgruppen, Monoide und Gruppen

e Neutralelement in einer Halbgruppe

e invertierbares Element in einem Monoid

e Ringe und Korper

e Restklassenringe und Restklassenkdrper

e  Matrizen, Nullmatrix, Einheitsmatrix, invertierbare Matrix

Unsere Einflihrung in das Thema dieses Kapitels beginnt mit dem Begriff der Verkniipfung.

(5.1) Definition Eine Verkniipfung auf einer Menge A ist eine Abbildung A x A — A.

Beispiele fiir Verkniipfungen sind die Addition, die Subtraktion und die Multiplikation auf der Menge Z der ganzen
Zahlen, der Menge Q) der rationalen Zahlen oder der Menge R der reellen Zahlen. Die Division ist keine Verkniipfung
auf Z, Q oder R, weil beispielsweise die Division durch 0 unzuléssig ist. Um eine Verkniipfung zu erhalten, miisste
man die Division geeignet einschranken. Sie wird zum Beispiel zu einer Verkniipfung auf der Teilmenge Q* = Q\{0}.
Ebenso sind Addition und Multiplikation Verkniipfungen auf IN und IN;, wohingegen Subtraktion und Division keine
Verkniipfungen auf diesen Mengen sind. Beispielsweise liefert die Subtraktion zwar eine Abbildung IN x IN — Z, aber
keine Abbildung IN x IN — IN.



Als Bezeichnungen fiir eine Verkniipfung sind die Symbole -, ®, %, +, ® und einige Varianten {iblich. Wird eines
der Symbole -, ®, x verwendet, dann spricht man von einer multiplikativen Verkniipfung, bei + oder @ nennt man
sie additiv. Die beiden Typen unterscheiden sich aber auf3schlieBlich durch das verwendete Symbol, mathematisch

gesehen besteht zwischen einer additiven und einer multiplikativen Verkniipfung keinerlei Unterschied.

Multiplikative Verkniipfungssymbole werden zur Vereinfachung der Notation héufig auch weggelassen, d.h. an Stelle
von a - b schreibt man einfach ab. Sollen mehrere Elemente miteinander verkniipft werden, so ist die Verwendung
von Klammern iiblich, um die Reihenfolge der angewendeten Verkniipfungen anzuzeigen. So bedeutet zum Beispiel
der Ausdruck a(b(cd)), dass zunédchst das Element x; = cd gebildet wird, anschlieend x, = bx; und schlief3lich

XB = axZ.

(5.2) Definition Eine Verkniipfung - auf einer Menge A bezeichnet man als

(i) kommutativ, wenn ab = ba fiir alle a,b € A

(ii) assoziativ, wenn a(bc) = (ab)c fur alle a, b, c € A erfiillt ist.

Man bezeichnet eine Teilmenge B C A als abgeschlossen unter der Verkniipfung -, wenn fiir
alle b, b’ € B jeweils bb’ € B gilt. Man erhélt in diesem Fall eine Verkniipfung -z auf B, indem
man b -5 b’ = bb’ fiir alle b, b’ € B setzt.

Bei assoziativen Verkniipfungen kénnen die Klammern auch weggelassen werden. Fiir beliebige Elemente a, b,c,d €
A ist dann zum Beispiel abcd eine Kurzschreibweise fiir das Element a(b(cd)), welches auf Grund der Assoziativitat

mit jedem anders geklammerten Ausdruck, etwa (ab)(cd) oder a((bc)d), iibereinstimmt.

Viele der bekannten Verkniipfungen sind assoziativ und kommutativ, beispielsweise die Addition und die Multiplika-
tion auf den Zahlbereichen IN, IN,, Z, @ und RR. Die Subtraktion auf Z ist aber weder kommutativ noch assoziativ.
Beispielsweise ist 2—1=1#—-1=1—2,und 1—-(1—-1)=1-0=1#-1=0—-1=(1-1)—-1.

Auch Beispiele fiir abgeschlossene Teilmengen beziiglich der bekannten Verkniipfungen lassen sich in grofer Zahl
finden. Betrachtet man beispielsweise die Kette der Inklusionen IN € IN; € Z € Q € R, dann ist jede Teilmenge in
dieser Kette beziiglich Addition und Multiplikation abgeschlossen in ihrem Nachfolger. Auch die Teilmenge 27 in Z
ist abgeschlossen beziiglich Addition und Multiplikation, ebenso die einelementige Teilmenge {0}. Die Menge {1} ist

ebenfalls abgeschlossen beziiglich Multiplikation, aber nicht beziiglich Addition, denn es gilt 1+ 1 =2 ¢ {1}.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die ersten algebraischen Grundstrukturen definieren.

(5.3) Definition

(i) Eine Halbgruppe ist ein Paar (G, -) bestehend aus einer nichtleeren Menge G und einer

assoziativen Verkniipfung - auf G.

(ii) Ein Elemente € G in einer Halbgruppe wird Neutralelement genannt, wenn g-e =e-g =

g fiir alle g € G erfiillt ist.

(iii) Eine Halbgruppe (G, -), in der ein Neutralelement existiert, wird Monoid genannt.
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Darauf aufbauend definieren wir weiter

(5.4) Definition

(i) Ein Element g in einem Monoid (G, - ) mit Neutralelement e heilt invertierbar, wenn ein

h € G existierst, so dass die Gleichungen g -h =h - g = e erfiillt sind.
(ii) Eine Gruppe ist ein Monoid, in dem jedes Element invertierbar ist.

(iii) Eine Halbgruppe, und ebenso ein Monoid und eine Gruppe, wird kommutativ oder

abelsch genannt, wenn die zugehorige Verkniipfung kommutativ ist.

Auch fiir diese neuen Begriffe liefern die bekannten Zahlbereiche eine Vielzahl von Beispielen.

@

(ii)

(iii)

(@iv)

)

Das Paar (IN, +) ist eine Halbgruppe, aber kein Monoid; es existiert kein Neutralelement, weil fiir alle a, b € IN
stets a + b # a gilt. Das Paar (IN, -) ist ein Monoid, mit 1 als Neutralelement, denn es gilt 1-a =a-1 = a fiir
alle a € IN. Das Paar ist aber keine Gruppe, denn es gibt beispielsweise kein a € IN mit 2-a = 1 (und wie wir

gleich sehen werden, existiert in jedem Monoid immer nur ein Neutralelement).

Die Paare (IN, +) ist ein Monoid, mit 0 als Neutralelement. Ebenso ist (INy, - ) ein Monoid, das Neutralelement

ist hier aber die 1. Beide Strukturen sind aber keine Gruppen.

Das Paar (Z,+) ist sogar eine Gruppe, denn die 0 ist Neutralelement, und fiir jedes a € Z gilt a + (—a) =

(—a) + a = 0. Das Paar (Z, ) ist zwar ein Monoid, aber keine Gruppe.

Das Paar (Q,+) ist eine Gruppe, wéhrend (Q, -) ein Monoid, aber keine Gruppe ist. Schrankt man die Verk-
niipfung - allerdings auf Q* ein, so erhélt man eine Gruppe. Denn fiir jedes Element a € Q* konnen wir den

1 1

Kehrwert a! bilden, und es gilta-a ' =a'-a=1.

Beim Korper R der reellen Zahlen haben wir dieselben Verhéltnisse: Das Paar (IR, +) ist eine Gruppe, (R, -)
ist ein Monoid, aber keine Gruppe, und durch Einschrankung der Multiplikation auf R* = R \ {0} erhélt man

auch hier eine Gruppe.

Alle hier aufgezdhlten Halbgruppen, Monoide und Gruppen sind abelsch, weil die Addition und die Multiplikation

auf allen Zahlbereichen kommutative Verkniipfungen sind.



(5.5) Lemma Sei (G, ) ein Monoid, und sei e ein Neutralelement des Monoids. Dann gilt:

(i) Das Monoid besitzt keine weiteren Neutralelemente. Man bezeichnet e deshalb als das

Neutralelement des Monoids, und bezeichnet es mit e;.

(ii) Zu jedem invertierbaren Element a € G gibt es genau ein Element b € G mit ab = ba =

ec. Man nennt b das zu a inverse Element, und bezeichnet es mit a™!.

(iii) Ist a invertierbar und b € G ein Element mit ab = e, dann folgt daraus bereits b = a L.

Ebenso folgt bereits aus der Gleichung ba = e, dass b das Inverse von a ist.

(iv) Das Neutralelement ist invertierbar, und es gilt eEl =e;.
(v) Sind a und b invertierbare Elemente des Monoids, dann sind auch ab und a!

und es gilt (ab) ' =b'atund (a ) ' =a.

invertierbar,

Beweis: zu (i) Angenommen, e’ ist ein weiteres Neutralelement des Monoids. Weil e ein Neutralelement ist, gilt

ee’ = ¢’. Weil ¢’ Neutralelement ist, gilt auch ee’ = e. Insgesamt gilt also e = ee’ =¢’.

zu (ii) Seia € G invertierbar, und seien b, c € G Elemente mit ab = ba = e; und ac = ca = e;. Dann gilt insgesamt
b =be; = b(ac) = (ba)c =egzc =c.

zu (iii) Sei a invertierbar, und sei b € G mit ab = e;. Dann gilt a™* = a le; = a !(ab) = (a ta)b = ezb = b.

Setzen wir ba = e, voraus, dann erhalten wir ebenso a™! = e;a™! = (ba)a™! = b(aa™!) = be; = b.
zu (iv) Die Gleichung e;e; = e zeigt, dass das Element e sein eigenes Inverses ist, also egl =e; gilt.

zu (v) Die Gleichungen (ab)(b™'a™) = a(bb™)a™ = (aeg)a! = aa™! =e; und (b~'a')(ab) = b (ata)b =
b~l(egb) = b™'b = e; zeigen, dass b~*a~! das Inverse von ab ist, also insbesondere (ab)™! = b~'a™! gilt. Ebenso

1

zeigen die Gleichungen aa™! = e; und a 'a = eg, dass a das Inverse von a™*! ist, also (a™!)™! = a gilt. O

(5.6) Folgerung Sei (G, -) ein Monoid, und sei G* € G die Teilmenge der invertierbaren

Elemente. Dann ist G* beziiglich - abgeschlossen, und (G*, -4« ) ist eine Gruppe.

Beweis: Die Abgeschlossenheit von G* beziiglich - folgt direkt aus Teil (v) von Lemma |(5.5)} Somit kénnen wir
auf G* durch a -4« b = ab fiir alle a,b € G* eine Verkniipfung definieren; der einzige Unterschied zwischen den
Abbildungen - und -~ ist demnach der Definitions- und der Wertebereich. Die neue Verkniipfung -~ ist assoziativ,

denn fiir alle a, b,c € G* gilt
a-ge(bgec) = albc) = (ab)e = (a-gb)gc.

Somit ist (G*, -5« ) eine Halbgruppe. Nach Teil (iv) von Lemma |(5.5)|ist e in G* enthalten. Auferdem gilt a -« eg =

aeg =aund eg-g«a = ega = afiir alle a € G*. Dies zeigt, dass (G*, -5~ ) ein Monoid ist, mit e; als Neutralelement. Fiir

1

jedes a € G* liegt auf Grund des Lemmas aucha ! in G*,und es gilta-cxa™ ' =aa ! =e;unda '-cxa=a la =e;.



Das Element a ist also im Monoid (G*, -5« ) invertierbar. Weil a € G* beliebig vorgegeben war, folgt daraus, dass jedes

Element in dem Monoid invertierbar und (G*, -4« ) somit eine Gruppe ist. |

Die Folgerung zeigt noch einmal, dass Q™ und R* mit der Multiplikation jeweils eine Gruppe bilden, denn (Q, )
und (IR, -) sind Monoide, und Q* bzw. R* sind genau die invertierbaren Elemente des Monoids. Im Monoid (Z, )
gibt es nur zwei invertierbare Elemente, ndmlich 1. In diesem Fall zeigt die Folgerung, dass durch ({£1}, -) eine

zweielementige Gruppe gegeben ist.

Monoide und Gruppen lassen sich zu komplexeren algebraischen Strukturen kombinieren.

(5.7) Definition Ein Ring ist ein Tripel (R, +, -) bestehend aus einer Menge R und zwei Verk-

niipfungen + und - auf R mit folgenden Eigenschaften.

(i) Das Paar (R, +) ist eine abelsche Gruppe.
(ii) Das Paar (R, -) ist ein abelsches Monoid.
(iii) Es gilt das Distributivgesetz a(b + ¢) = ab + ac fiir alle a, b,c €R.

Das Neutralelement der Gruppe (R, +) wird das Nullelement des Rings genannt und mit Og
bezeichnet. Das Neutralelement des Monoids (R, -) nennt man das Einselement des Rings und
bezeichnet es mit 1;. Wenn die Menge R* der invertierbaren Elemente des Monoids (R, -) mit

R\ {0z} tibereinstimmt, dann nennt man (R, +, - ) auch einen Korper.

Fiir jedes Element a in einem Ring R bezeichnen wir das Inverse von a in der Gruppe (R, +) mit —a und nennen es das
Negative von a. Es gilt also a+(—a) = (—a)+a = Oy, fiir alle a € R. Ist a im Monoid (R, -) ein invertierbares Element,
so bezeichnen wir das Inverse mit a~! und nennen es den Kehrwert von a. Nach Definition gilt a-a ! =a™!-a = 1

fiir dieses Elemente a. Auch fiir die Ringe stellen wir einige Rechenregeln zusammen.

(5.8) Proposition Sei (R, +, -) ein Ring, und seien a, b € R. Dann gilt
(1) —0g =0g, —(—a) =a und —(a + b) = (—a) + (—b),
(ii) Og-a = 0g, a(—b) = (—a)b =—(ab) und ab = (—a)(—b),
(iii) 1;1 =1z, (@) ' =aund (ab)™ =a b7}, sofern a und b in (R, -) invertierbar sind.

(iv) Ist R sogar ein Korper, dann folgt aus ab = O immer a = Oz oder b = Op.

Beweis: Die Regeln (i) und (iii) erhilt man unmittelbar durch Anwendung von Lemma |(5.5)|auf die Gruppe (R, +)
bzw. das Monoid (R, -). Zum Beweis der Regel (ii) seien a, b € R vorgegeben. Die erste Gleichung erhélt man durch

die Rechnung

OR‘a = OR'a+0R = OR‘a+0R‘a+(_OR'a) = (OR+OR)‘a+(_OR‘a)

= OR'a+(_OR'a) = OR'



Die Gleichung ab + a(—b) = a(b + (—b)) = a - 0 = O zeigt, dass a(—b) das Inverse von ab in der Gruppe (R, +) ist,
also a(—b) = —(ab) gilt. Ebenso erhalt man die Gleichung (—a)b = —(ab). Die letzte Gleichung unter (ii) erhalt man
schlieRlich mit Hilfe der bereits hergeleiteten Regeln durch die Rechnung (—a)(—b) = —(a(—b)) = —(—(ab)) = ab.

Fiir den Beweis von (iv) setzen wir voraus, dass R ein Korper ist. Seien a, b € R mit ab = 0y vorgegben, und nehmen
wir an, dass a ungleich Oy ist. Dann ist a auf Grund der Korpereigenschaft ein invertierbares Elemente beziiglich der
Multiplikation. Es folgt dann b=13-b=(a'a)-b=a '(ab)=a ' -0y = 0. O

Allgemein ist es iiblich, den Ausdruck a + (—b) fiir a,b € R durch a — b abzukiirzen. Auf diese Weise erhélt man
eine neue Verkniipfung — auf R. Wieder untersuchen wir die bekannten Zahlbereiche im Hinblick auf die soeben

eingefiihrten Begriffe.

(i) Die Mengen IN und IN, bilden mit der Addition und der Multiplikation keine Ringe, denn (IN, +) und (N, +)

sind keine Gruppen.

(ii) Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet mit der Addition und der Multiplikation einen Ring. Es handelt sich
aber um keinen Korper, denn wie wir oben festgestellt haben, ist die Menge der invertierbaren Elemente im

Monoid (Z, -) gleich {1}, sie stimmt also nicht mit Z \ {0} {iberein.

(iii) Die rationalen Zahlen ) und die reellen Zahlen R bilden mit der Addition und der Multiplikation Korper, und

somit auch Ringe.

In einem Ring R kann es durchaus passieren, dass Eins- und Nullelement zusammenfallen, also 0 = 1; gilt. Dies
ist aber nur moglich, wenn der Ring nur aus einem einzigen Element besteht, also R = {0z} = {1z} gilt. Setzen
wir nidmlich O = 1 voraus und ist a € R ein beliebiges Element, dann folgt a = 1; - a = Oy - a = 0Og, nach Teil
(ii) von Proposition In einem Korper K gilt dagegen immer Og # 1, weil Ringe R bestehend aus nur einem
Element nach Definition keine Korper sind: Hier ist die Menge R* der invertierbaren Elemente gleich {0z}, wihrend
R\ {0z} = @ ist. Die Gleichung R* =R\ {0} ist hier also nicht erfiillt.

Um die Definition der Ringe noch besser illustrieren, fiihren wir eine weitere Klassen von Beispielen ein, die im

Gegensatz zu den bisherigen nicht durch die aus der Schulmathematik bekannten Zahlbereiche zu Stande kommt.

Wir haben in § 3 die Mengen Z/nZ bestehend aus den Kongruenzklassen k = [k],, = k + nZ mit k € Z eingefiihrt.
Dort haben wir auch gesehen, dass auf Grund der Aquivalenz k = £ < k =, £ < n | (k —{) diese Menge aus
n verschiedenen Elementen besteht, die durch 0,1,...,n— 1 angegeben werden konnen. In der Algebra-Vorlesung
werden wir zeigen, dass man auch auf Z/nZ auf natiirliche Weise eine Addition und eine Multiplikation definieren

kann.



(5.9) Satz Sei n € IN. Dann gibt es eindeutig bestimmte Abbildungen + : Z/nZ x Z,/nZ —
Z/nZund - : Z/nZ x Z/nZ — 7 /nZ mit

(a+nZ)+(b+nZ)=(a+b)+nZ und (a+nZ)-(b+nZ)=ab+nZ

fir alle a, b € Z.

Vollsténdig lassen sich diese Verkniipfungen durch Verkniipfungstabellen beschreiben, in denen jede Summe bzw.
jedes Produkt von je zwei Elementen der Menge Z/nZ. angegeben ist. Fiir die Angabe wird dabei einheitlich die Dar-
stellung der Elemente von Z/nZ durch das Reprisentantensytem {0, 1,...,n — 1} der Aquivalenzklassen verwendet.
In Z/77 gilt beispielsweise 2+2 =4, 3+5=8 =1 und 5+6 = 11 = 4. Dabei wurde jeweils im ersten Schritt die De-
finition der Verkniipfung verwendet, und im zweiten Schritt wurde die Darstellung des Elements auf das angegebene
Reprisentantensystem umgerechnet. Nach demselben Schema erhélt man2-3=6,3-5=15=1und 5-6 =30 = 2.

Wir geben die Verkniipfungstabellen fiir + und - auf Z/nZ fiir n = 4 und n = 7 vollsténdig an.
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Die Mengen Z/nZ mit diesen beiden Verkniipfungen liefern uns neue Beispiele fiir Ringe, die nicht durch die be-

kannten Zahlbereiche gegeben sind und im Unterschied zu diesen aus nur endlich vielen Elementen bestehen.

(5.10) Satz Sei n € IN. Dann bildet das Tripel (Z/nZ,+, -) einen Ring, mit 0 = 0 + nZ als

Null- und 1 = 1+ nZ als Einselement. Man bezeichnet ihn als Restklassenring modulo n.



Beweis: Zunichst zeigen wir, dass (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe ist, mit 0 = 0 + nZ als Neutralelement. Zum
Nachweis des Assoziativgesetzes seien a+nZ, b+nZ und c+nZ vorgegeben, mit a, b, ¢ € Z. Auf Grund der Definition
der Verkniipfung + auf Z/nZ, und auf Grund der Giiltigkeit des Assoziativgesetzes fur die Addition auf den ganzen

Zahlen, erhalten wir

((a+nZ)+(b+nZ)+(c+nZ) = ((a+b)+nZ)+(c+nZ) = ((a+b)+c)+nZ =
(a+(b+c)+nZ = (a+nZ)+((b+c)+nZ) = (a+nZ)+((b+nZ)+ (c+nZ))
Fiir jedes Element a+nZ mit a € Z gilt (a+nZ)+(0+nZ) = (a+0)+nZ = a+nZ und (0+nZ)+(a+nZ) = (0+a)+
nZ = a+nZ. Dies zeigt, dass 0 = 0,,Z in der Halbgruppe (Z/nZ, +) tatsichlich ein Neutralelement ist. AuRerdem gilt
jeweils (a+nZ)+((—a)+nZ) = (a+(—a))+nZ = 0+nZ und ((—a)+nZ)+(a+nZ) = ((—a)+a)+nZ = 0+nZ. Daran
sehen wir, dass (—a)+nZ das Inverse von Z/nZ im Monoid (Z/nZ, +) ist. SchlieBlich ist auch das Kommutativgesetz

erfiillt, denn fiir alle a + nZ, b + nZ € Z./nZ mit a, b € 7 gilt
(a+nZ)+(b+nZ) = (a+b)+nZ = (b+a)+nZ = (b+nZ)+(a+nZ).
Insgesamt ist (Z/n’Z,+) also tatsachlich eine abelsche Gruppe.

Als nichstes zeigen wir, dass durch (Z/nZ, -) ein abelsches Monoid gegeben ist. Zur Uberpriifung von Kommutativ-

und Assozativgesetz seien a + nZ, b + nZ, ¢ + n’Z mit a, b, c € Z vorgegeben. Dann gilt

(a+nZ)-(b+n7Z) = ab+nZ = ba+nZ = (b+nZ)-(a+nZ).
und

((a+nz)-(b+nZ))-(c+nZ) = (ab+nZ)-(c+nZ) = (ab)c+nZ =

a(bc)+nZ = (a+nZ)-(bc+nZ) = (a+nZ)-((b+nZ)-(c+nZ)).

Fiir jedes a + nZ mit a € Z gilt auferdem (a + nZ)-(1+nZ)=a-1+nZ = a+nZ und (1+nZ)-(a +nZ) =
1-a+nZ = a+ nZ. Dies zeigt, dass 1 = 1+ nZ in der Halbgruppe (Z/nZ, -) ein Neutralelement ist. Insgesamt ist
(Z/nZ, -) also ein abelsches Monoid.

Um zu zeigen, dass (Z/nZ,+, -) ein Ring ist, fehlt noch die Uberpriifung des Distributivgesetzes. Seien dazu a +
nZ,b + nZ,c + nZ vorgegeben, mit a, b, c € Z. Dann gilt

(a+nZ)-(b+nZ)+(c+nZ)) = (a+nZ)-(b+c)+nZ) = a(b+c)+nZ =
(ab+ac)+nZ = (ab+nZ)+(ac+nZ) = (a+nZ)-(b+nZ)+(a+nZ)-(c+nZ).
Damit ist die Verifikation der Ringeigenschaften abgeschlossen. O

Aus den Ringaxiomen folgt unter anderem, dass jedes Element a € Z/nZ ein Negatives besitzt, also ein b € Z/nZ
mit a + b = 0. Das Negative von c + nZ (mit ¢ € Z) ist jeweils gegeben durch (—c)+nZ = (n—c)+nZ. In Z/7Z gilt
beispielsweise -0 =0, —1 =6, —2 =5, —3 =4, —4 =3, —5 = 2 und —6 = 1. Dementsprechend lisst sich auf Z/nZ
eine Subtraktion definieren, indem man fiir a, b € Z/nZ jeweils a— b = a + (—b) setzt. In Z /77 gilt beispielsweise
3—4=34+(—4)=3+3=6.



Eine naheliegende Frage lautet, ob Z/nZ nicht vielleicht sogar ein Korper ist. Dazu miisste unter anderem gezeigt
werden, dass jedes Element # 0 in Z/nZ einen Kehrwert besitzt. Aber dies ist, zumindest fiir beliebiges n, nicht der
Fall. In Z /47 gilt beispielsweise 2-0=0,2-1=2,2-2=4=0und 2-3 = 6 = 2. Es existiert also kein a € Z/4Z
mit 2 - a = 1, das Element 2 besitzt also keinen Kehrwert. Auferdem sehen wir, dass es in Z/47Z Elemente ungleich
0 gibt, deren Produkt gleich 0 ist, namlich 2 - 2 = 0. Wie wir aus Teil (iv) von Proposition wissen, ist dies in

einem Korper nicht moglich.

Wir werden aber sehen, dass Z/nZ in einige Falle doch ein Korper ist. Um zu sehen, fiir welche natiirlichen Zahlen
n dies gilt, benotigen wir noch etwas Vorbereitung. Wir bezeichnen zwei natiirliche Zahlen m und n als teilerfremd,

wenn keind € Nmitd > 1, d | m und d | n existiert.
(5.11) Lemma Sind m,n € IN teilerfremd, dann gibt es a, b € Z mit am + bn = 1.

Beweis: SeiS ={am+bn|a,b e Z}. Zu zeigen ist, dass 1 € S gilt. Sei d € IN die kleinste natiirliche Zahl in S. Dann
gilt d | s fiir alle s € S. Denn nehmen wir an, dies ist nicht der Fall, d.h. es gilt d ts fiir ein s € S. Durch Division mit
Rest erhalten wir dann q,7 € Z mit s = qd + r, wobei 0 < r < d gilt. Wir zeigen, dass r in S enthalten ist. Wegen

d € S gibtes ag, by € Z mit d = aym + byn. Wegen s € S existieren ebenso a;, b; € Z mit s = a;m + byn. Es folgt
r = s—qd = (aym+bn)—qlagm+byn) = (a;—qay)m+(b;—qby)n ,

wegen a; —qay, by —qby € Z also tatsichlich r € S. Aber r € S, r € IN und r < d stehen im Widerspruch zur

Minimalitit von d.

Damit ist gezeigt, dass d | s fiir alle s € S erfiillt ist. Wegen m,n € S folgt d | m und d | n. Weil m und n aber nach
Voraussetzung teilerfremd sind, muss d = 1 sein. Damit ist 1 € S nachgewiesen. Nach Definition von S existieren

also a,b € Z mit 1 =am + bn. O

Wie in der Schulmathematik bezeichnen wir eine natiirliche Zahl p als Primzahl, wenn p > 1 ist und keine r,s € IN

mit p=rsund 1 < r,s < p existieren, die Zahl also nicht in zwei echt kleinere Faktoren zerlegbar ist.

(5.12) Satz Fiir jedes n € IN ist der Restklassenring Z/nZ genau dann ein Korper, wenn n

eine Primzahl ist.

Beweis: ,,<“ Seip € IN eine Primzahl. Wir zeigen, dass Z/pZ ein Korper ist und miissen dazu nachweisen, dass
jedes Element ungleich 0 in Z/pZ einen Kehrtwert besitzt. Sei c + pZ ein solches Element, mit ¢ € {1,...,p—1}. Weil
p eine Primzahl ist, besitzt p in IN nur die beiden Teiler 1 und p. Daraus folgt, dass ¢ und p teilerfremd sind. Nach
Lemma|(5.11)|existieren deshalb a, b € Z mit ac + bp = 1. In Z/pZ gilt deshalb die Gleichung

(a+pZ)(c+pZ)+(b+pZ)p+pZ) = 1+pZ.

Wegen p + pZ = 0 und 1+ pZ = 1 erhalten wir in Z/pZ die Gleichung (a + pZ)(c + pZ) = 1. Das Element c + pZ
besitzt in Z/pZ also das Element a + pZ als Kehrwert.



,2=“ Ist n keine Primzahl, dann gilt entweder n = 1, oder es gibt r,s € IN mit 1 < r,s < n und n = rs. Wir zeigen,
dass Z/nZ in beiden Fillen kein Korper ist. Im Falln = 1 gilt 1 = 1+ 1Z = 0 + 1Z = 0, Null- und Einselement
stimmen in Z/nZ also iiberein. Wie wir oben gesehen haben, ist das in einem Korper ausgeschlossen. Betrachten wir
nun noch den Fall n = rs mit r und s wie oben angegeben. Setzen wir a = r+n’Z und b = s+nZ, dann gilt einerseits
a # 0 und b # 0, andererseits aber ab = (r + nZ)(s + nZ) = rs + nZ = n+ nZ = 0. Nach Teil (iv) von Proposition
folgt daraus, dass Z/nZ kein Korper ist. |

Ist p eine Primzahl, dann verwendet man an Stelle von Z/pZ fiir den Restklassenring auch die Notation If',. (Dabei

steht das T fiir die englische Bezeichnung der algebraischen Struktur ,Kérper“. Diese lautet ,field“.)

Beispielsweise ist F, = Z/77 ein Kérper, denn fiir jedes a € IF, gibt es ein b € ', mit ab = 1: Es gilt 1-1 = 1,
6-6=1,2-4=1und 3-5= 1. Insgesamt sind die Kehrwerte in I, also durch folgende Tabelle gegeben:

a [0|1]|2|3]|4|5]|6
al|—|1]4|5|2|3|6
Fiir den Korper ;5 erhdlt man auf gleiche Weise
a |[0|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10]|11|12
alll—]1]|7|9|10|8|11|2|5|3|4 |6 |12

Bisher haben wir nur Strukturen kennengelernt, in denen die zugehorigen Verkniipfungen kommutativ sind. Bei den
Objekten, die wir nun einfiihren, ist das Kommutativgesetz in der Regel nicht erfiillt. Sie werden spater fiir uns ein

wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung und Losung von Linearen Gleichungssystemen sein.

(5.13) Definition Seien m,n € IN, und sei R ein Ring. Eine mxn - Matrix iiber R ist eine

Abbildung
A:{1,..,m}x{1,...n} —R.

Dabei nennt man A(i, j) den Eintrag von A an der Stelle (i, j). Die Menge aller m x n-Matrizen
tiber R wird mit .#,,,, z bezeichnet. An Stelle von .#,,,,  schreibt man auch kiirzer .#,, z. Die

Elemente dieser Menge werden als quadratische Matrizen bezeichnet.

Durch die Gleichung A = (a;;) ordnet man dem Eintrag A(i, j) der Matrix A die Bezeichnung a;; zu. Allgemein legen
wir folgende Konvention fest: Bezeichnet ein Grol3buchstabe wie zum Beispiel A, B, C eine Matrix, dann bezeichnen
die indizierten Kleinbuchstaben a;;, b;;, ¢;; immer automatisch die Eintrége dieser Matrix. Man kann eine Matrix

auch auf iibersichtliche Weise als rechteckiges Schema der Form

a11 a12 cee aln
a21 a22 eee azn

A = darstellen.
Am1 Qo - Qg



Allgemein nennt man a;, = (a;, ..., a;,) € R" die i-te Zeile und a,; = (ay}, ..., a,;) € R™ die j-te Spalte von A.

Offenbar existiert eine natiirliche Bijektion zwischen Matrizen mit nur einer Zeile (also Elementen aus .#,,z),
Matrizen mit nur einer Spalte (Elementen der Menge ./, z) und dem R". Dabei entspricht (a;,...,a,) € R" den
beiden Matrizen
a;
(a1 az .. an) € Myxnr und | € Mpxair-
an
Zur Beschreibung der Eintrige verwendet man héufig als hilfreiche Abkiirzung das sogenannte Kronecker-Delta.

Fiir jeden Ring R und beliebige m,n € IN definiert man

1z falls m=n
5mn = 6mn,R
O falls m#n.

Falls aus dem Kontext geschlossen werden kann, welcher Ring gemeint ist, wird der Index R auch oft weggelassen.

Die folgenden konkreten Beispiele fiir Matrizen werden uns in den Anwendungen immer wieder begegnen.

(i) die Nullmatrix 00™™ in M xn > deren samtliche Eintrdge gleich O sind

(Mit 0™ = 0(*™ bezeichnen wir die quadratische Nullmatrix.)

(i) die Einheitsmatrix E = E™ in M, p mit den Eintrdgen §;; fir1<i<mund1<j<n

(Die Einheitsmatrix ist also immer quadratisch.)

(iii) die Basismatrizen By, = B,E'Zx") mit den Eintrdgen b;; = 5,6 fir1<i<mund1<j<n

Beispielsweise ist

<
N
X
«
Il
~ N
o O
o O
o O
~_
“
|
o O =
O = O
— O O

0
und ng D=|o
0

S O =

Wir definieren nun eine Reihe von Rechenoperationen auf Matrizen. Weiterhin sei R ein beliebiger Ring. Um die
Rechenoperationen definieren zu kénnen, verwenden wir zum ersten Mal das Summenzeichen als Hilfsmittel. In
allgemeiner Form werden wir dieses erst in § 11 einfithren. Momentan geniigt es zu wissen, dass fiir beliebige Ring-
elemente ay, ...,a, € R der Ausdruck

n

E ax eine Kurzschreibweise fiir a+..+a, ist.
k=1

Den Buchstaben k bezeichnet man dabei als Laufindex der Summe. Welchen Buchstaben man dafiir verwendet, spielt
letztlich keine Rolle; beispielsweise haben Z;’Zl a; und 22:1 a; denselben Wert. Ist A= (q;;) eine Matrix in ./, g,
so kann tiber eine Zeile oder eine Spalte summiert werden: Fiir 1 <k <mund 1 <{ < n gilt

n m

Zaki =ap +... +a, und Zaie =dy+...+ay.
j=1 i=1



Der erste Ausdruck ist die Summe iiber die k-te Zeile von A, und beim zweiten Ausdruck handelt es sich um die

Summe iiber die £-te Spalte. Kommen wir nun zur Definition der Rechenoperationen fiir Matrizen.

(i) Seienm,n € NundA,B € A, mit Eintrdgen A = (a;;) und B = (b;;). Dann nennt man die Matrix C = (c;;)

mit ¢;; = a;; + b;; flir 1 <i <mund 1 < j < n die Summe von A und B. Wir bezeichnen diese Matrix mit

12 3) (-15 =2} _ (o071
4 5 6 3 0 1) \7 5 7/)

(i) SeiA€ Mpyynpr mit A= (q;;) und A € K. Dann ist die Matrix C = (c;;) mit ¢;; = Aq;; ein skalares Vielfaches

A+ B. Beispielsweise gilt

von A, das wir mit AA bezeichnen. Beispielsweise ist

7 1 2 3 _ 7 14 21
4 5 6]  \28 35 42)
(iii) Seien nun m,n,r € Nund A€ ., r, B € M,y 5- Dann heillt die Matrix C € #,,,z mit den Eintrdgen

n

Gj = Z ;i by;

k=1
Produkt der Matrizen A und B und wird mit AB bezeichnet. Auch hierzu ein konkretes Beispiel:
1 O 1 2 3 4
1 2 3 4
-1 1 = [3 1 -1 -3
4 3 2 1

3 36 9 12

Den Eintrag an der Position (2,2) erhdlt man zum Beispiel durch Multiplikation der zweiten Zeile der ersten
Matrix mit der zweiten Spalte der zweiten Matrix, also durch die Rechung (—1) -2+ 1 -3 = 1. Der Eintrag an

der Position (3, 3) kommt entsprechend durch 3-3 +0-2 =9 zu Stande.

(iv) Sei A€ Mpyng- Die Matrix B € M, g mit den Eintrégen b;; = a;; flir 1 <i <nund 1 < j < m wird die zu

A transponierte Matrix 'A genannt. Zum Beispiel ist
J1 2 3 _
4 5 6

Um den Eintrag c;; der Produktmatrix C = AB an der Position (i, j) zu erhalten, muss die i-te Zeile der Matrix A mit

W N =
N U1 b

der j-ten Spalte der Matrix B multipliziert werden. Man beachte, dass das Produkt AB nur gebildet werden kann,
wenn die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B {ibereinstimmt. Die Summe A+ B ist nur dann definiert, wenn

A und B dasselbe Format, also dieselbe Anzahl Zeilen und Spalten besitzen.

Die neu eingefiihrten Rechenoperationen erfiillen eine Reihe von Rechenregeln. Wir beginnen mit der Summe von

Matrizen.

(5.14) Proposition Sei R ein Ring, und seien m,n € IN. Dann bildet die Menge .4, z mit
der Addition von Matrizen eine abelsche Gruppe. Dabei ist 00™™ das Neutralelement, und fiir
jedes A€ M, g ist (—1x)A das Inverse von A. Dieses Inverse wird das Negative von A genannt

und mit —A bezeichnet.



Beweis: Zunichst zeigen wir, dass die Addition von Matrizen das Assoziativ- und das Kommutativgesetz erfiillt. Seien
dazu A,B,C € My vorgegeben. Fir 1 <i < mund 1 < j < n stimmt wegen (a;; + b;;) + ¢;; = a;; + (b;; + ¢;;)
der Eintrag der Matrix (A+ B) + C an der Stelle (i, j) iberein mit dem Eintrag der Matrix A+ (B + C) an derselben

Position.

Ebenso zeigt die Gleichung a;;+b;; = b;;+a;;, dass die Matrizen A+B und B+A an der Position (i, j) iibereinstimmen.
Insgesamt sind damit die Gleichungen (A+B)+C =A+ (B + C) und A+ B = B + A bewiesen. Das Paar (., r, +)

ist also eine abelsche Halbgruppe.

Die Matrizen A+ 0™ und 0™ + A haben an der Position (i, j) jeweils den Eintrag a;;+0g =0 +a;; = a;;. Es gilt
also A+00m*m) = glmtimesn) L A — A Dies zeigt, dass die Nullmatrix in der Halbgruppe (M xnr, +) €in Neutralelement
ist und somit ein abelsches Monoid vorliegt. Die Matrix (—1z)A hat an der Stelle (7, j) den Eintrag (—1g)a;; = —a;;.
Dadurch ist die Bezeichnung —A fiir diese Matrix gerechtfertigt. Die Matrizen A + (—A) und (—A) + A haben an der
Position (i, j) beide den Eintrag a;; + (—a;;) = (—a;;) + a;; = Og. Dies zeigt, dass —A im Monoid (.« g, +) €in zu
Ainverses Element ist. Jedes Element in diesem Monoid ist also invertierbar. Dies zeigt insgesamt, dass (#,,x, r, +)

eine abelsche Gruppe ist. m|

(5.15) Proposition Sei R ein Ring, und seien m,n,r,s € IN. Weiter seien A,A’ € MonxnR>

B,B’ € My, g und C € M, z. Dann gelten die folgenden Rechenregeln.

(i) A(B+B)=AB+AB' und (A+A)B=AB+AB (i) A(AB) =(AA)B = A(AB)
(i) EMA=AE™ =A (iv) (AB)C =A(BC) (v) (AB)= 'B'A

Beweis: zu (i) Wir beschranken uns auf den Beweis der zweiten Gleichung, da der Beweis der ersten vollkommen
analog verlauft. Es sei C' =A+A',D =C'B,F =AB,G=A'Bund H = F+G. Dannist D = H zu zeigen. Fir 1 <i <m
und 1 < j < n gilt jeweils ¢;; = a;; + a;;. Die Eintréige d;; der Matrix D (fir 1 <i <m, 1 < j <r) sind gegeben durch

n n n n
d; = Zc{kbk]- = Z(aik+a;k)bkj = Zaikbkj+2al{kbkj.
k=1 k=1 k=1 k=1
Fiir die Eintrége f;; und g;; der Matrizen F und G (mit 1 <i <m, 1 < j <r) erhalten wir
n n
fij =Zaikbkj und gij=Zalfkbkj.
k=1 k=1

Es folgt

n

hyj = fijt&; = Zaikbkj"‘zafkbkj = dy

k=1 k=1

fir1<i<m,1<j<r,alsoinsgesamt D =H.

zu (ii) Wir definieren C' = AB, D =AC’, F = AA, G = FB, H = AB und U = AH. Zu zeigen ist dann D = G = U.
Nach Definition gilt ¢;; = Ab;; fiir 1 <i<n,1<j <r und

n

n
— / —
djj = Zaikckj = Z)Laikbkj
k=1

k=1



flr 1 <i <mund 1 < j < r. Andererseits gilt auch f;; = Aq;; fir1 <i<m,1 <j<nundg; = ZZ:lfikbkj =
ZZ=1 Aayby; = d;; fir 1 <i < m,1 < j < r, womit die Gleichung D = G bewiesen ist. Nun gilt auflerdem h;; =

Do Qb fir1<i<mund1<j<r,und
n
w; = Ay = Y dagby = d
k=1
fiir dieselben Paare (i, j), wodurch auch die Gleichung U = D bewiesen ist.

zu (iii) Wir beschranken uns auf den Beweis der Gleichung E(MA = A. Bezeichnen wir das Matrixprodukt EMA e

Myynx Mit B, dann ist der Eintrag by, von B an der Position (k,{) fir 1 <k <m und 1 < { < n gegeben durch

m
b = Z Okiaj = Omklr = Qi
j=1
Dies zeigt, dass B mit der Matrix A iibereinstimmt.

zu (iv) Wir definieren D =AB, F = DC, G = BC und H = AG. Dann gilt fiir 1 < k < mund 1 < { < r jeweils
die = D, ki by, und fiir die Eintréige der Matrix F erhalten wir
r r n
foo = deicil = Zzakjbjicié )
i=1 i=1 j=1
fir 1 <k <mund 1 <{ <s. Andererseits hat G die Eintrage g, = Zirzl briciy fir 1 <k <nund 1 </{ <s, und fiir
die Eintrage hy, der Matrix H (1 <k <m,1</{ <s) gilt
n n r
hy = Zakigig = Zzakibijcjf , alsoinsgesamt F =H.
pu} i=1 j=1
zu (v) Hier definieren wir die Hilfsmatrizen C = AB, D = 'C, F = 'A, G = 'B und H = GF. Dann miissen wir

D = H nachrechnen. Es gilt Fir 1 <i<mund 1 < j <r gilt

n n
= agby fir1<i<m1<j<r und  dy=c;=» aupbfirl<i<nl<j<m.
k=1 k=1

Wegen f;; =aj; und g;; =b;; flr I<i<nund1<j<mbzw. 1 <i<rund1<j<n gilt auBerdem

n n
hy = Zgikfkj = Z buajp = dj
k=1 k=1
firl<i<rund1<j<m,also H=D wie gewiinscht. m|

(5.16) Folgerung Sei R ein Ring, und seien n € IN. Dann bildet die Menge .,z mit der

Multiplikation von Matrizen ein Monoid, mit E(™ als Neutralelement.

Beweis: Nach Teil (iv) von Proposition |(5.15)|ist die Multiplikation von Matrizen eine assoziative Verkniipfung auf
M, g Aus Teil (iii) folgt, dass E™ ein Neutralelement in der Halbgruppe (M, g, -) ist. Insgesamt handelt es sich bei

(Mg, -) also um ein Monoid. O



Das Monoid (.#,, -) ist in der Regel nicht kommutativ. Ist beispielsweise n = 2, und stimmen im Ring R das

Nullelement Oy und das Einselement 1, nicht iiberein, dann zeigt das Beispiel

O 1z |[1r 1r)_(Or 1g Ip Ir)[Or Ir)_[1r 1z
Ig Op)\Or 1g I 1g Or 1r/\1r O 1z Og
dass die Gleichung AB = BA nicht fiir alle A, B € .#,, p erfiillt ist.

Wir bemerken auch, dass das Tupel (.#,x,+, -) alle Eigenschaften eines Rings besitzt, mit Ausnahme des Kommu-

tativgesetzes der Multiplikation. Eine solche Struktur wird in der Algebra als Schiefring bezeichnet.

Eine Matrix A € .#,  wird invertierbar genannt, wenn eine Matrix B € ./, mit AB = BA = E™ existiert. Wir
werden in einem spéteren Kapitel sehen, wie man herausfindet, ob eine Matrix invertierbar ist, und wie sich gegebe-

nenfalls das Inverse berechnen l4sst.

(5.17) Folgerung Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen iiber einem Korper K bildet
mit der Multiplikation von Matrizen eine Gruppe. Man nennt sie die allgemeine lineare Gruppe

und bezeichnet sie mit GL, (K).

Beweis: Dies erhilt man unmittelbar durch Anwendung von Folgerung|(5.6)| auf das Monoid (., -). |



§ 6. Vektorrdume, lineare Abbildungen und lineare Gleichungssysteme

Inhaltsiibersicht

Der Begriff des Vektorrraums iiber einem Korper K ist fiir die Lineare Algebra von zentraler Bedeutung. Es handelt
sich dabei um eine Menge V mit einer Verkniipfung, der Vektoraddition, und einer Abbildung K x V — V, der skalaren
Multiplikation. Das wichtigstes Beispiel sind die Vektorrdume der Form K", mit m € IN. Aber auch viele weitere Ob-
jekte der Mathematik besitzen eine Vektorraumstruktur, zum Beispiel die Menge .#,,,, x der (m x n)-Matrizen iiber
einem Korper K. Auf gewissen Teilmengen eines Vektorraums, den sog. Untervektorrdumen, lasst sich ebenfalls eine
Vektorraumstruktur definieren.

Eine Abbildung V — W zwischen Vektorrdumen bezeichnet man als lineare Abbildung, wenn sie ,vertraglich“ mit
der Vektoraddition und der skalaren Multiplikation der beiden Vektorrdume ist. Wichtigstes Beispiel einer linearen
Abbildung ist fiir uns zunéchst die Matrix-Vektor-Multiplikation. Oft haben lineare Abbildungen eine geometrische
Interpretation; zum Beispiel ist die Spiegelung im IR? an einer Gerade durch den Koordinatenursprung (0,0) eine
lineare Abbildung, ebenso jede Drehung um den Ursprung.

Desweiteren fiihren wir in diesem Kapitel den Begriff des linearen Gleichungssystems ein. Wir werden sehen, wie sich
solche Systeme und ihre Losungsmengen mit Hilfe der Untervektorrdume und der linearen Abbildungen auf {iber-
sichtliche Weise beschreiben lassen. Dies dient auch zur Vorbereitung des néchsten Kapitels, wo wir uns dann mit der
Berechnung von Losungsmengen linearer Gleichungssysteme befassen.

Wichtige Begriffe und Scitze

e Vektorraum iiber einem Korper K

e Untervektorraum, affiner Unterraum

e lineare Abbildung, affin-lineare Abbildung, Affinitét

e allgemeine lineare Gruppe GL(V) zu einen Vektorraum V

e Kern und Bild einer linearen Abbildung

e homogenes und inhomogenes lineares Gleichungssystem

o (erweiterte) Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems
e Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

e (eindeutige) Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems

e  Vektorraum Homy (V, W) der linearen Abbildungen V — W




(6.1) Definition SeiK ein Korper. Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V, +, -) bestehend aus einer
nichtleeren Menge V und Abbildungen + : VxV — V und - : K xV — V genannt Vektoraddition

und skalare Multplikation, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Das Paar (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(i) Fir alle v,w €V und A, u € K gelten die Rechenregeln

@ A+twu)v=@A-v)+(u-v)
® A +w)=A-v)+(A-w)
© (AW v=~r-(u-v)

(d 1g-v=v

Die Elemente der Menge V werden Vektoren genannt.

Bei der skalaren Multiplikation wird hédufig auf das Abbildungssymbol - verzichtet. Das Neutralelement der Gruppe
(V,+) bezeichnet man als den Nullvektor 0, des Vektorraums. Das Inverse eines Vektors v € V beziiglich der Vek-
toraddition bezeichnet man mit —v und verwendet v —w als abkiirzende Schreibweise fiir v + (—w). Per Konvention
bindet die skalare Multiplikation stédrker als die Vektoraddition, d.h. der Ausdruck Av + w ist gleichbedeutend mit
(MW)+wfirAeK,v,weV.

(6.2) Proposition Sei K ein Korper. Die folgenden Strukturen sind Beispiele fiir K-

Vektorrdume.

(i) das Tripel (K", +,+) (n € IN), wobei die Abbildung + : K" x K" - K" und - : K x K" — K"

definiert sind durch

(ay,...,ap) +(by,...,b,) =(a; + bq,...,a,+b,) und A-(ai,..,a,)=(Aay,...,Aa,).
Insbesondere ist K! = K selbst ein K-Vektorraum. Hier ist die Vektoraddition die Addition
auf K, und die skalare Multiplikation ist die Multiplikation auf K.

(ii) das Tripel ({0}, +, ), mit den Abbildungen + : {Ox} x {Ox} — {0} und - : K x {0} —
{0x} gegeben durch Oy + O = 0x und A -0 = O fiir alle A €K

(iii) das Tripel (A,xpx,+,) (m,n € IN) wobei + die Addition von Matrizen und - : K x
Mying = Mpxnx durch (A,A) — AA gegeben ist

(iv) Jeder C-Vektorraum (V, +,-) besitzt auch eine Struktur als R-Vektorraum, gegeben durch
(V,+,-g), wobei die Abbildung - : R x V — V durch Einschrédnkung der Abbildung
-:CxV —V auf R x V zu Stande kommt.

Beweis: In jedem Fall konnen die Vektorraum-Eigenschaften unmittelbar iiberpriift werden. Wir beschridnken uns
auf den Nachweis im Fall (iii). Aus Proposition|(5.14)|wissen wir bereits, dass (//lan’K, +) eine abelsche Gruppe ist.



Zum Nachweis der iibrigen Regeln seien A,B € .#,,,,, x und A, u € K vorgegeben. Es gilt (A + u)A = AA+ uA, denn
fiir 1 <i<mund 1< j < nist der Eintrag der Matrix an der Position (i, j) jeweils gleich (A + u)a;; = Aq;; +ua;;. Es
gilt A(A+ B) = AA+ AB, weil der Eintrag an der Stelle j jeweils mit A(a;; + b;;) = Aq;; + Ab;; iibereinstimmt. Beide
Matrixgleichungen ergeben sich also direkt aus dem Distributivgesetz des Korpers K. Die Gleichung (Au)A = A(uA)
ergibt sich direkt aus dem Assoziativgesetz der multiplikativen Verkniipfung des Korpers K, denn fiir den Eintrag an
der Stelle (i, j) gilt jeweils (Au)a;; = A(ua;;). SchlieBlich gilt auch 1 - A = A, denn der Eintrag der Matrix an der
Stelle (i, j) ist gleich 1g - a;; = a;;. O

(6.3) Lemma Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum. Dann gilt fiir alle A € K und v € V die Aquivalenz
Av=0, & A=0goderv=0, |,
aullerdem (—1gx)v =—v firallev e V.
Beweis: Zunichst beweisen wir die Aquivalenz. ,<=“ Ist A = Ok, dann gilt Av = 0xv = (O + 0x)v = Ogv + O v =
Av 4+ Av. Addition von —Av auf beiden Seiten dieser Gleichung liefert
W) =Av+Av+(—Av) <& 0, =Av+0, & 0, =Av.
Setzen wir nun v = Oy voraus, dann erhalten wir Av = A0, = A(0y, + 0y ) = A0y + A0y = Av + Av. Wieder fiihrt die
Addition von —Av auf beiden Seiten zum gewiinschten Ergebnis.
,2=“ Setzen wir Av = 0,, voraus, und nehmen wir an, es ist A # 0. Dann gilt
v = Ipy = Ay = At w) = Ato, = o, ,

wobei im letzten Schritt die bereits bewiesene Rechenregel u0, = 0y, fiir alle u € K verwendet wurde. Beweisen wir
nun noch die Gleichung (—1x)v = —v. Es gilt v+ (—1)v = 1gv + (—1g)v = (1x + (—1g))v = O v = 0,,. Addition von

—v auf beiden Seiten liefert
V(1 v+ () =0y +(—v) & v+ (V) +(lxplhv=— &

Oy +(—1lx)v=—v & (lgv=—v O

(6.4) Definition Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V wird Untervektorraum von

V genannt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

i o0, €U
(i) v+weU firallev,we U
(iii) AveU furalle A€ Kundv eU

Motiviert ist die Definition des Untervektorraumbegriffs durch den Wunsch, auf gewissen Teilmengen eines Vekto-
raums ebenfalls eine Vektorraumstruktur zu erhalten. Der folgende Satz zeigt, dass die Definition die gewiinschte

Funktion erfillt.



(6.5) Satz Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum von V. Definieren

wir Abbildungen +; : U x U — V und - : K x U — V durch
V+yw = v+w und Agyv = A-v fir v,weUund A €K,

dann ist durch (U, +, -;) ein K-Vektorraum gegeben.

Beweis: Weil U ein Untervektorraum ist, gilt v+ w € U fiir alle v,w € U, also auch v +; w = v +w € U. Dies zeigt,
dass 4+ eine Abbildung U x U — U, also eine Verkniipfung auf U gegeben ist. Ebenso gilt A-; v = A-v € U fiir
alle ve U und A € K. Somit ist -; eine Abbildung -; : K x U — U. Wir miissen nun iiberpriifen, dass (U, +, ;) die
Vektorraum-Bedingungen aus Definition [(6.1)] erfiillt.

Zunéchst tberpriifen wir, dass (U,+) eine abelsche Gruppe ist. Fiir alle u,v,w € U gilt (u+y v) +yw = (u +
v)+w=u++w)=u+y (v+yw), also ist das Assoziativgesetz erfiillt. Nach Voraussetzung liegt 0,, in U, und
fir allev e U gilt u +; 0y = u+ 0y = u und Oy +y u = Oy + u = u. Damit besitzt 0, die Eigenschaften des
Neutralelements in (U,+). Sei nun v € U vorgegeben. Nach Voraussetzung liegt der Vektor —v = (—1)v in U.
Auflerdem gilt v +; (—v) = v + (—v) = 0, und (—v) +y v = (—v) + v = 0y.. Also besitzt jedes v € U in (U, +) ein
Inverses, ndmlich —v. Ingesamt bedeutet dies, dass (U, +,) eine Gruppe ist. Das Kommutativgesetz erhélt man durch

die Rechnungv+yw=v+w=w+v=w+y v firalev,weU.

Nun miissen wir noch die Eigenschaften (ii) (a)-(d) aus Definition|(6.1)|{iberpriifen. Seien dazuv,w € U und A, u € K
vorgegeben. Es gilt (A+uw) yv=A+u) - v=A-v+u-v=A-yv+yu-yv. Ebenso erhdlt man A -, (v +,w) =
A(+w)=A-v+A-w=A-yv+yA-yw. Weiter gilt (Au) -y v=_(Au) - v=2A-(u-v)=A-y (u-y v) und schliellich

g pv=1x-v=v. O

Man sieht, dass das Nachrechnen der Vektorraum-Axiome in (U, +, ;) eine ziemliche Routineangelegenheit war:
Uberall wurden nur die Symbole +; und -;; durch + und - ersetzt und anschlieRend verwendet, dass die Axiome im

Vektorraum V giiltig sind.

Folgende konkrete Beispiele lassen sich fiir Untervektorrdume angeben.

(i) Ist V ein beliebiger K-Vektorraum, dann sind {0, } und V Untervektorrdume von V.

(ii) Fir jedes v € V ist (v} = {Av | A € K} ein Untervektorraum. Im Fall v # 0, bezeichnet man ihn als lineare

Gerade. Fiir beliebige v, w ist auch durch
<V)W>K = {)LV+‘U;W|)L,‘U,€K}

ein Untervektorraum gegeben. Ist v # 0, und w ¢ (v}, (oder dquivalent, v ¢ (w), und w ¢ (v),), dann nennt

man (v,w)g eine lineare Ebene.



(6.6) Definition Eine Teilmenge A C V wird affiner Unterraum von V genannt, wenn entwe-

der A= @ gilt oder ein Untervektorraum U und ein Vektor v € V existieren, so dass

A = v+U = {v+uluelU} erfiillt ist.

Betrachten wir einige konkrete Beispiele fiir affine Unterrdume.

(i) Seienu,v € V. Dannist u+ (v)y = {u+Av | A € K} ein affiner Unterraum. Im Fall v # 0, bezeichnet man ihn

als affine Gerade.

(ii) Fir beliebige u,v,w € V ist durch u+ (v,w)y = {u+ Av + uw | A, u € K} ein affiner Unterraum gegeben. Ist
v # 0y und w kein skalares Vielfaches von v (also w # Av fiir alle A € K), dann nennt man u + (v, w)g eine
affine Ebene.

(6.7) Proposition Sei V ein K-Vektorraum und @ # A C V ein affiner Unterraum.

(i) Es gibt genau einen Untervektorraum U von V, so dass die Gleichung A = v + U fiir ein
vy € V erfillt ist.
(ii) Fiir jeden Vektor w € A erfiillt der Untervektorraum U aus Teil (i) die Gleichung A = w+U.

Wir nennen U den zu A gehérenden Untervektorraum und bezeichnen ihn mit £ (A).

Beweis: zu (i) Nehmen wir an, dass v, v’ € V Vektoren und U, U’ Untervektorraume von V mit v+ U =A=v'+ U’
sind. Wegen v € A gilt v = v/ +u, fiir ein uy € U’, und wegen v’ € A gilt v/ = v+u; fiir ein u; € U. Der Differenzvektor

v/ —v ist also sowohl in U als auch in U’ enthalten. Wir beweisen nun die Gleichung U = U’.

,C“ Istu € U, dann liegt v+u in A, und folglich gibt es einu’ € U’ mit v+u = v/+u’. Es folgtu = (v/—v)+u’ € U’. 2

Istu’ € U’ vorgegeben, dann gilt v/+u’ in A, es gibt also ein u € U mit v'+u’ = v+u. Daraus folgt u’ = (v—v')+u € U.

zu (ii) Sei U = %(A), v € V ein Vektor mit A= v + U und w € A ein beliebiges Element. Dann gibt es ein u € U
mit w = v 4+ u. Wir beweisen nun die Gleichung v+ U =w+U. ,C“ Istv; € v+ U, dann gibt es ein u; € U mit
vi =v+uy,und esfolgtv; = (w—u)+u; =w+(u; —u)ew+U. ,2“ Ist w; € w+ U, dann existiert ein u; € U

mitw; =w+u;. Esfolgtw, =w+uy; =(v+u)+uy, =v+(@u+u)ev+U. O

(6.8) Definition Seien (V,+y,,) und (W, +y, ) K-Vektorraume. Eine Abbildung ¢ : V —
W heil3t K-lineare Abbildung oder Homomorphismus von K-Vektorriumen, wenn folgende

Bedingungen erfiillt sind.

@A ¢(v+yw) =) +y ¢(w) fiir alle v,w e V
() ¢(A-yv)=A-y p(v)firalleveV und A €K



Wenn aus dem Zusammenhang heraus klar ist, {iber welchem Korper die Vektorrdume V und W definiert sind, wird

statt von einer K-linearen auch einfach von einer linearen Abbildung gesprochen.

(6.9) Lemma Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt ¢(0y) = Oy, ¢p(—v) = —¢(v)
und (v —w) = ¢p(v) — ¢p(w) fiir alle v,w € V.

Beweis: Die erste Gleichung erhdlt man mit Hilfe der Eigenschaft (ii) von linearen Abbildungen durch ¢(0y) =

¢ (Og -y 0y) = Ok -y ¢(0y) = 0y,. Die zweite ergibt sich durch die Rechnung
(=) = o((-l)wvv) = lkwol) = —¢O).

Die dritte Gleichung schlief3lich erhdlt man durch

Pp(v—w) = o(v+y(-w)) = ¢M+wo(-w) = oM +w(=p¢W)) = é(V)—¢w). O

Sei V ein K-Vektorraum, n € IN, und seien v, ..., v, € V beliebige Vektoren. Wir verwenden den Ausdruck 22:1 Vi

als Kurzschreibweise fiir die Summe v; +... +v, in V.

(6.10) Lemma Seien V,W K-Vektorrdume, n € IN, aullerdem v;,....,v, €V und ¢ : V - W

eine lineare Abbildung. Dann gilt

¢ (Z vk) = > em).
k=1 k=1

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion iiber n. Im Fall n = 1 lautet die Behauptung nur
¢ (v;) = ¢(v;) fiir alle v; € V und ist offensichtlich erfiillt. Sei nun n € IN, und setzen wir die Aussage fiir dieses n

voraus. Seien vy, ..., vV, € V beliebige Vektoren. Dann erhalten wir
n+l1 n n o
*
¢ (Z vk) = ¢ (Z v+ Vn+1) = ¢ (Z vk) + () =
k=1 k=1 k=1

n+1

D)+ o) = Do)
k=1 k=1
wobei an der Stelle (*) die Induktionsvoraussetzung angewendet wurde. O

Wir haben in §5 angemerkt, dass jedes v € K" auf natiirliche Weise mit einer Matrix in .#;,,x und auch mit
einer Matrix in ./, x identifiziert werden kann. Ist nun A € .#,, x und betrachten wir v € K" gemil} der zweiten
Moglichkeit als Matrix mit einer Spalte und n Eintrdgen, dann kénnen wir das Matrixprodukt Av € K™ bilden. Man
bezeichnet den Vektor w = Av dann als Matrix-Vektor-Produkt von A und v. Aus der Definition des Matrixprodukts

ergibt sich, dass die Komponenten des Vektors w durch w; = Z?zl a;;v; gegeben sind, fiir 1 <i <m.

(6.11) Proposition Seien m,n € N und A € .4, x. Dann ist durch ¢, : K" — K™, v — Av

eine lineare Abbildung gegeben.

Beweis: Seien v,w € K" und A € K vorgegeben. Auf Grund der Rechenregeln fiir das Matrixprodukt aus Teil (i) von

Proposition gilt
PA(v+wW)=A(v +w) =Av +Aw = p,(v) + p(w)

und ¢4(Av) = A(Av) = AAV = A (v). O



(6.12) Proposition Seien U,V,W drei K-Vektorrdume und ¢ : U — V, ¢ : V — W lineare
Abbildungen. Dann ist 1) o ¢ eine lineare Abbildung von U nach W. Ist ¢ bijektiv, dann ist ¢ "

eine lineare Abbildung von V nach U.

Beweis: Wir iiberpriifen die Linearitdt der Abbildung 1 o ¢. Seien dazu v,w € U und A € K vorgegeben. Dann gilt

(Yop)v+yw) = Y(@+yw) = Y@M +yow)) = P(@()+w P(ew))
= (Wod))+w (Yod)w)

und (Y o ¢)(Av) = Y(p(Av)) = Y(Ap(v)) = AP(p(v)) = A(Y o ¢)(v). Setzen wir nun voraus, dass ¢ bijektiv
ist. Um zu zeigen, dass die Abbildung ¢! linear ist, seien v,w € V und A € K vorgegeben. Sei v/ = ¢ !(v) und

w’ = ¢ 1(w). Unter Verwendung der Linearitit von ¢ erhalten wir

¢TI Ay dTIw) = VAW = idy(VHgw) = (T o)V +yw)

= ¢ (@ +un)) = ¢+ d(W)) = TV W)

Ebenso gilt A (v) = A/ = idy (W) = ($ 0 $)(Wv) = p (W) = $ ' (A$(V)) = ¢ (Av). 0

(6.13) Definition Eine lineare Abbildung ¢ : V — W heil3t

(i) Monomorphismus (von K-Vektorriumen), wenn ¢ injektiv ist,
(ii) Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv ist,

(iii) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.

Eine lineare Abbildung ¢ : V — V bezeichnet man als Endomorphismus von V, und ist sie
auBerdem bijektiv, dann spricht man von einem Automorphismus. Zwei K-Vektorraume V, W

werden isomorph genannt, wenn ein Isomorphismus ¢ : V — W existiert.

(6.14) Folgerung Die Menge der Automorphismen eines K-Vektorraums V ist mit der Kom-
position o von Abbildungen als Verknilipfung eine Gruppe. Man bezeichnet sie mit GL(V) und

nennt sie die allgemeine lineare Gruppe des Vektorraums V.

Beweis:  Proposition [(6.12)| zeigt, dass fiir gegebene Automorphismen ¢, des K-Vektorraums V auch die Ab-
bildungen 1 o ¢ und ¢! Automorphismen von V sind. Die Assoziativitit ergibt sich aus der allgemeinen Regel
ho(gof)=(hog)of fiir beliebige Abbildungen zwischen Mengen. Die identische Abbildung id, besitzt die defi-
nierende Eigenschaft des Neutralelements (es gilt ¢ oidy, = idy o ¢ = ¢ fiir jeden Automorphismus ¢ von V), und

die Umkehrabbildung ¢~ von ¢ erfiillt die Bedingung ¢} o ¢ = ¢ o ¢ ! =id, fiir das inverse Element. m|



(6.15) Definition Eine Abbildung vy : V — W zwischen zwei K-Vektorriumen wird affin-
lineare Abbildung genannt, wenn eine lineare Abbildung ¢ : V. — W und ein Vektor w € W
existieren, so dass (v) = w+¢ (v) fiir alle v € V erfiillt ist. Eine bijektive affin-lineare Abbildung
v : V — V wird Affinitit von V genannt.

(6.16) Proposition Seien V, W K-Vektorrdume und ¢ : V. — W eine lineare Abbildung. Ferner

seien V' € V und W’/ C W Untervektorrdume. Dann sind die Teilmengen
p(V)={p( | veV’} und ¢ W)={veV | (v)ew’}

Untervektorrdume von W bzw. von V.

Beweis: Wir rechnen die Untervektorraum-Axiome fiir beide Teilmengen direkt nach. Seien w,w’ € ¢(V/)und A € K.
Dann gibt es nach Definition von ¢ (V) Vektoren v,v' € V' mitw = ¢(v) und w’ = ¢(v’). Da V' ein Untervektorraum

ist, gilt v +v’ € V' und damit
w+w' =M +o(vV)=0p(v+v) € (V).

Ebenso gilt Av € V/ auf Grund der Untervektorraum-Eigenschaft und somit Aw = A¢(v) = ¢(Av) € (V).

Nun zeigen wir, dass auch ¢ ! (W’) ein Untervektorraum ist. Seien dazu v,v’ € ¢ (W’) und A € K vorgegeben. Dann
gilt p(v), p(v') e W und ¢ (v)+¢(v') € W/, da W’ ein Untervektorraum von W ist. Aus ¢ (v+v') = ¢ (v)+o(v') € W’
folgt v +v' € ¢~ H(W’). Da auch A¢(v) in W’ liegt, erhalten wir ¢ (Av) = A¢(v) € W’ und somit Av € ¢~ 1{(W'). O

(6.17) Definition Seien V,W zwei K-Vektorrdume und ¢ : V — W eine lineare Abbildung.

Dann nennt man

() ker(¢p)=o¢*({0,)={veV|¢p(v)=0,} den Kernund

(i) im(¢)=¢(V)={¢(v)|veV } das Bildvon ¢.

Nach Prop. ist ker(¢) ein Untervektorraum von V und im(¢) ein Untervektorraum von W.
(6.18) Proposition Seien V,W K-Vektorrdume und ¢ : V. — W eine lineare Abbildung.
(i) Die Abbildung ¢ ist genau dann surjektiv, wenn im(¢) = W gilt.
(ii) Sie ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) = {0, } erfiillt ist.

Beweis: Aussage (i) ist nach Definition der Surjektivitdt unmittelbar klar. Zum Beweis von (ii) setzen wir zunéchst
voraus, dass ¢ injektiv ist. Die Inklusion {0, } € ker(¢) ist erfiillt, weil der Kern ein Untervektorraum von V ist. Zum
Nachweis von ker(¢) C {0, } sei v € ker(¢) vorgegeben. Dann gilt ¢ (v) =0y, = ¢(0y), und aus der Injektivitdt von
¢ folgt v=0y.



Setzen wir nun umgekehrt die Gleichung ker(¢) = {0} voraus, und beweisen wir die Injektivitit von ¢. Seien dazu
v,v' € V mit ¢(v) = ¢(v') vorgegeben. Dann gilt ¢ (v' —v) = ¢ (v')— ¢ (v) = 0y, und somit v/ —v € ker(¢). Aus der

Voraussetzung an den Kern folgt v/ —v =0, & v =1v". O

(6.19) Definition Sei K ein Korper, und seien m,n € IN. Ein lineares Gleichungssystem tiber
K bestehend aus m Gleichungen in n Unbekannten xj, ..., x,, ist ein System von Gleichungen der

Form
a1 Xq I aA19Xo aF ce + alnxn = bl

A1 X1 + ApoXy + 0+ apX, = b,
wobeia;; €K und b; €K fir 1 <i <mund 1 < j <nist. Gilt b; =0 fiir 1 < i < m, dann spricht

man von einem homogenen, ansonsten von einem inhomogenen LGS.

Mit Hilfe der Matrixschreibweise lasst sich ein lineares Gleichungssystem in deutlich kompakterer Form darstellen.

(6.20) Definition Die Matrix A = (a;;)x,x in Definition wird Koeffizientenmatrix
des LGS genannt. Die Matrix A = (@;j)mx(n+1)x gegebendurch d;; =q;; fir1<i<m,1<j<n
und d; .., = b; fiir 1 < i < m heil’t erweiterte Koeffizientenmatrix. Bezeichnet x die n x 1-
Matrix mit den Eintrdgen Xy, ..., X,, dann kann das lineare Gleichungssystem in der Form Ax = b

dargestellt werden. Die Menge
¥ = %, = {c€K"|Ac=1b}

bezeichnet man als Losungsmenge, deren Elemente als Losungen des linearen Gleichungssy-
stems. Ist £, , # &, dann bezeichnet man Ax = b als Igsbar. Besteht £, , aus einem einzigen

Element, dann spricht man von eindeutiger Losbarkeit.

Wir zwei konkrete Beispiele {iber dem Korper K = R der reellen Zahlen. Das lineare Gleichungssystem

3x + 22 = 8
-x + 2y + 5z = =3
7y — 2z = =23

hat in Matrixschreibweise die Form Ax = b mit

3 0 2 8
A=|-1 2 5 und b=| -3
o 7 -2 —23



Die erweiterte Koeffizientenmatrix des Systems ist also gegeben durch

3 0 2 8
A=|-1 2 5 -3
0o 7 —2 =23
Mit den Methoden, die im nichsten Kapitel beschrieben werden, kann man ausrechnen, dass die Losungsmenge des
Systems durch £, , = {(2,—3,1)} gegeben ist. Das System ist also eindeutig l6sbar. Betrachtet man dagegen das

lineare Gleichungssystem

3x + 5y — 3z = —4
2x — 8y + 7z = 11
5x — 3y + 4z = 7

dann ist die Lésungsmenge gegeben durch

1 11
¥ = -2 |+A-| =27 A€eR
-1 —34

In diesem Fall liegt also Losbarkeit, aber keine eindeutige Losbarkeit vor.

(6.21) Satz Seien K ein Korper, m,n € IN, A € A, x und b € K™. Dann ist ,‘Zﬁgm = %o
ein Untervektorraum des K". Ist das lineare Gleichungssystem Ax = b 16sbar und ist c € K" eine
Losung, dann gilt £, , =c + 32‘;7’“. Die Lésungsmenge £, , € K" ist also ein affiner Unterraum
des K".

Beweis: Nach Proposition ist K" — K™, v — Av eine lineare Abbildung, und zgjgm ist der Kern dieser linearen
Abbildung. Als Kern einer linearen Abbildung ist x;;;m ein Untervektorraum im K". Fiir den Beweis der Gleichung
Ly = Cc+ 32‘;‘“ bemerken wir zunéchst, dass Ac = b gilt, weil ¢ eine Losung des Systems Ax = b ist. Um die
Inklusion ,,2“ nachzuweisen, sei v € ¢ + ,‘Z’E‘;}m, alsov=c+wfireinwe ,‘fjﬁ‘;‘“. Es gilt dann Aw = Ogn, und wir
erhalten Av = A(c +w) = Ac+Aw = b+0gn = b. Dies zeigt, dass v in £, ;, enthalten ist. Fiir den Nachweis von ,,C“ sei
v € %, . Dann gilt Av = b. Setzen wir w = v — ¢, dann folgt Aw =A(v —c) =Av —Ac = b —b = Ogn, alsow € figm.

— hom
Esfolgtv—c+w€c+.§€A)b . |

Fiir die Anwendungen in den spiteren Kapiteln fithren wir noch einen weiteres wichtiges Beispiel fiir einen K-

Vektorraum ein, den Vektorraum der linearen Abbildungen.

Sei K ein Korper, X eine Menge und V ein K-Vektorraum. Weiter sei Abb(X, V) die Menge der Abbildungen X — V.
Wir definieren auf Abb(X, V) eine Verkniipfung +, in dem wir ¢,y € Abb(X,V) das Element ¢ + 1) € Abb(X,V)
gegeben durch (¢ + Y )(x) = ¢(x) +(x) fir alle x € X zuordnen. AufSerdem definieren wir eine Abbildung

-: K x Abb(X,V) — Abb(X,V),

indem wir fiir A € K und ¢ € Abb(X,V) die das Element A - ¢ gegeben durch (Ap)(x) = Ap(x) fiir alle x € X

definieren.



(6.22) Proposition Das Tripel (Abb(X, V), +, -) ist ein K-Vektorraum.

Beweis: 'Wir miissen iiberpriifen, dass (Abb(X, V), +, -) die in Definition |(6.1)| aufgezihlten Eigenschaften besitzt.
Zunachst {iberpriifen wir, dass es sich bei (Abb(X, V), +) um eine abelsche Gruppe handelt. Die Verkniipfung + auf
Abb(X, V), denn fiir alle ¢,, ¢ € Abb(X,V) und alle x € X gilt

(e +¥)+0)x) = (p+P))+o(x) = () +P))+o(x) = )+ (Plx)+¢(x)
= o)+ +e)x) = (¢+W+e)x) ,

also (¢ +Y)+¢ = p+(p+¢). Ebenso gilt (p +1p)(x) = p(x)+¢(x) = Y (x)+¢(x) = (P +¢)(x) und somit g+ =
1) + . Das Paar (Abb(X, V), +) ist somit eine abelsche Halbgruppe. Definieren wir Oappx vy durch Opppix v)(x) = Oy
fiir alle x € X, dann gilt fiir alle ¢ € Abb(X,V) und alle x € X jeweils (Opppx,vy + ©)(X) = Oppbex 1y (x) + @(x) =
Oy + ¢(x) = @(x), also Oppyx,v) + ¢ = ¢. Auf Grund des bereits bewiesenen Kommutativgesetzes folgt daraus auch
¢ + Opppx,v) = . Damit ist gezeigt, dass Oapp(x 1y in der Halbgruppe (Abb(X, V), +) ein Neutralelement ist, es sich

also um ein Monoid handelt.

Sei schlieBlich ¢ € Abb(X, V) vorgegeben und —¢ € Abb(X, V) gegeben durch (—p)(x) = —¢(x) fiir alle x € X. Fiir

jedes x € X gilt dann ((—¢) + ¢)(x) = (=¢)(x) + ¢(x) = (=¢(x)) + @(x) = Oy = Opppx,vy(X), also ¢ + (—¢) =
Oabb(x,v)- Auf Grund des Kommutativgesetzes gilt auch (—¢)+¢ = Oppp(x ). Jedes Element im Monoid (Abb(X, V), +)

ist also invertierbar, somit ist (Abb(X, V'), +) insgesamt eine abelsche Gruppe.

Nun iiberpriifen wir noch die iibrigen in Definition [(6.1)| genannten Rechenregeln. Seien dazu A,u € K und ¢,y €
Abb(X, V) vorgegeben. Fiir jedes x € X gelten die Gleichungen

((A+u)-p)x) = A+wex) = Ap(x)+upx) = A-@))+W-@)x) = ((A-@)+(u-)(x)
und
A-(p+yYNx) = Me+yP)x) = AMe(x)+yY(x)) = Apl)+AYPp(x) =
A-@))+A-YP)x) = A-p+A-YP)(x) ,

ebenso
((A)-9)x) = (Awelx) = Apex) = Au-e)x) = A -(u-¢)(x)

und schlielich (1x - )(x) = 1g(x) = p(x). Esistalso (A+u)- ¢ =A-o+u-p, A-(@+P)=A-p+A-,
Au)-o=2A-(u-p)und 1x - ¢ = ¢@. O

(6.23) Satz Sei K ein Korper, und seien V und W zwei K-Vektorraume. Wir bezeichnen mit
Homg (V, W) die Menge der linearen Abbildungen V — W. Fiir vorgegebene ¢, ) € Homg(V, W)
und A € K seien die Abbildungen ¢+ : V —» W und A-¢ : V — W definiert durch (¢ +)(v) =
e()+y(v)und (A-¢)(v) = Ap(v) fiir alle v € V. Dann ist (Homg (V, W), +, -) ein K-Vektorraum.



Beweis: Nach Proposition|(6.22)|ist Abb(V, W) ein K-Vektorraum. Nach Satz|(6.5)|gentigt es zu zeigen, dass Homg (V, W)
ein Untervektorraum dieses K-Vektorraums ist. Wie wir im Beweis der Proposition gesehen haben, ist der Nullvektor
von Abb(V, W) gegeben durch Oppyw)(v) = Oy fiir alle v € V. Es handelt sich dabei um eine lineare Abbildung

V — W, also um ein Element von Homy (V, W), denn fiir alle v,v" € V und alle a € V gilt Opppyw)(v +v') = 0y =

O + Oy = Oapbvw) (V) + Oapbeywy (V) und Opppvwy(@v) = Oy = @Oy, = a0 b0y (V).

Seien nun ¢, € Homg(V,W) und A € K vorgegeben. Zu zeigen ist ¢ + 1 € Homg(V,W) und A - ¢ € Homg(V, W).
Fiir den Nachweis seien v,v' € V und a € K vorgegeben. Es gilt (¢ +y)(av) = ¢(av) + P(av) = ap(v) + ayp(v) =
alp(v)+4Y(v)) = alp +y)(v), wobei im zweiten Schritt verwendet wurde, dass ¢ und 1 lineare Abbildungen sind.
Die Vertrédglichkeit von ¢ + 1 mit der Vektoraddition erhélt man durch die Rechnung

(p+P)v+v) = ev+V)+yY+v) = oM +e(M)+YM)+yP(v) =
e+ + () +90) = (p+P)v)+ (v +P)O).
Damit ist insgesamt ¢ + 1) € Homg(V, W) nachgewiesen. Ebenso erhélt man (A- p)(v+v') =Ap(v+v') = Ap(v) +

e(V)) =2p(M) + Ao (v)) = (A @)(V) + (A - 9)(v) und (A - @)(av) = Ap(av) = Aap(v) = ale(v) = a(A - @)(V).
Also gilt auch A - ¢ € Homg (V, W). m|



§ 7. Die Losung linearer Gleichungssysteme

Inhaltsiibersicht

In diesem Kapitel behandeln wir ein allgemeines Verfahren, dass die Bestimmung der Losungsmenge von beliebig
grofden LGS ermoglichst. Dabei gehen wir davon aus, dass das LGS durch seine erweiterte Koeffizientenmatrix (siehe
§6) gegeben ist. Diese Matrix bringt man durch eine fest vorgegebene Folge von Umformungsschritten auf eine sog.
normierte Zeilenstufenform. Die Losungsmenge kann dann auf einfache Weise von der Matrix abgelesen werden, egal
ob diese leer oder einelementig ist, oder aus mehreren Elementen besteht. Neben dem Gauf3schen Eliminationsver-
fahren beschéftigen wir uns mit Rechenoperationen fiir Matrizen und untersuchen, wie diese mit den elementaren
Umformungen eines LGS aus dem ersten Kapitel zusammenhéngen.

Wichtige Begriffe und Sditze

e (normierte) Zeilenstufenform (ZSF)

e Kennzahlen der ZSE Zeilenkopfe, Rang einer Matrix in ZSF

e Einheitsvektoren

e FElementarmatrix, elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformung
e Blockschreibweise fiir Matrizen

e Gauf¥sches Eliminationsverfahren

e Invertierbarkeitskriterium fiir Matrizen

(7.1) Definition Eine Matrix A € .#,,, x befindet sich in Zeilenstufenform (kurz ZSF), wenn
A = 0™ gilt oder folgende Bedingung erfiillt ist: Es gibt ein r € {1,...,m} und jy,...,j, €
{1,...,n} mit j; < j, < ... <}j,, so dass

() a;;, #0g fir 1 <i<rund

(i) a;; =0k fiir j <j; oderi>r

erfiillt ist. Man nennt r den Zeilenrang einer solchen Matrix. Das Tupel (7, jy, ..., j.) bezeichnen

wir insgesamt als die Kennzahlen der ZSE

Die Positionen (i, j;) mit 1 < i < r in der Matrix werden Zeilenképfe genannt. Die Bedingung (i) besagt, dass die

Eintrdge in den Zeilenkopfen ungleich Null sind. Nach Bedingung (ii) befinden sich links von den Zeilenképfen nur

Nulleintrédge; in den ,kopflosen“ Zeilen sind alle Eintrédge gleich Null. Der Zeilenrang kann offenbar nie groer als

min{m, n} werden.



(7.2) Definition Eine Matrix A € .#,,, x befindet sich in normierter ZSF, wenn A = Q(mxn)
gilt oder wenn sie in ZSF mit den Kennzahlen (1, ji, ..., j,) vorliegt und aullerdem die folgenden

Bedingungen erfiillt sind: Es gilta;; =1g firl1 <i<runda =0gfirl<i<rund1<k<i.

Bei der normierten ZSF kommen also folgende Bedingungen hinzu: Die Eintrige in den Zeilenkopfen sind gleich 1,
und oberhalb der Zeilenkdpfe befinden sich nur Nulleintrége. Bei einer Matrix A in normierter ZSF gilt also insgesamt

a;; = 0 in jedem der drei Félle
1) i>r (2) i<rundj<j (3) j=jifureinke{1,...,r}\{i};

in Worten, die Eintrdge der Matrix sind Null (1) unterhalb der r-ten Zeile, (2) links von den Spaltenkopfen und (3)
in jeder Spalte, in der sich ein Zeilenkopf befindet, sind alle anderen Eintrage gleich Null. Abgesehen davon kénnen
aber durchaus noch weitere Eintrége von A gleich Null sein. Wir bemerken auf3erdem, dass eine Matrix A € ./, x
in normierter ZSF mit Zeilenrang r = n in den oberen n Zeilen mit der Einheitsmatrix E™ {ibereinstimmt, denn in

diesem Fall muss j, = k fiir 1 < k < n gelten.

Wir geben einige konkrete Beispiele fiir Matrizen in Zeilenstufenform an.

B

I
© ©o ©o o o
© © o o N
© © ©O W Ww
© o N O b
© © N ® O
© N OV~ O

Diese Matrix liegt in Zeilenstufenform vor, mit zugehorigen Kennzahlen r = 4, j; = 2, j, = 3, js =4 und j, = 6.
Es besteht aber keine normierte Zeilenstufenform, denn beispielsweise sind die Eintrédge in den Zeilenkopfen (1, 2),
(2,3), (3,4) und (4, 6) ungleich 1. Aullerdem gibt es Eintrdge ungleich Null oberhalb der Zeilenképfe.

o]

I
© © © o =~
© o o ~ o
© © © ~ N
© o = o o
© O w =~ u
© © © o ©

Dies ist eine Matrix in normierter Zeilenstufenform, mit den Kennzahlen r = 3, j; =1, j, = 2 und j; = 4. Auch die

Einheitsmatrix
1 0 0O
. 01 0 O
0 01 O
0 0 0 1

liegt in normierter Zeilenstufenform vor. Die Kennzahlen lauten r =4 und j; =ifir 1 <i <4.



Unser Ziel besteht darin, die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems Ax = b (mit A€ .4, x und b € K") zu
bestimmen. Dabei konzentrieren wir uns zunichst auf den Fall, dass die erweiterte Koeffizientenmatrix A = (Ab) in
normierter Zeilenstufenform vorliegt. Nach Satz|(6.21)|geniigt es, den Untervektorraum .,9,”2‘1’)‘“ = %, von K" und
ein Element ¢ € %, , zu berechnen, denn dann gilt £, , =c+ ,‘Z’;‘l’?m. Wir befassen uns als erstes mit der Bestimmung

hom
von .ZA b -

(7.3) Definition Fiir 1 < ¢ < n bezeichnet ¢, € K" jeweils den {-ten Einheitsvektor mit den
( ]

Eintrégen e;; = &y;.

In K3 sind die drei Einheitsvektoren beispielsweise gegeben durch
e1 = (1x,0¢,0k) , e =1(0g,1x,0¢) und e3 = (0,0, 1x).

Sei nun A eine Matrix in normierter ZSF mit Kennzahlen (7, jy, ..., j.). Um die Losungsmenge £, , von Ax = Ogn

anzugeben, definieren wir
S={1,...n}\ {ji, .., J;}

und definieren fiir jede Zahl £ € S einen Vektor v, € K™ durch

r

Ve = e[—Zakgejk.

k=1
Der Vektor v, entsteht also aus dem Nullvektor dadurch, dass man die ¢-te Komponente auf 1 setzt und die Eintrédge

—dyy, ...,—a,, der £-ten Spalte auf die Positionen j, ..., j. des Vektors verteilt. Es gilt also
Vij, =—a fir1<k<r und v, =05 firallel €S.

Mit Hilfe dieser Vektoren lésst sich nun die Losungsmenge folgendermaf3en darstellen.

(7.4) Satz Sei £"™ C K" die Losungsmenge eines homogenen LGS mit Koeffizientenmatrix

A, und seien S und die Vektoren v, fiir { € S definiert wie oben.
() Im Fall $ = @ gilt £"™ = { Ox }.

(ii) Ist S nichtleer, dann ist die Losungsmenge gegeben durch

G = {Z Aevy

les

AZEKVKES}.

Beweis: zu (i) Unter dieser Vorausssetzung gilt {j;,...,j.} = {1, ...,n}, woraus wiederum r = n und somit m > n
folgt. Wie oben ausgefiihrt, stimmen bei Zeilenrang n die ersten n Zeilen von A mit der Einheitsmatrix E™ iiberein.
Es gilt also a;; = §;; fiir 1 < i,j < n und q;; = O falls i > n. Wir erinnern aulerdem daran, dass nach Definition

£hom = {w e K™ | Aw = Ogn } gilt. Fiir jeden Vektor w € K" erhalten wir die Aquivalenz

n
WELMM & Aw=0p & (AW) =0 fir 1<k<m & > ayw;=0g fir 1<k<m
n j=1
= ZSkjwjzoK fir1<k<n & w=0 firl<k<n & w=0.
j=1
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zu (ii) Hier beschrénken wir uns auf den Nachweis, dass fiir jedes ¢ € S der Vektor v, in hom anthalten ist, also
¢a(vy) = Av, = Ogn gilt. Daraus ergibt sich zumindest die Inklusion ,,2“ der angegebenen Gleichung, denn fiir alle
A, € K mit £ € S folgt dann mit Lemma |(6.10)|jeweils

A(Zﬁw) = m(me) = D.0a0v) = Dbl = D A0 = O

Les les Les Les Les

Spéater werden wir dann sehen, wie man anhand der {-ten Komponente erkennt, dass die Vektoren v, linear unab-
hingig sind und somit einen (n — r)-dimensionalen Untervektorraum des K" bilden. Aufferdem werden wir aus dem
sog. Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen herleiten, dass £"°™ ebenfalls (n — r)-dimensional ist, wodurch aus der

Inklusion ,,2“ die Ubereinstimmung der beiden Mengen folgt.

Seien nun £ € S und i € {1, ..., m} beliebig vorgegeben. Nach Definition der normierten Zeilenstufenform gilt a;;, =
Oy fiir 1 < k < r. Nach Definition des Vektors v, gilt (v,); = —ay flir 1 <k <r, (v,); = 1¢ und (v,); = O fiir alle
iibrigen j € {1,...,r}. Es folgt

n

@) = Dlay); = aude+ Dlag(v), = ag+ Y 65 (),
k=1 k=1

j=1
ay+();, = ag+(—ay) = 0.

Insgesamt gilt also tatsdchlich Av, = Ogn. a
Wir diskutieren eine Reihe von Anwendungsbeispielen fiir die soeben bewiesene Losungsformel.
(i) Das homogene lineare Gleichungssystem x; = 0, x, + 2x5 = 0 hat die Koeffizientenmatrix

1 00

A = .
01 2

Es handelt sich um eine Matrix in normierter Zeilenstufenform mit den Kennzahlen r = 2, j; = 1, j, = 2. Es ist

$=1{1,2,3}\ {j1,j»} = {3}. Die Losungsmenge ist somit £"™ = {1,v; | A; € R} mit dem Losungsvektor

(i) Das homogene lineare Gleichungssystem x; = 0, x5 = 0 hat die Koeffizientenmatrix

1 00
A = .
(0 0 1)

Die Kennzahlen dieser normierten Zeilenstufenform lauten r = 2, j; = 1, j, = 3. Esist S = {2}, und die Losungsmenge

ist gegeben durch £"™ = {A,v, | A, € R} mit



(iii) Das homogene lineare Gleichungssystem x; —4x5 + 5x5 = 0, x5 + 2x3 = 0, x4, = 0 hat die Koeffizientenmatrix
1 0 4 0 5
A = o1 2 0 0f,
0 0 0 1 0
eine normierte ZSF mit den Kennzahlen r =3, j; =1, j, =2, j; = 4. Hier ist S = {1,...,5} \ {j1, jo, j3} = {3, 5}. Der

Losungsraum "™ = {455 + A5V | A3, A5 € K} wird diesmal aufgespannt von den Vektoren

4 -5
—2 0
V3 = , vww=| 0
0
1

(7.5) Satz SeiA = (Ab) € Mmxn+1)x die erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS und
% C K" dessen Losungsmenge. Wir setzen voraus, dass A in normierter ZSF vorliegt, mit den

Kennzahlen r und ji, ..., j,-
(i Istj,=n+1, danngilt £ =@.

(i) Seinun j. < n. Wir definieren einen Vektor w € K" durch w = Z,:zl .0

Dann gilt w € Z.

Der spezielle Losungsvektor w entsteht also einfach dadurch, dass man die Werte b, ..., b, auf die Positionen jy, ..., j,

verteilt und die {ibrigen Komponenten auf Null setzt. Es gilt also w; = by fir 1 <k <r und w, =0 fiiralle £ € S.

Wi =

b,. Wegen j. =n+1 gilt aber a,; = O fir 1 < j <nund b, = a,,1 = a,;, = 1¢. Setzen wir dies in die Gleichung

Beweis: zu (i) Nehmen wir an, dass £ nichtleer und w ein Element aus .¢ ist. Dann gilt insbesondere Z;;l a,

ein, so erhalten wir Z;zl Ogw; = 1k. Der Widerspruch Og = 1 zeigt, dass unsere Annahme falsch war.

zu (ii) Zu zeigen ist Z;l=1 ai;w; = by fiir 1 < k < m. Sei k € {1,...,r}. Nach Definition der normierten ZSF gilt
a; = 0 fiir j < ji, und fiir k < £ < r ist az;, = 1 der einzige Eintrag ungleich Null in der j,-ten Spalte. Es gilt also
auch a;;, = 0 fiir j > j,. Nach Definition des Vektors w erhalten wir fiir 1 < k < r somit

r

n n
Zakjo = Zakjo = Zakjebg = akjkbk = 1 'bk = bk‘

j=1 J=ik t=k
Fiir r < k < m gilt nach Eigenschaft (1) der normierten ZSF (Eintrdge unterhalb der r-ten Zeile gleich Null) sowohl
a,; =0 fiir 1 < j < n als auch b, = 0, also ebenfalls Z;l=1 ai;jw; = 0 = by. Insgesamt ist die Gleichung Z?=1 aw; =

b, also tatséchlich fiir 1 < k < m erfiillt. O



Wir demonstrieren die Anwendung der Losungsformel an einem konkreten Beispiel. Das inhomogene LGS x; —4x3 +

S5x5 =—2, Xy +2x3 =7, x4 = 5 besitzt die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 0 —4 0 -2
A = |01 2 7
00 0 1 5

Es handelt sich um eine normierte Zeilenstufenform mit den Kennzahlen r = 3 und j; = 1, j, = 2, j; = 4. Nach
Satz((7.5)|ist w = (—2,7,0,5,0) € R’ ein Lésungsvektor, was man durch Einsetzen in die Gleichungen des Systems
unmittelbar tiberpriift: Es ist (—2)—4-0+5-0=—2,7+2-0=7und 5=5.

Die Losung linearer Gleichungssysteme mit Koeffizientenmatrix in normierter Zeilenstufenform haben wir damit voll-
standig geklart. Dass die Losung linearer Gleichungssysteme mit beliebiger Koeffizientenmatrix darauf zuriickgefiihrt

werden kann, beruht auf der folgenden einfachen Beobachtung.

(7.6) Proposition SeiK ein Korper, und seien m,n € IN. SeiA € 4, x und b € K™. Dann gilt
Zap = Zrary fiir jede Matrix T € GL,,(K). Mit anderen Worten, die Losungsmenge eines LGS
andert sich nicht, wenn man beide Seiten der Gleichung Ax = b von links mit einer invertierbaren

Matrix multipliziert.

Beweis: Fiir jeden Vektor ¢ € K" gilt die Aquivalenz
CELy, & Ac=b & TAc=Tb <& cE€ZLpyurp.
Dabei kommt die Richtung ,,<“ im zweiten Schritt durch die Rechnung
TAc=Tb = T 'TAc=T'Tb = E™Ac=EM™p = Ac=b
zu Stande. i

Man beachte, dass sich die Losungsmenge bei Multiplikation der Gleichung Ax = b mit einer nicht-invertierbaren
Matrix durchaus verandern kann. Multipliziert man beide Seiten zum Beispiel mit der Nullmatrix 0™, dann erhlt
man die Gleichung 0(™™x = Oy.. Die Losungsmenge dieses linearen Gleichungssystems ist der gesamte K" (weil
jeder Vektor ¢ € K" die Gleichung 0™*™¢ = 0., erfiillt), unabhingig davon, wie die Losungsmenge von Ax = b

ausgesehen hat.

Um nun ein Lésungsverfahren fiir beliebige LGS zu erhalten, brauchen wir also nur noch ein Verfahren, mit dem wir
beliebige Matrizen in normierte Zeilenstufenform tiiberfiihren kénnen. Dazu verwenden wir die Rechenoperationen
fiir Matrizen, die in § 7 eingefiihrt wurden. Bei Rechnungen mit Matrizen ist es oft giinstig, diese in mehrere Bereiche
aufzuteilen. Sei A € A, , seien ky,k,,{;,{, natiirliche Zahlen mit 1 < k; < k, <m, 1 < {; < {, < n, und
auBerdem r = k,—k; +1,s = {,—¢{; +1. Dann nennt man die Matrix B € /., x mit den Eintrégen b;; = ax, 1i—1,¢,+j—1

fir 1 <i<r,1<j<s eine Teilmatrix von A; es handelt sich um einen ,rechteckigen Ausschnitt“ der Matrix A.



Haufig verwendet man die sogenannte Blockschreibweise, um Matrizen darzustellen, die aus bestimmten Teilma-

trizen aufgebaut sind. So steht beispielsweise der Ausdruck

2)

fiir die Matrix, deren linker oberer Teil aus den Eintrdgen von A und entsprechend in den iibrigen drei Bereichen aus
den Eintragen von B, C und D besteht. Dabei wird voraussetzt, dass untereinander stehende Matrizen (hier: A, C bzw.
B, D) stets dieselbe Spaltenzahl und nebeneinander stehende Matrizen (A, B bzw. C, D) dieselbe Zeilenzahl haben.

Das Rechnen mit Matrizen in Blockschreibweise wird durch eine Reihe von Rechenregeln vereinfacht.

(7.7) Proposition Seien A, B, C,D Matrizen iiber K.

(i) Stimmt die Spaltenzahl von A und B mit der Zeilenzahl von C iiberein, dann gilt

A AC
c = .
(ii) Stimmt die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B und C {iberein, dann gilt
A(B ¢) = (aB ac).

(iii) Stimmt die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von C und die Spaltenzahl von B mit

der Zeilenzahl von D iiberein, dann gilt
Cc
(a B)( ) — AC+BD.
D

Beweis:  Wir beschrénken uns auf den Beweis von (iii). Nach Voraussetzung gilt A € My xn, x, B € Mypun, x> C €
My irx und D € M, . flr geeignete m,ny,n,, v € IN. Die Matrix AC + BD auf der rechten Seite ist in #,,.x
enthalten. Seien nun k, £ mit 1 <k <mund 1 < /¢ < r vorgegeben. Zu zeigen ist, dass der Eintrag des Matrixprodukts
links an der Position (k,£) mit dem Eintrag der Matrix AC + BD an derselben Stelle iibereinstimmt. Um den Eintrag
auf der linken Seite auszurechnen, muss die k-te Zeile des Faktors (A B) mit der £-ten Spalte des zweiten Faktors

multipliziert werden. Dies liefert den Wert
n

n
Z ayjcje + ZZI byjd;q-
j=1

=1
Die erste Summe entspricht dem Eintrag von AC an der Stelle (k,{), die zweite Summe dem Eintrag von BD an

derselben Position. Insgesamt erhalten wir also den Eintrag von AC + BD an der Stelle (k, £). O

Wir demonstrieren die Funktionsweise der Rechenregel |(7.7)| (iii) fiir Blockmatrizen anhand eines Beispiels und

betrachten dazu die vier Matrizen

1 2 5 6 9 10 13 14
A= , B= , C= , D= .
(3 4) (7 8) (11 12) (15 16)



Es gilt
1 2 9 10 31 34 5 6 13 14 155 166
AC = = und BD = =
3 4 11 12 71 78 7 8 15 16 211 226

155 166 31 34 186 200
AC+BD = + = .
211 226 71 78 282 304

Eine direkte Multiplikation der zusammengesetzten Matrizen liefert dasselbe Ergebnis:

und somit

9 10
(AB)C _f1 2 5 6\|11 12| _ (186 200
D 3 4 7 8/)|13 14 282 304/
15 16

Allgemeiner kann gezeigt werden, dass man Matrizen mit beliebiger Aufteilung ,blockweise“ multiplizieren kann,
wobei lediglich vorausgesetzt werden muss, dass die Teilmatrizen, die dabei multipliziert werden sollen, ,zusam-

menpassen”.

(7.8) Proposition  Seien m,n,r € IN, seien A%) fiir 1 <i <m, 1 < j < n und BY9 fiir
1<j<nund1 <k < r Matrizen mit der Eigenschaft, dass die Spaltenzahl von A% jeweils
mit der Zeilenzahl von BY% iibereinstimmt, fiir alle i, j, k. AuRerdem setzen wir voraus, dass
die Zeilenzahlen von A% fiir festes i und die Spaltenzahlen von BU- fiir festes k jeweils gleich

sind. Dann gilt

AGD o A gty ... g@n can .o @)

AmD o Amn) gl ... g cm ... clnr)
mit 0 =37 | AGIBUM fir 1 <i<mund 1<k <r.

Beweis: Wir geben den Beweis nur der Vollstédndigkeit halber an, fiir den weiteren Verlauf ist er ohne Belang. Fiir alle
i,j,k sei m; x n; jeweils das Format der Matrix A”/) und n; x r das Format der Matrix BY"*). Dann hat die Matrix C(*¥)
jeweils das Format m; x r;.. Wir bezeichnen die Matrix auf der rechten Seite der zu beweisenden Gleichung mit D und
die Matrix auf der linken Seite mit C. Beide Matrizen haben das Format m x r, mit m, = Z:n:l m; und ry = 22:1 k.
AuRerdem sei A die Matrix mit den Blocken A% und B die Matrix mit den Blocken BU"X), Nach Definition gilt D = AB.

Seien nun p € {1,...,mp} und q € {1,...,ro} vorgegeben. Zu zeigen ist c,, = d,,. Der Eintrag d,, kommt dadurch
zu Stande, dass die p-te Zeile von A mit der g-ten Spalte von B multipliziert wird. Wir nehmen nun an, dass i €
{1,...,m} und k € {1,...,r} so gewéhlt sind, dass die p-te Zeile der Matrix A durch die f-ten Zeilen der Matrizen
AGD A2 AGM 5uft, und ebenso die g-te Spalte von B durch die g-ten Spalten der Matrizen B(bK), B2 Bk,
Dabei ist f € {1,...,m;} und g € {1,...,r}. Setzen wir n, = Z;‘Zl n;, dann gilt

nj

qu = Z ap; qu = i i a](ciéj) bg{g’k).

j=1 j=14{=1



Nun lauft die p-te Zeile von C auch durch die f-ten Zeilen der Matrizen C1, ¢®2) . ¢@" und die g-te Spalte
von C entsprechend durch die g-ten Spalten der Matrizen C(%), ¢ c(v) Wegen 0K = ZLIA(LDBU”‘) fiir
1<i<mund 1 <k <r erhalten wir dann wie gewiinscht

n 1

n
_ (k) _ (i,j) p(j,k) _ LD 4,Gk)
Cg = Cpp = E(A BYY), = E az, beg = dpyg- m|
j=1 j=1¢=1

(mxm)

(7.9) Definition Eine Matrix aus .#,, x der Form M, ; = EM4(A— 1B, mitk € {1,...,m}
und A € K* oder der Form Ay, , = E™ + ABEZW“) mit k, £ € {1,...,m} und A € K wird Elemen-

tarmatrix genannt.

In Blockschreibweise hat die Elementarmatrix M, ; die Form

E&1D o 0
Mk,l == 0 A, 0
0 0 EMmR)

wobei die Eintréige 0 jeweils fiir Nullmatrizen der passenden GrofSe stehen. Die Elementarmatrix Ay, ; hat im Fall

k < bzw. k > ¢ die Form

E&D o 0 0 0

0 1 0 0 0
Agep = 0 0 E¢RD 0 0

0 A 0 1 0

0 0 0 0 Em=0

beziehungsweise

E¢D o 0 0 0

0 1 0 A 0
Apes = 0 0 Ek1 o 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 Em=F)

(7.10) Proposition SeiA€ M, k-

(i) Sei A € K* und k € {1, ...,m}. Multipliziert man die Matrix A von links mit der Element-

armatrix M ,, so bewirkt dies eine Multiplikation der k-ten Zeile mit dem Wert A.

(ii) Seien k,f € {1,...,m} mit k # £ und A € K. Multipliziert man die Matrix A mit der Ele-

mentarmatrix Ay , ;, dann wird das A-fache der k-ten Zeile zur {-ten Zeile von A addiert.



Beweis: zu (i) SeiB € M(j_1)xnx die Teilmatrix bestehend aus den oberen k—1 und C € #(;,,_j)xn x die Teilmatrix

bestehend aus den unteren m — k Zeilen von A. Ferner sei z € ./, x die k-te Zeile von A. Dann gilt

E&1D o 0 B E®DB +0z+0C B
M,A = 0 A 0 4 = 0B+ Az +0C = Az
0 0 EmR )\ ¢c OB + 0z + E™m K¢ C

zu (ii) Hier beschrénken wir uns auf den Fall k < ¢ und teilen die Matrix A auf in die Matrix B € A(;_1)xnx
bestehend aus den ersten k — 1 Zeilen, der Matrix C € #(y_y_1)xn x bestehend aus der (k + 1)-ten bis zur (£ —1)-ten
Zeile und der Matrix D € #,,,_s)xn x Destehend aus den unteren m —{ Zeilen. Ferner seien 2,2, € M1, die k-te

und {-te Zeile von A. Dann erhalten wir

ECD o 0 0 0 B B
0 1 0 0 0 2 2k
App,A = 0 0 EEFD o 0 c| = C
0 A 0 1 0 2 Az + 2
0 0 0 0 Em=0 ]\ D D

O

Wir zeigen anhand zweier Beispiele, dass die Multiplikation mit Elementarmatrizen tatsdchlich den angegebenen
Effekt hat. Die Multiplikation einer dreizeiligen Matrix mit M, 3 von links bewirkt eine Multiplikation der zweiten

Zeile mit dem Wert 3. Zum Beispiel gilt

1 2 3 4 1 00\/1 2 3 4 1 2 3 4
Mys[5 6 7 8| = |o 3 of|l5 6 7 8| = |15 18 21 24
9 10 11 12 0 0 1/\9 10 11 12 9 10 11 12

Ebenso bewirkt die Multiplikation mit A, 5 , von links, dass das zweifache der ersten Zeile zur dritten addiert wird,

zum Beispiel

1 2 3 4 1 00\/1 2 3 4 1 2 3 4
Aisl5 6 7 8| = o1 o0f|l5 6 7 8| = |5 6 7 8
9 10 11 12 2 0 1/\9 10 11 12 11 14 17 20

Die in der Proposition beschriebenen Umformungen werden elementare Zeilenumformungen genannt. Jede ele-
mentare Zeilenumformung einer Matrix A lasst sich also durch Multiplikation mit einer Elementarmatrix von links
realisieren. Dementsprechend fithrt die Multiplikation von A mit einem Produkt E,, - E,,_; : ... - E; von Elementar-
matrizen dazu, dass A einer Folge von m Zeilenumformungen unterworfen wird. Wir bezeichnen die Menge aller
Matrizen in .#,, x, die sich als Produkt von Elementarmatrizen schreiben lassen, mit &,,(K). Ubrigens lésst sich auch
die Vertauschung von Zeilen durch eine Folge von elementaren Umformungen wie oben beschrieben bewerkstelligen,

wie man an dem Schema

e Ak Ao M1 —Aje Ag Aye Agg-1 Aye
— — — —
Ay Qe t Ay Qi Ty Aye T Aye Ao

erkennt. Mit Hilfe des Matrixkalkiils werden wir nun zeigen, dass sich jede Matrix durch eine endliche Anzahl von

Zeilenumformungen auf normierte Zeilenstufenform bringen l&sst.



(7.11) Lemma Sei A € /., eine Matrix, die aus einer einzigen Spalte besteht, also eine
Matrix der Form A= *(a; a, ... a,,,). Sind nicht alle Eintrége von A gleich Null, dann gibt es ein

Produkt E € &,,(K) von Elementarmatrizen mit EA= *(1x Og O ... Og).

Beweis: Auf Grund unserer Vorbemerkung geniigt es zu zeigen, dass A durch eine endliche Abfolge von elementaren
Zeilenumformungen auf die Gestalt *(10 ... 0) gebracht werden kann. Auch Vertauschungen von Zeilen sind zul&ssig,
weil diese (wie oben gesehen) durch endlich viele elementare Umformungen realisierbar sind. Nach Voraussetzung
gibt es ein k € {1,...,m} mit q; # Og. Nach Multiplikation der k-ten Zeile mit ak’1 und Vertauschung der k-ten mit
der ersten Zeile gilt a; = 1. Nun addieren wir fiir £ = 2, ..., m jeweils das (—a,)-fache der ersten Zeile zur £-ten. Dies

fiihrt dazu, dass sdmtliche Eintrdge der Matrix mit Ausnahme des ersten zu Null werden. m|

(7.12) Satz Jede Matrix A € .#,,,, x kann durch endlich viele elementare Zeilenumformungen
auf normierte ZSF gebracht werden. Eine dquivalente Formulierung dieser Aussage lautet: Es gibt

eine Matrix E € &,(K), so dass EA in normierter ZSF vorliegt.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass A auf ZSF gebracht werden kann und fithren den Beweis durch vollstdndige
Induktion iiber die Anzahl n der Spalten. Der Fall n = 1 ist mit Lemma[(7.11)| bereits erledigt, denn nach Definition
ist “(1g Ok ... Og) eine Matrix in ZSF (mit den Kennzahlen r = j; = 1). Sei nun n € IN, und setzen wir die Aussage
fiir dieses n voraus. Sei aullerdem A € A, (,41) ¢ €ine beliebige Matrix. Wir miissen zeigen, dass A auf ZSF gebracht

werden kann und unterscheiden dafiir zwei Fille.

1. Fall: Die erste Spalte von A hat nur Nulleintrage.
Dann hat A die Form (0™ B) mit einer Matrix B € Myxnx- Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Matrix

E € &,(K), so dass B’ = EB in ZSF vorliegt, mit gewissen Kennzahlen r, jy, ..., j.. Es gilt
EA = E(O™VYB) = (™VER) = (0™Vp)
Wie man leicht iiberpriift, liegt auch (00™) B") die Matrix in ZSF vor, mit den Kennzahlen r, j; + 1, ..., j, + 1.

2. Fall: Die erste Spalte von A hat Eintrdge ungleich Null.
In diesem Fall kann A in der Blockgestalt

dargestellt werden, mit a;; €K, 2 € Myxnx, S € Mn—1)x1.x Und C € M (y_1)xn x> Wobei die Teilmatrix ‘(a;;s) nicht

nur Nulleintrdge enthélt. Nach Lemma [(7.11)| gibt es eine Matrix E € &,,(K) mit

-0

und wir erhalten



mit geeigneten Matrizen 2’ € A, x und C’ € M ,_1)x, k- Nach Induktionsvoraussetzung existiert nun eine Matrix

E' € &,_1(K), so dass E'C’ in ZSF vorliegt, mit gewissen Kennzahlen r, ji, ..., j,. AuBerdem gilt

1 0 1z’_1z’
o £Jlo ¢)  \o Ec

Wieder iiberpriift man, dass sich die Matrix rechts in ZSF befindet, mit Kennzahlen r + 1,1, j; + 1, ..., j. + 1. Anhand
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fiir Blockmatrizen sieht man, dass mit E’ auch die Matrix
1 0
0 F

Zu zeigen bleibt, dass jede Matrix in ZSF durch elementare Zeilenumformungen auf normierte ZSF gebracht werden

der Gleichung

als Produkt von Elementarmatrizen darstellbar ist.

kann. Dazu setzen wir voraus, dass A bereits in ZSF mit den Kennzahlen r, jy, ..., j, vorliegt. Um q;; = 1flr1<i<r
zu erreichen, dividiert man einfach fiir jedes i die i-te Zeile durch q;;,. Die ZSF der Matrix wird durch diese Operation
nicht zerstort, da die Eigenschaft eines Eintrages, gleich Null oder ungleich Null zu sein, dadurch nicht verandert

wird.

Die Bedingung a;; = O fiir k < i kann dadurch erfiillt werden, dass man nacheinander fiir die Zeilennummern
i=rr—1,r—2,.,1 jeweils das a;; -fache der i-ten Zeile von der k-ten Zeile subtrahiert, fiir 1 < k < i. Dabei ist
darauf zu achten, dass in keinem Schritt die ZSF beeintrachtigt wird und die erreichte Form fiir die Spalten j, mit
£ > i erhalten bleibt. Die ZSF bleibt erhalten, da die i-te Zeile ihren ersten Eintrag # 0 erst in der Spalte j; hat und
ji > Jji fir 1 < k < i gilt. Somit werden weder die Zeilenkopfe der dariiberliegenden Zeilen noch die Eintrage links
davon veréndert. Die Zeilen unterhalb der i-ten bleiben véllig unveréndert. Auch die Bedingung a;;, = O fiir £ > i
und k < € bleibt erhalten, da der einzige Eintrag ungleich Null in der j,-ten Spalte der Eintrag a,;, =1 ist, und dieser

spielt wegen ¢ > i bei der Zeilenumformung keine Rolle. O

Man kann sich an diesem ,induktiven“ Beweisschema orientieren, um eine beliebige, konkret vorgegebene Matrix

A€ My x zunéchst auf Zeilenstufenform und dann auf normierte Zeilenstufenform zu bringen.

Damit haben wir nun insgesamt ein vollstindiges Verfahren zur Verfiigung, um die Losungsmenge eines beliebigen
linearen Gleichungssystems der Form Ax = b (mit A € ., x und b € K") vollstiandig zu bestimmen. Dieses

Verfahren wird auch als Gauf8’sches Eliminationsverfahren bezeichnet.

Zunichst bringt man die erweiterte Koeffizientenmatrix A = (A b) € Mpx(ns+1)x durch eine Folge von Zeilenum-

formungen auf normierte Zeilenstufenform. Durch Proposition |(7.6)| ist gewéhrleistet, dass sich die Losungsmenge

des Systems durch die Umformungen nicht dndert. An der umgeformten Matrix liest man eine spezielle Losung

¢ € L,y des Systems ab, und an der linken m x n-Teilmatrix den Losungsraum ,5,”}‘;“. Wie oben erlédutert, gilt dann
— h

“%A,b =C +$A’(£m'



Wir illustrieren die Vorgehensweise anhand der beiden linearen Gleichungssysteme

3x + 2z = 8 3x + 5y — 3z = —4
—x + 2y + 52 = =3 und 2x — 8y + 7z = 11
7y — 22 = =23 Sx — 3y + 4z = 7

aus § 6. Die erweiterte Koeffizientenmatrix des ersten Systems wird durch die Schritte

3 0 2 8 1 -2 -5 3 1 -2 -5 3 1 -2 =5 3
-1 2 5 3 — 3 0 2 8 — 0 6 17 -1 — 0 6 17 -1

0o 7 -2 =23 o 7 -2 =23 o 7 -2 =23 0 1 -19 =22
1 -2 -5 3 1 -2 -5 3 1 -2 -5 3 1 -2 0 8
0 1 -19 -—-22 — 0o 1 -19 -—-22 — 0 1 -19 22 — 0 1 0 -3
0 6 17 -1 0 0 131 131 0 O 1 1 0 0 1 1

1 0 0 2

— 01 0 =3
0 01 1

auf normierte Zeilenstufenform gebracht. An der umgeformten Matrix kann die spezielle Losung (2,—3, 1) abgelesen

werden. Auch die linke 3 x 3-Teilmatrix befindet sich in normierter Zeilenstufenform, mit den Kennzahlen r = 3,
j1 =1, j, =2, j; = 3. Mit der Notation von oben gilt S = @. Dies zeigt, dass G%X‘l’)m = {(0,0,0)} gilt und somit die
gesamte Losungsmenge durch £, , = {(2,—3,1)} gegeben ist.

Beim zweiten System ergeben die Umformungsschritte

3 5 -3 —4 1 13 —10 —15 1 13 -10 —-15 1 13 -10 -15
2 8 7 11| - |2 -8 7 11| - [0 =34 27 4| - |0 1 -% -%
5 3 4 7 5 3 4 7 0 —68 54 82 0 —68 54 82
1 13 —10 —15 1 13 —10 —15 10 5 2
S0 F g - o1 B H] - o —E
00 0 0 00 0 0 00 0 0
23 41

Hier lesen wir mit dem Verfahren von oben die spezielle Lésung (57, —35,0) ab. Die Kennzahlen der normierten ZSF

in der linken 3 x 3-Teilmatrix lauten r = 2, j; = 1, j, = 2. Es gilt also S = {3}, und an der Teilmatrix kann der

Basisvektor v5 = (_;711’ 577;’ 1) des Losungsraums 22‘,;‘“ abgelesen werden. Insgesamt erhalten wir die Losungsmenge

23 11 11
= —37 1 —5 1 -11

Lip = —Z )+l Z [|2eR} = —2|+A| Z | |reR} = —2 |+4]| 27 | [2eR
0 1 -1 1 -1 34

Hier haben die Darstellung der Losungsmenge in den beiden folgenden Schritten etwas optimiert: Im ersten Schritt
haben wir verwendet, dass neben (%, —%, 0) auch (1,—2,—1) eine spezielle Losung des Systems ist, wie man durch
Setzen von A = —1 sieht. Offenbar dndert sich die Losungsmenge auch nicht, wenn man den Basisvektor v mit einem
beliebigen skalaren Vielfachen multipliziert. In diesem Fall haben wir durch Multiplikation mit 34 die Bruchzahlen

in v, beseitigt.



Wir beschéftigen uns nun noch mit der Frage, wie man die Invertierbarkeit von Matrizen nachweist, und wie gege-

benenfalls die inverse Matrix berechnet werden kann.

(7.13) Satz Lisst sich eine Matrix A € ., ;. durch endliche viele elementare Zeilenumformun-

gen in eine Matrix A’ in normierter ZSF mit Zeilenrang r = n umwandeln, so ist A invertierbar.

Beweis: Bereits oben haben wir bemerkt, dass eine Matrix A’ in normierter ZSF mit Zeilenrang r = n zwangslaufig mit
der Einheitsmatrix E™ iibereinstimmt. Weil A durch elementare Zeilenumformungen in A’ = E™ {iberfiihrt werden
kann, gibt es eine Matrix T € &,(K) C GL,(K) mit TA= E™. Es folgt A= EMWA = (T7'T)A=T"(TA) = TT'EM™ =

T~!. Damit ist die Invertierbarkeit von A bewiesen. O

Die Beweisidee in Satz kann genutzt werden, um die zu A inverse Matrix auszurechnen. Wendet man die
Zeilenumformungen im Beweis statt auf A auf die Blockmatrix (A E™) an, so erhélt man die Matrix
TA E™) = (TATE™) = (E™ 1)

Aus der rechten Hilfte der umgeformten Matrix kann die Inverse von A abgelesen werden, denn es gilt die Aquivalenz

A=T"! < A™! = T. Wir demonstrieren dieses Berechnungsverfahren, indem wir A™! fiir die Matrix

3 0 2
A = -1 1 -1
7 0 5

bestimmen. Dazu schreiben wir die Einheitsmatrix E® neben unsere Matrix A und formen auf normierte ZSF um.

302|100 -1 1 -1|010

-1 1 -1|/010 - 3.0 2100 -

7 0 5|00 1 7 0 5|00 1

1 -1 1]0 -10 1 -1 1|0 -1

3 2 — 0 3 -1 3 —

7 0 ) \o 7 —2|0 7

-1 1]0 -1 0) (1 -1 1] 0 -1 o0

11 1 1 [ 1

0 —3| 3 = 0 1 —3| 3 =

0 7 —2|0 7 0 0 3 | -2 o0
1 -1 1] 0 -10 —1 7 -1 -3 100 5 0 —2
o1 -+ 2+ 1 0| =~ -2 1 1 -~ [ 010|211
00 1|-7 0 3 0 -7 0 3 00 1| -7 0 3

3 0 2 5 0 —2
Al = -1 1 -1 = -2 1 1
7 0 5 -7 0 3



Offen bleibt hierbei die Frage, wie es zu interpretieren ist, wenn die Matrix A zwar auf normierte ZSE aber mit
Zeilenrang r < n, gebracht werden kann. Dafiir ist es notwendig, dass wir uns neben den Zeilen- auch mit Spalte-
numformungen einer Matrix befassen. Unter einer elementaren Spaltenumformungen verstehen wir, dass die zu
den Zeilenumformungen analogen Operationen auf die Spalten einer Matrix A € .#,,.,, x angewendet werden, also

im einzelnen

(i) die Multiplikation der k-ten Spalten einer Matrix mit einem Wert A, wobei A € K* und k € {1, ...,n} ist
(ii) die Addition des A-fachen der k-ten Spalte zur £-ten, mit A € K und k,£ € {1,...,n}, k # L.

(7.14) Lemma Die Multiplikationen einer Matrix A € .4, x mit den Transponierten von

Elementarmatrizen von rechts bewirken elementare Spaltenumformungen. Genauer gilt:

(i) Die Matrix A ‘M , entsteht aus der Matrix A durch Multiplikation der k-ten Spalte mit A.

(ii) Die MatrixA ‘A, , entsteht aus der Matrix A durch Addition des A-fachen der k-ten Spalte

zur {-ten Spalte.

Beweis: Wir beschrédnken uns auf den Beweis der Aussage (i). Nach der Rechenregel (iv) in Proposition gilt
A'™, ;= "(*A) "My, = "(My, "A). Der Ubergang 'A— M ; "A bewirkt nach Propositiondie Multiplikation
der k-ten Zeile von ‘A mit dem Wert A. Fiir jedes £ ist die £-te Spalte von A gleich der £-ten Zeile von ‘A, und
entsprechend ist die {-te Spalte von A‘'M, ; = ‘(M , 'A) gleich der {-ten Zeile von M, , ‘A. Also stimmt die {-te

Spalte von A mit der {-ten Spalte von A ‘M, , fiir £ # k {iberein. Fiir £ = k unterscheiden sie sich um den Faktor A. O

Wir bemerken noch, dass mit jeder Matrix A € GL,(K) auch die Transponierte ‘Ainvertierbar ist, mit ( ‘A)™! = (A™1).
Dies folgt direkt aus der Rechnung
tA t(A—l) — t(A—lA) — tE(T’l) — E(n)

und einer analogen Rechnung, die ‘(A™") ‘A = E™ liefert.

(7.15) Satz Fiir jede Matrix A € /., gibt es invertierbare Matrizen T € GL,,(K) und
U € GL,(K) und ein r € {1, ...,n}, so dass die Matrix TAU die Blockgestalt

EM o
besitzt.
0 0

Beweis: Wir wissen bereits, dass eine Matrix T € GL,,(K) existiert, so dass B = TA in normierter ZSF vorliegt, mit
gewissen Kennzahlen r, jy, ..., j,. Nach Lemma[(7.14)] geniigt es nun zu zeigen, dass B durch elementare Spaltenum-
formungen auf die angegebene Blockgestalt gebracht werden kann. Nach Definition der normierten ZSF befindet sich
fiir 1 < k < r in der j,-ten Spalten von B jeweils der k-te Einheitsvektor e, € K™. Nun fiihrt man nacheinander fiir

1 < k < r die folgende Operation aus:
Addition des (—ay,)-fachen der ji-ten Spalte zur {-ten, fir j, <{ <n

Durch diese Operation werden die Eintrage rechts von der Position (k, j,) zu Null, wéhrend alle iibrigen Eintrége der
Matrix unverandert bleiben.
. 88 —



Nach Durchfiihrung dieser Schritte enthélt die modifizierte Matrix B’ in den Spalten j, ..., j, die Einheitsvektoren
eq, ..., e,, alle iibrigen Spalten sind Null. Nun vertauscht man die Spalten noch so, dass sich die Einheitsvektoren in

den ersten r Spalten befinden. Dann hat die Matrix die gewiinschte Form. m|

Auch hier lassen sich die Matrizen T und U, die die angegebene Blockgestalt erzeugen, explizit berechnen. Zunéchst
wendet man die erforderlichen Zeilenumformungen statt auf A auf die Blockmatrix (A E(™) an und erhilt so eine
Matrix der Form (B T) mit T € GL,,(K), wobei B = TA sich in normierter ZSF befindet. Anschlieffend wendet man
auf die linke Teilmatrix von (B E™) Spaltenumformungen an, die B auf die Blockgestalt bringen, und dieselben
Spaltenumformungen auch auf die rechte Teilmatrix. Man erhélt damit eine Matrix der Form (C U) mit U € GL,,,(K),

wobei C = BU die angegebene Blockgestalt hat. Die Matrizen T und U haben die gewiinschte Umformungeigenschaft.

Durch dieses Rechenverfahren haben wir nun auch ein negatives Kriterium fiir Invertierbarkeit.

(7.16) Satz SeiA € ./, y eine Matrix, die durch elementare Zeilenumformungen auf normierte

ZSF mit Zeilenrang r < n gebracht werden kann. Dann ist A nicht invertierbar.

Beweis: Nehmen wir an, dass die Voraussetzung erfiillt ist, die Matrix A aber dennoch in GL,(K) liegt. Nach Satz

(7.15)| gibt es Matrizen T,U € GL,(K) mit
EM o
TAU = .
0 0

Mit A wére dann auch TAU invertierbar. Aber eine Matrix mit Nullzeilen kann nicht invertierbar sein, denn fiir
beliebiges B € A, x und V € GL,(K) gilt

B v o= BV . BV
0 ~\ov) o)~
wobei die letzte Matrix offensichtlich nicht mit der Einheitsmatrix iibereinstimmt. Der Widerspruch zeigt, dass die

Annahme falsch war. O

Unser Rechenverfahren zur Bestimmung der Inversen einer Matrix A liefert also zugleich ein Entscheidungskriterium
fiir die Invertierbarkeit: Kommt bei der Rechnung eine normierte ZSF mit Zeilenrang r < n heraus, dann existiert die

Inverse von A nicht.
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