Ralf Gerkmann

Mathematisches Institut der

Ludwig-Maximilians-Universitat Miinchen

Wintersemester 2024-25

Analysis einer Variablen

Inhaltsverzeichnis

|§ 1. Definition der Zahlbereiche . ........ .. . . . . . . . . . . .. .. ... 3
[§2. Konvergenz von Folgen| . ......... . .. . . .0, 30
[¢ 3. Haufungspunkte und Cauchyfolgen| ................ .. ..... . ..... 40
[ 4. Konvergenzkriterien fiir Reihen| . ......... ... ... ... ... ... ... . .... 48
|8 5. Funktionsgrenzwerte und Stetigkeitf|f .. ......... ... . ... ... . ... ... 67
[§ 6. Potenzreihen, Exponentialfunktion, Sinus und Kosinus . .............. 82
|§ 7. Differenzierbarkeit und Ableitungsregeln| . ........................ 98
[§ 8. Mittelwertsatz und Extremwertbestimmung| . ...................... 108
[69. Das Riemann-Integrall . ........ ... .. . . . . .. ... 118

LiteraturverzeiChnIsl . ... ... vt e e 142






§ 1. Definition der Zahlbereiche

Inhaltsiibersicht

Zunichst werden wir in diesem Kapitel die axiomatische Charakterisierung der reellen Zahlen zum Abschluss bringen.
Dabei setzen wir die Kérperaxiome aus § 5 der Linearen Algebra als bekannt voraus. Als weitere Eigenschaft kommt
bei den reellen Zahlen die Anordnung hinzu, die auf der Menge R eine Totalordnung definiert. Dariiber hinaus wird
es fiir die Analysis eine wichtige Rolle spielen, dass dieser angeordnete Korper vollstandig ist. Wir werden sehen, dass
sich die Vollstdndigkeit auf unterschiedliche Weise anschaulich beschreiben ldsst: durch das Konzept der Dedekind-
schen Schnitte, durch die aus dem Kapitel § 3 der Linearen Algebra bekannten Infima und Suprema, sowie durch die
Intervallschachtelungs-Eigenschaft und das archimedische Axiom.

Im weiteren Verlauf werden wir die Zahlbereiche IN, IN;, Z, @ und R als Teilmengen von R definieren. Wir werden
sehen, dass es sich bei Z um einen Ring und bei Q um einen Kérper handelt, und das letzterer eine dichte Teilmenge
von IR bildet. Am Ende des Kapitels werden wir sehen, dass IR seinerseits in einem noch gréf3eren Korper enthalten ist,
dem Korper C der komplexen Zahlen, bei dem es sich nicht um einen angeordneten, aber um einen sog. bewerteten
Korper handelt.

Wichtige Begriffe und Sdtze

e Anordnung auf einem Kdrper, angeordneter Korper

e Intervall in einem angeordneten Korper

e archimedische Anordnung

e Dedekindscher Schnitt

e vollstindig angeordneter Kérper

e Intervallschachtelungs-Eigenschaft

e Definition von R als vollstandig angeordneter Kérper
e induktive Teilmenge von R

e Definition von IN, IN;, Z und @ als Teilmengen von R
e dichte Teilmenge von R (@ und R \ @ als Beispiele)
e bewerteter Korper

e Definition des Korpers C der komplexen Zahlen

Die Begriffe Halb- und Totalordnung haben wir bereits in der Linearen Algebra kennengelernt. Auf einem Koérper K
sollte eine Totalordnung < natiirlich nicht v6llig willkiirlich definiert werden, sondern auf eine Art und Weise, die mit

den arithmetischen Operationen + und - des Kérpers zuammenhéngt. Dies gelingt mit Hilfe des folgenden Begriffs.



(1.1) Definition Sei K ein Korper. Eine Teilmenge K* C K wird Anordnung von K genannt,

wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(i) Fiir jedes x € K gilt genau eine der drei Aussagen x = 0x, x €K', —x € K*.

(ii) Ausx,y €K' folgtx+y €Kt und xy €K™.

Das Paar (K,K") bezeichnet man als angeordneten Korper. Ein Element x € K wird als positiv

bezeichnet, wenn x € K*, und negativ, wenn —x € K* gilt.

Fiir die spétere Verwendung definieren wir die Bezeichnungen
K. =K"u{og} und K* =K\ {0}

Wie wir gleich sehen werden, lsst sich mit Hilfe der Teilmenge K* eine Totalordnung auf der Menge K definieren.

Zunéchst aber zeigen wir

(1.2) Lemma Sei (K,K") ein angeordneter Kérper.

(i) Fiirallea€K”* gilta®? €K™ .

(i) Aus a € K™ folgt jeweils a™* € K™.

Beweis: zu (i) Nach Bedingung (i) in Definition |(1.1)| gilt iir jedes a € K* jeweils a € Kt oder —a € K*. Aus
Bedingung (ii) folgt im ersten Fall a®> = a - a € K*. Im zweiten Fall wenden wir dieselbe Bedingung auf —a an, und

erhalten mit Hilfe der bekannten Rechenregeln in Ringen a? = a-a = (—a)(—a) €K*.
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zu (ii) Das Element a~* besitzt wegen (a~!)™! = a einen Kehrwert, ist also ungleich Ox. Nach (i) folgt damit

(a1)? € K*. Mit (a™1)? und a liegt auch das Produkt (a™')%a in K*, und wegen a™! = a™!- 1z = a }(a'a) =

(a'aVa = (a1)?a gilt damit auch a™! € K™. O

(1.3) Satz Sei (K,K") ein angeordneter Korper.

(1) Durch x £y & y —x € K, ist eine Totalordnung auf K definiert. Fiir alle x, y € K gilt
x<yoSy—xeKT.

Seien nun x, y,a € K vorgegeben.

(i) Esgiltx<yox+a<y+a.
(iii) Ist a positiv, dann gilt x < y & ax < ay.

(iv) Ist a negativ, dann gilt x < y < ax > ay.

Die drei Aussagen (ii), (iii) und (iv) bleiben giiltig, wenn man < durch < und > durch > ersetzt.



Beweis: zu (i)  Als erstes beweisen wir die Zusatzaussage. Nach Definition ist fiir x,y € K die Aussage x < y
dquivalent zu (x < y) A (x # y). Dies ist dquivalent zu (y —x € K,) A (y —x # 0g), und da sich K, disjunkt in

K* U {0y} zerlegen lisst, ist dies wiederum gleichbedeutend mit y —x € K*.

Beweisen wir nun, dass < eine Halbordnung ist, und beginnen wir mit der Reflexivitit. Sei x € K vorgegeben. Zu
zeigen ist x < x, was nach Definition gleichbedeutend mit x —x € K, ist. Aber Letzteres ist offensichtlich wahr, denn
es gilt x —x = Og und O € K. Zum Beweis der Antisymmetrie seien x,y € K mit x < y und y < x vorgegeben.
Zu zeigen ist x = y. Nehmen wir an, es gilt x # y. Dann wire zugleich x < y und y < x erfiillt. Wie bereits
gezeigt, hitte dies zur Folge, dass y — x und x — y beide in K* liegen, wegen x —y = —(y —x) also y —x € K* und
—(y —x) € K*. Aber dies widerspricht Axiom (i) in Deﬁnition Also ist nur x = y moglich.

Wenden wir uns nun der Transitivitit zu und setzen dafiir x < y und y < z voraus. Zu zeigenist x <z.ImFallx =y
erhalten wir direkt x = y < z, und aus y = z folgt genauso x < y = z. Wir kénnen uns also auf den Fall beschrénken,
dass x # y und y # g gilt. Dann folgt aus unserer Voraussetzung x < y und y < z, und es folgt y —x,z—y € K.
Axiom (ii) in Deﬁnition zeigt uns, dass wegen

E=Y)+—x) = z+(=y)+y+(—=x) = z+(—x) = z—x
dann auch das Element z — x in K* liegt. Daraus folgt x < z, insbesondere x < z.

Um nachzuweisen, dass < nicht nur eine Halb-, sondern eine Totalordnung ist, seien x, y € K vorgegeben. Zu zeigen
ist, dass x < y oder y < x gilt. Ist x = y, dann ist x < y nach Definition erfiillt. Im Fall x # y gilt dagegen y —x # O,
und aus Axiom (i) in Definition [(1.1)|folgt dann, dass entweder y — x oder —(y — x) = x — y ein Element von K*

ist. Im ersten Fall gilt x < y und somit x < y, im zweiten y < x und insbesondere y < x.

zu (i) Wir beweisen zunichst die Aquivalenz x < y <> x +a < y + a. Wie eingangs bemerkt, ist x < y gleichbe-
deutend mit y —x € K*. Wegen (y +a)—(x+a) = y +a+(—x)+(—a) = y + (—x) = y —x ist dies dquivalent zu dass

(y+a)—(x+a) €K™, also zu x+a < y +a. Dieselbe Aussage fiir < erhilt man nun durch die Aquivalenzumformung
x<y & ((x<y)Vx=y) & ((x+a<y+a)V(x+a=y+a) & x+a<y+a.

zu (iii)  Auch hier betrachten wir zunichst die Aquivalenz x <y <> ax <ay. ,=“ Ausx <y folgt y—x €K™.

Wegen a € KV liegt damit auch auch ay —ax = a(y — x) in K%, also gilt ax < ay. ,<“ Da nach Lemma|(1.2)

(i) mit a auch a™! positiv ist, kénnen wir die bereits bewiesene Schlussrichtung anwenden und erhalten ax < ay =

alax <a'ay = x < y. Damit ist die Aquivalenz fiir die Relation < insgesamt bewiesen.

Um auch die Aquivalenz fiir die Relation < zu zeigen, bemerken wir zunichst x = y = ax = ay und ax = ay =
alax =alay = x = y, insgesamt also x = y & ax = ay. Aus den beiden Aquivalenzen x < y < ax < ay und

X =y < ax = ay erhilt man rein logisch die Aquivalenz x < y < ax < ay.
zu (iv)  Hier zeigen wir zunichst die Aquivalenz x < y <> —x > —y. Diese erhilt man durch die Umformungen

x<y & y—x€Kt & (x)—(—y)ek®™ & —x>-y.



Wegen x = y & —x = —y folgt daraus auch unmittelbar x < y & —x > —y. Ist nun a ein beliebiges negatives
Element, dann ist —a positiv. Durch Anwendung von (iii) und der soeben bewiesenen Aquivalenz erhalten wir x <
y & (—a)x < (—a)y © —ax < —ay < ax > ay, und nach demselben Schema beweist man schlieSlich auch die

Aquivalenz x < y < ax > ay. |

Ist (K,K") ein angeordneter Korper, dann verwenden wir von nun an das Relationssymbol < (und entsprechend
auch die Symbole <, < und >) immer fiir die nach Satz|(1.3)|zu K* gehérende Totalordnung auf K, ohne jeweils

ausdriicklich darauf hinzweisen.

In einem Ring R kann jeder Zahl n € IN; auf natiirliche Weise ein Element ny in R zugeordnet werden: Zunéchst
ordnet man der O das Nullelement Oy und der 1 das Einselement 1; des Rings zu. Anschlieffend definiert man
rekursiv (n + 1) = ng + 1 fiir alle n € IN. Es gilt also 2; = 1z + 1, 33 = 2z + 1z = 1z + 1z + 13, und so fort.
Viele Rechenregeln iibertragen sich von IN auf diese Elemente. Dies ist in erster Linie darauf zuriickzufiihren, dass
die Addition und Multiplikation auf IN;, mit der Addition und Multiplikation der entsprechenden Kdrperelemente

zusammenhangt.
(1.4) Lemma Fiir alle m,n € N, gilt (m + n)g = my + ng und (m - n)g = Mmgng.

Beweis: Die erste Gleichung beweisen wir durch vollstdndige Induktion iiber n € IN, jeweils fiir alle m € IN,. Fiir
n = 0 ist die Gleichung wegen (m + 0)y = my und my + Oz = my offenbar fiir alle m € IN; erfiillt. Sei nun n € N,

und setzen wir die Gleichung fiir n voraus. Fiir jedes m € IN gilt dann
(m+(n+1))y = ((m+n)+1)z = Mm+n)+1l; =
mR+TlR+1R = mR+(n+1)R.

Dabei ist zu beachten, dass die Gleichungen (m+n+1)g = (m+n)g+1; und (n+1)g = ng+1; auf Grund der rekursiven
Definition von ny gelten. Aufferdem haben wir im dritten Schritt die Induktionsvoraussetzung angewendet. Beim
Beweis der zweiten Gleichung gehen wir genauso vor. Fiir n = 0 ist diese wegen (m - 0)g = Oz und my - 0 = O fiir

alle m € IN, erfiillt. Sei nun n € IN,;, und setzen wir die Gleichung fiir dieses n voraus. Wir erhalten
(mn+1))y = (mn+m)gy = (Mmn)g+mg = mgng+mg =
mpng+mgly = mp(ng+1z) = mp(n+1);.

Dabei wurde im zweiten Schritt die bereits bewiesene erste Gleichung und im dritten Schritt die Induktionsvoraus-

setzung angwendet. m|

(1.5) Proposition (weitere Rechenregeln in angeordneten Kérpern)

(i) AusOg <a<bfolgt bt <al.
(ii) Firallene N giltng €K™,
(iii) Firallea,beK mita <b gilta < 2;1(a +b)<b.



Beweis: zu (i) Ausa,b € K" folgt ab € K*. Nach Lemma |(1.2)| (ii) sind a~* und b™~! und damit auch a *b~! in
K™ enthalten. Wegen a < b liegt auch b —a in K*. Nun gilt

al—bt = Ixal—-1b' = (bbb HDal—(aaHb' = bbb la)—ala b )
= bla'pH—ala'p™) = (b—a)a'bh).

Ausb—ae€Ktunda'b™! € K" folgt also a™ ' —b~! € K™ und damit a~! > b~! wie gewiinscht.

zu (i) Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion iiber n € IN,. Wegen 0x # 1 und 112< = 1k
kénnen wir Teil (i) von Lemma |(1.2)} nach dem alle Quadrate ungleich Null positiv sind. Dies liefert uns 1, € K™,
also die Aussage fiir n = 1. Ist nun n € IN beliebig, und setzen wir die Aussage fiir dieses n voraus, dann folgt

(n+1)g = ng + 1x €K™, denn die Summe zweier positiver Zahlen ist positiv.

zu (iii)  Nach Definition gilt 2gya = (1x + 1x)a = 1ga + 1xa = a + a, und ebenso erhalt man 2yb = b + b. Aus
a<bfolgt2ya=a+a<a+bunda+b < b+b=2b. Nach Teil (ii) gilt 2; € K*, und nach Lemma |(1.2)| (ii)
ist damit auch 2, positiv. Aus 2xa < a + b folgt nun a = 2;'(2xa) < 2;'(a + b). Aus a + b < 2¢b folgt ebenso die
Ungleichung 2. (a + b) < 2'(2¢b) = b. O

(1.6) Definition Eine Teilmenge I € K wird Intervall in K genannt, wenn gilt: Sind a,b € I

mit a < b, dann sind auch alle x € K mit a < x < b in I enthalten.

Fiir viele Anwendungen ist es hilfreich, unseren angeordneten Kérper K durch Hinzunahme zweier weiterer Elemente

—o00 und 400 zu einer Menge K = K U {—00,+00} zu erweitern. Durch die Festlegung
a<b & a=-0c0 V (a,beKANa<b)V b=+

wird die Totalordnung < von K auf K ausgedehnt. Denn auf Grund der Definition gilt a < a nicht nur fiir alle a € K,
sondern auch fiir a € {£00}. Also ist < reflexiv. Seien nun a, b € K mit a < b und b < a vorgegeben. Im Fall a, b € K
folgt a = b direkt aus der Tatsache, dass < eine Totalordnung auf K ist. Gilt a ¢ K und b € K, dann folgt aus a < b,
dass a = —oo sein muss, und aus b < a ergibt sich ebenso b = —00, also a = b. Analog behandelt man die beiden

Kombinationen a € K, b ¢ K und a, b ¢ K. Also ist die Relation < antisymmetrisch.

Zum Nachweis der Transitivitit seien a, b,c € K mit a < b und b < ¢ vorgegeben. Ist a = —00 oder ¢ = + 00, dann
gilt auf jeden Fall a < c. Im Fall a = +00 muss b = +00 und damit auch ¢ = +00 gelten, also ist a < ¢ auch hier
fiillt. Genauso behandelt man den Fall c = —o0. Im Fall a, c € K folgt aus a < b zunéchst b € K oder b = +00; aber
b = +o00 wiirde wegen b < ¢ auch ¢ = +00 bedeuten, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also liegt auch b in K.

Die Ungleichungen a < b und b < ¢ implizieren dann a < ¢, weil < auf K transitiv ist.

Damit ist insgesamt gezeigt, dass < auf K eine Halbordnung ist. Dariiber hinaus ist es sogar eine Totalordnung. Sind
niamlich a, b € K vorgegeben, dann liegen entweder beide Elemente in K, oder mindestens eines der Elemente liegt
in {#oco}. Im ersten Fall erhalten wir a < b oder b < a, weil < eine Totalordnung auf K ist. Im zweiten Fall sei

beispielsweise a = —o0o. Dann gilt auf jeden Fall a < b. Nach demselben Schema geht man die Fille a = +oco,

b=—o0 und b = +o0o durch.



(1.7) Proposition Neben der leeren Menge & sind alle Teilmengen der Form

la,bl = {x€K|a<x<b} a,beK,a<b
[a,b] = {x€K|a<x<b} aeK,beK,a<b
la,b] = {x€K|a<x<b} aeK,beK,a<b
[a,b] = {x€K|a<x<b} a,beK,a<b

Intervalle in K. Insbesondere ist auch K = ]—00, +00[ selbst ein Intervall.

Beweis: Wir beweisen die Intervalleigenschaft nur fiir Teilmengen der Form [a, b[ mit a € K und b € K, da fiir
alle iibrigen der Beweis sehr dhnlich funktioniert. Seien x, y Elemente aus I = [a, b[ mit x < y, und sei z € K mit
Xx < g < y.Zu zeigen ist, dass auch z in I liegt. Wegen x €I gilt a < x, und aus a < x, x < z folgt a < z sogar a < z.
Aus y €I folgt y < b, und zusammen mit z < y erhalten wir z < b. Insgesamt gilt also a < z < b und somit z € I.

Man beachte, dass es die Argumentation keine Rolle spielt, ob b € R oder b = +00 gilt. m|

Intervalle vom Typ Ja, b[ bezeichnet man als offen, die vom Typ [a, b] als abgeschlossen, und diejenigen vom Typ
[a, b[ oder ]a, b] sind halboffen. In jedem Fall nennt man a und b die Grenzen des Intervalls. Sind sie beide Grenzen

endlich, also Elemente aus K, so spricht man von einem endlichen, sonst von einem unendlichen Intervall.

Die Elemente nz kamen durch wiederholte Addition des Elements 1; zu Stande. Genau lassen sich mit Hilfe der Mul-
tiplikation Potenzenvon Ringelementen definieren. Fiir beliebiges a € R setzt man a® = 1; und definiert anschlieRend
1_

rekursiv a"*! = a" - a fiir alle n € IN,,.

(1.8) Lemma Seien R ein Ring, a, b € R und m,n € IN,. Dann gilt

(1) am+n — aman
(11) (am)n = g™

(i) (ab)™=a™b™

Beweis: zu (i) Das Beweisschema ist dasselbe wie bei Lemma[(1.4)} Wir beweisen die Aussage durch vollstindige
Induktion {iber n € IN,, jeweils fiir alle m € IN,. Fiir n = 0 ist die Gleichung erfiillt, denn es gilt a™** = a™ und

a™a® =a™- 1z = a™. Sei nun n € IN,, und setzen wir die Gleichung fiir dieses n voraus. Dann folgt

m+(n+1) _ (m+n)+1 _ m+n m,n m . n+1
= a =

a a a = aaa = aa

Dabei wurde im zweiten Schritt die rekursive Definition der hoheren Potenzen und im dritten Schritt die Induktions-

voraussetzung verwendet.

zu (ii) Wegen (a™)° = 1z und a™ = a° = 1; ist die Gleichung im Fall n = O fiir beliebige m € N giiltig. Sei nun

n € Ny, und setzen wir die Gleichung fiir dieses n voraus. Dann folgt

(am)n+1 — (am)nam _ a™q™ — amn+m — am(n+1)'

Im ersten Schritt haben wir die rekursive Definition der hoheren Potenzen, im zweiten Schritt die Induktionsvoraus-

setzung und im dritten Schritt die Gleichung (i) verwendet.



zu (iii) Fiir m = 0 ist die Gleichung erfiillt, denn es gilt (ab)? = 1; und a®b® = 1 - 1; = 1;. Sei nun m € IN, und

die Gleichung fiir dieses m vorausgesetzt. Dann folgt
(ab)™' = (ab)"(ab) = d™b"™ab = da™ab™b = a™'p"™.

Also ist die Gleichung auch fiir m + 1 giiltig. m|

(1.9) Definition (archimedisches Axiom)
Die Anordnung K" auf K wird archimedisch genannt, wenn fiir beliebige x, y € K* jeweils ein
n € N existiert, so dass ngx > y erfiillt ist. Man bezeichnet (K,K") in diesem Fall als archime-

disch angeordneten Korper.

Die Elemente x,y € K* erfiillen die archimedische Bedingung: Es gilt 5, x > y.

Es gibt angeordnete Korper, in denen das archimedische Axiom nicht giiltig ist, beispielsweise die sogenannen hyper-
reellen Zahlen, eine Erweiterung der gewohnlichen reellen Zahlen, in der auch ,,unendlich kleine“ und ,,unendlich
groRe“ Elemente existieren. Wir beweisen nun noch einige Rechenregeln basierend die auf dem archimedischen
Axiom.

(1.10) Satz Sei (K,K") ein archimedisch angeordneter Kérper.

(i) Fiir jedes ¢ €K™ gibt es ein n € IN mit n* <e.

(ii) Sei x € K mit x > —1g. Dann gilt (1x + x)" = 1g + ngx fiir alle n € IN,,.

Dies ist die sogenannte Bernoullische Ungleichung.

(iii) Ist b > 1y, dann existiert fiir jedes x € Kt ein n € IN mit b" > «.

Ist dagegen O < b < 1, so gibt es fiir jedes ¢ € K" ein n € IN mit b" < &.

Beweis: zu (i) Wenden wir das archimedische Axiom auf x = 1 und y = ¢! an, so erhalten wir ein n € IN mit

ng > &' Es folgt nj! <e.

zu (ii) Wir zeigen die Ungleichung durch vollstdndige Induktion {iber n € IN,. Fiir n = 0 ist die Aussage offensichtlich

erfiillt, denn es ist (1x +x)° = 1x und 1x + Oxx = 1g. Sei nun n € IN,, und setzen wir die Aussage fiir n voraus. Es



gilt

(Ig + )" = (g +x0)"(Ag+x) = (Qg+ngx)(1g+x) =

g +ngx +x +nex? > lg+ngx+x = lg+(n+1gx

wobei wir im zweiten Schritt neben der Induktionsvoraussetzung (1x +x)" = 1+ngx auch die Bedingung 1 +x >0
an x verwendet haben, die sich aus der Voraussetzung x > —1y ergibt. Insgesamt erhalten wir die gewiinschte

Ungleichung fiir n + 1.

zu (iii)  Zunéichst betrachten wir den Fall b > 1. Sei x = b — 1. Auf Grund der Bernoullischen Ungleichung gilt
b" = (1 + x)" = 1g + ngx. Wir zeigen nun, dass ein n € IN mit ngx > k — 1 existiert. Im Fall k — 1 < O ist dies
bereits fiir n = 1 erfiillt; im Fall k — 1 > O liefert uns das archimedische Axiom wegen x > O ein solches Element.
In beiden Fillen gilt dann b™ > 1 +ngx > 1 + (k — 1) = k. Setzen wir nun b < 1 voraus. Definieren wir c = b},
dann gilt ¢ > 1j. Auf Grund des bereits bewiesenen Falls, angewendet auf k = ¢!, gibt es ein n € IN mit ¢ > ¢
Daraus folgt (c")™! < €. Nach Lemrna (iii) ist ¢"b™ = (cb)" = (b7'b)" = 1% = 1 und somit (c") ™ = b". Auf

diese Weise erhalten wir b™ < ¢. O

(1.11) Definition Ein Dedekindscher Schnittvon K ist ein Paar (A, B) bestehend aus Teilmen-
gen A, B € K mit den folgenden Eigenschaften:

(i) EsgiltA,B# @ und AUB =K.
(ii) Fiir allea € Aund b € B gilt a < b, insbesondere ist ANB = @.

Ein Element t € K wird Schnittzahl von (A, B) genannt, wenn die Ungleichungen a < t < b fiir
alle a € Aund b € B erfiillt sind.

e e — ———

ein Dedekindscher Schnitt (A, B) mit Schnittzahl ¢

(1.12) Lemma Jeder Dedekindsche Schnitt von K besitzt hochstens eine Schnittzahl.

Beweis: Sei (A, B) ein Dedekindscher Schnitt, und nehmen wir an, dass ¢, t’ € K mit t < t’ beides Schnittzahlen von
(A, B) sind. Nach Proposition erfiillt das Element u = Zgl(t + t’) die Ungleichungen t < u < t’. Wegen t < u
und t > a fiir alle a € A gilt u ¢ A. Andererseits gilt wegen u < t’ und b > t’ fiir alle b € B auch u ¢ B. Das Element
u liegt also weder in der Menge A noch in der Menge B. Aber wegen AU B = K muss jedes Element von K in A oder

B liegen. Dieser Widerspruch zeigt, dass keine zwei verschiedenen Schnittzahlen existieren konnen. m|



(1.13) Definition Ein angeordneter Korper K wird vollstidndig genannt, wenn jeder Dede-

kindsche Schnitt (A, B) von K eine Schnittzahl besitzt.

Betrachten wir im Korper R die beiden Teilmengen
A={xeR|x<V2} und B={xeR|x>V2}.

Wir {iberpriifen, dass (A, B) ein Dedekindscher Schnitt ist. Die Mengen A und B sind nichtleer, denn beispielsweise
gilt 1 € Aund 2 € B. Weil fiir jede Zahl x € R entweder x < +/2 oder x > v/2 gilt, ist AUB = R erfiillt. Ist a € A und
b € B, dann gilt a < v/2 < b, also insbesondere a < b. Damit haben wir alle Bedingungen fiir einen Dedekindschen
Schnitt verifiziert. Anhand der Ungleichungen a < /2 < b sieht man auch, dass v/2 eine Schnittzahl von (A, B) ist.

Genauso kénnen wir im Korper @ der rationalen Zahlen die beiden Teilmengen
A={xeQ|x<v2} und B={xeQ|x>v2} definieren.

Wie im vorherigen Beispiel {iberzeugt man sich davon, dass (A, B) ein Dedekindscher Schnitt ist. Dieser besitzt aber
(im Korper Q) keine Schnittzahl. Gehen wir ndmlich davon aus, dass u € ) eine Schnittzahl ist, dann gilt entweder
u < v/2 oder u > +/2, denn die Zahl +/2 ist irrational und somit nicht in Q enthalten. Betrachten wir zunichst den
Fall u < v/2.

Es gibt keine Schnittzahl u < v/2.

Nach Definition der Schnittzahl muss a < u fiir alle a € A gelten. Wie wir aber im néchsten Abschnitt zeigen werden,
liegen die rationalen Zahlen dicht in R, was bedeutet, dass in jedem noch so kleinen offenen Intervall von R eine
rationale Zahl enthalten ist. Dies bedeutet, dass ein a; € Q mit u < a; < v2 existiert. Es gilt a; € A nach Definition
der Menge A, aber dies steht im Widerspruch zu a < u fiir alle a € A. Ebenso fiihrt man den Fall u > +/2 auf einen

Widerspruch. Der Korper Q ist also nicht vollstandig!

Mit Hilfe des Supremums und des Infimums konnen wir die Vollstdndigkeit angeordneter Korper auf eine andere Art

und Weise charakterisieren.

(1.14) Satz Fiir einen angeordneten Korper (K,K*) sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) (K,K") ist vollstiandig.
(i) Jede nichtleere, nach oben beschrankte Menge M C K besitzt ein Supremum.

(iii) Jede nichtleere, nach unten beschrinkte Menge M C K besitzt ein Infimum.



Beweis: (i) = (i)“ Sei M C K nichtleer und nach oben beschrinkt. Weiter sei B = &*(M) und A=K \ B. Wir
zeigen, dass (A, B) ein Dedekindscher Schnitt von K ist. Weil M nach oben beschrankt ist, ist B nicht leer. Sei x € M
ein beliebiges Element. Wegen x — 1x < x und x € M ist x — 1 keine obere Schranke von M. Aus x — 1, ¢ B folgt
x — 1x €A, also ist auch A nicht leer. Nach Definition ist auch AUB = K erfiillt. Sei nun a € A und b € B, zu zeigen
ist a < b. Nehmen wir an, dass a > b gilt. Weil das Element b eine obere Schranke von M ist, miisste dies erst recht

fiir a gelten. Aber dann wiére a auch ein Element von B, was auf Grund der Definition A= K \ B ausgeschlossen ist.

Da K nach Voraussetzung vollstandig ist, existiert fiir (A, B) eine Schnittzahl t. Wir zeigen, dass t = supM gilt.
Nehmen wir zunichst an, t wére keine obere Schranke. Dann gébe es ein x € M mit x > t. Setzen wir y = 21;1(t+x),
dann gilt t < y < x. Weil t die Schnittzahl von (A, B) ist, muss y in B liegen. Damit wire y eine obere Schranke
von M, was im Widerspruch zu x € M und x > y steht. Gehen wir jetzt davon aus, das Element t wére zwar eine
obere Schranke, aber kein Supremum von M. Dann gébe es ein t’ € &+ (M) mit t’ < t. Weil aber t die Schnittzahl
von (A, B) ist, wiirde daraus t’ € A folgen. Somit wére t’ kein Element von B und damit keine obere Schranke von

M. Insgesamt ist t = sup M damit bewiesen.

“(ii) = ({ii)“ Sei M C K nichtleer und nach unten beschrankt. Dann ist auch —M = {—x | x € M} eine nichtleere
Teilmenge von K. Auf Grund der Aquivalenz t < x Vx € M & —t > —x Y x € M ist ein Element t € K genau
dann eine untere Schranke von M, wenn —t eine obere Schranke von —M ist. Da nach Voraussetzung die Menge M
untere Schranken besitzt, gibt es fiir —M obere Schranken. Aus unserer Voraussetzung folgt nun, dass s = sup(—M)

existiert. Wir zeigen, dass —s = inf M gilt.

Weil s eine obere Schranke von —M ist, handelt es sich auf Grund unserer Voriiberlegung bei —s um eine untere
Schranke von M. Wire —s dennoch kein Infimum von M, dann miisste es ein s’ € &~ (M) mit s’ > —s geben. Aber
dann wiirde auch —s’ < s gelten, und nach unserer Voriiberlegung wire —s’ € &(—M). Aber dies ist unméglich,

weil s nach Voraussetzung die kleinste obere Schranke von —M ist.

“(iii) = (D)“  Sei (A, B) ein Dedekindscher Schnitt von K. Wegen A # @ gibt es ein a € A, und dieses erfiillt a < b
fiir alle b € B. Insgesamt ist B damit nichtleer und nach unten beschrénkt, und auf Grund unserer Voraussetzung
existiert t = inf B. Wir zeigen, dass t die Schnittzahl von (A, B) ist. Weil t nach Definition eine untere Schranke von
B ist, gilt t < b fiir alle b € B. Nehmen wir nun an, a < t ist nicht fiir alle a € A erfiillt. Dann gibt es ein a € A mit
a>t. Wegen a < b fiir alle b € B ist a in &~ (B) enthalten. Aber dies ist unmoglich, denn nach Definition ist t das
grofste Element von &~ (B). Also gilta < t < b fiir alle a € Aund b € B. O

Ist @ # M C K nicht nach oben beschrinkt, also &% (M) = &, dann definiert man sup M = +00. Ebenso ist es iiblich,
inf M = —oo zu setzen, wenn M nicht nach unten beschrénkt ist. Im Gegensatz zu beliebigen angeordneten Koérpern

lassen sich in vollstandigen Korpern die Intervalle leicht beschreiben.

(1.15) Satz Ist (K,K™") vollstindig, dann sind alle Intervalle # @& in K von der Form Ja, b,
la, b], [a, b[ oder [a, b] (mit a, b wie in Proposition festgelegt).



Beweis: SeiI C K ein Intervall, und gehen wir davon aus, dass I nicht leer ist. Wir beweisen den Satz, indem wir

die folgenden vier Einzelfélle abarbeiten.

(i) Die Menge I ist weder nach oben noch nach unten beschrankt.
(ii) Sie ist nach oben, aber nicht nach unten beschrénkt.
(iii) Sie ist nach unten, aber nicht nach oben beschrénkt.

(iv) Sie ist beschrankt.

zu (i)  Wir zeigen, dass in diesem Fall I = K gilt. Ist x € K beliebig, dann gibt es ein 2z € I mit z > x, denn sonst
wadre x eine obere Schranke von I. Ebenso gibt es ein y € I mit y < x, weil x ansonsten eine untere Schranke von I

wiére. Aus y,z € I, den Ungleichungen y < x < z und der Intervall-Eigenschaft folgt x € I.

zu (ii)  Hier zeigen wir, dass I die Form ]—oo, b[ oder ]—oo, b] hat. Weil I nichtleer und nach oben beschrinkt
ist, existiert b = supI. Setzen wir zunacht b € I voraus und zeigen wir, dass in diesem Fall I = ]—o0, b] gilt. Ist
x € I, dann folgt x < b, weil b eine obere Schranke von I ist. Somit erhalten wir I C ]—oo, b]. Zum Beweis der
umgekehrten Inklusion sei x € ]—00, b] vorgegeben. Dann gilt x < b, und im Fall x = b ist x € I offenbar erfiillt.
Gehen wir von x < b aus, dann gibt es jedenfalls ein y € I mit y < x, denn ansonsten wére x eine untere Schranke
von I, die nach Voraussetzung nicht existiert. Wegen x < b ist x keine obere Schranke von I, somit gibt es ein z € I
mit x < z. Aus y,z €I, den Ungleichungen y < x < z und der Intervall-Eigenschaft folgt x € I. Insgesamt haben wir

damit gezeigt, dass I = ]—oo, b] gilt.

Betrachten wir nun den Fall b ¢ I und zeigen, dass in dieser Situation I = ]—o0o, b[ gilt. Ist x € I, dann gilt x < b und
somit x € ]—oo, b[. Sei umgekehrt x € ]—o0, b[ vorgegeben. Dann gilt x < b. Weil x keine untere Schranke von I
ist, gibt es ein y € I mit y < x. Weil x keine obere Schranke von I ist, existiert ein z € I mit x < z. Aus y,z € I, den
Ungleichungen y < x < z und der Intervall-Eigenschaft folgt wiederum x € I, damit ist die Gleichung I = ]—o00, b[

insgesamt bewiesen.

zu (iii)  Weil I nichtleer und nach unten beschrénkt ist, existiert a = infI. Wie im vorherigen Absatz beweist man
nunl = Ja,+oo[ imFalla ¢ I und I = [a,+oo[ im Fall a € I. Weil der Beweis voéllig analog verlduft, verzichten wir

auf die Angabe der Details.

zu (iv)  Weil I nichtleer und beschrankt ist, existieren a = infI und b = supI. Wir betrachten zunichst den Fall,
dass a ¢ I und b €I gilt und zeigen, dass dann die Gleichung I = ]a, b] gilt. Sei x € I. Dann gilt a < x < b, weil a
eine untere und b eine obere Schranke von I ist. Wegen a ¢ I gilt sogar a < x < b, und daraus folgt x € Ja, b]. Setzen
wir nun umgekehrt x € J]a, b] voraus. Ist x = b, dann folgt x € I. Ansonsten gilt a < x < b. Weil x keine untere
Schranke fiir I ist (nach Definition ist a die grof3te untere Schranke), gibt es ein y € [ mit y < x. Andererseits ist x
auch keine obere Schranke von I, so dass ein z € [ mit x < z existiert. Aus y,z € I, den Ungleichungen y < x < z
und der Intervall-Eigenschaft folgt x € I. Damit ist I = ]a, b] nachgewiesen. Nach demselben Schema beweist man,
dass im Fall a € I,b ¢ I das Intervall I durch I = [a, b[ gegeben ist, im Fall a,b ¢ I durch I = Ja, b[ und im Fall

a,b el durch=/[a,b]. Insgesamt ist der Beweis damit abgeschlossen. O



Wir werden die vollstindig angeordneten Korper noch auf eine weitere Art charakterisieren.

(1.16) Definition Man sagt, der angeordnete Kérper (K,K*) besitzt die Intervallschachte-
lungs-Eigenschaft, wenn fiir jede Folge (I,,),en nichtleerer, abgeschlossener, endlicher Interval-

le, die I,,; C I, fiir alle n € IN erfiillt, die Schnittmenge (), I, nicht leer ist.

Der Korper @ der rationalen Zahlen besitzt die Intervallschachtelungs-Eigenschaft nicht. Um das zu sehen, konstru-
ieren wir uns folgendermafen eine Folge (I,),c abgeschlossener Intervall I, in Q. Weil Q in R dicht liegt, finden
wir zunéchst rationale Zahlen a;, b; mit v2—1 < a; < v2 und ¥2 < b; < ¥/2+ 1. Sind a,,, b, bereits konstruiert,

dann wéhlen wir a,,, 1, b,y € Q mit

max{an,w/f—n—}rl}<anJr1 <+v2 und V2 < b, <min{b,, V2 + ==

n+l/°

Setzen wir nun I, = [a,, b,]NQ, dann sind alle I, nichtleere, endliche und abgeschlossene Intervalle in @, und es gilt
I,4; €I, fir alle n € IN. Aber der Durchschnitt (), I, ist leer! Denn nehmen wir an, dass r € Q in allen Intervallen
I, enthalten ist. Wegen v2 ¢ Q muss r < +/2 oder r > +/2 gelten. Im ersten Fall gilt r < v2 — % fiir hinreichend
grofes n. Dann liegt r nicht in [v2 — %, V2+ %], erst recht nicht im Intervall [a,, b, ], das eine Teilmenge davon ist.

Im zweiten Fall finden wir ein n € N mit v2+ % < r, was erneut r ¢ [v2—1,v2+ 1] und r ¢ [a,, b,] zur Folge hat.

(1.17) Satz FEin angeordneter Korper (K,K™') ist genau dann vollstindig, wenn er die

Intervallschachtelungs-Eigenschaft besitzt und die Anordnung K* archimedisch ist.

Beweis: ,=%“ Wir setzen voraus, dass (K,K™") vollstindig ist und beweisen zunéchst die Intervallschachtelungs-Ei-
genschaft. Sei I, = [a,, b, ] eine Folge nichtleerer, abgeschlossener, endlicher Intervalle mit a,, b,, € K, a,, < b,, und
I, €I, fir alle n € IN. Wir definieren

A = {a,|neN}L

Offenbar ist A nichtleer, und wegen A C I; ist A beschrénkt. Auf Grund der Vollstandigkeit existiert somit a = supA.
Zum Nachweis der Intervallschachtelungs-Eigenschaft zeigen wir, dass a im Durchschnitt [, I, der Intervalle
enthalten ist. Weil a eine obere Schranke von A ist, gilt a > a,, fiir alle n € IN. Liegt a dennoch nicht im Durchschnitt,

dann gilt a ¢ I,,, fiir ein m € IN, also a > b,,. Wir zeigen nun, dass b,, eine obere Schranke von A ist.

Wegen I, C I, fiir alle n € N gilt jeweils a,,; = a, und b, ; < b,,. Ist nun n > m, dann gilt b,, > b, > a,. Im Fall
n <mgilt b,, > a,, = a,. Also ist b,, tatsachlich eine obere Schranke von A. Weil a aber die kleinste obere Schranke
von a ist, folgt daraus a < b,,, im Widerspruch zu unserer vorherigen Feststellung. Dies widerspruch zeigt, dass a im

Durchschnitt simtlicher Intervalle enthalten ist.

Nun zeigen wir noch, dass K* archimedisch ist. Seien x, y € K" vorgegeben, und nehmen wir an, es gibt kein n € IN

mit ngx > y. Dann gilt ngx < y und somit ng < § fiir alle n € IN, das heif3t die Menge

N = {nglneN}



ist nach oben beschrankt. Wegen 1 € N ist die Menge N aullerdem nichtleer. Auf Grund der Vollstandigkeit existiert
somit s = sup N. Weil s nach Definition die kleinste obere Schranke von N ist, kann s — 1, wegen s — 1x < s keine
obere Schranke von N sein. Daraus folgt, dass ein n € IN mit ng > s—1 existiert. Wir erhalten (n+ 1)y = ng+1x > s.
Aber wegen (n+ 1), € N widerspricht dies s € & (N). Unsere Annahme, dass kein n € IN mit ngx > y existiert, hat

zu einem Widerspruch gefiihrt. Also gibt es ein solches n, und K+ ist archimedisch.

= Setzen wir nun voraus, dass (K,K*) die Intervallschachtelungs-Eigenschaft besitzt und ein archimedisch
angeordneter Korper ist. Wir miissen zeigen, dass daraus die Vollstandigkeit von (K,K*) folgt. Sei dazu M C K eine
nichtleere, nach oben beschrankte Menge. Zu zeigen ist, dass s = sup M existiert. Die grundlegende besteht darin,
das hypothetische s in eine Folge immer kleiner werdender Intervalle ,,einzusperren®. Dazu definieren wir eine Folge
(I,),e von Intervallen durch folgendes Verfahren. Seia € M und b € (M) mit a < b. Zunéchst setzen wir a, = a,
by = b. Sei nun n € N, und nehmen wir an, dass a,, b,, bereits konstruiert sind. Wir setzen dann ¢, = Zgl(an +b,)
und fithren eine Fallunterscheidung durch. Gilt ¢, € &*(M), dann definieren wir a,,; = a, und b,; = c,. Ist ¢,
dagegen keine obere Schranke von M, dann setzen wir a,,; = ¢, und b,,; = b,,. Wir tiberpriifen durch vollstdndige

Induktion fiir jedes n € IN,, die folgenden Aussagen.

(@ b,—a,=(2")"(b—a)
(ii) Das Element b, ist eine obere Schranke von M.
(iii) Fiir das Intervall I, = [a,, b, ] gilt [, "M # @.

Fiir n = 0 sind die Aussagen (i), (ii) und (iii) nach Definition erfiillt. Sei nun n € IN,,, und setzen wir die drei Aussagen

fiir n voraus. Es gilt

G—a, = 2 a,+2'b,—a, = 2(b,—a,) = 2)"(b—-a)

und ebenso b, —c, = b, —2'b, — 2 a, = 2,1 (b, —a,) = (2.")"(b —a). Weil (a,41, b,y,) entweder mit (a,, c,)
oder mit (c,, b,) tibereinstimmt, ist (i) fiir n + 1 auf jeden Fall erfiillt. AuSerdem wird b, so gewdahlt, dass auch
Aussage (ii) fiir n + 1 giiltig ist. Uberpriifen wir nun noch die Aussage (iii). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
ein x € M mit a, < x < b,,. Ist (ay41, bpt1) = (ay,¢,), dann ist ¢, = b,,; eine obere Schranke von M. Es gilt dann
a, < x <cp, also x € I,,; " M. Im Fall (a1, b,1) = (c,, by) ist ¢, keine obere Schranke von M, die Zahl b, nach

Induktionsvoraussetzung aber schon. Somit gibt es ein x € M mit ¢, < x < b,,, und es folgt x € I,,,; N M.

Damit ist der Induktionsbeweis ist abgeschlossen. Fiir jedes n € N, gilt wegen a,, < ¢,, < b, in jedem Fall a,,; > a,
und b,,; < b,,, insgesamt also I,,; C I,,. Deshalb kann die Intervallschachtelungs-Eigenschaft angewendet werden,
und diese zeigt, dass ein Element s € K im Durchschnitt ﬂnE]No I, samtlicher Intervalle existiert. Wir werden nun
zeigen, dass s = sup M gilt. Nehmen wir zunéchst an, dass s keine obere Schranke von M ist. Dann gibt es ein x € M
mit x > s. Fiir jedes n € IN gilt dann also a, <s < x < b,,, Letzteres weil b, jeweils eine obere Schranke von M ist
und x € M gilt. Es folgt x —s < b, —a, < 27"(b—a) fiir alle n € N, also 3= < 27" fiir alle n € IN. Aber andererseits
existiert nach Satz (ji)inne Nmit2™" < ﬁ Der Widerspruch zeigt, dass s tatsichlich eine obere Schranke

von M ist.



Nehmen wir nun an, s ist nicht die kleinste obere Schranke von M. Dann existiert eine obere Schranke t < s von
M. Fiir jedes n € N existiert ein x,, € M N I, auf Grund von Eigenschaft (iii) der Intervallfolge. Es gilt dann also
a, <x, <t <s<b,und somit t —s < b, —a, < 27"(b—a) fiir alle n € IN. Dies zeigt, dass 1= < 27"(b—a) fiir alle
n € IN gelten miisste, was erneut zu einem Widerspruch mit Teil (iii) von Satz[(1.10)|fiihrt. Also ist s tatsachlich das
Supremum der Menge M. O

Mit Hilfe des Intervallschachtelungs-Kriteriums leiten wir eine weitere wichtige Eigenschaft vollstindiger angeord-

neter Korper her.

(1.18) Satz Jeder vollstdndige, angeordnete Korper besitzt iberabzdhlbar viele Elemente.

Beweis: Sei (K,K™) vollstindig, und nehmen wir an, dass K hochstens abzéhlbar ist. Dann gibt es eine injektive
Abbildung f : K — IN, und auf Grund der Injektivitét existiert, wie wir in der Linearen Algebra gezeigt haben, eine
Abbildung g : IN — K mit f o g = idy. Aus dieser Gleichung wiederum folgt, dass g surjektiv ist. Wir definieren
x, = g(n) fir alle n € IN und werden die Surjektivitdt von g nun zu einem Widerspruch fiithren. Dazu definieren
wir zwei Folgen (i;)e und (jy),en natiirlicher Zahlen nach folgendem Schema. Zunéchst setzen wir i; = 1 und

jp=min{n € N | x,, > x; }. Ist nun £ € IN und sind i, j, bereits konstruiert, dann setzen wir

{py;7 = min{ne€lN|x;, <x, <xj}
Jivn = min{neN|x;, <x,<x;}
< X5,

die Intervalle, in denen das ,,néchste” x,, liegen darf, fortwéhrend kleiner werden. Setzen wir I, = [x;, x;, ], dann gilt

also jeweils I, 2 I, ;. Auf Grund des Intervallschachtelungs-Kriteriums gibt es ein x € K im Durchschnitt [),¢y I, all

Nach Konstruktion gilt fir alle £ € IN jeweils x;, < x;, | <x;

i [ und aullerdem i; < j; < iy < ju < i3 < ..., weil

dieser Intervalle.

Auf Grund der Surjektivitdt von oben gibt es ein m € IN mit x = x,,. Es gilt dann x;, < x,,, < x;, fur alle £ € N;

und x;

wegen Xx;, < X; i

; < Xx; muss sogar x; < X, < x; fir alle { gelten. Weil die Indizes i, eine unendliche
0+1 Je ¢ Je

Teilmenge von IN durchlaufen, muss es ein minimales k € IN mit i, > m geben. Dabei ist k > 2, denn im Fall k =1
wére 1 =1i; > m, was wegen m € IN unméglich ist. Nach Definition gilt

i = min{nelN|x, <x,<x; }

Aber andererseits gilt x; < x,, < x;,_,, also widerspricht i; > m der Minimalitét von i;. Die Annahme ,,K hochstens

abzahlbar” war also falsch, und somit ist K {iberabzéhlbar. O

Die Existenz vollstandiger, angeordneter Kdrper kann aus den Axiomen der Mengenlehre abgeleitet werden. Leider

konnen wir diese Konstruktion aus Zeitgriinden hier nicht durchfithren. Wir formulieren ohne Beweis



(1.19) Satz

Es gibt vollstdndige, angeordnete Korper. Wir wihlen einen solchen Korper willkiirlich aus, be-

zeichnen ihn mit R und nennen ihn den Koérper der reellen Zahlen.

Fiir Null- und Einselement Oy, 1 in R schreiben wir O und 1, lassen die Angabe des Korpers R im Index also
kiinftig weg. An Stelle des Ausdrucks ab™! schreiben wir auch %, d.h. wir verwenden die aus der Schule bekannte
Bruchschreibweise. Wir verwenden die Bezeichnung R™ fiir die Teilmenge der positiven reelle Zahlen und setzen
R, =R*u{0}.

Samtliche Eigenschaften, die wir im letzten Abschnitt fiir vollstindige Koérper hergeleitet haben, sind also auch fiir

die reellen Zahlen giiltig, namlich

(i) Jede nichtleere, nach oben beschrankte Teilmenge von R besitzt nach Satz[(1.14)|ein Supremum, und jede

nichtleere, nach unten beschrénkte Teilmenge besitzt ein Infimum.
(i) Der Korper R besitzt nach Satz|(1.15)|die Intervallschachtelungs-Eigenschaft.

(iii) Die Anordnung R ist auf Grund von Satz|(1.15)|archimedisch. Damit sind auch die unter Satz|(1.10)|formu-

lierten Aussagen fiir R giiltig.

(iv) Der Korper R ist iberabzahlbar, siehe Satz

Bei der Definition der archimedischen Eigenschaft wurden allerdings die natiirlichen Zahlen als bekannt vorausge-

setzt. Wir werden nun die natiirlichen Zahlen als Teilmenge von R definieren.

(1.20) Definition Eine Teilmenge M C R wird induktiv genannt, wenn 1 € M gilt und fiir
jedes x € M auch x + 1 € M erfiillt ist.

Beispiele fiir induktive Teilmengen in R sind R selbst, R, oder R™.

(1.21) Definition Die Teilmenge IN C R der natiirlichen Zahlen ist definiert durch
N = m M = {neR|neM fir jede induktive Teilmenge M C R }.
MCR induktiv

Auflerdem definieren wir IN, = IN U {0}.

Die Menge IN ist selbst induktiv. Da ndmlich 1 nach Definition in jeder induktiven Menge liegt, ist 1 auch im Durch-
schnitt aller induktiven Mengen, also in IN, enthalten. Ist x € IN, dann liegt x in in jeder induktivem Menge. Nach

Definition ist dann auch x + 1 in jeder induktiven Menge enthalten. Deshalb folgt x + 1 € IN.



Aus der Definition von IN folgt unmittelbar, dass IN € M fiir jede induktive Teilmenge M C R gilt. Ist M umgekehrt

eine induktive Teilmenge von R mit M C IN, dann muss also M = IN gelten.

(1.22) Proposition

(i) Sind m,n € N, dann gilt auch m +n € IN und mn € IN.
(i) Ist m € N, dann liegt m—1 in IN,.
(iii) Alle natiirlichen Zahlen sind positiv, d.h. es gilt N € R*.

Beweis: zu (i) Sei m € IN. Dann ist die Teilmenge T = {n € IN | m + n € IN} induktiv, denn es gilt m+ 1 € IN auf
Grund der Induktivitdt von IN, und aus m + n € IN folgt aus demselben Grund m + (n + 1) € IN. Es folgt T = IN, also
m+n € IN fiir alle n € IN. Ebenso ist U = {n € IN | mn € IN} eine induktive Menge, denn wegen m1 = m € IN gilt
leU,undausneU folgtmne N=>mn+m=m(n+1)€IN=n+1 € U. Also ist wiederum U = IN, es gilt also
mn € N fiir alle n € IN.

zu (i) Die Menge M = {x € R | x —1 € Ny} ist induktiv. Denn wegen 1 —1 =0 gilt 1 € M, und ist n € M, dann
gilt n—1 € IN,. Sowohl fiir n—1 =0 als auch fiirn—1 € N ist (n + 1) — 1 = n in IN, enthalten, und daraus folgt
n+ 1 € M. Die Induktivitdt von M impliziert N € M. Also gilt n—1 € IN,) fiir alle n € IN.

zu (iii) Dies folgt aus der Induktivitit von R*. O

(1.23) Satz Die natiirlichen Zahlen IN erfiillen die Peano-Axiome (P1) bis (P5).

Beweis: Die Axiome (P1) (Existenz eines ausgezeichneten Elements 1 € IN) und (P2) (Existenz eines Nachfolgers
n + 1 fiir jedes n € IN) ergeben sich direkt aus der Induktivitdt von IN. Nehmen wir an, es gibt ein n € IN, das 1 als
Nachfolger besitzt. Dann gilt n+ 1 = 1, und daraus folgt n = 0. Aber die Null ist in IN nicht enthalten, denn R* ist
eine induktive Menge mit 0 ¢ R", und N ist in jeder induktiven Teilmenge von R enthalten. Damit ist (P3) bewiesen.
Sind m,n € IN mit m+1 = n+1 vorgegeben, dann kdnnen wir auf beiden Seiten der Gleichung den Wert —1 addieren

und erhalten m = n. Dies zeigt (P4).

Nun beweisen wir noch das Induktionsprinzip (P5). Sei dazu ¢ ein Aussagenschema mit Parameter x, dass fiir jedes
n € N eine sinnvolle Aussage ((n) liefert. Auferdem setzen wir voraus, dass die Aussagen (1) und Yx € IN :
p(x) = @(x + 1) erfiillt sind. Dann ist A= {n € IN | ¢(n)} eine induktive Menge, denn wegen ¢(1) gilt 1 € A, und
auf Grund der zweiten Voraussetzung ist fiir jedes n € A auch n + 1 in A enthalten. Wie zu Anfang des Abschnitts
bemerkt, folgt aus A € IN und der Induktivitat von A die Gleichheit A = IN. Somit ist die Aussage Vx € IN : p(x) giiltig

und damit das Induktionsprinzip (P5) bewiesen. O

In den Ubungen wurde gezeigt, dass aus den Peano-Axiomen folgt, dass jede nichtleere Teilmenge von IN ein kleinstes
Element besitzt. Wir bemerken noch, dass die Teilmenge IN C R nach oben unbeschrinkt ist. Denn nehmen wir an,
s € R wire eine obere Schranke von IN. Wegen 1 <s muss s € R* gelten. Auf Grund der archimedischen Eigenschaft

gibt es aber ein n € IN mit n =n -1 > s, was zu unserer Annahme im Widerspruch steht.



(1.24) Definition Die Menge Z der ganzen Zahlen und die Menge Q) der rationalen Zahlen

sind als Teilmengen von R definiert durch
7Z = Nou{neR|—nelN}

Q

{xeR|Jae€Z beN:x=73}.

(1.25) Satz

(1) Durch Einschrdnkung der Abbildungen + : RxR - Rund - : RxR — R auf Z x Z
erhélt man zwei Verkniipfungen + und - auf Z. Entsprechendes gilt fiir die Menge Q der

rationalen Zahlen.
(i) Das Tripel (Z,+, ) ist ein Ring.

(iii) Das Tripel (Q, +, -) ist ein Korper, und durch Q" = R* N Q ist eine archimedische Anord-

nung auf Q definiert.

Beweis: zu (i) Durch Einschrdnkung der Verkniipfungen + und - auf Z x Z erhélt man zunéchst Abbildungen
+:7Zx7Z — Rund - : Z x Z — R. Um zu zeigen, dass diese Abbildungen Verkniipfungen auf Z sind, miissen wir

nachweisen, dass Summen und Produkte ganzer Zahlen wiederum ganze Zahlen sind.

Wir beginnen mit der Multiplikation. Fiir vorgegebene x, y € Z beweist man xy € Z durch separate Betrachtung der
Félle x € N, x = 0 und —x € IN sowie y € IN, y = 0 und —y € IN. Ist beispielsweise x € IN und —y € IN, dann folgt
aus Proposition —xy € IN und damit xy € Z. Die anderen acht Kombinationen kdnnen nach dem gleichen

Prinzip abgearbeitet werden.

Bevor wir zeigen, dass auch x + y in Z liegt, bemerken wir zunéchst, dass Z N R* = IN gilt. Die Inklusion ,,2“ folgt
aus Proposition|(1.22)| (iii). Sei umgekehrt a € ZNR". Wegen 0 ¢ R* ist a = 0 ausgeschlossen. Wire a = —n fiir ein
n € IN, dann wiirden sowohl —n als auch n in R* liegen, was den Anordungseigenschaften von R* widersprechen

wiirde. Also bleibt a = n als einzige Moglichkeit.

Nun beweisen wir durch vollstdndige Induktion {iber n € IN: Ist x € Z und n € Ny, dann liegt x —n in Z. Fir
n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei nun die Aussage fiir n bewiesen und x € Z. Wir miissen zeigen, dass fiir x € Z auch
x—(n+1) =(x—n)—1in Z liegt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt x —n € Z. Im Fall x —n > 0 gilt x —n € N auf
Grund der Bemerkung von oben. Aus Proposition [(1.22)] (ii) folgt x —(n + 1) = (x —n) — 1 € IN,, also insbesondere
x—(n+1) € Z.Ist x —n = 0, dann gilt x —(n+ 1) = —1, und —1 ist ebenfalls in Z enthalten. Betrachten wir
nun noch den Fall x —n < 0. Dann ist n — x wieder in Z N R* = IN enthalten. Es folgt n —x + 1 € IN und somit

x—(n+1)=—(n—x+1)eZ.



Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen, dass mit x, y € Z auch x + y in Z enthalten ist. Sind x, y > 0,
dann folgt x,y € IN und somit x + y € IN C Z. Im Fall x,y < O liegen —x und —y beide in IN, somit gilt auch
(—x)+(=y)eNund x+y =—((—x)+(—y)) €Z. Seinun x > 0 und y < 0, also n = —y € IN. Wie zuvor gezeigt,
gilt dann x + y = x + (—n) = x —n € Z. Ebenso behandelt man den Fall x <0, y > 0.

Wir zeigen nun, dass die Einschrdnkungen von + und - auf Q x Q Verkniipfungen auf @ sind, d.h. dass fiir r,s € Q

auch r +s und rs in Q liegen. Sei dazu r = § und s = § mit a,c € Z und b,d € IN. Auf Grund der Gleichungen

ad + bc ac
= und rs =

4 & ac
d  bd "~ bd

+ a
r+s=—
b

und wegen bd € IN sowie ad + bc,ac € Z sind r +s und rs Elemente von Q.

zu (ii) Wir {berpriifen die Bedingungen aus der Definition der Ringe. Da die Assoziativ- und Kommutativgesetze
sowie das Distributivgesetz fiir alle Elemente in R gelten, sind sie erst recht fiir alle Elemente von Z bzw. Q erfiillt.
Die Elemente Og = 0 und 1g = 1 besitzen offenbar die definierende Eigenschaft von Null- und Einselement. Ist
n € 7, dann iiberpriift man durch Betrachtung der Einzelfélle n € IN, n = 0 und —n € NN leicht, dass auch —n in Z
enthalten ist. AuBerdem gilt n + (—n) = 0. Sei nun x € Q, x = § mita € Z und b € N. Dann ist auch —x = 3 in Q

enthalten, und es gilt x + (—x) = 0. Damit haben wir gezeigt, dass Z und Q) Ringe sind.
Sei x € Q*, x = § mita € Z und b € N. Dann gilt a € N oder —a € IN. Im ersten Fall zeigt die Gleichung xt= 3,

im zweiten Fall die Gleichung x ! = E:bg, dass auch x~! in Q enthalten ist. Wegen x - x ! = 1 besitzt x also einen

Kehrwert in Q; dies zeigt, dass Q ein Korper ist.

Zum Schluss zeigen wir noch, dass Q* = Q NR* die Bedingungen fiir eine Anordnung aus Deﬁnition erfiillt.
Da R* eine Anordnung auf R ist, gilt fiir jedes x € QQ genau eine der Bedingungen x € R*, x = 0 oder —x € R™.
Zusammen mit x € Q folgt daraus, dass genau eine der Bedingungen x € Q*, x = 0 oder —x € Q" erfiillt ist. Sind
x,y € Q*, dann gilt insbesondere x,y € R*. Weil R* eine Anordnung auf R ist, folgt x + y € R* und xy € R™.
Wegen x + y,xy € Q folgt daraus wiederum x + y € Q' und xy € Q*. Die Anordnung Q" ist archimedisch, denn
die archimedische Bedingung aus Definition gilt fiir alle x, y € R* und somit erst recht fiir alle x,y € Q*. O

Wir bezeichnen eine Zahl x € R als rational, wenn sie in @) liegt, ansonsten als irrational. Eine Teilmenge M C R
wird als dichte Teilmenge von R bezeichnet, wenn jedes nicht-leere offene Intervall I C R ein Element aus M

enthalt.

(1.26) Satz Sowohl die rationalen als auch die irrationalen Zahlen bilden jeweils eine dichte

Teilmenge von R.

Beweis: Nach Definition gilt I = Ja, b[ mit a, b € R. Wir diirfen davon ausgehen, dass a < b mit a,b € R gilt.
Denn enthalt jedes solche Intervall rationale und irrationale Zahlen, dann gilt dies erst recht fiir Intervalle der Form

]—o0, b[ und Ja,+oo[.



Zunichst konzentrieren wir uns auf den Beweis der Aussage, dass I eine rationale Zahl enthalt und fiihren dies auf
den Fall zuriick, dass a > 0 ist. Nehmen wir an, wir hitten den Satz in dieser Situation bereits bewiesen, und setzen
wir nun a < 0 voraus. Dann kdnnen wir a und b in den positiven Bereich verschieben und dort die bereits bewiesene
Aussage anwenden. Da IN nach oben unbeschrénkt ist, gibt es ein k € IN mit k > —a, und wegen a+ k,b+k >0
finden wir auf Grund unserer Annahme finden ein s € Q mit a + k < s < b + k. Es folgt dann a < r < b fiir die

rationale Zahl r =s —k.

Setzen wir nun 0 < a < b voraus. Die Idee besteht darin, den Abstand zwischen x und y durch Multiplikation
mit einer natiirlichen Zahl so zu vergrof3ern, dass zwischen x und y auf jeden Fall eine natiirliche Zahl liegt. Dazu
definieren wir ¢ = b — a und wéhlen ein auf Grund von Satz|(1.10)|existierendes m € IN mit % <eg. Seinun k€N
minimal mit k > ma. Dann gilt k —1 < ma < k und somit

k-1 k

— < a < —.

m m

Wir rechnen nach, dass auch die Ungleichung % < b erfillt ist. Tatsachlich gilt

1 k—1 1 k
b = a+(b—-a) = a+e > a+— =2 —+— = —.
m m m m

Insgesamt gilt also a < % < b. Nun zeigen wir noch, dass jedes endliche, offene Intervall I = ]a, b[ auch eine
irrationale Zahl enthélt. Nach eventueller Verkleinerung von I diirfen wir O ¢ I annehmen. Wie bereits gezeigt,
enthalt I’ = ]%, %[ eine Zahl r € Q, und wegen 0 ¢ I’ ist r # 0. Die Zahl +/2r liegt dann offenbar in I. Wire +/2r
rational, dann wiirde auch +/2 = (v/2r)r~! € Q gelten. Es ist aber bekannt, dass +/2 nicht rational ist, und somit ist
auch +/2r irrational. |

Es ist leicht zu sehen, dass Z und @ abzidhlbar unendlich sind. Zunichst sind Z und Q offenbar unendlich, da sie
IN als Teilmengen enthalten. Durch n — —n ist eine Bijektion zwischen IN und IN_ = {—n | n € IN} definiert. Also ist
auch IN_ abzihlbar unendlich. Als Vereinigung der hochstens abzdhlbaren Mengen IN, {0} und IN_ ist Z hochstens
abzahlbar, insgesamt also abzihlbar unendlich. Die surjektive Abbildung Z x IN — @, (a, b) — % zeigt, dass auch Q

hochstens abzdhlbar und damit insgesamt abzéhlbar unendlich ist.

Fiir beliebige Korper K haben wir weiter oben Potenzen der Form a" mit a € K und n € IN; eingefiihrt. Dies werden

wir nun verallgemeinern. Ist K ein Korper und a € K*, so definieren wir
a’ = (&' fiir nelN.
Insgesamt ist a™ damit fiir alle m € Z definiert.

(1.27) Lemma Die Potenzgesetze (i) bis (iii) aus Lemma [(1.8)| sind im Fall a,b # Oy fiir
beliebige m, n € Z giiltig.

Beweis: Weil die Rechenregeln fiir m,n € IN, bereits bewiesen wurden, kdnnen wir von Anfang an voraussetzen,

dass mindestens einer der beiden Exponenten m, n negativ ist.

zu (i)  Hier betrachten wir zunichst den Fall m > 0, n < 0. Dariiber hinaus nehmen wir an, dass m +n > 0 gilt.

Dann liegen m + n, —n und m in WN,. Es gilt (m + n) + (—n) = m, und auf Grund des bereits bewiesenen Falls gilt



deshalb a™"a™" = a™. Es folgt a™*" = a™(a™") ! = a™a~ ™ = a™a". Ist m+n < 0, dann sind die Zahlen —(m +n),

—(m+n)am

m und —n in IN, erhalten. Wegen —(m + n) + m = —n erhalten wir a = a ". Daraus folgt weiter

am(a—n)—l — (a—(m+n))—1 P ama—(—n) — a—(—(m+n)) = ama® = am+n‘

m+n n+m

Den Fall m < 0, n > 0, konnen wir auf den vorherigen zuriickfiihren, denn es gilt a =a =a"a™ = a™ad".
Setzen wir nun m,n < 0 voraus. Dann liegen —m, —n und —(m + n) in IN,, und aus —(m + n) = (—m) + (—n) folgt

a (™™ = g=™g" Durch die Umformungen
(a—(m+n) )—1 — (a—ma—n)—l PN (a—(m+n))—1 — (a—m)—l(a—n)—l
= a—(—(m+n)) — a—(—m)a—(—n) = am+n = amq"
sieht man, dass die Gleichung auch in dieser Situation erfiillt ist.

zu (ii) Auch hier betrachten wir zunédchst den Fall m > 0, n < 0. Hier liegen —n und —mn in IN,. Auf Grund
des bereits bewiesenen Falls erhalten wir (a™)" = ((@™)™)™ = (a™V)! = (a™™)! = ¢~ ™) = ¢™". Bevor wir
weitere Fille bearbeiten kénnen, miissen wir zunéchst durch vollstandige Induktion die Gleichung (a™!)"a™ = 1y fiir

alle n € IN, beweisen. Wegen (a 1)°a® = 1y - 1y = 1 ist diese fiir n = 0 erfiillt.
Ist n € IN, und die Gleichung fiir n vorausgesetzt, dann folgt
(a—l)n+lan+1 — (a—l)na—lana — (a—l)nana—la — 1K . 1K — 1K ,

wobei im vorletzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde. Damit ist der Induktionsbeweis abge-

schlossen.

Wir beweisen nun die Gleichung (a™)" = a™" im Fall m < 0 und n € Z und definieren dafiir c = a~!. Wie soeben

m

gezeigt, gilt a ¢ = 1y, also a™ = (™)~} = ¢™™, und ebenso a™ = ¢ ™. Auf Grund des bereits bewiesenen Falls

und wegen —m € N, wir
(am)n — (C—m)n — C(—rn)n — comn — a™m.

zu (iii)  Hier brauchen wir nur den Fall m < 0 betrachten. Wegen —m € IN und auf Grund des bereits bewiesenen
Falls erhalten wir (ab)™ = ((ab)™) ' = (a™™) 1 (b™™) ' = a™b™. |

(1.28) Lemma Sei (K,K™") ein angeordneter Kérper, und sei n € IN. Dann gilt fiir a, b € K, die

Aquivalenz a < b < a" < b". Ist n ungerade, dann gilt sie sogar fiir alle a, b € K.

Beweis: Seien a,b € K,. Im Fall a = Ox oder b = 0 ist die Aquivalenz offensichtlich, so dass wir uns auf a, b € K*

beschrénken konnen. Es gilt

(b _ a) (nzll anflfk bk) — i anflfk bk+1 _ nill anfk bk — zn: anfk bk _ nii anfk bk —

k=0 k=0 k=0 k=1 k=0
n—1 n—1
b" + Z amkpk —qn —Za”_kbk = b'—ad".
k=1 k=1



n—1
k=0

kann somit die Aquivalenz b—a € K+ < b" —a" € K* abgelesen werden, und damit gilt auch a < b < a® < b"™.

Mit a und b ist auch die Summe ¢ = a™'7kb* in der Klammer positiv. An der Gleichung b" —a" = ¢(b —a)

Sei nun n ungerade, n = 2k + 1 mit k € IN,. Im Fall a, b > 0 wurde die Aquivalenz bereits bewiesen. Ist a < Ox und
b > 0y, dann ist wegen a* = (a*)? auch a” = a®*a negativ. Es gilt also a < 0 < b und a" < Ox < b". Dies zeigt, dass
die Aquivalenz a < b < a" < b" in dieser Situation immer erfiillt ist. Nun betrachten wir noch den Fall a, b < O.
Weil n ungerade ist, gilt (—1x)" = (—1x)*(—1x) = ((=1x)*)*(—1x) = 15 (—1¢) = —1. Wegen —a,—b > O kénnen

wir die Aquivalenz auf den bereits bewiesenen Fall zuriickfiihren, denn es gilt
a<b & —-b<—a & (b)'<(—a)' & (—1)"b" < (—1g)"a"
& (Flpb" < (—1g)a"t <& d"<b". O

Wir bemerken noch, dass Lemma richtig bleibt, wenn man das Zeichen < durch eines der Symbole >, <, >
oder = ersetzt. Bei > geniigt es, einfach die Rollen von a und b zu vertauschen. Fiir die Gleichheit argumentiert man
indirekt: Die Implikation a = b = a" = b" gilt offensichtlich. Andererseits folgt aus a" = b™ auch a = b, denna < b
hitte a" < b" zur Folge, und aus a > b wiirde sich a" > b" ergeben, jeweils im Widerspruch zur Voraussetzung.

Damit ist auch klar, wie man die Aussagen fiir < und > herleitet.

(1.29) Satz Sei b € R, und n € IN. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl a € R, mit

a™ = b. Sie wird mit v'b bezeichnet und die n-te Wurgel von b genannt.

Beweis: Im Fall n =1 oder b = 0 ist die Aussage offensichtlich, weil man im ersten Fall @ = b und im zweiten & =0

setzen kann. Deshalb konnen wir n > 1 und b > 0 voraussetzen. Wir betrachten nun die Menge
M = {xeR|x"<b}

und zeigen zunéchst, dass diese ein positives Supremum besitzt. Wegen 0" < b gilt 0 € M, also ist die Menge M nicht
leer. Sei nun ¢ = max{1, b}. Wegen Lemmaund c>1giltc"=c"tc>1""1c = c. Fiir jedes x € R mit x > ¢
gilt folglich x™ > ¢™ > ¢ > b und somit x ¢ M. Dies zeigt, dass ¢ eine obere Schranke von M ist. Weil es sich bei M
um eine nichtleere, nach oben beschrinkte Menge handelt, existiert a = sup M. Wegen b > 0 enthédlt M auf jeden

Fall positive Zahlen; wéhlt man beispielsweise m € IN so grolf3, dass % < b ist, dann folgt

(1)" 1 1
— = — — < b
m mn m

und somit % € M. Weil a eine obere Schranke von M ist, muss also a > 0 gelten.

IA

Nun beweisen wir die Gleichung o™ = b, indem wir die beiden Ungleichungen o™ > b und a” < b einzeln widerlegen.
Nehmen wir zunichst an, dass a® > b gilt. In diesem Fall kénnen wir ein h € R* so klein wéhlen, dass auch
(a—h)" > b gilt. Denn fiir jedes h € R™ mit h < a ist —g > —1. Wir kénnen deshalb die Bernoullische Ungleichung
aus Satz|(1.10)|anwenden und erhalten
h\" h
(a—h)" = a”(l——) > a”(l—n—) = o"—hna™l.
a

a



Setzen wir nun € = a" — b und wihlen h so klein, dass aufer h < a auch hna™ ! < e < h < —— erfiillt ist, dann
erhalten wir

(a—h)" = a"—hna"'! > a*—e = a"—(a"—b) = b
wie gewiinscht. Andererseits ist a—h keine obere Schranke von M, weil a nach Definition die kleinste obere Schranke

ist. Es gibt also ein y € M mit y > a —h. Aus y € M folgt y" < b und nach Lemma (1.28)|somit (¢ —h)" < y" < b,

im Widerspruch zu (o« —h)" > b. Dies zeigt, dass der Fall a" > b ausgeschlossen ist.

Nehmen wir nun an, dass a™ < b gilt. In diesem Fall kénnen wir h € R* so klein wihlen, dass auch (a+h)" < b noch
giiltig ist. Der Binomische Lehrsatz, den wir in den Ubungen eingefiihrt haben, liefert fiir jedes h € R* mit h < a die
Abschétzung

n

(a+h)" = Z (Z)a”_khk = a'+ Z (Z)a”_khk = a"+h Z (Z)a"_khk_l
k=1

k=0
—(n = (n
—k k=1 _ -1 _
< a”+hk21(k)a” a = a”+hkgl(k)a” = a"+hy

mit der Konstanten y = Y., _, (Z)a”_l € R*. Wir setzen nun ¢ = b — a" und wéhlen h € R* so, dass neben h < a

auch die Abschitzung hy < ¢ & h < gy~ ! erfiillt ist. Dann folgt
(a+h)* < a"+hy < a"+e = da"+(b—a") = b.

Andererseits ist a eine obere Schranke von M und somit a +h ¢ M. Aus a +h ¢ M folgt (a + h)" > b. Aber dies
widerspricht unserer zuvor gefundenen Abschitzung (a + h)" < b. Somit scheidet auch a™ < b aus, und als einzige
Moglichkeit bleibt a™ = b. Es gibt kein weiteres Element 8 € R, mit 3" = b, denn wie wir im Anschluss an Lemma
[(1.28)] festgestellt haben, folgt aus a” = b = " unmittelbar a = . O

(1.30) Lemma Fira,b€ R, und m,ne€ N, p € N, gilt
Vab=¥a-vb , (Ya=+va und Vva="va.

Die zweite Gleichung gilt im Fall a # O fiir alle p € Z. Die beiden Zuordnungen R, — R,

gegeben durch a — a" und a — 4/a sind invers zueinander.

Beweis: Aus (+/a)" = a und (v/b)" = b folgt (a - Vb)" = (/a)"(V'b)" = ab. Also ist y = /av/b die eindeutig

bestimmte Zahl in R, mit y" = ab. Damit ist die erste Gleichung bewiesen. Ebenso zeigt die Rechnung
m/ mn m/ mN\”n n n
(Va) = (V) = Gy = a

dassy = v /a die eindeutig bestimmte Zahl mit y™" = a ist. Daraus folgt die dritte Gleichung. Die zweite Gleichung
kann durch vollstindige Induktion iiber p bewiesen werden. Fiir p = 0 ist sie offenbar erfiillt, denn es gilt (¢/a)° =1,
und wegen 1" = 1 gilt v/a® = v/1 = 1, insgesamt also (/a)’ = v/a0. Ist p € IN, und setzen wir die Formel dieses p
voraus, dann folgt

(Way™ = (WalPvya = Varya = Jap-a = Vartl.



Beweisen wir die Gleichung nun noch im Fall a # 0 und p < 0. Zunéichst zeigen wir fiir c € R* und n € IN die
Gleichung

Vel = (\"/E)_l.
Wegen 1" = 1 gilt /1 = 1, und daraus folgt ¢/cvc—! = vcc~1 = +/1 = 1. Multipliziert man nun beide Seiten mit

(v/c)71, so erhélt man das gewiinschte Ergebnis. Anwendung dieser Gleichung auf ¢ = a™* liefert nun
" " . -1 ——p\—1 .
@ = et = (V) = (W) = ().

Schliellich zeigt die triviale Gleichung a™ = a", dass y = a das eindeutig bestimmte Element mit y" = a" sein muss.
Daraus folgt +/a™ = a. Nach Definition der n-ten Wurzel gilt andererseits (y/a)" = a. Dies zeigt, dass die angegebenen

Zuorndungen zueinander invers sind. O

Mit Hilfe der n-ten Wurzeln kénnen wir Potenzen a” fiir a € R" beliebige rationale Exponenten r definieren. Besitzt
r die Darstellung r = = mit m € Z und n € NN, dann setzen wir a” = v/a™. Die Definition ist unabhéngig von der

Darstellung der rationalen Zahl r als Bruch. Sind némlich p € Z und q € IN weitere Zahlen mit r = g, dann folgt

m_p

m q(z)mq:npund

Vam = {famy = Vaw = Vaw = Y(@rm = Va.

(1.31) Lemma Die Potenzgesetze (i) bis (iii) aus Lemma [(1.8)| gelten auch fiir a, b € R* und

beliebige Exponenten r,s € Q.

Beweis: Wegen r,s € Q gibtesm,p € Zund n,q € Nmitr = 7 und s = %. Zunéchst beweisen wir die Gleichung

+
at=a"a’. Ausr+s= %qnp folgt

vo - T - (T TG - e
- Yo =
Die Gleichung (a”)* = a’ erhélt man durch die Rechnung
(@) = (@i = (\"/a_m)% _ W _ %
= Yaw = qw = qa° ,
und die Gleichung (ab)" = a"b" erhélt man durch

(@) = (ab)¥ = V(ab)m = Vambm = VanVbm



(1.32) Definition Eine Bewertung auf einem Korper K ist eine Abbildung |- | : K —» R, so
dass fiir alle x, y € K die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

() x=0& x| =0
(D) |xy|=x|lyl
(iii) |[x+y|<|x|+|y| (Dreiecksungleichung)

Das Paar (K, | - |) bezeichnet man dann als bewerteten Korper.

Wir definieren eine Abbildung |- | : R — R, durch

x falls x>0
X —
—x falls x<O.

Man bezeichnet sie als Absolutbetrag auf den reellen Zahlen.

(1.33) Lemma Fiir jedes x € R gilt x < |x| und |x| =|—x|.

Beweis: Im Fall x = 0 sind die Gleichungen |x| = 0 = | —x| und die Ungleichung x < |x| offenbar giiltig. Ist x positiv,
dann gilt nach Definition |x| = x und | — x| = x, und die Ungleichung ist wegen x < x erfiillt. Ist dagegen x negativ,

dann gilt |[x| = —x und | — x| = —x. Da x eine negative und —x eine positive Zahl ist, gilt auch hier x < —x =|x|. O

(1.34) Satz Durch den Absolutbetrag ist eine Bewertung auf R definiert.

Beweis: Zu lberpriifen sind die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) einer Bewertung.

zu (i) ,=“ Nach Definition gilt |0] =0. ,<* Ist |x| = Op, dann gilt x = 0 oder —x = 0, also x = 0 in beiden

Fallen.
zu (ii) Man zeigt die Gleichung durch Betrachtung der vier Einzelfélle
(@ x,y=0 (b) x=0,y<0 (c) x<0,y=0 @ x,y<o.

Wir beschranken uns auf Fall (b). Nach Definition gilt |[x| = x und |y| = —y. Im Fall x = 0 gilt |x||y| = |0]|y| =
0-]y|=0und |xy| =1]0] = 0. Sei nun x > 0 vorausgesetzt. Dann gilt —xy = x(—y) > 0, also xy < 0 und deshalb
|xy|=—xy. Es folgt |xy| = —xy = x(—y) = |x||y|, die Gleichung ist im Fall (b) also erfiillt.

zu (iii) Wie fiir alle Korperelemente gilt x < |x| und y < |y|. Aus den Anordnungsaxiomen folgt x +y < x +|y| <
|x| + |y|. Ebenso gilt —x < |— x| =|x| und —y < |—y| =|y| und somit —(x + y) < |x| + |y|. Da |x + y| gleich x + y
oder gleich —(x + y) ist, ist die Ungleichung |x + y| < |x| + |y| somit auf jeden Fall erfiillt. O

Wir werden nun noch ein weiteres Beispiel fiir einen bewerteten Kérper kennenlernen. Der Beweis des folgenden

Satzes ist Gegenstand der Algebra-Vorlesung.



(1.35) Satz Es gibt einen Korper (C, +¢, :¢) mit folgenden Eigenschaften.

(1) Esgilt C2 R, und fir allea,be R gilta+gb=a+bund a:-¢ b =ab.
(ii) Es gibt ein Element i € C mit i2 = —1.
(iii) Jedes Element z € C kann auf eindeutige Weise in der Form z = a +ib mit a,b € R

dargestellt werden.

Man nennt C den Korper der komplexen Zahlen, und das Element i die imagindre Einheit. Ist z € C, 2 = a + ib
mit a,b € R, so nennt man a den Realteil Re(z) und b den Imagindrteil Im(z) von z. Wieder verwenden wir zur
Vereinfachung der Notation die Symbole + und - statt +¢ und ¢ zur Bezeichnung der Addition und Multiplikation
auf C.

Aus der Definition von C und der Tatsache, dass es sich um einen Kérper handelt, kann direkt abgeleitet werden,
nach welchen Regeln die Addition, Multiplikation, Negative- und Kehrwertbildung zu erfolgen hat. Seien z,w € C,

z=a+ibund w=c+id mita, b,c,d € R. Dann gilt
z+w = (a+ib)+(c+id) = (a+c)+i(b+d) ,
und das Produkt erhélt man durch
zw = (a+ib)(c+id) = ac+ibc+iad+i*bd = ac+(—1)bd+ibc+iad
= (ac—bd)+i(bc+ad).

An den Gleichungen 0+z =0+ (a+ib)=(a+0)+ib=a+ib=zund 1-2=1(a+ib)=(la)+i(1b)=a+ib=z2
sieht man, dass Null- und Einselement von C durch O¢ = 0 und 1¢ = 1 gegeben sind. Den Kehrwert erhalt man im

Fall z # 0 durch die Rechnung

1= 1 _ a—ib _ a—ib _
" a+ib  (a+ib)a—ib) = a2+iab—iab—i2b2
a—ib _a—ib a +i (=b)
a?+iab—iab—(—1)b2 = a2+4+b2 a2+b2  a2+b2’

(1.36) Definition Fiir jedes z € C, 2 = a + ib mit a,b € R nennt man £ = a —ib das zu z
konjugiert komplexe Element. Die Abbildung C — C, 2 — % bezeichnet man dann als komplexe

Konjugation.

Wir beweisen fiir die komplexe Konjuation einige einfache Rechenregeln.
(1.37) Proposition Fiir z,w € C gilt

i z=2 i) z+w=z+w (iii) zw =2zw.



Beweis: Wir schreiben z und w in der Form z =a+ib und w =c+id, mita, b,c,d € R.

zu (i)  Diese Gleichung ergibt sich durch die Rechnung

z = a+ib = a—ib = a+i(-b) = a+i(—(=b)) = a+ib = =z

zu (ii) Esgiltz+w=(a+c)+i(b+d)und somit

z+w = (a+c)+i(b+d) = (a+c)—i(b+d) = (a—ib)+(c—id) = Z+w.
zu (iii) Wegen zw = (a + ib)(c +id) = (ac — bd) + i(ad + bc) gilt einerseits
zw = (ac—bd)—i(ad + bc).

Andererseits ist zw = (a —ib)(c —id) = (ac — bd) + i(—bc — ad). Also ist zw = gw erfiillt. m|

(1.38) Definition Seiz =a+ib € C mit a, b € R. Dann nennt man

lz] = +Va?+b> = 4/(a+ib)(a—ib) = Vaz

den komplexen Absolutbetrag von z. Durch ihn ist eine Bewertung auf C definiert.

Der komplexe Absolutbetrag |z| ist der Abstand des Punktes z vom Nullpunkt.
Beweis: Wieder sind die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) einer Bewertung zu iiberpriifen.
zu (i) »,=“ Die Darstellung der Null durch Real- und Imaginérteil ist gegen durch 0 + i0, und folglich gilt

0] =v02+02=0. ,<“ Seiz=a+ibmita,beR.Ist|z| =0, dann folgt Va2 + b2 = 0 und somit a® + b2 = 0.

Da Quadrate von Elementen in R entweder positiv oder gleich Null sind, folgt a = b = 0 und damit z = 0.

zu (i)  Wegen|(1.37)| gilt |zw|?> = (zw)zw = zZww = |z|?|w|2. Durch Wurzelziehen auf beiden Seiten erhalten wir

lzw| = |z||w].



zu (iii)  Seien z,w € C vorgegeben. Es gilt die Aquivalenz
z+w| <|z|+|wl < |J+wl<(z|+w)? < |lz+wP <|zP+2zwl+v? <
+w)E+w) <zz+ww+2z|lw| < z2z24+wZ+zw+ww<zz2+ww+2|z||w|
& wZ+zw < 2z)|w|.
Stellen wir wz durch Real- und Imaginérteil dar, wzZ = a +ib mit a, b € R, dann ist die linke Seite der Ungleichung
wi4+zw = wi+wz = (a+ib)+(a—ib) = 2a
und auf der rechten Seite steht 2|z||w| = 2|z||w| = 2|wZ| = 2v/a2 + b2. Zu zeigen ist also 2a < 2+v/a2 + b2, was zu

a < /a2 + b? Aquivalent ist. Aber diese Gleichung ist offenbar erfiillt, denn es gilt a < |a| = v'a? < va + b2. O

Der Korper C der komplexen Zahlen unterscheidet sich von R in einigen wichtigen Punkten.

(1.39) Satz Auf dem Korper C gibt es keine Anordnung. Es gibt also keine Teilmenge C* C C,
so dass die Bedingungen (i) und (ii) aus Definition [(1.1)|erfiillt sind.

Beweis: Angenommen, C7 ist eine Teilmenge von C mit den Eigenschaften (i) und (ii). Nach Lemma (i) sind
Quadrate von Elementen ungleich Null stets positiv, es gilt also —1 = i> € C". Andererseits ist nach Proposition
(ii) das Einselement 1 positiv und —1 damit negativ. Auf Grund von Eigenschaft (i) einer Anordnung kann ein
Element nicht zugleich positiv und negativ sein. Dieser Widerspruch zeigt, dass eine Menge C* mit den Eigenschaften

(1) und (ii) nicht existiert. O

Ein weiterer Unterschied zwischen R und C besteht darin, dass man in C aus beliebigen Elementen eine Quadratwur-
zeln ziehen kann; fiir jedes z € C gibt es also ein w € C mit w? = z. Beispielsweise sind i und +/2i die Quadratwurzeln
von —1 und —2, denn es gilt i = —1 und (v2i)? = \/Eziz = 2(—1) = —2. Auch das Element i besitzt wieder eine

Quadratwurzel, denn es gilt
(1+l)2 (1)2+21 i+(i)2 i .
— +— — =+ —= = s+i+(—3) = i
V2 V2 V2 V2 V2 \V2 2 2
Allgemeiner kann man beweisen
(1.40) Satz In den komplexen Zahlen besitzt jede Gleichung der Form
2"+ a, 12"+t @t taz+a, = 0
mit n € N, ay,ay, ..., a, € C und a,, # 0 mindestens eine Losung.
Diese Eigenschaft des Korpers C bezeichnet man als algebraische Abgeschlossenheit. Der Satz ist Thema der

Algebra- und der Funktionentheorie-Vorlesung. In den reellen Zahlen ist die entsprechende Aussage falsch, denn

beispielsweise besitzt die Gleichung x2 + 1 = 0 keine reelle Lésung.



§ 2. Konvergenz von Folgen

Inhaltsiibersicht

Intuitiv bedeutet die Konvergenz einer Folge (a, )< reeller oder komplexer Zahlen gegen einen Grenzwert a, dass sich
die Folgenglieder a, mit wachsendem n dem Wert a immer weiter anndhern. Praziser ldsst sich dies folgendermaf3en
formulieren: Fiir jedes noch so kleine ¢ € R* gibt es einen Index N, ab dem alle Folgenglieder a, von a einen Abstand
kleiner als £ haben. Beispielsweise gibt es einen Index N, ab dem jedes a, und der Grenzwert a weniger als € = 107°
Langeneinheiten auseinanderliegen, und einen (eventuell groeren) Index N;, ab dem die Abweichung sogar nur noch
£, = 10712 betrigt.

Nach der Formulierung des Konvergenzbegriffs untersuchen wir, unter welchen Operationen, die auf Folgen angwendet
werden kénnen, die Konvergenzeigenschaft erhalten bleibt. Beispielsweise werden wir zeigen, dass fiir zwei konver-
gente Folgen (a,),en und (b,),en mit Grenzwerten a und b auch die Folge (a, + b,),e konvergiert, und zwar gegen
den Wert a+b. AuBBerdem werden wir die sog. uneigentliche Konvergenz gegen die unendlichen Werte 00 definieren.

Wichtige Begriffe und Sdtze

e TFolge in einem (bewerteten) Korper IK, zum Beispiel R oder C
e Konvergenz und Grenzwert einer solchen Folge, Divergenz

e Konvergente Folgen sind beschrinkt.

e Grenzwertsdtze und Sandwich-Lemma

e uneigentliche Konvergenz (gegen —o0 oder +090)

e Umgebung eines Punkts a € R

Im gesamten Abschnitt bezeichnet K einen der Korper R oder C. Wie wir bereits in Abschnitt § 4 definiert haben,
ist eine Folge (a,) e in K eine Familie reeller oder komplexer Zahlen mit IN als Indexmenge, also eine Abbildung
IN — K. Gelegentlich bietet es sich an, eine Folge nicht bei n = 1, sondern bei einer anderen Zahl n, € Z beginnen
zu lassen. Auch Familien mit der Indexmenge {n € Z | n > n,} nennen wir Folgen und verwenden in diesem Fall die

Bezeichnung (a, ), Wir betrachten einige konkrete Beispiele fiir Folgen reeller und komplexer Zahlen.

@) (Dpen = (a,a,a,a,...), a€K (konstante Folge)
(M Ghewn = Lz3.3-)

(i) (Fdnen (353 5-)

@ Ghen = (335165 00 75

V) (bnen, = (1,b,b%b%b%0%.), beC



Setzt man im letzten Beispiel b = —1, dann erhélt man die Folge (1,—1,1,—1,1,—1,1,...), fiir b = 3 kommt entspre-
chend (1,3,9,27,81,243,729,...) und fiir b =i die Folge

(1,i,—-1,—i,1,i,—1,—i,1,i,—1,—i,1,...)
heraus. Im letzten Beispiel wiederholen sich die Folgenglieder periodisch in Viererschritten, weil i* = 1 ist.

Wie wir anhand der Fakultatsfunktion in § 4 bereits gesehen haben, kénnen Folgen auch rekursiv definiert werden.
Beispielsweise erhdlt man durch die Rekursionsvorschrift ay = 1 und a,,; = (n + 1)a, die Folge a,, = n!, gegeben
durch die Fakultatsfunktion. Durch die Vorschrift f, = f; =1 und f,,,5 = f, + fn41 flir n = 0 erhalt man die bekannte

Fibonacci-Folge, deren erste Folgenglieder durch
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,...)

gegeben sind. Beispielsweise ist f, = fo+ f1=1+1=2, fs=fi+f,=142=3, f, = f,+ f3 =243 =5, und nach

dem gleichen Schema berechnet man alle weiteren Folgenglieder.

Bevor wir zur zentralen Definition dieses Abschnitts kommen, schicken wir ein paar Anmerkungen voraus. Sei dazu

(a,),en eine Folge in K, auRerdem a € K und £ € R*.

(i) Die Ungleichung |a,—al < ¢ bedeutet, dass der Abstand zwischen dem Wert a und dem Folgenglied a,, kleiner
als ¢ ist. Da wir uns unter ¢ im Allgemeinen einer ,sehr kleine“ Zahl vorstellen, bedeutet die Ungleichung also,

dass a, ,sehr nahe“ bei a liegt.

(i) Im Fall K = C ist dieser Abstand einfach der Abstand der beiden komplexen Zahlen a, und a in der Ebene,
wenn wir wie in § 8 komplexe Zahlen als Punkte in der Ebene betrachten, wobei der Realteil als x- und der

Imaginérteil als y-Koordinate aufgefasst wird.

(iii) Im Fall K = R ist die Ungleichung |a, —a| < ¢ gleichbedeutend mit a, —a < ¢ und —(a, —a) =a—a, < ¢,
also mit a — e < a, < a+ ¢. Anschaulich bedeutet die Ungleichung, dass a, und a auf dem Zahlenstrahl einen

Abstand Kkleiner als € haben.

(iv) Sei nun N € IN. Die Aussage ,|a, —a| < ¢ fiir alle n = N“ bedeutet, dass die Ungleichung |a, —a| < ¢ fiir
alle Folgenglieder a, ab dem Index N erfiillt ist. Die Ungleichung gilt also fiir ay, ay,;, ay,o Usw., aber nicht

unbedingt fiir ay_;.

(2.1) Definition Sei (a,),c eine Folge in KK und a € K. Wir sagen, die Folge konvergiert
gegen a und schreiben

lima, = a ,
n—oo

wenn fiir jedes ¢ € R* ein N € IN existiert, so dass |a,,—a| < ¢ fiir alle n > N erfiillt ist. Man sagt
in diesem Fall, a ist ein Grenzwert der Folge (a, ),y und bezeichnet die Folge als konvergent.

Folgen, die keinen Grenzwert besitzen, werden divergente Folgen genannt.



In der formalen Quantorenschreibweise lautet die Bedingung fiir die Konvergenz
VeeR":INeN:VYneN,n>N:|a,—a| <e.

An Stelle von lim a,, verwenden wir auch die einfachere Schreibweise lim, a,,.
n—oo
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Veranschaulichung der Konvergenz einer Folge

Egal, wie klein der &-Streifen a — & < a < a + ¢ (griin) um den Grenzwert a herum gewahlt wird, es liegen immer nur endlich

viele Folgenglieder (schwarz) auferhalb des Streifens, und die iibrigen unendlich vielen (rot) innerhalb davon.



Wir betrachten nun einige Beispiele fiir konvergente und divergente Folgen.

(i) Fir die Folge (a,)pen mit a, = 711 fiir alle n € N gilt lim,, a,, = 0. Sei nédmlich ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Nach
Satz|(1.10)|gibt es ein N € IN mit 1% < ¢. Fiir jedes n > N folgt |a,, — 0| = % < 1% <e.

(ii) Sei a € K. Fiir die konstante Folge (a,),cx gegeben durch a, = a gilt lim, a,, = a. Sei namlich ein ¢ € R*
vorgegeben und N = 1. Fiir alle n > N gilt |a, —a|=|a—a|=0<¢.

_n_

—5 fiir alle n € IN. Dann gilt lim,, a,, = 1. Fiir ein vorgegebenes ¢ € R* sei namlich N eine natiirliche

(iii) Seia, =
Zahl mit ]% < ¢. Fiir beliebige n > N folgt dann

n—(n+1)
n+1

1
|an_1| = %_1| = = —_ < N < E.

(iv) Fiir a, = 5 giltlim, a, = 0. Um das zu sehen, zeigt man zunéchst durch vollstindige Induktion, dass 2" > n?
fiir alle n > 4 erfiillt ist. Fiir n = 4 ist 2* = 16 = 42, also ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt. Sei nun

n € IN und 2" > n? bereits bewiesen. Auf Grund der Voraussetzung n > 4 gilt
(n—12>2 & n?-2n+1>2 < n?>2n+1
& 2n>n’+2n+1 & 2n2>(n+1)?

und die Induktionsvoraussetzung liefert 2"*! = 2.2" > 2.n? > (n + 1)?. Sei nun ¢ > 0 vorgegeben. Dann

wéhlen wir N, € IN mit 1%0 < ¢ und setzen N = max{4, Ny}. Fiir alle n > N gilt dann

n n® 1 1 1
|an_0| = —_ = . —_ < — < < E.

2n o'n T on T ﬁo
(v) Die Folge (a,)nen gegeben durch a, = (—1)" fiir alle n € N ist divergent. Denn angenommen, a € R wére
ein Grenzwert der Folge. Dann gibt es fiir ¢ = 1 ein N € I, so dass |a, —a| < ¢ fiir alle n > N erfiillt ist.
Fiir gerades n > N erhalten wir |a —1| = |a —a,| < 1, insbesondere —(a—1) <1< 1—a<1 & a > 0.
Setzen wir dagegen ein ungerades n > N ein, so erhalten wir |a — (—1)| = |a — a,| < 1, also insbesondere
a+1<1 & a<0.Beide Ungleichungen kénnen aber unmoglich erfiillt sein. Also hat uns die Annahme, dass

ein Grenzwert a existiert, zu einem Widerspruch gefiihrt.

(2.2) Definition Wir nennen eine Folge (a,),en beschridnkt, wenn die Teilmenge von R,

gegeben durch {|a,| | n € IN} beschrénkt ist.

(2.3) Satz Jede konvergente Folge (a,),en in K ist beschrénkt.

Beweis: Sei a der Grenzwert der Folge. Die Konvergenzbedingung, angewendet auf ¢ = 1, liefert ein N € IN mit

|a, —a| < 1 fiir alle n > N. Fiir den Betrag von a, folgt daraus

la,|] = (a,—a)+al < l|a,—al+lal < 1+]q| fir alle n>N.

Sei nun M = max{|a,|,|as|, ..., |ay_1], 1 + |a|}. Dann ist |a,| < M fiir alle n € IN erfiillt. m|



Wichtig ist auch der Umkehrschluss dieses Satzes: Jede unbeschrankte Folge ist divergent.
(2.4) Proposition Sei b € K und (a,),cn gegeben durch a, = b" fiir alle n € IN.

(1) Ist|b| < 1, dann gilt lim, a,, = 0.
(i) Fir b =1 giltlim,a, =1.
(iii) In den Fillen b =—1 und |b| > 1 ist die Folge divergent.

Beweis: zu (i) Durch vollstindige Induktion zeigt man zunichst, dass |b"| = |b|" und |b|" < 1 fiir alle n € IN gilt.
Sei nun & > 0 vorgegeben. Nach Satz[(1.10)| gibt es ein N € IN mit |b|N < ¢. Fiir alle n > N folgt dann

la, — 0] = [b"| = |b[" = [b|"™[bIY < [b]" <.

zu (ii) Die Folge (1"),en = (1), ist konstant und konvergiert daher, wie oben gesehen, gegen ihren konstanten
Wert.

zu (iii)) Im Fall b = —1 stimmt (a,),en mit der Folge ((—1)"),ey liberein und ist somit, wie bereits gesehen,
divergent. Fiir alle b € C und |b| > 1 zeigen wir, dass die Folge unbeschrénkt ist. Angenommen, es gibt ein c € R™,
¢ > 0 mit |a,| < c fiir alle n € IN. Nach Satz[(1.10)|gibt es andererseits ein N € IN mit |b"| = |b|N > c. Wir erhalten

somit einen Widerspruch zu unserer Annahme. m|

(2.5) Proposition Andert man bei einer Folge nur endlich viele Glieder ab, so dndert dies nichts
am Konvergenzverhalten. Genauer: Seien (a,),en und (b,),en Folgen in I und M € IN, so dass
a, = b, fiir alle n > M erfiillt ist. Konvergiert nun (a,),cy gegen ein a € KK, dann konvergiert

(b,)nen gegen denselben Wert.

Beweis: Sei € > 0 vorgegeben. Auf Grund der Konvergenz von (a,),e finden wir ein Ny € IN mit der Eigenschaft,
dass |a, —a| < ¢ fiir alle n > N, gilt. Sei nun N = max{M, Ny}. Fiir alle n > N gilt dann |b,, —a| = |a,, —a| < ¢. Also

konvergiert auch (b, )<y gegen a. O

Ebenso einfach beweist man, dass sich das Konvergenzverhalten einer Folge nicht dndert, wenn man endlich viele

Glieder am Anfang der Folge hinzunimmt oder entfernt.
(2.6) Satz Der Grenzwert einer Folge (a,),en in IK, sofern er existiert, ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Angenommen, a und a’ sind zwei verschiedene Grenzwerte der Folge. Sei ¢ = |a’ — a|. Wegen lim, a, = a
gibt es ein N; € N, so dass |a, —a| < %8 fiir alle n > N; gilt. Andererseits gibt es wegen lim,_, ,, a, = a’ auch ein
N, € IN mit der Eigenschaft, dass |a, —a’| < %e fiir alle n > N, erfiillt ist. Fiir alle n > max{N;, N,} gilt nun

e = |ld—a = |[(d-a)+(@,—a) < la,—d|+la,—al < 3e+ie = e

Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch war und keine zwei verschiedenen Grenzwerte existieren. m|



Wir beweisen nun eine Reihe von Aussagen, die es uns erlauben, die Berechnung der Grenzwerte von kompliziert
aufgebauten Folgen auf bereits bekannte Grenzwerte von Folgen zuriickzufithren. Man bezeichnet diese Aussagen

zusammenfassend als Grenzwertsétze.

(2.7) Satz Seien (a,)nen, (bn)nen und (c,)qen Folgen in K, wobei ¢, = a,, + b,, fiir alle n € N

ist. Gilt nun

lim a,=a und lim b,=b mit a,beK

>
n—oo n—o0

dann konvergiert auch (c,,),cn, und zwar gegen den Wert a + b.

Beweis: Sei ¢ > 0 vorgegeben. Auf Grund der Konvergenz von (a,),en gibt es ein N; € IN mit |a,, —a| < %e fiir alle
n > N;. Die Konvergenz von (b, ), liefert uns ein N, € IN mit |b,, — b| < %s fiir alle n > N,. Sei N = max{N;,N,}.
Fiir n € N mit n > N gilt dann

|Cn_(a+b)| = |(an+bn)_(a+b)| = |(an_a)+(bn_b)| S|an_a|+|bn_b| < %8"'%8 = E&.

Also konvergiert (¢, ) e tatsdchlich gegen den Wert a + b. |

(2.8) Satz Seien (a,)nen, (bp)new und (¢,)qen Folgen in K mit ¢, = a,b, fiir alle n € IN.
Konvergieren die Folgen (a,),en und (b, ) e gegen a bzw. b € KK, dann konvergiert auch die

Folge (c,)qen, und zwar gegen den Wert ab.

Beweis: Weil (a,),en konvergent ist, ist sie nach Folgerung [(2.3)|auch beschrinkt, es gibt also ein K; € R, K; > 0
mit |a,| < K fiir alle n € IN. Sei K = max{K;, |b|} und ¢ > 0 eine vorgegebene reelle Zahl. Auf Grund der Konvergenz

von (a,)pen und (b,),en finden wir natiirliche Zahlen N;, N, € IN, so dass
la, —al < £ fiir alle n=>N, und |b, —b| < £ fir alle n>N,
2K 2K

erfiillt ist. Sei nun N = max{N;, N, }. Fiir alle n > N gilt dann

|c,—ab|l = |a,b,—ab| = la,b,—a,b+a,b—abl = |a,(b,—Db)+(a,—a)b] <
€ €
la,||b, — b| +|a, —allb] < K§+ﬁK = %84—%6 = &
Also konvergiert (¢, ), gegen den Wert ab. m|

(2.9) Folgerung Seien (a,),en und (b, ), konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw.
beKund A € K.

(i) Die Folge (c, ) en gegeben durch ¢, = Aa, konvergiert gegen den Wert Aa.
(ii) Die Folge (d,),en mit d,, = a, — b,, konvergiert gegen den Wert a — b.



Beweis: Aussage (i) folgt aus Satz|(2.8), wenn wir fiir (b,),en die konstante Folge (1)< einsetzen. Zum Beweis

von (ii) wenden wir (i) zundchst auf A = —1 an. Dies liefert die Gleichung lim,—b, = —b. Nun erhélt man die
gewiinschte Aussage durch Anwendung von Satz[(2.7)|auf die Folgen (a,)nen und (—b,),en- O

(2.10) Satz Seien (a,),en und (b,),e konvergente Folgen mit Grenzwerten a, b € IK, wobei
b # 0 ist. Dann gibt es ein N, € IN mit b, # O fiir alle n > Ny, und die Folge (c,),>y, mit ¢, = 2—:

. a
konvergiert gegen den Wert 3.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass ein N, € IN mit der angegebenen Eigenschaft existiert. Sei ¢ = %lbl. Auf Grund
der Konvergenz von (b, ),cn existiert ein N, € IN mit |b, — b| < ¢ fiir alle n € IN. Fiir alle n > N, gilt dann |b| =
|b—b,+b,| <|b—b,|+|b,| < %Ibl + |b,| und somit |b,| > %Ibl, insbesondere ist b, # Oy. Durch Ubergang zum
Kehrwert erhalten wir die Abschétzung |b, |~ < 2|b| ™.

Wir beweisen nun die Konvergenz von (c,),>y, zunéchst fiir den Spezialfall, dass es sich bei (a,) e um die konstante
Folge mit Wert 1 handelt. Fiir vorgegebenes ¢ > 0 wéhlen wir uns ein N; € IN mit der Eigenschaft, dass |b,, — b| <

%8|b|2 fiir alle n > N; gilt. Fiir alle n > N mit N = max{N,, N; } erhalten wir dann

1 1 b—b, 1 2 ¢|b)?
— == = b,—bl < — =
b, b' ' b,b el S BE s
Die Aussage fiir eine beliebige konvergente Folge (a, ) < erhilt man nun wegen % =a,- bi aus Satz|(2.8) |

Als Anwendungsbeispiel fiir die bisherigen Satze bestimmen wir den Grenzwert der Folge

2
+7n+3
an = wAnt3 firalle nelN
" 3n2—5
Es gilt
ima, = tm DTS g Lrate  Ime(ltit)
n—oQ n n—o00 3n2—5 n—oo 3_1‘% hmn (3_%)

lim, 1 +lim, (,—71) +lim,, (%)

lim, 3 —lim(%)

sofern alle in der Rechnung aufgefiihrten Grenzwerte existieren. (Wenn auch nur einer der Grenzwerte nicht exi-
stieren wiirde, dann wiére die gesamte Rechnung wertlos, weil die Voraussetzungen der Grenzwertsétze nicht erfiillt
und ihre Anwendung daher unzuléssig wére!) Nun gilt lim,, % = 0, und dies liefert uns lim,, % = (lim,, r—ll)(lim,1 %) =
0-0=0. Es folgt lim,, % =0, lim, % =0 und lim,, % = 0. Insgesamt erhalten wir

1+0+0

. 1
lim a = —_— = 3.
n—oco 3-0 3

(2.11) Satz Seien (a,)nen, (by)new reelle konvergente Folgen mit Grenzwerten a, b € R. Gilt
a, < b, fiir alle n € IN, dann folgt a < b.



Beweis: Nehmen wir an, dass a > b ist, und sei ¢ = %(a — b) > 0. Wegen der Konvergenz von (a,),en gibt es
ein N; € N mit |a, —a| < ¢, alsoa, > a—¢ = %(a + b). Ebenso finden wir ein N, € IN mit |b, — b| < &, also
b,<b+e= %(a+ b) fiir alle n > N,. Sei nun N = max{N;, N, }. Fiir alle n > N erhalten wir dann a,, > %(a+ b) > b,
im Widerspruch zur Voraussetzung, dass a, < b, fiir alle n € IN gilt. m|

(2.12) Satz (,Sandwich-Lemma*)

Seien (a,)nens> (bn)nen Und (c,)nen drei Folgen reeller Zahlen, und es gelte
a, < b, =< ¢, fiir alle neN.

Konvergieren die Folgen (a,),en und (c,)n.en gegen denselben Grenzwert a € R, dann konver-

giert die Folge (b, ),cn, und zwar gegen den Wert a.

Beweis: Sei ¢ € R* vorgegeben. Wegen lim,, a,, = lim,, ¢, = a gibt es Ny, N, € I, so dass |a, —a| < ¢ fiir alle n > N;
und |c, —a| < ¢ fiir alle n > N, erfiillt ist. Es folgt a, > a — ¢ fiir alle n > N; und ¢, < a + ¢ fir alle n > N,. Sei
N = max{N;,N,} und n € N mit n > N. Dann gilt einerseits

b,—a = a,—a > a—e—a = -—¢
und andererseits
by—a < ¢,—a < a+e—a = e
Aus —e < b,, —a < ¢ folgt |b, — a| < e. Damit ist lim, b,, = a bewiesen. O

(2.13) Definition Man sagt, eine reelle Folge (a,),en konvergiert uneigentlich gegen +00
und verwendet die Notation

lim a, =+00
n—oQ

3
wenn fiir jedes k € R* ein N € IN existiert, so dass a, > « fiir alle n > N erfiillt ist. Ebenso
schreiben wir lim, a, = —co, wenn es fiir jedes k € R* ein N € IN mit a, < —x fiir allen > N

gibt.

Wir betrachten einige Beispiele zur uneigentlichen Konvergenz.

(i) Die Folge (a,) e mit a, = 2" konvergiert uneigentlich gegen +o0. Ist ndmlich k > 0 vorgegeben, dann finden
wir nach Satz|(1.10)|ein N € IN mit 2V > k. Fiir alle n > N gilt dann 2" = 2"V .2V > k.

(ii) Die Folge (a,),en mit a, = —n konvergiert uneigentlich gegen —oo. Ist ndmlich x € R* vorgegeben, dann

gibt es nach dem archimedischen Axiom ein N € IN mit N > k. Fiir alle n > N gilt dann a,, = —n < —N < —«k.



(iii) Die Folge (a,),en mit a, = (—1)" ist weder eigentlich noch uneigentlich konvergent. Dass es keinen reellen
Grenzwert gibt, haben wir bereits gezeigt. Ebensowenig gilt lim, a, = + 00, denn es es gibt zum Beispiel fiir
k =1 kein N € IN mit a, > « fiir alle n > N. (Tatsachlich ist kein einziges Folgenglied grof3er als 1.) Genauso

sieht man, dass auch lim,, a,, = —oo nicht erfiillt ist.

Auch fiir uneigentliche Grenzwerte lassen sich in begrenztem Umfang ,Rechenregeln“ aufstellen.

(2.14) Proposition Seien (a,),en und (b,),en Folgen reeller Zahlen mit

lima, = limb, = +oo.

n—oo n—oo

Dann gilt auch lim,, (a, + b,) = +oo.

Beweis: Sei k € R* vorgegeben. Wegen lim, a,, = +oo gibt es ein N; € IN mit a,, > %K fiir alle n > N;. Ebenso gibt

es wegen lim, b, = + 00 ein N, € IN mit b,, > %K. Sei nun N = max{N;, N,}. Fiir alle n € IN mit n > N gilt dann
1 1 _
a,+b, > 3xk+3x = «x.
Damit ist lim, (a, + b,,) = +00 bewiesen. |

Sind andererseits (a,)pen und (b,,) e Folgen mit lim, a, = + o0 und lim, b,, = —o0, dann ist {iber die Konvergenz
der Folge (a,+b, ) e keine allgemeine Aussage mdglich. Ist beispielsweise a, = 2nund b,, = —n, dann gilta,+b, =n
und somit lim, (a, + b,) = +00. Im Fall a, = n und b,, = —2n konvergiert a,, + b, = —n uneigentlich gegen —oo.
Es kann aber auch vorkommen, dass (a, + b, ),e gegen eine reelle Zahl konvergiert (zum Beispiel gegen 42 im Fall
a, = n+42, b, = —n) oder einfach divergiert (zum Beispiel bei a, = n + (—1)" und b, = —n). Folgende Tabellen
geben zusammenfassend an, wie sich (uneigentliche) Grenzwerte beziiglich der Rechenoperationen +, —, - und bei

Kehrwertbildung verhalten.

| + ||—oo|be]R|+oo| | - ||—oo|be]R|+oo|
—00 || —o0 | —o0 ? —00 ? —00 | —00
a€R | —oco | a+b | +o0 aeR||+00 | a—b | —o0
400 ? 400 | +00 400 || +00 | +00 ?

—oo |b<0|b=0]b>0]+00 |

—00 || +00 [ +00 ? —00 [ —0o0
a<0| +o0 | ab 0 ab | —oo lima, [ —00 |a<0|a=0|a>0|+o0
a=0| °? 0 0 0 ? lima ' || 0 | a’! ? at | o
a>0| —oco | ab 0 ab | +oo
400 || —o0o | —0o0 ? +00 [ +00

Beispielsweise bedeutet der Eintrag links oben in der ,,+“-Tabelle: Sind (a,)nen, und (b,),en, Folgen mit lim, a, =

lim, b, = —o0, dann folgt lim, (a,+b,) = —00. Die Zeilen und Spalten mit den Eintrdgen b € R, b < 0 usw. beziehen



sich immer auf endliche (reelle) Werte. Der Eintrag ,,?“ bedeutet jeweils, dass bei der entsprechenden Kombination

keine allgemeine Aussage moglich ist, so wie wir es oben bereits in einem konkreten Fall gesehen haben.

Im Hinblick auf spatere Anwendungen wird es sich als giinstig herausstellen, dass wir fiir die Konvergenz einer reellen
Folge eine einheitliche Definition zur Verfiigung haben. Dazu erinnern wir an die in § 8 eingefiihrte Bezeichnung R
fiir die Menge R U {+00}.

(2.15) Definition Seien a € R und U C R vorgegeben. Wir bezeichnen die Menge U als
Umgebung des Punktes a

(i) im Fall a € R, wenn ein € € R existiert, so dass Ja—¢,a + €[ C U erfiillt ist
(ii) im Fall a = +00, wenn ein k € R existiert, so dass ]x,+00] C U gilt,

(iii) im Fall a = —co, wenn ein k € R* existiert, so dass [—o0,—«[ C U gilt.

Im Fall (i) bezeichnen wir die Menge Ja — €, a + ¢[ selbst als e-Umgebung von a.

Auf der Grundlage dieser Definition gilt nun: Eine reelle Folge (a,),en konvergiert genau dann (eigentlich oder
uneigentlich) gegen einen Punkt a € R, wenn fiir jede Umgebung U € IR von a ein N € N existiert, so dass a,, € U
fiir alle n > N erfiillt ist. Dies ergibt sich unmittelbar durch Vergleich mit den Definitionen [(2.1)[und |(2.13)



§ 3. Haufungspunkte und Cauchyfolgen

Inhaltsiibersicht

Héaufig kommt es vor, dass eine Folge zwar im Ganzen nicht konvergiert, wohl aber bestimmte Teilfolgen. Dies ist zum
Beispiel immer dann der Fall, wenn die Folge divergent und beschrankt ist, und fiihrt auf den Begriff des Hiufungs-
punkts. Insbesondere gibt es immer einen kleinsten und einen groBten Haufungspunkt, den man als Limes inferior
bzw. Limes superior der Folge bezeichnet.

Desweiteren ist es in einigen Situationen notwendig, die Konvergenz einer Folge zu nachzuweisen, ohne das man
einen konkreten Grenzwert angeben kann. Dies wird durch den Begriff der Cauchyfolge erméoglicht. Besonders héufig
verwendet man die Cauchyfolgen im Zusammenhang mit Reihen, die das Thema des néchsten Abschnitts sein werden.
Fiir viele Reihen l&sst sich die Konvergenz nachweisen. Dass man aber auch den Grenzwert der Reihe angeben kann,
ist eher die Ausnahme.

Wichtige Begriffe und Sdtze

e (streng) monoton wachsende / fallende Folgen

e Hiufungspunkte und Teilfolgen

e FEine Folge (a,),en hat genau dann a € K als Haufungspunkt, wenn a Grenzwert einer Teilfolge ist.
e Limes superior und Limes inferior einer Folge

e  Fiir beschrénkte Folgen ist liminf, a, der kleinste und limsup, a, der grofte Hiufungspunkt.

e Cauchyfolgen

e FEine Folge konvergiert genau dann in R, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Wieder bezeichnet K im gesamten Abschnitt einen der Korper R oder C.

(3.1) Definition Sei (a,),en eine Folge in K. Ein Punkt a € K wird Haufungspunkt von

(a)nen genannt, wenn es fiir jedes ¢ € R* jeweils unendlich viele n € IN mit |a,, —a| < ¢ gibt.

Fiir den weiteren Verlauf benétigen wir die folgenden Grundbegriffe.

(3.2) Definition Eine Folge (a,),c reeller Zahlen ist

(i) monoton wachsend, wenn a,, < a,,;
(ii) streng monoton wachsend, wenn a, < a,,,
(iii) monoton fallend, wenn a,, > a, .,

(iv) streng monoton fallend, wenn a, > a, .,

fir alle n € IN erfiillt ist.



Fiir den praktischen Nachweis von Haufungspunkten eignet sich die Charakterisierung durch sog. Teilfolgen.

(3.3) Definition Sei (a, ), eine Folge in IK. Eine Folge (b,,),en wird Teilfolge von (a,),cn
genannt, wenn eine streng monoton wachsende Folge (n;),cy in IN existiert, so dass by = a,,

fir alle k € IN erfiillt ist.

Ist zum Beispiel a,, = % fiir alle n € IN, dann ist die Folge (b, ),ei gegeben durch b, = 21_n eine Teilfolge von (a,,),en-

Setzen wir ndmlich n; = 2k fiir alle k € N, dann gilt b, = % = nik = a,, fir alle k € IN. Ebenso leicht tiberpriift
man, dass die Folge (c,),en gegeben durch ¢, = (—1)" die beiden konstanten Folgen mit den Werten —1 und 1 als

Teilfolgen enthalt.

(3.4) Proposition Sei (a,),cn eine Folge in I und a € K. Genau dann ist a ein Hiufungspunkt

von (a,),en, wenn eine Teilfolge (b, )en Von (a,),en mit lim, b, = a existiert.

Beweis: ,=“ Wir konstruieren eine Teilfolge von (a,),cn, indem wir eine Folge (n;)ren in IN nach folgender
Vorschrift definieren: Zunichst setzen wir n; = 1. Sei nun k € IN und n; bereits definiert. Weil a ein Hiufungspunkt
von (a,)nen ist, existieren unendlich viele n € IN mit |a,, —a| < klﬁ Insbesondere gibt es ein n > n; mit dieser
Eigenschaft. Wir definieren dann n;,; = n. Mit der Folge (1 )ren definieren wir nun eine Teilfolge (b )ren, indem
wir by = a,, fiir jedes k € IN setzen. Nach Konstruktion ist (n;),en dann streng monoton wachsend, und es gilt

|bk—a|=|ank—a|<%fﬁrallekE]Nmitk>1.

Nun {iberpriifen wir, dass (by)ren gegen a konvergiert. Sei dazu ¢ € R* vorgegeben. Dann existiert ein k, € IN mit

ko> 1 und % < ¢. Fir alle k > kg gilt nun |b; —a| < % < % < ¢. Damit ist lim; b, = a nachgewiesen.

,=“ Sei (by)ren eine Teilfolge von A mit lim; b, = a. Nach Definition des Teilfolgenbegriffs existiert eine streng
monoton wachsende Folge (n)ien in IN mit b = a,,_fiir alle k € N. Zum Nachweis der Hiufungspunkt-Eigenschaft
sei ¢ € R* vorgegeben. Dann gibt es ein K, € IN mit |a, —a| = |b, —a| < ¢ fiir alle k > K. Also sind durch n; mit

k > K, unendlich viele natiirliche Zahlen n; mit |a, —a| < ¢ gegeben. O

Aus der Bemerkung unmittelbar vor Prop. [(3.4)] folgt also, dass die Folge (c,).en gegeben durch ¢, = (—1)" die
beiden Werte —1 und 1 als Haufungspunkte besitzt, denn wie wir in § 8 gesehen haben, konvergiert eine konstante

Folge stets gegen ihren konstanten Wert.

(3.5) Proposition Konvergiert die Folge (a,),en gegen ein a € K, dann ist a der einzige

Haufungspunkt von (a, ),en-

Beweis: Zunéchst zeigen wir, dass a ein Hiufungspunkt der Folge ist. Sei ¢ € R* vorgegeben. Dann gibt es ein N € IN
mit |a, —a| < ¢ fiir alle n > N. Also ist |a,, — a| < ¢ fiir unendlich viele n € IN erfiillt. Nehmen wir nun an, es gibt
einen weiteren Hiufungspunkt b. Auf Grund der Konvergenz gibt es fiir ¢, = |b —a| ein N; € IN mit |a, —al < %sl

fiir alle n > N;. Sei nun n € IN mit n > N;. Wére Ian—b|<%81,dannwﬁrdedaraus
1 1
& = |b—al < |(b—a)+(g,—a)l < la,—bl+la,—al < 3ze6+36 = &

folgen. Der Widerspruch &, < ¢; zeigt, dass |a, — b| < %81 nur flir n < N; moglich ist. Damit kann b kein Haufungs-

punkt von (a, ), Sein. O



Wir werden nun die Hiufungspunkte reeller Folgen genauer untersuchen.

(3.6) Satz Jede beschriankte, monoton wachsende oder monoton fallende Folge reeller Zahlen

konvergiert.

Beweis:  Sei (a,),ey monoton wachsend und beschrinkt. Auf Grund der Vollstédndigkeit von R existiert s = sup(A)
fiir die Menge A = {a,, | n € IN}. Wir beweisen nun, dass s = lim,, a,, gilt und geben dafiir ein ¢ € R* vor. Das—¢
keine obere Schranke fiir die Menge A ist, gibt es ein N € IN mit s — & < ay < s. Fiir beliebiges n > N gilt nun

s—e<ay<a,<s,alsoa,>s—eund somit [s —a,| =s—a, <e.

Die Argumentation fiir monoton fallende Folgen verlauft weitgehend analog. Anstelle des Supremums betrachtet
man hier den Wert s = inf(A). Weil fiir beliebig vorgegebenes ¢ € R* die Zahl s + ¢ keine untere Schranke von A ist,
gibtesein N € N mits < ay <s+¢. Firallen> N folgts < a, < ay <s+¢, also insbesondere a, < s+ ¢ und somit

|s—a,|=a,—s<e. O

(3.7) Definition Sei (a,),c eine Folge reeller Zahlen. Man nennt

limsup,a, = lim sup {a,|meN,m>n} bzw.
n—oQ

liminf,a, = lim inf{a,, |meN,m>n}
n—oQ

den Limes superior bzw. Limes inferior von (a,),cn, sofern die Grenzwerte in R existieren.

(3.8) Proposition Ist (a,),cn eine beschrankte Folge in R, dann existieren limsup,, a, und

liminf, a, in R.

Beweis: Wir beweisen nur die Existenz von limsup,, a,,. Dazu definieren wir fiir jedes n € IN die Menge A, = {a,, |
m € IN,m > n}, auBerdem sei a eine untere und b eine obere Schranke von A; = {a,, | m € IN}. Fiir jedes n € IN gilt
A, € A;. Also ist a auch eine untere und b eine obere Schranke von A,,. Weil A, nichtleer und nach oben beschrankt

ist, existiert supA,, und es gilt a < supA, < b.

Wir miissen nun zeigen, dass lim,, supA, existiert. Wegen A,, 2 A,,,; ist jede obere Schranke von A, auch eine obere
Schranke von A, ;. Es gilt also #*(A,) € #*(A,,1), und daraus folgt

supA, = ming*(4,) = minS (A1) = SupA,.

Insgesamt haben wir damit nachgewiesen, dass die Folge gegeben durch die Elemente supA,,, n € IN monoton fallend
und nach unten beschrankt ist. Aus Satz|(3.6)|folgt die Konvergenz. O

(3.9) Satz Sei (a,),en eine beschrénkte Folge reeller Zahlen. Dann ist limsup,, a, der grof3te

und liminf, a,, der kleinste Haufungspunkt der Folge.



Beweis: Wieder beschrédnken wir uns beim Beweis auf den Limes superior. Zunéchst zeigen wir, dass a = limsup,, a,,
ein Haufungspunkt der Folge ist. Sei ¢ € R* vorgegeben. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes N € IN jeweils ein n € IN

mit n > N und |a, — a| < ¢ existiert, denn dann gibt es unendlich viele n mit |a,, —a| < ¢.

Sei also N € IN vorgegeben. Wie im letzten Beweis definieren wir A,, = {a,, | m = n} fiir alle n € IN. Weil die Folge
(supA,),en gegen a konvergiert, gibt es ein m € IN mit m = N und |supA,, —al| < %s. Weil aufferdem supA,, eine

obere Schranke, supA,, — %e aber keine obere Schranke von A,, ist, gibt es ein n € N mit n > m > N und
SUpA,, — %e < a, < SupA,.

Insbesondere gilt |a, —supA,,| < %e. Insgesamt erhalten wir |a,, — a| = |a, —supA,, + supA,, —a| < |a,, —supA4,,| +

|supA,, —al < %84—%8:8.

Nun zeigen wir, dass a der gréfste Haufungspunkt der Folge ist. Nehmen wir an, dass b € R mit b > a ein weiterer
Hiufungspunkt ist. Sei ¢ = b — a. Dann gibt es fiir jedes m € IN ein n > m mit |a, — b| < %s. Insbesondere gilt

a,>b— %e =a+ %e. Weil supA,, eine obere Schranke von {a, | n > m} ist, folgt daraus

SUpA,, = a+%e.

Weil diese Abschétzung fiir jedes m € IN giiltig ist, folgt

. 1
= > =
a mhjEO supA,, = a+s3e ,
im Widerspruch zu a < a + %e. Also muss a der grofste Haufungspunkt von (a,),cn Sein. O

Haufig werden in der Literatur der Limes superior und Limes inferior auch fiir unbeschrankte Folgen definiert. Wir
verzichten auf die Angabe der allgemeinen Definition, weil wir dafiir zunéchst auch fiir Folgen, die 00 als Folgen-
glieder enthalten konnen, (uneigentliche) Grenzwerte definieren miissten. Zu dieser verallgemeinerten Definition
erwéhnen wir lediglich, dass fiir eine nach oben unbeschrénkte Folge (a,,) < jeweils lim sup, a,, = +00 gilt, und fiir

eine nach unten unbeschrankte Folge entsprechend liminf, a, = —oo.

(3.10) Folgerung (Satz von Bolzano-Weierstrass)

Jede beschrénkte Folge reeller Zahlen besitzt einen Haufungspunkt.

Beweis: Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus Satz O

(3.11) Folgerung Eine Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrénkt ist und genau einen

Haufungspunkt besitzt.



Beweis: Die Richtung .= ergibt sich aus Proposition|(3.5)|und Satz[2.3)] ,<“ Sei(a,)qe eine beschrénkte Folge
mit genau einem Haufungspunkt. Fiir jedes m € N seiA,, = {a, | n > m}. Nach Satz[(3.9)|ist lim, supA, = limsup, a,
der grofte und lim, infA, = liminf, a, der kleinste Hiufungspunkt von (a,),cn. Auf Grund der Voraussetzung, dass
nur ein Haufungspunkt existiert, fallen beide Werte zusammen. Wegen a,, € A, gilt infA,, < a,, < supA,, fiir alle
m € IN. Aus dem Sandwich-Lemmas (Satz folgt damit die Konvergenz der Folge (a,)en- O

Nach den Haufungspunkten wenden wir uns nun dem zweiten zentralen Begriff dieses Abschnitts zu.

(3.12) Definition Eine Folge (a,),cn in K heilt Cauchyfolge, wenn fiir jedes ¢ € R ein

N € IN existiert, so dass

la, —an,| <e firalle n,m>N gilt.

Namensgeber der Cauchyfolgen ist der franzosische Mathematiker Augustin-Louis Cauchy (1798-1857).

Wir geben ein anschauliches Kriterium fiir Cauchyfolgen an, dass auf der Schachtelung von Intervallen basiert. Ist
I € R ein endliches Intervall (offen, halboffen oder abgeschlossen) mit a als links- und b als rechtsseitiger Grenze,
dann nennen wir £(I) = b — a die Ldnge des Intervalls. Wir bemerken aulierdem: Sind I = [a,b] und J = [c,d]
endliche abgeschlossene Intervalle und ist I N J nichtleer, dann gilt ¢ < b oder a < d, und aullerdem I NJ =
[max{a, c}, min{b, d}].

(3.13) Proposition Eine Folge (a,,) < in R ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn eine Folge
(Ji)kew endlicher abgeschlossener Intervalle J, C R existiert mit £(J;) < 27 und J,; € J; fiir

alle k € IN, wobei jedes J; alle bis auf endlich viele Punkte der Folge enthélt.

Beweis: ,=“ Wir konstruieren die Intervalle J;, nach folgendem Verfahren. Auf Grund der Cauchyfolgen-Eigenschaft
gibt es fiir jedes k € IN ein N, € IN mit |a,, —a,| < 2~**V fiir alle m, n > N,. Dabei konnen die N, so gewihlt werden,
dass die Folge (Ni)ien streng monoton wachsend ist. Insbesondere gilt dann |a, —ay,| < 2~+D) fiir alle n > N,.

Definieren wir fiir jedes k € IN jeweils
L, = [ay—27%" ay +27¢D]

dann gilt also a,, € I} fiir alle n > N;.. Sei nun J; = I; und Jy,; = J; NI, fiir alle k € IN. Dann gilt offenbar J; . ; C J;
und £(J,) < 27 fiir alle k € IN. Wir beweisen nun durch vollstindige Induktion iiber k € IN, dass J, jeweils alle
Folgenglieder n > N enthélt. Fiir k = 1 ist dies wegen J; = I; jedenfalls erfiillt. Sei nun k € N, und setzen wir die
Aussage fiir k voraus. Laut Induktionsvoraussetzung gilt a,, € J; fiir alle n > Ny, also insbesondere fiir alle n > Ny, ;.

Ebenso ist a,, fiir alle n > Ny in I, enthalten. Also gilt tatsachlich a, € J;; fiir alle n > N; ;.

»&* Sei (Ji )ren eine Intervallfolge mit den angegebenen Eigenschaften. Zum Nachweis der Cauchyfolgen-Eigenschaft
sei ¢ € R* vorgegeben. Dann gibt es nach Satz|(1.10)|ein k € IN mit 27 < ¢. Seien r,s; die Grenzen des Intervalls

Ji. Weil alle bis auf endlich viele Folgenglieder in J; liegen, gibt es ein N € IN mit a,, € J; fiir alle n > N. Sind nun



m,n > N vorgegeben, dann gilt a,,,a,, € J;, somit 1, < a,,,a, < s, und somit |a, —a,| <s; —r, = £(J) <27 <e.

Also ist (a,),en tatséchlich eine Cauchyfolge. O

(3.14) Satz Die Cauchyfolgen in R sind genau die konvergenten Folgen.

Beweis: ,<“  Sei (a,),en €ine konvergente Folge und a € R ihr Grenzwert. Zum Nachweis der Cauchyfolgen-
Eigenschaft sei ¢ € R* vorgegeben. Dann gibt es N € IN mit |a,, —a| < %s fiir alle n > N. Sind m,n > N vorgegeben,
so folgt

la,—a,| = I|(a,—a)+(a—a,) < la,—al+la,—al < %s+%£ = e

2= Sei (a,)en eine reelle Cauchyfolge und (Ji)ren €ine Folge von Intervallen mit den in Proposition
beschriebenen Eigenschaften. Auf Grund der Vollstindigkeit von R und der Intervallschachtelungs-Eigenschaft, die
nach Satz[(1.17)) vorliegt, gibt es ein a € R, so dass a € J fiir alle k € IN erfiillt ist. Wir zeigen, dass lim, a,, = a gilt.
Sei ¢ € R* vorgegeben und k € IN so groR gewihlt, dass 27% < ¢ gilt. Weil das Intervall J, alle bis auf endlich viele
Folgenglieder enthilt, gibt es ein N € IN, so dass a, € Jj fiir alle n > N erfiillt ist. Aus a,a, € J, und £(J,) <2 < ¢
folgt |a, —a| < ¢ fiir alle n > N. O

Die Richtung ,,=“ in Satz|(3.14)| kann auch ohne die Verwendung der Intervallschachtelungs-Eigenschaft bewiesen
werden, in dem man statt dessen auf Folgerung|(3.11)|zuriickgreift. Sei (a, ), €ine Cauchyfolge. Zunéchst stellen
wir fest, dass (a,),en beschrankt ist. Denn auf Grund der Cauchyfolgen-Eigenschaft gibt es ein N € IN, so dass

la, —a,,| <1 fiir alle m,n > N erfiillt ist. Insbesondere gilt dann |a,, —ay| < 1 und
la,| = lay—ay+ayl < la,—ayl+layl < layl+1

fiir alle n > N, so dass insgesamt |a,| < « fiir alle n € IN mit der Konstanten k = max{|a;|, ..., |ay_1|, |ay|+1} gilt. Als
beschrénkte Folge besitzt (a, ), nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 mindestens einen Haufungspunkt. Ande-
rerseits kann es bei Cauchyfolgen nicht mehr als einen Haufungspunkt geben: Sind namlich a, b zwei verschiedene
Hiufungspunkte, dann sei ¢ = |a — b| und N; € IN so groR gewéhlt, dass |a, —a,,| < %s fiir alle n > N; gilt. Weil a
und b beides Haufungspunkte sind, gibt es n,,n, € N mit ny,n, = Ny und |a,, —a| < %s und |a,, —b| < %e. Es ergibt

sich dann der Widerspruch
1 1 1
e = la—b| = la—a,, +a, —a,, +a,,—b| < |la—a, |+]a, —a,|+]a,, —b] < 36+36+3¢ = &
Also hat (a,),en genau einen Haufungspunkt. Ingesamt folgt die Konvergenz damit aus Satz|(3.11)

Cauchyfolgen ermoglichen es also, die Konvergenz einer Folge auch dann nachzuweisen, wenn der Grenzwert unbe-
kannt ist. Dies wird sich im ndchsten Abschnitt bei den unendlichen Summen (den Reihen) als sehr hilfreich erweisen.
Es ist nicht schwer, aus Satz|(3.14)|die entsprechende Aussage auch fiir den Korper C der komplexen Zahlen nach-

zuweisen. Aus Zeitgriinden verzichten wir aber auf die Ausfithrung.



Wir beenden den Abschnitt mit einem Anwendungsbeispiel, indem wir die Konvergenz der Folge

1 n
a, = (1 + E)

untersuchen. Von praktischer Bedeutung ist diese Formel fiir die Zinsrechnung. Stellen wir uns vor, ein gewisser
Geldbetrag k (in Euro) wird mit einem jahrlichen Zinssatz von 100 Prozent verzinst. (Diesen unrealistisch hohen
Zinssatz wéhlen wir nur, um das Beispiel so einfach wie moglich zu halten.) Dann héngt der Kontostand am Ende
des Jahres davon ab, wie hédufig der Betrag verzinst wurde. Fallen die Zinsen nur einmal im Jahr an, hitte man am
Jahresende den Betrag 2a. Bei monatlicher Verzinsung werden natiirlich nicht jedesmal 100 Prozent aufgeschlagen,
sondern der Zinssatz wird durch 12 geteilt. Am Jahresende hétte sich dann der Betrag k(1 + %)12 angesammelt. Bei

n gleichmaf3ig iiber das Jahr verteilten Verzinsungen hat man am Jahresende den Betrag

1 n
ka, = k(l—i——)
n

angespart. Lassen wir n gegen unendlich laufen, dann erhélt man den Betrag, der bei einer kontinuierlichen Verzin-
sung zu Stande kommt. Die entscheidende Frage ist nun, ob dies noch ein endlicher Wert ist, und wenn ja, in welcher

Grollenordnung sich dieser bewegt.

(3.15) Proposition Die Folge (a, ), gegeben durch a, = (1+ %)” fiir alle n € IN ist konvergent.

Wir bezeichnen den Grenzwert als die Eulersche Zahl e.

Beweis: Neben (a,),en betrachten wir auch die Folge (b,),ew gegeben durch b, = (1 + %)"“ =a,(1+ %). Wir

zeigen, dass (a,),cy monoton wachsend und (b, ),y monoton fallend ist. Fiir jedes n € IN gilt die Aquivalenz

1
1+-2\"
GSan o Q=0T e (1+%)—1S(1+”?)
n

Der Term in der Klammer auf der rechten Seite kann umgeformt werden zu

1+ _ 1+ nn+1) _ n(n+2) n n+2
1+1 B 1+1 n(n+1)  (n+12 a+1 n+1
1 1 1
= (-0 +3m) = -y

Mit der Bernoullischen Ungleichung in Satz erhalten wir

+1
1+ 1\ ) )
(52) - (o) = rewy = a -

() - s - () - e

n+1

woraus auf Grund unserer Voriiberlegung a, < a,,; folgt. Also ist (a,),en tatséchlich monoton wachsend. Nach

demselben Schema kann gezeigt werden, dass (b, ),y monoton fallend ist: Es gilt die Aquivalenz

1+ ==

+1
1+1\"
b2 by & A+ 20+ = ( ) >1+ 2.
n+1



Der Ausdruck in der Klammer auf der linken Seite kann umgeformt werden zu

1+1 _ 1+1 nn+1) _ (n+1)*  n+1 n+1
1 - T - - ’
1+ =5 1+ =5 n(n+1) n(n+2) n n+2
_ 1 1 _ 11 1 _ (+2)-n-1 _ 1
= (+)0-33) = H4i—m—mo = 1t 56 = ltam:

Durch erneute Anwendung der Bernoullischen Ungleichung erhalten wir

1+1 e 1
n 1\ n+1 1
( 1 ) = (1 + —n(n+2)) 2 I+ 2 1+

1+m

wobei im letzten Schritt n&;fz) > = o (n+1)7 > n(n+2) & n?+2n+1 > n®+2n verwendet wurde. Also ist

(b,)nen tatsdchlich monoton fallend. Nun gilt fiir alle n € IN aullerdem die Abschitzung

1 < 141 < (1+1) = a < b, = 1+ < @+1? = 4

Dies bedeutet, dass (a,),ex nach oben und (b,),c nach unten beschrénkt ist. Nach Satz [(3.6)| sind damit beide

Folgen konvergent. m|

Aus dem Beweis von Satz geht hervor, dass der Grenzwert der Folge (a,),en das Supremum der Teilmenge
{a, | n € N} von R ist. Dies bedeutet, dass die Folge (a,),ci von unten gegen den Grenzwert e konvergiert. Ebenso
konvergiert (b,),en von oben gegen ihren Grenzwert. Es gilt also a, < e < b,, fiir alle n € IN. Man erhélt auf diese
Weise fiir n = 2 die Abschitzung 2,25 = % <e< % = 3,375. Fiir n = 10° erhilt man die genauere Abschitzung

2,71827 < e < 2,71830. Gerundet auf die ersten 60 Dezimalstellen ist die Eulersche Zahl e gegeben durch

e ~ 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995957496697.



§ 4. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Inhaltsiibersicht

Jeder Folge (a,),en kann eine neue Folge (a,),en zugeordnet werden, deren n-tes Glied durch s, = a; +a, + ... + a,
gegeben ist. Man nennt eine solche Folge eine Reihe und bezeichnet sie mit dem Ausdruck Z:il a,. Beispielsweise
wird die Folge mit den Gliedern 1,1 + %, 1+ % + %, die harmonische Reihe genannt. Wir werden in diesem Kapitel
eine Reihe von Kriterien zusammenstellen, mit denen sich die Konvergenz von Reihen untersuchen lasst. Mit Hilfe der
Reihen konnen wir dann unter anderem die aus der Schulmathematik bekannte Dezimalbruchentwicklung reeller
Zahlen prézise definieren.

Wichtige Begriffe und Sctze

e Summen- und Produktzeichen
e Reihen und ihre Partialsummen
e Konvergenz, Divergenz und absolute Konvergenz von Reihen

e Konvergenzkriterien: Cauchy-, Monotonie-, Leibniz-, Majoranten-, Minoranten-,
Quotienten-, Wurzel- und Verdichtungskriterium

e Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen
e  Multiplikation von Reihen, Cauchyprodukte

o Entwicklung reeller Zahlen als b-adische Briiche

Zunichst soll in diesem Kapitel das Summenzeichen, das wir bereits an der einen oder anderen Stelle verwendet
haben, in der notwendigen Allgemeinheit definiert werden. Zur Vorbereitung fithren wir die folgende Notation ein:
Ist I eine Menge, dann bezeichnen wir mit &;,(I) die Menge der endlichen Teilmengen von I. Es handelt sich um

die Vereinigung samtlicher Mengen &, (I) mit k € IN,,.

(4.1) Satz Sei I eine Menge und (q;);c; eine Familie natiirlicher Zahlen mit Indexmenge I.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zuordnung

Zin(I) > Ny JHZai

ieJ

mit den Eigenschaften Z a; =0, Z a; = ay fiir alle k € I und
i€ ie{k}

Dla=>a;+ Y a fir],KeP,(I) mitJ NK =2.

i€JUK ieJ i€eK



Die Existenzaussage im diesem Satz beweist man durch eine rekursive Definition des Summenzeichens. Zunéchst

definiert man das Summenzeichen fiir die (einzige) nullelementige Teilmenge von I durch ). = 0. Sei nun

. d;
[1<]7% !
n € Ny, und nehmen wir an, dass das Summenzeichen fiir n-elementige Teilmengen von I bereits definiert wurde. Ist
nun |J| =n+1und j € J, dann istJ’ = J\ {j} eine n-elementige Menge von I, und wir kénnen > .., a; = >, ,, ; +a;

definieren.

Es muss allerdings noch iiberpriift werden, dass diese Definition unabhingig von der Auswahl des Elements j aus
J ist; dieselbe Vorgehensweise mit einem anderen j’ € J muss fiir ),_; a; denselben Wert liefern. Aus Zeitgriinden
verzichten wir auf die detaillierte Ausfithrung, zumal wir in erster Linie an der praktischen Verwendung des Sum-

menzeichens interessiert sind.

Ist (a;);e; besipielsweise eine Familie natiirlicher Zahlen {iber einer zweielementigen Menge I = {k,{}, dann gilt

icr @i = i + a,. Fiir eine dreielementige Menge I = {k, ¢, m} erhilt man entsprechend )., a; = a; + a; + a,,, und
so weiter. Besonders héufig verwenden als Indexmengen Teilmengen von Z der Form M, = {1,2,...,n} mitn € IN
oder M, = {r,r +1,...,s — 1,5} mit r,s € Z und r <s. AuBerdem bietet es sich an, My = @ und M,; = @ fiir r > s
zu setzen. Ist nun (a,,) ez €ine Familie natiirlicher Zahlen mit Z als Indexmenge, dann setzt man

n S

S = Sa wd S = Sa

i=1 ieM, i=r ieM,

. . 7 4 . o s
Beispielsweise ist Zi:B a; = as+as+as+ag+a, und Zi=6 a; = 0. Die Formel fiir die Summe der ersten n natiirlichen

Zahlen aus Kapitel 1 kann mit dem Summenzeichen in der Form Z?zl i= %n(n + 1) geschrieben werden.

(4.2) Proposition (i) Seien (a;);cs, (b;)ic; zwei Familien natiirlicher Zahlen mit endlicher
Indexmenge I, und sei ¢ € INy. Dann sind (a; + b;);e; und (ca;);c; ebenfalls Familien natiirlicher
Zahlen iiber I, und es gilt

Z(ai+bi) = Zai+2bi und ani = cZai.

i€l i€l i€l i€l i€l
(i)  Sei J eine weitere endliche Menge und ¢ : J — I eine Bijektion. Dann ist (¢;)je; mit

Cj = ay(j) eine Familie natiirlicher Zahlen mit Indexmenge J, und es gilt

ch = Z%(i) = Zai-

jeJ jeJ iel

»(j

Auch hier verzichten wir auf die Angabe eines Beweises. Die letzte Gleichung bezeichnet man als Umparametri-
sierung einer Summe. Fiir Anwendungen ist vor allem der folgende Spezialfall interessant: Fiir m,n,r € Z mit
m < nist durch ¢ : My, 4y — M, j — j—r eine Bijektion definiert, deren Umkehrabbildung offenbar durch

M, = Mg gy, 1 1+ 1 gegeben ist. Wir erhalten dann fiir eine beliebige Familie (a;);cz, die Gleichung

n n+r
4G = E : 4G = E : Qi = E : Qjr-
i=m €M, JEMpirnsr j=mr



Ist beispielsweise (a,,),cz gegeben durch a,, = m? fiir alle m € Z, dann gilt

5 8

Dla, = P+4245 = (6-3+(7-32+(B-37 = > ..,

i=3 j=6
Neben dem Summen- wird hiufig auch das Produktzeichen verwendet. Hier ist das Ziel die Bildung von Produkten
iiber beliebige endliche Mengen natiirlicher Zahlen. Wie in Satz|[(4.1)| kann gezeigt werden, dass fiir jede Familie
(a;)je; natiirlicher Zahlen iiber einer Indexmenge I eine eindeutig bestimmte Zuordnung

Pin()— Ny , J— l_[ai
ieJ

mit [ T,cpa; = 1, [Tieqy @ = ax und [Tiq;ox @i = ([Ties @;) (I Tiex ax) existiert, falls J,K € I endlich und disjunkte

sind. Es gelten zu Satz|(4.2)| analoge Rechenregeln [, (a;b;) = ([T;e; ;) (I Tie; b:) und [T ap(y = I'Tie; @i, falls
¢ :J — I eine Bijektion bezeichnet. Lediglich die Gleichung Zie[ ca; = CZieI a; muss modifiziert werden: Beim

Produktzeichen gilt [ [.,(ca;) = c" [ [.¢; a;, falls n = 1] ist.

Sowohl die Fakultédtsfunktion als auch die Binomialkoeffizienten konnen mit Hilfe des Produktzeichens ausgedriickt

L n 1 n! 1 L
n! = Hk und (k) = Em = E l_[ 14

" {=n—k+1

werden: Es gilt

fiir alle k,n € Ny mit k < n.

Im weiteren Verlauf beschéiftigen wir nun mit unendlichen Summen.

(4.3) Definition Sei (a, ), eine Folge in K. Dann bezeichnet man die Folge (s,,) ey gegeben
durch

n
sn=Zak fir nelN
k=1

als Reihe iiber (a,),cn- Das Folgenglied s, nennt man die n-te Partialsumme der Reihe.

Beginnt die Folge nicht bei 1, sondern an einem beliebigen Startwert n, € 7, dann beginnt auch die Folge der

Partialsummen bei n,. Die Reihe {iber (a,),>,, ist dann gegeben durch

S, = Zak fir alle ne€Z mitn=> n,.

o

Die Reihe iiber (a,)nen bzw. (a,)ns,, Wird mit Z:Zl a, bzw. 3.~ a, bezeichnet. Wir betrachten einige konkrete

n=n,

Beispiele fiir Reihen.

o0
(i) Die Reihe Z % besteht aus den Folgengliedern

n=1



oo
(i) Die Reihe Z(—l)" besteht aus den Folgengliedern

n=1

s;=—1,8,=(1)+1=0, s3=(-1)+1+(-1)=—1, s, =(-1)+1+(-1)+1=0, ...

(4.4) Definition Sei Zs; a, eine Reihe tiber K und (s,,),en die Folge ihrer Partialsummen.
Man sagt, die Reihe konvergiert gegen einen Grenzwert a € R (oder C), wenn die Folge (s,,),.en
gegen a konvergiert. Existiert kein solcher Grenzwert, dann spricht man von einer divergenten
Reihe.

Ebenso ordnet man der Reihe den Grenzwert +00 oder —oo zu, wenn die Folge (s,),en uneigentlich gegen +o00
oder —oo konvergiert. Konvergiert die Reihe Z:zl a,, dann verwendet man die Notation Z:il a, auch fiir den

Grenzwert, man setzt also
n

oo
a = lim Za.
D = Jim > la

n=1 k=1
Die Bezeichnung Z:Z , a, wird also fiir zwei verschiedene Objekte verwendet: einerseits fiir die Folge (s,) e der
Partialsummen, andererseits auch fiir den (evtl. uneigentlichen) Grenzwert dieser Folge, sofern er existiert. Welche

Bedeutung gemeint ist, muss dem jeweiligen Kontext entnommen werden.

In einigen Féllen lasst sich der Grenzwert einer Reihe direkt angeben.

[e]
1
(4.5) Proposition Esgilt ) —— =
; n(n+1)

Beweis: Wir beweisen zundchst durch vollstdndige Induktion iiber n € IN die Summenformel ZZ=1 @ = =
1

Gleichung ist fiir n = 1 richtig, denn es gilt Zi:l 1(1? =35= —=. Den Induktionsschluss von n auf n + 1 erhilt man

T+1°
durch

Die

n+1 n
Z 1 _ Z 1 + 1 v n + 1 _
o k(k+1) — k(k+1) (n+1)(n+2) n+l (m+1)(n+2)
nn+2)+1 n*+2n+1 (n+1)? _ n+1
(n+1Dn+2)  (+D0O+2)  (+D0O+2) n+2
wobei wir beim zweiten ,,=* die Induktionsvoraussetzung verwendet haben. Die Folge (s, ), ist also gegeben durch
s, = =7, und es folgt Z:;m:limn%:l- |

(4.6) Proposition (geometrische Reihe)

1
1—x

oo
Fiir alle x € C mit |x| < 1 gilt Zx" =
n=0



Beweis: Wir beweisen durch vollstédndige Induktion iiber n € IN;, die Summenformel
i xn _ 1— xn+l '
pard 1—x

Fiir n =0 gilt 22:0 xX°=1= }%ﬁ Der Schluss von n auf n + 1 folgt aus der Rechnung

n+1 n

v 1— xn+1 1 _xn+1 xn+1 _ Xn+2 1 _xn+2
Zxk = Z:xk+x’”r1 il g +x" = : +— = T
k=0 k=0 -X -X —Xx —Xx
_n+l . .
Die Folge (s,),en der Partialsummen ist also gegeben durch s, = llf; . Wegen |x| < 1 gilt nli)rgo x™ = 0. Unter
Verwendung der Grenzwertsitze erhalten wir also
OO 1— xn+1 1
Zx” = lim = . i
— n—-oco 1 —x 1—x
n=0

(4.7) Satz Seien Zzl a, und Zzl b,, konvergente Reihen iiber K und A € KK. Dann sind auch
die Reihen Y>> (a, + by,), 2.y (@, — b,) und Y. °° Aa, konvergent, und es gilt

i(an +b,) = ian +i b,, i(an— b,) = ian—i b, und ikan = Aian.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Beweis: Diese Aussagen ergeben sich ziemlich unmittelbar aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen. Wir beschréanken
uns deshalb auf die Reihe Z:il(an + b,). Seien (s,)pen und (t,)nen die Folgen der Partialsummen von 221 a,
bzw. Z:Zl b,,. Durch einen leichten Induktionsbeweis zeigt man zunéchst, dass s, + t,, die n-te Partialsumme von

Z:Zl(an + b,) ist. Auf Grund des Grenzwertsatzes fiir Summen gilt nun

oo oo (o]
DAa,+b) = lim(s,+t,) = lims,+limet, = > a,+> b,
— n—oo n—oo n—oQo — —
Der Beweis fiir Y, - (a,—b,) und >~ Aa, verlduft véllig analog. O

(4.8) Proposition Seien Zzl a, und Zzl b,, konvergente Reihen iiber R. Gilt a,, < b, fiir
allen €N, dann folgt >~ a, <> 2 b,.

Beweis: Sei (s,,) e die Folge der Partialsummen von 221 a, und (t,,),e die Folge der Partialsummen von Zril b,.
Durch Anwendung der Voraussetzung a,, < b, und vollstindige Induktion beweist man, dass s, < t, fiir allen € IN
gilt. Die entsprechende Aussage fiir Folgen, Satz|(2.11)| liefert nun die Behauptung. |

Wir werden nun einige Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen herleiten.

(4.9) Satz (Cauchy-Kriterium)
Eine Reihe Z:il a, = (s)nen in K konvergiert genau dann, wenn fiir jedes ¢ € R* ein N € N

existiert, so dass | Y, _ ., a;| = s, —s,| < ¢ fir alle m,n € N mitn > m > N gilt.



Beweis: Das angegebene Kriterium ist genau dann erfiillt, wenn die Folge (s, ),y der Partialsummen eine Cauchy-
folge bildet. Nach Satz|(3.14) der, wie Anschluss bemerkt wurde, sowohl fiir R als auch fiir C giiltig ist, ist die

Cauchyfolgen-Eigenschaft dquivalent zur Konvergenz der Folge. m|
oo
(4.10) Folgerung Sei Z a, eine konvergente Reihe in R. Dann gilt lim a, = 0.
n—oo
n=1

Beweis: Seie € R" vorgegeben. Nach dem Cauchy-Kriterium gibt es ein N € IN mit | Zzzm 1l <eflirallem,n>N.

Wiahlen wir n = m+ 1, dann erhalten wir insbesondere |a,,,;| < ¢ fiir alle m > N, also |a,,| < e firallem>N+1. O

(4.11) Satz (Monotoniekriterium)
Sei (a,),en eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen. Genau dann konvergiert die Reihe Z 1 On

wenn die Folge (s,,) e der Partialsummen beschrénkt ist.

Beweis: Setzen wir voraus, dass die Folge (s,),ew beschrankt ist. Wegen a, > O fiir alle n € IN ist sie aufSerdem
monoton wachsend. Also folgt die Konvergenz aus Satz|(3.6)] Umgekehrt folgt aus der Konvergenz von (s,,),en die
Beschrénktheit dieser Folge. |

(4.12) Satz Die harmonische Reihe Z divergiert.
n= 1

Beweis: Wir zeigen, dass die Folge (s, ),en der Partialsummen unbeschrénkt ist. Dabei besteht die wesentliche Idee
darin, die natiirlichen Zahlen in Blécke {2}, {3,4}, {5, 6,7, 8} usw. einzuteilen. Allgemein hat ein solcher Block die
Form A, = {n € IN|2k"1 + 1 < n < 2}, Fiir p € N gilt somit

S g5 3(52)

n=2k-14+1 n=2k= 1+1

= 1+%p = 1i(p+2).

NI—=

P 1 P
= 1+sz—1-§ = 1+,

k=1 k=1
Dabei haben wir im zweiten Schritt die Summe lediglich in einzelne Blécke aufgeteilt, d.h. wir haben Teilsummen

von 1+ % + % + ... in der Form
1 1,1 1,1,1,1
1 + 53 + (3+3) + (5+z+5+3) +
zusammengefasst. Beim dritten Schritt in der Ungleichungskette oben beachte man, dass fiir alle n € A; die Ab-
schitzung % > 2% gilt, und dass A, insgesamt 27! Elemente enthélt. Wegen lim,, %(p + 2) = +00 zeigt die Un-

gleichungskette, dass die Partialsummen s,, tatsdchlich unbeschrénkt sind und die Reihe somit nach Satz
divergiert. m|



(4.13) Satz (Leibniz-Kriterium)
Sei (a,),en €ine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit der Eigenschaft

lim, a, = 0. Dann konvergiert die Reihe 220(—1)”%.

Beweis: Die Teilfolge (s,,,),>0 der Folge (s, ) e der Partialsummen ist monoton fallend, denn es gilt
SZTH—Z _Szn = a2n+2 - a2n+1 S O fur alle ne ]No.

Die Rechnung sy,43 —So,41 = —ony3 +donys = 0 zeigt, dass die Teilfolge (s4,,41),>0 monoton wichst. Aulferdem sind
beide Folgen beschrinkt, denn es gilt s,,, = 55,1 + dy,, = S, =5 flir alle n € N und sy, =S — Aopy1 < Son < So
fiir alle n € IN,,. Also existieren nach Satz|(3.6)|die beiden Grenzwerte

. , .
s= lim s und s = lim s .
n—oo 2n n—oo 2n+1

Wegen s —s’ = lim (sy,, —Sg,41) = lim a,,,; = 0 stimmen s und s’ iiberein.

n—oo n—oo
Sei nun ¢ € R* vorgegeben. Wegen der Konvergenz der beiden Teilfolgen gibt es nun Ny, N, € IN mit [s,, —s| < ¢ fiir
alle n > N; und |sy,4 —$| < ¢ fiir alle n > N,. Sei N = max{2N;,2N, + 1} und n € N mit n > N. Ist n gerade, n = 2k,

dann gilt 2k > N = 2N; und somit k > Ny, also |s, —s| = |sy —s| < €. Ist n dagegen ungerade, n = 2k + 1, dann folgt
k>N, und |s, —s| = [sq41 — | < €. O

Nach dem Leibniz-Kriterium sind beispielsweise die Reihen

S 1 = 1
Z:(—l)’”rl -~ und Z(—l)" konvergent.
o n o 2n+1

Die erste dieser beiden Reihen wird alternierende harmonische Reihe genannt. Bevor wir weitere Konvergenzkri-

terien aufstellen, fiihren wir einen starkeren Konvergenzbegriff ein.

oo
n=1

(4.14) Definition Eine Reihe Y.
>°° la,| der Absolutbetrige konvergiert.

a, in K wird absolut konvergent genannt, wenn die Reihe

Zunéchst iiberpriifen wir, dass diese Bedingung tatséchlich stirker ist als die herkémmliche Konvergenz.
(4.15) Proposition Jede absolut konvergente Reihe konvergiert im Sinne von Def. |(4.4)

Beweis: Durch vollstindige Induktion iiber n verallgemeinert man die Dreiecksungleichung
|x + y| < |x| + |y| zunéchst von zwei auf n Summanden, d.h. man beweist

n
< Z ||
k=1

n

2

k=1




fiir beliebiges n € N und ay,...,a,, € R. Sei nun Zzl a, eine absolut konvergente Reihe und ¢ € R* vorgegeben.
Da Z;’Zl |a, | konvergiert, existiert nach dem Cauchy-Kriterium (Satz|(4.9)) ein N € IN, so dass fiir alle m,n > N die
Abschitzung Y, _ . |ax| < ¢ erfiillt ist. Es folgt

n

Zak

k=m+1

n
< Dlal < e

k=m+1

Die erneute Anwendung des Cauchy-Kriteriums liefert die gewohnliche Konvergenz der Reihe. |

(4.16) Satz (Majorantenkriterium)
Sei ZTZ 1 ¢, eine konvergente Reihe in R, und Z:Z 1@, eine Reihe in K mit |a,| < c, fiir fast

alle (d.h. alle bis auf endlich viele) n € IN. Dann konvergiert Zzil a, absolut.

Beweis:  Zunéchst bemerken wir, dass (wie bei den Folgen) die Modifikation von endlich vielen Gliedern einer
Reihe nichts an deren Konvergenzverhalten dndert. Deshalb konnen wir die Ungleichung |a,| < ¢, fiir alle n € IN

voraussetzen. Wir zeigen nun, dass eine Reihe unter der angegebenen Bedingung das Cauchy-Kriterium erfiillt.

Sei £ € R vorgegeben. Auf Grund der Konvergenz von Zzl c, gibt es ein N € IN mit

n
2

k=m+1

n

S =

k=m+1

< ¢ fir n,m>N.

Wegen |a;| < ¢, fiir alle k € IN folgt ZZ:m+1 lag| < ZZ:m+1 ¢, < €. Damit sind die Voraussetzungen des Cauchy-

Kriteriums nachgewiesen. O

(4.17) Folgerung (Minorantenkriterium)
Sei Z:il ¢, eine divergente Reihe in R, und Z:Zl a, eine Reihe in R mit a, > ¢, fiir fast alle

n € IN. Dann ist auch 2:21 a, divergent.

Beweis: Wie im vorherigen Beweis konnen wir die Ungleichung a, > c, fiir alle n € IN voraussetzen. Wére Z;Zl a,
konvergent, dann konnten wir das Majorantenkriterium anwenden und erhielten damit auch die Konvergenz der

Reihe Z:Zl ¢,,, im Widerspruch zur Voraussetzung. |

Wir illustrieren die Anwendung von Majoranten- und Minorantenkriterium an einer Reihe von Beispielen.

oo
1
Beispiel 1: Fiir alle k > 2 ist die Reihe Z — konvergent.
n

n=1

Beweis: Durch direktes Nachrechnen haben wir bereits gezeigt, dass

- 1
Zn(n+1)

n=1



eine konvergente Reihe ist. Da eine konvergente Reihe auch nach Multiplikation mit einem skalaren Vielfachen noch

konvergent ist (vgl. Satz|(4.7)) ist auch die Reihe iiber (ﬁ)nem konvergent. Nun gelten fiir alle n € IN die Unglei-

chungen

n>1 o n’xzn o 2n2n*+n & n?=in(n+1).

also ni" < niz < n(n2+1)
oo
Beispiel 2: Die Reihe ist divergent.
P ; 2n+7 8

Beweis: Fiir alle n € IN mit n > 7 gilt

1 1
2n+7<3n & —<
3n  2n+7.

Wire Y7 1 3n konvergent, dann nach Satz|(4.7)|auch Zn 1 n, was wir bereits widerlegt haben. Also haben wir mit

Z:ol 5. eine divergente Minorante fiir unsere Reihe gefunden. |
(o]
Beispiel 3: Die Reihe Z 5 ist konvergent. Beweis: Fiir allen € N mitn > 4 gilt n> > 10 & in’ > 5 &
n2 —
n=1
=<3 2 . Somit ist >, - 1 2 eine konvergente Majorante fiir Zn 1 n2 <. O
(4.18) Satz (Quotientenkriterium)
Sei (a,),en €ine Folge in KK mit a, # O fiir fast alle n € IN. Ferner existiere ein 0 € R,0< 6 <1,
so dass die Ungleichung
Ani1 -
—) < 6 fir fastalle nelN
al‘l
o
erfiillt ist. Dann ist Z a, absolut konvergent.
n=1
Beweis: Wir setzen voraus, dass die Bedingungen a,, # 0 und |a”“| 0 fiir alle n € IN erfiillt sind. Dann gilt
lay| < Bla;|, und durch vollstdndige Induktion beweist man |a,,;| < 6"|a,| fiir alle n € IN,. Die Reihe Z:ZO 0" a|

stimmt bis auf den konstanten Faktor |a;| mit der geometrischen Reihe iiberein, konvergiert also gegen den Wert

la;|/(1—0). Somit ist Z o 0"la;| eine konvergente Majorante der Reihe Zn 10y

Mit Hilfe des Quotientenkriteriums kann beispielsweise gezeigt werden, dass die Reihe

oo
n
n

n=1 2

konvergiert. Setzen wir ndmlich a, = 3;, dann gilt
+1
Apiq Gyp 3T on+l 2" o+l 1(1+1)
a, a, = 2n+l  p 2n 2 n

O



und fiir n > 2 gilt

S

1 3 1 1 3
< (= 1+;S§ (= |an+1|/|an|=5(1+;)sz.

NI=

Die Voraussetzungen des Quotientenkriteriums sind also mit der Konstante 6§ = % erfiillt.

Wir wenden das Quotientenkriterium nochmals auf eine etwas kompliziertere Situation an, indem wir die Konvergenz

der Reihe -
Z n®+5
n=1 4"
beweisen. Setzen wir a,, = ”:ffs fiir n € IN, dann gilt fiir n > 2 die Ungleichung n+1 < %n, und somit
At (n+1)°+5 4" . (m+1)2+5 P (Gn)’+5
a, 4+l n3+5 * n3+45 T 4% 345
27 3 27 27,3
, grAsSy o g@HAS)
< gV = ;3 —— = 37 = 3 < 1,
n3+5 n3+5 48 32

wobei im vierten Schritt die Abschétzung 27‘7 <5- %7 verwendetet wurde. Die Voraussetzungen des Quotientenkri-

teriums sind also mit der Konstanten 6 = % erfiillt.

Man beachte, dass es fiir die Anwendung des Quotientenkriteriums nicht geniigt, lediglich die Ungleichung || < 1
fiir fast alle n € IN zu beweisen. Betrachten wir zum Beispiel die Reihe Z::l a, mit a, = % Es gilt
n

= < 1 firalle nelN ,
n+1

Ani1

an

aber die Reihe ist, wie wir gezeigt haben, divergent.

Mit Hilfe der Quotienten |ag*1 | kann auch die Divergenz von Folgen nachgewiesen werden. Sei (a,),cn €ine Folge
oo
e

mit a, # 0 und || > 1 fiir fast alle n € IN. Dann divergiert die Reihe Y.~ a,. Ist ndmlich n, € N so gewdhlt, dass

die Bedingungen fiir alle n > n,, erfiillt sind, dann erhélt man die Ungleichungen

|an0| < |an0+1| < |an0+2| < e,

(s
n=1

so dass die Folge a,, also keine Nullfolge sein kann. Deshalb ist die Reihe > a,, divergent.

(4.19) Folgerung Sei (a,),c eine Folge in KK und n, € N, so dass a, # 0 fiir n > n, gilt und

die Folge (| aZ: L )nzn, konvergiert, mit o = nlggo |ag—’r:1|.
oo
(i) Gilt a < 1, dann konvergiert die Reihe Z a, absolut.
n=1

(i) Gilt a > 1, dann divergiert sie.

Im Fall @ = 1 ist keine Aussage moglich, d.h. es gibt Reihen mit dieser Eigenschaft, die konver-

gieren, und andere, die divergieren.



Den Beweis stellen wir als Ubungsaufgabe. Das folgende Kriterium ist dem Quotientenkriterium dhnlich, basiert aber
auf der Wurzelfunktion.

(4.20) Satz (Wurszelkriterium)
Sei (a,),en eine Folge in K mit der Eigenschaft, dass ein 6 € R, 0 < 6 < 1 existiert, so dass

Vv |a,| < 0 fiir fast alle n € IN erfiillt ist. Dann konvergiert die Reihe Z:il a, absolut.

Beweis: Sei die Bedingung +/|a,| < 6 fiir alle n € N erfiillt. Dann gilt |a,| < 6" fiir alle n € N, also ist wiederum die

geometrische Reihe Z:io 0" eine konvergente Majorante. |

Wie beim Quotientenkriterium gilt, dass im Falle von 4/|a,| > 1 fiir unendlich viele n € IN die Reihe Z:Zl a, diver-
giert. Denn dann gilt unendlich oft |a,| = 1, die Folge (a,),en kann also keine Nullfolge sein. Genau wie in Folgerung

beweist man auch

(4.21) Folgerung Sei (a,),cn eine Folge mit der Eigenschaft, dass die Folge (+/|a,|),en kon-
vergiert, mit @ = lim 4/|a,|.
n—oQ

oo
(i) Gilt a < 1, dann konvergiert die Reihe Z a, absolut.

n=1
(i) Gilt a > 1, dann divergiert sie.

Wiederum ist im Fall @ = 1 ist keine Aussage moglich.

Weder Quotienten- noch Wurzelkriterium sind stark genug, um die Divergenz der harmonischen Reihe oder die

. co 1 . .
Konvergenz der Reihe ), ~ — nachzuweisen, denn es gilt
1 1 y2 2
. n+1 . . n+1 . n
lim == = lim =1 und ebenso lim ——— = lim =1.
n—oo 1 n—soon+1 n—o00 (1)2 n—boco\n+1
n n

Wir formulieren nun ein Kriterium, dass fiir diese Reihen geeignet ist. Der Beweis dhnelt dem Verfahren, mit dem

. . . . . [ee] .
wir die Divergenz der harmonischen Reihe »; ~, % nachgewiesen haben.

(4.22) Satz (Verdichtungskriterium)

Sei (a,)nen eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen, und sei die Folge (by)ken,

definiert durch b, = 2ka. fiir alle k € IN,,. Dann gilt die Aquivalenz

oo o0
Z a, ist konvergent & Z by ist konvergent.
n=1 k=0



Beweis: ,<“ Nach Voraussetzung ist die Reihe Z;:O b, konvergent. Zu zeigen ist, dass die Reihe Z a, konver-

n=1
giert. Fiir alle k € N, und m € IN, mit 0 < m < 2% gilt auf Grund der Monotonie der Folge (ay)nen die Abschitzung

Qpi = Aoy Setzen wir also cy,, = ay fiir k € Ny und 0 < m < 2%, dann gilt ¢, > a, fiir alle n € IN. Wenn

wir zeigen konnen, dass die Reihe Z ¢, konvergiert, dann folgt die (absolute) Konvergenz von Z 1a, aus dem

n=1
Majorantenkriterium (Satz|(4.16)). Dafiir wiederum geniigt es zu zeigen, dass die Folge der Partialsummen Zi —1Cn

beschrinkt ist. Sei p € IN vorgegeben und r € IN so gewihlt, dass 2" < p < 2 erfiillt ist. Dann gilt die Abschétzung

r

)4 -1 —12"—
ITREED I )y w o= Y,
n=1

n=1 k=0 m=0 k=0 m=0 k=0
r—1 [ee]
= Dby £ Db < +oo
k=0 k=0

Samtliche Partialsummen Y.._, c, sind also durch den endlichen Wert Z,fio by nach oben beschrénkt.

,=“ Diese Richtung beweisen wir durch Kontraposition: Wir setzen voraus, dass die Reihe Z;:Z o b divergiert und
leiten daraus die Divergenz von Z:Zl a,, ab. Fiir alle k € IN, und m € IN, mit 0 < m < 2F definieren Wir cyc,, = aois1.
Auf Grund der Monotonie der Folge (a,),cn gilt dann ¢, < a,, fiir alle n € IN. Wenn wir zeigen kénnen, dass Z:il Cn
divergiert, dann folgt die Divergenz von Z:Zl a, aus dem Minorantenkriterium (Satz . Seipe Nmitp > 2
vorgegeben und r € IN so gewihlt, dass 2" < p < 2"*! erfiillt ist. Dann erhalten wir fiir die Partialsumme ZZ —1Cn

die untere Abschitzung

p 2'—-1
E Ch > E Ch = Cok4m = E E Aok+1 = E 2ka2k+1
n=1

1
|
-
)
>
|
—
-
|
-
N
>
|
-
-
|
—

n=1 k=0 m=0 k=0 m=0 k=0
r—1 r—1 r

— 1 k+1 _ 1 — 1

= 1S = 15T, = E(Zbk_al).
k=0 k=0 k=0

Weil die Summe 21:=0 by auf Grund der Voraussetzung fiir r — oo gegen +o0 lauft, gilt auf Grund der Abschétzung

dasselbe fiir die Partialsumme »"_, ¢, fiir p — co. Also ist 221 ¢, und damit auch Zf:il a, divergent. i

Als Anwendung des Verdichtungskriteriums beweisen wir, dass die Reihe Z:: n~“ fiir jedes a € Q mit a > 1

1
konvergiert. Setzen wir a, =n * firallen € N und =217, so gilt 0 < 6 < 1 und

oo oo 1 oo
;)2ka2k — kz:(:)zkﬁ Z: 21 a _

k=0 k=

ok.

Mz

o

Die Rechung zeigt, dass Z,Z o 2% a,. mit der geometrischen Reihe zum Wert 6 iibereinstimmt und folglich konvergiert.
Nach dem Verdichtungskriterium ist damit auch Zril a, konvergent. (Aussage und Beweis sind auch fiir irrationale
a € R mit a > 1 giiltig, Allerdings haben wir n™* fiir irrationales a noch nicht definiert, weil dafiir der Stetigkeits-

begriff benotigt wird.)

Gelegentlich wird bei Rechnungen mit einer Reihe Z a, die Reihenfolge der Glieder a,, abgedndert, und es soll

n=1
sichergestellt werden, dass diese Operation keine Auswirkung auf das Konvergenzverhalten und den Grenzwert der

Reihe hat. Wenn bei der urspriinglichen Reihe absolute Konvergenz vorliegt, so ist dies tatsachlich der Fall.



(4.23) Satz (Umordnungssatz)
Sei Zzl a, eine absolut konvergente Reihe in K. Ist 7 : IN — IN eine bijektive Abbildung, dann

ist auch die Reihe Z:il a.(y) absolut konvergent, und es gilt

[eS) 0
dla, = Y.
n=1 n=1

Beweis: Fiir jedes n € N sei A,, = {1,...,n}, B, = 7(A,) und b, = max(B,). Zunichst beweisen wir die absolute

Konvergenz von 221 A (- Es gilt

n bn
Z |aww| = Z lar] < Z |
k=1 per

keB,

IA

oo
Dllal < +oo.
n=1

Dies zeigt, dass die Folge 22:1 la; x| der Partialsummen von Z:il a(n) beschrénkt ist und die Reihe somit nach Satz
tatsachlich absolut konvergiert.

Nun muss noch gezeigt werden, dass beide Reihen gegen denselben Wert konvergieren. Fiir jedes n € IN sei s, =

ZZ=1 a; unds) = 2221 a.(x)- Nach den Grenzwertsétzen geniigt es dazu, die Gleichung lim,(s, —s/) = 0 nachzuwei-
(o]
n=1

oo
Dol <

k=N+1

sen. Sei also ¢ € R* vorgegeben. Weil die Reihe Y. a, absolut konvergiert, gibt es ein N € N mit

N

Weil die Abbildung 7 surjektiv ist, existiert ein N’ > N mit By, = T(Ay/) 2 Ay. Fiir alle n > N’ gilt dann ebenfalls

B, 2 Ay, was zu Ay = B, NAy dquivalent ist. Fiir solche n erhalten wir

/ — J— J—
b = Ya-Ya = Ya- Ya-Ya - Ya- Y
kea, keA,

keB, keB,NAy keB,\Ay keA, \Ax keB,\Ax
Es folgt
oo oo
/ 1 1
ls,—s,| < Z la| + Z la,| < Z la | + Z la,] < s3e+358 = e
k€A, \Ay keB,\Ay k=N+1 k=N+1
Weil ¢ € R* beliebig vorgegeben war, folgt daraus lim, (s, — s/ ) = 0 wie gewiinscht. O

Wir illustrieren an einem Beispiel, dass sich der Wert einer Reihe bei Umordnung &ndern kann, wenn keine absolute,
sondern nur , gewohnliche“ Konvergenz vorliegt, die man auch als bedingte Konvergenz bezeichnet. Wie wir mit

Hilfe des Leibniz-Kriteriums gezeigt haben, konvergiert die alternierende harmonische Reihe

< il 1 1
;(_1)“5 B ;(Zk—1_ﬂ)'

oo 1

11 & ist divergent. Summieren

. . . . . . (=] 111
Sie konvergiert aber nicht absolut, denn die harmonische Reihe anl (D)™ ] = >

wir nun die alternierende harmonische Reihe in der umgeordneten Form



Anstatt auf einen ungerade (positiven) Term nur einen geraden (negativen) Term folgen zu lassen, ordnen wir ihm
jeweils zwei gerade Terme zu. Insgesamt wird die Summe also in , Dreierblocken” organisiert, die in der Form
1 1 1 _ 2—1 1 ( 1 1 )
2k—1 2(2k—1) 4k  2(2k—1) 2-2k 2k—1 2k

N=

geschrieben werden konnen. Als Summe iiber diese Terme erhalten wir
oo (o]

Z(2k1—1_2(2k1—1)_41_k) - Z%(Zkl—l_%) - %HZ(_I)HH%‘

k=1 k=1

Gegeniiber der herkommlichen Reihenfolge hat sich der Grenzwert also halbiert.

Fiir eine Reihe von Anwendungen, zum Beispiel die Definition der Exponentialfunktion, die wir in einem der néchsten
Kapitel behandeln werden, sind auch Produkte von Reihen von Interesse. Es ist allerdings nicht zu erwarten, dass eine
so einfache Regel wie fiir Summen auch fiir Produkte giiltig ist; schlieBlich ist die Gleichung (Zzzo ak)(zzzo b)) =

ZZ:O a; by noch nicht einmal fiir endliche Summen richtig. Statt dessen erhilt man durch Ausmultiplizieren

k=0 (=0 k=0 £=0 —0

wenn wir a; = b, =0 fiir k,{ > n setzen. Diese Gleichung fiir endliche Produkte motiviert die folgende Definition.

(4.24) Definition Das Cauchy-Produkt zweier Reihen Z;io a, und Zzo b,, im Korper K ist
die Reihe Z:io ¢, mit den Termen c,, gegeben durch

n
c, = Zan_k by fiir alle n € IN,,.
k=0

Wir untersuchen nun, unter welchen Voraussetzungen die Reihe Z:Z o Cn das Produkt der beiden Ausgangsreihen

liefert.

(4.25) Satz Seien Z:Zo a, und Z;ZO b,, zwei konvergente Reihen in K mit Grenzwerten a
und b, wobei wir bei mindestens einer der beiden Reihen absolute Konvergenz voraussetzen.

Sei Z:ZO ¢, das Cauchy-Produkt der beiden Reihen. Dann gilt
o0 oo oo
ch = ab = (Zan) (Z bn) s
n=0 n=0 n=0

das Cauchy-Produkt konvergiert also gegen den Wert ab. Konvergieren beide Reihen absolut,

dann gilt dasselbe auch fiir das Cauchy-Produkt.



Beweis: Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit kdnnen wir annehmen, dass Z:ZO a, die absolut konvergente Reihe

ist. Wir setzen v = 1+ >, - |a,|. Fiir jedes n € IN; definieren wir die Partialsummen s, = >.;_ @, t, = >_, bx

und u, = Y, _, c. Fiir jedes n € N, sei U, = {(k,{) € N2|k + ¢ < n}. Nach Definition des Cauchy-Produkts gilt
n .

Cn = Dup— At by und somit

n

n j n_j n J n
W= e = S anb = S ab = 3> ek = Zanj(zbk) = S,
k=0 Jj

=0 j=0 k=0 (G, k)eU, j=0 k=0 j=0 i=0

Fiir die Differenz u, —ab ergibt sich damit

n n n

u,—ab = Zan_jtj—ab = Zan_j(tj—b)+2an_jb—ab = Zan_j(tj—b)—}—(sn—a)b.
=0

=0 j=0 j=0
Sei nun ¢ € R* vorgegeben. Wegen lim,,(s,, —a) = 0 gibt es ein N € IN mit |(s,, —a)b| < %8 fiir alle n > N. Fiir diese

n betrachten wir nun die Summenzerlegung

n N—1 n
Dt (t;=b) = Dla,(t;—b)+ ) a,(t;—b).
j=0 j=0 j=N

Wegen lim;(t; — b) = 0 kénnen wir nach eventueller VergréBerung von N davon ausgehen, dass |t;—b| < 3 fiir alle

j = N gilt. Der Betrag der zweiten Summe kann dann durch
n (o]
82|a|< 8Z:|a|< gv— le
3y “ T 3y &t 3v 3
j=N n=0

abgeschétzt werden. Auf Grund der Konvergenz der Reihe Z;’ZO a, gilt aulerdem lim,q, ; =0flir0 <j <N -—1.
Deshalb existiert ein M € IN mit |Z?:01 a,_j(t; = b)| < %8 fir alle n > M. Fiir alle n = max{M,N} gilt somit

lu, —ab| < %e + %e + %8 = ¢. Damit ist die Gleichung lim, u,, = ab bewiesen.

Sind die Reihen Y a, und > - b, beide absolut konvergent, dann konvergieren die Reihen ).~ |a,| und >, = |b,|.

Auf Grund der soeben bewiesenen Aussage ist dann auch Z:ZO ¢/ mitc, = > _ la, l|by| konvergent. Aus der Drei-
ecksungleichung folgt |c,| < c; fiir alle n € IN;. Aus dem Majorantenkriterium, Satz|(4.16)} folgt damit die absolute
Konvergenz von Z:Zo Ch- |

Eine wichtige, konkrete Anwendung der Theorie der konvergenten Reihen liegt in der Darstellung reeller Zahlen
durch endliche oder unendliche Dezimalbriiche. Weil es keinen zusétzlichen Aufwand bedeutet, beschranken wir
uns nicht auf die gewohnten Darstellungen zur Basis 10, sondern betrachten als Basis eine beliebige natiirliche Zahl

bmitb>1.

(4.26) Definition Sei b € IN mit b > 1. Ein b-adischer Bruch ist eine Reihe der Form

[ee]

Z a,b™

n=—r

wobei r € Z sowie 0 < a, < b und a, € Z fiir alle n € Z mit n > —r gilt. Dabei bezeichnet man

a, als die n-te Stelle des b-adischen Bruchs.



Symbolisch stellt man b-adische Briiche in der Form a_,...a_;ay,a;a,... dar. Fiir b = 10 erhalt man so die bekannte

Dezimaldarstellung reeller Zahlen. Zum Beispiel gilt

oo oo oo
0,33333.. = ».3:10" = >»'3.100D = Z. X107 =
n=1 n=0 n=0

Dabei haben wir im zweiten Schritt die Formel fiir den Wert der geometrische Reihe Z:io q" = ﬁ verwendet. Gibt
es ein N mit a,, = 0 fiir n > N, dann konnen diese Stellen bei der symbolischen Darstellung auch weggelassen wer-
den, d.h. 0,497 und 0,49700000... bezeichnen denselben b-adischen Bruch. Sich periodisch wiederholende Stellen

kennzeichnet man durch einen Uberstrich: 0,3 = 0, 33333... Wir betrachten einige weitere Beispiele.

1 3,10

— = _
I-%

Ble

(i) Die 10-adischen Briiche 1,5 und 0,5 stellen beide die reelle Zahl 1 dar. Im zweiten Fall folgt dies aus der

Rechnung

) )
05 = Soo0r = 550y -
n=1 n=0

Dies zeigt, dass die Darstellung einer reellen Zahl als b-adischer Bruch jedenfalls nicht vollig eindeutig ist.

1 9

| =

1
) 1 0 9
I-1% 10

1S
Sl

(ii) Die b-adischen Darstellungen der reellen Zahl % lautet O,W zur Basis b = 2. Zur Basis 10 erhalten wir

0,142857 fiir b =10, und 0, 1 zur Basis b = 7.

Beweis: Wir rechnen lediglich nach, dass 0,001 die 2-adische Darstellung von % ist, und iiberlassen den Rest dem
Leser als Ubungsaufgabe. Sei (a, ), die Folge der Stellen des 2-adischen Bruchs. Dann gilt as;_, = as,_; = 0 und

as, = 1 fir alle k € IN. Fiir jedes n € N sei s,, die n-te Partialsumme der Reihe Z:il a,27". Wir erhalten

[e3e] n 2
0,001 = Zanz_” = lims, = lims, = lim (Z a3k_,32€_3k)
n=1 k=1 \{=0
[e°] 2 oo
= Z (Z askezesk) = Z(agkfzzzfsk +ag 12 + 0527 =
k=1 \{=0 k=1
oo oo oo
D dag s +2ag, +az )27 = D (4-042:0+41)27%F = Hgk =
k=1 k=1 k=1
- 1
1 —k _ 1 _ 1 8 _ 1
2.8 = 3 1 T~ 87 T 7
k=0 8

Dabei wurde im dritten Schritt Folgerung|(3.11)|angewendet: Ist die Folge (s, ), konvergent, dann ist mit (s,,) e
auch (ss,) beschrankt, und kann wie (s,),en nur einen Hiufungspunkt besitzen, ndmlich denselben wie (s,)nen-
Daraus folgt, dass die Grenzwerte beider Folgen, sofern sie existieren, iibereinstimmen miissen. Dass sie existieren,

ergibt sich unabhéngig von der Rechnung auch aus dem nachfolgenden Satz. m|

(4.27) Satz Jeder b-adische Bruch konvergiert gegen eine reelle Zahl.



Beweis:  Sei (a,),»_, die Folge der Stellen und (s,),>_, die Folge der Partialsummen der Reihe Zrz_r

a,b™. Wir
beweisen die Konvergenz der Reihe mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums, Satz|(4.9)] Ist ¢ € R* vorgegeben, dann existiert

ein N € N mit b < ¢. Seien nun n,m € IN mit m,n > N gegeben, wobei wir n > m voraussetzen. Dann gilt

n —1

s —sml = Z akb_k < Zn: (b_l)b—k < _z: (b—l)b_k_m_l

n—m
k=m+1 k=m+1 k=0

n—m—1

< (- YT bR < (- Y (PR <
k=0 k=0

(b—].)b_m_llL1 = (b—l)b_m_lﬁ = b™Mm < e O

b

(4.28) Satz Jedes a € R lasst sich in der Form =+s darstellen, wobei s den Wert eines b-adischen
Bruchs .°>  a,b™" bezeichnet.

Beweis: Wir konnen uns auf den Fall beschrianken, dass a > 0 ist. Nach Satz|(1.10)|existiert ein r € IN mit b™' > a.
Wir beweisen nun durch vollstdndige Induktion iiber n > —r, dass es jeweils Zahlen gy, in {0, ..., b — 1} gibt, so dass

fiirs, = >._ _ayb™* jeweils die Abschitzungen
S, < a < s,+b™" erfiillt sind.

Wir starten mit dem Induktionsanfang n = —r. Nach Voraussetzung gilt 0 < a < b"*!. Um zunichst eine geeignete
Zahl a_, zu bestimmen, betrachten wir im Intervall [O, br“[ die Unterteilungspunkte c¢b” mit ¢ € {0,...,b—1}. Da
a in diesem Intervall enthalten ist, gibt es ein eindeutig bestimmtes a_, € {0,...,b—1} mita_,b" <a < (a_.+1)b".

Flirs_, = a_,b" ist die Bedingung s_, < a <s_. + b" dann offenbar erfiillt.

Gehen wir nun davon aus, dass a_,, ..., a, bereits konstruiert sind. Nach Induktionsvoraussetzung gilt s, < a <
s, + b firs, = Zz}r a,b~*. Wir betrachten nun im Intervall [s,,s, + b™"[ die Unterteilungspunkte s, + ch~("+1)
mit ¢ € {0, ..., b — 1}. Wieder finden wir ein eindeutig bestimmtes a,,,; € {0, ..., b— 1} mit der Eigenschaft, dass a im
Teilintervall

|:Sn + ant1 b_(n+1):sn + (an+l + 1)b_(n+1)|:

liegt. Fiir s,,,1 = s, + a1 b~V gilt dann s,,,; < a < 5,41 + b~"*V. Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen.
Fiir die konstruierte Folge (s,),>_, gilt nun lim, s, = a. Wéhlen wir ndmlich fiir ein vorgegebenes ¢ € R* ein N € IN

mit bV < ¢, dann gilt fiir alle n > N wegen s, < a <s, + b™" die Abschétzung
la=s,| = a—s, < (s,+#+b™)—s, = b < e O
(4.29) Lemma Sei (a, ),y €ine Folge mit a, € Z, a,, < b—1 fiir alle n € IN. Dann gilt im Falle

der Konvergenz die Abschitzung Z::Zl a,b™ <1, und Gleichheit genau dann, wenn a, = b—1

fir alle n € IN ist.



Beweis: Durch Proposition [(4.8)] erhalten wir zunéchst die Abschétzung

ianb_" < i(b—nb—n = (b—1)§:b‘" = %ib‘“ =
n=1 n=1 n=1 n=0

b—1 1 _ b-1 b _

b 1-+ b b-1 7

Die Rechnung zeigt, dass im Fall a, = b —1 fiir alle n € IN die Gleichung 2;21 a,b™ =1 erfiillt ist. Setzen wir nun

umgekehrt die Gleichung voraus und nehmen an, dass a,, < b —1 fiir ein ny € IN gilt. Dann folgt

() n no—1 n

Dla,p™ = lim > b < lim (Z(b —1b*+a, b+ D (b— 1)bk)
n=1 eE R k=ng+1

ny—1 n
= lim (Z(b — Db *+(b—1)b 0+ Z (b—1)b " +(a,, —b+ 1)b‘"°)
nmee k=1 k=ny+1
= lim (Z(b - l)b‘k) + (@, —b+1)p = 1+(a,—b+1b" < 1
k=1
im Widerspruch zur angenommenen Gleichung. m|

Der folgende Satz zeigt, inwieweit die Darstellung von reellen Zahlen als b-adische Briiche eindeutig ist.

(4.30) Satz Seienc,d € R,c,d >0undc =y - c,b™", d= > d,b™" Darstellun-

gen dieser Zahlen als b-adische Briiche. Genau dann gilt ¢ = d, wenn einer der folgenden drei

Bedingungen fiir die b-adischen Briiche zutrifft:

(i) Esgiltc,=d, fliralleneZ,n>—r
(i) Es gibtein N € Z, N > —r,sodassc, =d, firallen <N,dy =cy+1undc,=b—1,
d, =0 fiir allen > N.

(iii) Es gibtein N € Z, N > —r,so dass ¢, = d,, firallen < N, ¢y =dy +1 und ¢, = 0,
d,=b—1firallen>N.

Beweis: ,<“ Im Fall (i) ist die Identitdt ¢ = d klar, denn gleiche Reihen konvergieren gegen denselben Wert. Im

zweiten Fall erhalten wir die Identitit durch die Rechnung

d—c = Y>(d,—¢)b™ = b+ > (1-bp" =
n=N n=N+1
> 1-b b
-N —(N+1) (1 _ -n -N . _ -N _ 1—N _
b™N +b (a b)nzz(:)b = bV = b -V =0

Die Rechnung im Fall (iii) lauft vollkommen analog.



c,b™ und >°° d,b™" sind nicht

,2=“ Sei ¢ = d vorausgesetzt. Angenommen, die b-adischen Briiche Zoo —

n=—r
identisch, und N € Z mit N > —r ist minimal mit der Eigenschaft cy # dy. Betrachten wir zunéchst den Fall, dass

¢y < dy ist. Durch Umformungen erhalten wir

oo oo
c=d & > (d—c)b"=0 & (dy—c )b+ D (d,—c )b =0

n=-r n=N+1

oo
Sd Z(CN-Hx —dyin)b " =dy—cy

n=1

Wegen 0 < Cyin, dyin < b gilt fiir die Differenzen cy,, — dy4, < b —1. Nach Lemma |(4.29)|folgt dy —cy < 1, also
dy —cy = 1 auf Grund der Annahme cy < dy. Nochmalige Anwendung von Lemma |[(4.29)|liefert cy,,, = b —1 und
dy4n = 0 flir alle n € IN, d.h. die Bedingung (ii) ist erfiillt. Genauso fiihrt die Annahme cy > dy auf Bedingung (iii).
O

Fiir jede Basis b findet man Zahlen x € R mit zwei verschiedenen Darstellungen als b-adische Briiche. Andererseits

gibt es immer auch Zahlen mit nur einer b-adischen Darstellung. Ist zum Beispiel b = 10, dann sind durch

1,5 = 1,50 und 1,49

zwei Darstellungen von x = % als 10-adischer Bruch gegeben. gegeben. Dagegen ist die Darstellung von x = % zur

Basis 10 eindeutig bestimmt, niamlich gleich 0, 6.

Fiir b = 2 erhalten wir durch 1,0 und 0,1 zwei verschiedene Darstellungen von x = 1. Die Darstellung von x = %
gegeben durch 0,0011 ist wiederum eindeutig bestimmt. Man kann sich mit Hilfe von Satz leicht iiberlegen,
dass das Problem der Mehrdeutigkeit grundsétzlich nur bei rationalen Zahlen auftreten kann: Eine reelle Zahl mit
einer abbrechenden Dezimalbruchentwicklung, fiir die also ein N € N mit N > —r und ¢, = O fir allen > N

existiert, ist stets eine rationale Zahl.



§ 5. Funktionsgrenzwerte und Stetigkeit

Inhaltsiibersicht

Nachdem wir uns in den letzten Kapiteln ausfiihrlich mit Grenzwerten von Folgen beschéftigt haben, wird dieses Kon-
zept nun hier verwendet, um Grenzgwerte von Funktionen zu definieren. Intuitiv bedeutet die Gleichung lim,._,, f(x) = ¢
fiir eine Funktion f, dass sich f(x) dem Wert ¢ nihert, wenn x dem Wert a angendhert wird. Prézise definiert man
dies mit Hilfe der Folgenkonvergenz.

Die Funktion f wird stetig im Punkt a genannt, wenn a zum Definitionsbereich von f gehort und die Gleichung
lim,_,, f (x) = f(a) erfiillt ist. In der Schulmathematik wird dies meist durch die Formulierung umschrieben, dass die
Funktion f an der Stelle a nicht ,,springt®.

Zunéchst betrachten wir eine Reihe von Beispielen fiir Grenzwerte und Stetigkeit und beschéftigen wir uns mit der
Frage, wie Grenzwerte von Funktionen berechnet bzw. wie sich die Stetigkeit einer Funktion nachweisen lédsst. An-
schlief3end leiten wir mit zwei zentrale Satze {iber stetige Funktionen her: den Zwischenwertsatz und das Maximums-
prinzip.

Wichtige Begriffe und Sditze

e Polynomfunktionen, rationale Funktionen

e Haufungspunkt, isolierter Punkt, Berithrpunkt einer Teilmenge D C R

e Definition des Grenzwerts )1(112 f(x) einer Funktion f : D — R, wobei a Beriihrpunkt von D ist
e Summe, Produkt und Quotient von Funktionen

e Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt ihres Definitionsbereichs

e Zwischenwertsatz

e Maximumsprinzip

e Stetigkeit der Umkehrfunktion einer stetigen, streng monoton wachsenden oder fallenden Funktion

Sei D C R. Wir erinnern daran, dass eine (reellwertige) Funktion auf D nichts weiter als eine Abbildung f : D —» R
ist. Dabei bezeichnet man D als den Definitionsbereich von f. Folgende Beispiele fiir Funktionen werden wir im

Laufe der Vorlesung immer wieder aufgreifen.

(i) Seic € R. Dann ist die Abbildung f : R — R, x — ¢ die konstante Funktion mit Wert c.

-3 -2 -1 1 2 3




(i) Die identische Abbildung id : R — R, x — x ist eine Funktion.

S — —t—t> X
-3 -2 -1 1 2 3
-1
-2
-3
(iii) Die Betragsfunktion abs : R — R ist gegeben durch x — |x|.
3
2
1
S — —t—t> X
-3 -2 -1 1 2 3
(iv) Fiir jedes x € R definieren wir die untere GauSklammer durch
lx]| = max{reZ|r<x}.

Dann ist durch die Zuordnung x — | x | ebenfalls eine Funktion auf ganz R definiert.

3 —
2 *—0
1 *—0

(v) Die Zuordnungen R — R gegeben durch

x - 2x2+1 und x - x> —3x2+5x+1

sind reellwertige Funktionen. Allgemeiner bezeichnet man eine Abbildung der Form
m
x HZakxk mit meN,, agp,...q,€R
k=0

als (reellwertige) Polynomfunktion.



(vi) Seien f, g : R — R Polynomfunktionen und D = {x € R | g(x) # 0}. Eine Abbildung der Form

h:D—R , X — M
g(x)
wird (reelle) rationale Funktion genannt. Konkrete Beispiele fiir rationale Funktionen sind
1 3x+5
R— R, x— und R\{-1,1}— R, x+~— X .
x2+1 x2—1

Sei D C R eine beliebige Teilmenge. Eine Folge (x,),en reeller Zahlen bezeichnen wir als Folge in D, wenn x, € D

fiir alle n € IN gilt.

(5.1) Definition Sei D C R und a € R. Man nennt a einen Hiufungspunkt von D, wenn eine
Folge in D \ {a} existiert, die (eventuell uneigentlich) gegen a konvergiert. Einen Punkt a € D,

der kein Haufungspunkt von D ist, nennt man einen isolierten Punkt von D.

Ist beispielsweise D = ]0,1]U{2, 3}, dann ist [0, 1] die Menge der Hiufungspunkte von D, wihrend 2 und 3 isolierte
Punkte sind. Das Beispiel zeigt, dass die Haiufungspunkte einer Menge D nicht unbedingt in D enthalten sein miissen.

Ein Haufungspunkt a von D mit a ¢ D wird Beriihrpunkt der Menge D genannt.

(5.2) Proposition SeiD CR,ac€Rund D, =D\ {a}.

(i) Im Fall a € R ist a genau dann ein Haufungspunkt von D, wenn fiir jedes ¢ € R" ein

x € D, mit |x —a| < ¢ existiert.

(ii) Der Punkt a = +o0 ist genau dann Beriihrpunkt von D, wenn fiir jedes k € R* ein x € D

mit x > Kk existiert.

(iii) Der Punkt a = —oo ist genau dann Berithrpunkt von D, wenn fiir jedes k € R* ein x € D

mit x < —k existiert.

Beweis: zu (i) ,=“ Ist a ein Haufungspunkt von D, so gibt es eine Folge (x,),enw in D, mit lim, x, = a. Fir
vorgegebenes ¢ € R* existiert insbesondere ein n € IN mit |x, —al| < ¢, und x,, liegt in D,. ,<*“ Erfiillt der Punkt
a die angegebene Voraussetzung, so gibt es insbesondere fiir jedes n € N ein x,, € D, mit |x, —a| < Tll Somit ist
(x,)nen eine Folge in D,. Wir zeigen, dass lim,, x,, = a gilt. Ist ¢ € R" vorgegeben, dann gibt es ein N € IN mit % <e.

Es folgt |x, —al| < % < Il\, < ¢ fiir alle n > N und damit die Behauptung.

zu (ii) ,,=*“ Ist + 00 ein Berithrpunkt von D, dann gibt es eine Folge (x,,) e in D mit der Eigenschaft lim,, x, = +00.
Ist k € R* vorgegeben, dann gibt es insbesondere ein n € IN mit x, > «, und x, liegt in D. ,<* Erfiillt D die
angegebene Voraussetzung, so exstiert insbesondere fiir jedes n € IN ein x,, € D mit x,, > n. Durch (x,,),cn ist dann
also eine Folge in D gegegeben. Ist k € R*, dann gibt es ein N € IN mit N > x, und es folgt x, > n > N > « fiir alle

n > N. Damit ist lim, x,, = +00 bewiesen. Der Beweis von (iii) verlduft weitgehend analog. O



(5.3) Definition Seien D C R, f : D — R eine Funktion und a,c € R. Ist a ein Beriihrpunkt
von D, und gilt fiir jede Folge (x,),en in D die Implikation

lim x,=a = lim f(x,)=c ,

so bezeichnet man c als Grenzwert von f im Punkt a.

Falls a oder ¢ in {—o0, + 00} liegen, spricht man genauer von einem uneigentlichen, sonst von einem eigentlichen
Grenzwert der Funktion f. Grundsétzlich kann f : D — R nur einen (eigentlichen oder uneigentlichen) Grenzwert
im Punkt a besitzen. Sind nimlich ¢,d € R beides Grenzwerte von f im Punkt a, und ist (x,), eine Folge in D mit
lim,, x, = a, so muss ¢ = lim,, f (x,,) = d gelten. Deshalb ist es gerechtfertigt, im Fall der Existenz fiir den Grenzwert

von f im Punkt a die Bezeichnung

lim f(x)

X—a
einzufiihren. Es ist aber durchaus moglich, dass f : D — R in einem Punkt a € R keinen eigentlichen oder uneigent-

lichen Grenzwert besitzt, selbst wenn es sich bei a um einen Beriihrpunkt von D handelt.

Fiir das Verstidndnis der folgenden Anwendungen ist es wichtig, den soeben eingefithrten Grenzwertbegriff fiir Funk-
tionen unbedingt vom Grenzwertbegriff fiir Folgen, der bereits in § 8 definiert wurde, zu unterscheiden! Ein Ausdruck
wie z.B. lim,,_,, x,, ist fiir eine Folge (x,,),en nicht definiert, und fiir eine Funktion f hat der Ausdruck lim, f (x,,) eine
andere Bedeutung als lim,._, , . f (). Um sich den Unterschied klarzumachen, hilft es, die Definition von lim,._,, o, f (x)
noch einmal selbststdndig auszuformulieren. Das es sich um verschiedene Begriffe handelt, erkennt man schon daran,

dass die Definition der Funktionsgrenzwerte auf der Definition der Folgengrenzwerte aufbaut.

Als erstes konkretes Beispiel fiir einen Funktionsgrenzwert betrachten wir eine Einschrdnkung der Signumsfunktion
sgn : R — R, die durch

-1 firx<o0 !

sgn(x) = 0 firx=0 | | | | | > X

1 fiir x > 0.

gegeben ist. Sei f = sgn|, die Einschrankung von sgn auf die Menge D = R \ {0}. Nehmen wir an, dass ¢ € R der
Grenzwert von f im Punkt a = 0 ist. Die beiden Folgen (x,,), und (y,), gegeben durch x, = % und y, = —% fiir alle

n € N liegen beide in D und konvergieren gegen Null. Nach Definition des Grenzwerts miisste also sowohl

_ . _ . 1 _ . _
¢ o= g fle) =l G = ligto=



als auch

_ . _ . 1 — . _ — _
¢ = A SO = Mg s = i) !
gelten. Der resultierende Widerspruch 1 = ¢ = —1 lasst nur den Schluss zu, dass der Grenzwert lin}) f(x) nicht
X—

existiert.
Wir studieren den Grenzwertbegriff fiir Funktionen anhand von einigen weiteren Beispielen.

Beispiel 1: Sei die Funktion f : R* — R gegeben durch x — % Dann gilt

lil’I(l)f(X) =400 und ligrnoof(x) =0.

Beweis: Fiir den Nachweis der ersten Gleichung bemerken wir zunéchst, dass 0 ein Beriihrpunkt von D = R ist. Ist
namlich (a,),en gegeben durch a, = % fiir alle n € IN, dann liegen alle Folgenglieder in D, und es gilt lim,, a,, = O;
aullerdem ist O ¢ D.

Sei nun (x,),en €ine beliebige Folge in D mit lim,, x, = 0. Zu zeigen ist lim,, f (x,) = +00. Sei dazu k € R* vorgege-
ben. Wegen lim,, x,, = 0 gibt es ein N € IN mit |x,,| < ™! fiir alle n > N. Weil die Folge (x,) e in D liegt, gilt x,, > 0

und somit |x,| = x, fiir alle n € IN. Somit erhalten wir fiir alle n > N die Abschitzung

fa) = b = T > )T = ok

Weil k € R* beliebig vorgegeben war, ist damit lim,, f (x,,) = + 0o bewiesen.

Uberpriifen wir nun den zweiten Grenzwert. Zunichst stellen wir fest, dass +co ein Beriihrpunkt von D ist, denn
die Folge (a,),en gegeben durch a, = n fiir alle n € IN liegt in D und konvergiert gegen +00. Sei nun (x,),en
eine beliebige Folge in D mit lim, x, = +00. Zu zeigen ist lim, f (x,) = 0. Sei dazu ¢ € R" vorgegeben. Wegen
lim, x, = 400 gibt es ein N € IN mit x,, > " fiir alle n > N. Wegen x,, > 0 gilt auch f(x,) = x;* > 0 und somit
|f ()| = f (x,,) fiir alle n € IN. Insgesamt erhalten wir |f (x,)| = f (x,) = x;l <e¢firallen>N. |

Beispiel 2: Sei D C R und a ein Beriihrpunkt von D. Fiir jedes c € R sei f. : D — R die konstante Funktion gegeben
durch f.(x) = ¢ fiir alle x € D. Dann gilt

lim f.(x)=c und lim idp(x) =a.
x—a x—a
Beweis: Sei (x,),en €ine beliebige Folge in D mit lim, x,, = a. Dann gilt

lim f,(x,)= lim c=c¢ und lim idp(x,) = lim x, =a. O
n—oo n—oo n—.oo n—oo



(5.4) Proposition Sei f eine Polynomfunktion gegeben durch
fiR—R , x—=>x"+a, x"'+..+a;x+a,
mit m € N und qq, ...,a,_; € R.
(i) Ist m gerade, dann gilt xginoof(x) = XEr_noof(x) = +o0.

(ii) Fiir ungerades m gilt lim f(x)=+oco und lim f(x)=—oco.
X—+00 X——00

Beweis:  Wir beschridnken uns auf Teil (i) und die Bestimmung des ersten Grenzwertes. Zunéichst schitzen wir
die Funktionswerte f(x) fiir x > 1 nach unten ab. Fiir solche x kénnen wir die Funktion f in der Form f(x) =

x™(1 + g(x)) schreiben, mit

3
L

A1 a, a
glx) = =224 +2 = .
x xm 4 xm—k

Sei nun ¢ = max{ 2m|a;| |0 < k < m}. Ist x € R mit x > ¢ und x > 1, so erhalten wir |x| > 2m|q,| fiir 0 < k < m.

Fiir alle k mit q; # 0 gilt

x.
Il

|| lal  _ 1
|x] 2m|ay| 2m ’
und offensichtlich ist % < ﬁ auch im Fall a; = 0 erfiillt. Wir erhalten somit
m m—1 m—1 m—1
a a a 1 1
sl = ] < Sl < S o Sl - Loy
k=0 X k=o' X k=0 ¥ k=0 <M m

insbesondere g(x) > —%. Dies wiederum bedeutet f (x) = x™(1+g(x)) > xm(1+(—%)) = %xm fiir alle x > max{1,c}.

Fiir den Nachweis des Grenzwerts bemerken wir zunéchst, dass +00 ein Beriihrpunkt von D = R ist, denn (a,),en
gegeben durch a, = n fiir alle n € IN ist eine Folge in D mit lim, a,, = + 0. Sei nun (x, ),y €ine beliebige Folge in D,
die gegen +o00 konvergiert. Zu zeigen ist lim, f (x,) = +00. Sei dazu k € R" vorgegeben. Dann gibt es ein N € IN

mit x,, > max{1,c,2«x} fiir alle n > N. Auf Grund unserer Uberlegungen aus dem ersten Teil des Beweises folgt
fl) > ™ > ix, > e = «

fiir alle n € IN mit n > N. O
(5.5) Definition Seien D € R und f, g : D — R Funktionen auf D. Dann bezeichnet man die
Funktionen f + g und f g auf D gegeben durch

(F+8)x)=f(x)+g(x) und (fg)(x)=f(x)g(x)  firxeD

als Summe bzw. Produkt von f und g. Gilt zusétzlich g(x) # O fiir alle x € D, dann definiert

Aoy & 4
(g)(x)_g(x) fir alle x €D.

man

Die Funktion é wird der Quotient von f und g genannt.



(5.6) Proposition Seien D CR, f,g: D — R, und sei a € R ein Beriihrpunkt von D. Wenn die
Grenzwerte

lim f(x) und lim g(x)

xX—a

beide existieren und in R liegen, also endlich sind, dann gilt
lim (f + g)(x)=lim f(x)+ lim g(x) und lim (fg)(x) = (lim f(x)) (lim g(x)) s

insbesondere existieren diese Grenzwerte. Ist der Quotient ’Ec auf D definiert, und ist lim g(x) #
xX—a
0, so gilt auch

(o - 5

x—a lim g(x)’
xX—a

Beweis: Alle Aussagen lassen sich aus den Grenzwertsétzen ableiten. Wir demonstrieren dies am Beispiel der Funktion
f +g. Sei (x,),en eine Folge in D mit lim, x,, = a. Durch Anwendung von Satz|(2.7)|erhalten wir

lim (f +¢)(x,) = lim (f(x,)+g(xp)) = lim fx,)+ lim g(x,) = lim f(x) + lim g(x).
Damit ist die Gleichung lim(f + g)(x) = lim f (x) + lim g(x) bewiesen. O

(5.7) Definition Seien D C R, f : D — R und a € D. Man sagt, die Funktion f ist stetig im

Punkt a, wenn fiir jede Folge (x, ), in D die Implikation

lim x,=a = lirgof(xn) = f(a) gilt.

n—oo

Die Funktion f wird stetig genannt, wenn sie in jedem Punkt von D stetig ist.

(5.8) Proposition Seien D CR,a€ D, D, =D\ {a} und f = f| p,- Dann sind die folgenden

beiden Aussagen dquivalent.
(i) Die Funktion f ist stetig in a.

(i) Es gilt lim f(x)= f(a), oder a ist in D ein isolierter Punkt.
x—a

Beweis: (i) = (ii)“ Ist a ein isolierter Punkt von D, dann brauchen wir nichts zu zeigen. Nehmen wir nun an,
dass a ein Haufungspunkt von D ist. Dann ist a ein Beriihrpunkt der Menge D,. Sei (x,, ), €ine Folge in D, mit

lim, x,, = a. Dann ist (x,),en erst recht eine Folge in D, und nach Definition der Stetigkeit gilt
lim f(x,) = lim f(x,) = f(a).
n—oQ n—oo
Damit ist lim f(x) = f(a) bewiesen.
xX—a

,(il) = (D)“ Betrachten wir zunéchst den Fall, dass a ein isolierter Punkt von D ist. Sei (x,) e €ine Folge in D mit
lim,, x,, = a. Nach Proposition [(5.2)| gibt es ein ¢ € R*, so dass |x —a| < ¢ fiir kein x € D, erfiillt ist. Sei nun N € IN



so gewdhlt, dass |x, —a| < ¢ fiir alle n > N gilt. Fiir jedes n € IN mit n > N gilt dann x,, € D \ D,, also x, = a. Es
folgt f(x,) = f(a) fiir alle n > N und damit insbesondere lim,, f (x,) = f(a).

Sei nun a ein Haufungspunkt von D und wiederum (x,),en eine Folge in D mit lim, x, = a. Auf Grund der
Haufungspunkt-Eigenschaft gibt es nach Proposition |(5.2)| fiir jedes n € N ein y, € D, mit |y, —a| < % Wir de-

finieren eine neue Folge (x, ) in D, durch
x, falls x,€D,

v, falls x,=a

und iiberpriifen, dass auch diese Folge gegen a konvergiert. Sei ¢ € R* vorgegeben. Wegen lim, x, = a gibt es ein
N; € N mit |x, —al| < ¢ fiir alle n > N;. Sei N, € IN so gewdhlt, dass }%2 < g ist,und N = max{N;,N,}. Istnunn €N

mit n > N, dann gilt [x; —a| = |x, —a| < ¢ im Fall x, € D, und |[x/ —a| = |y, —a| < % < Niz < ¢ im Fall x,, = a.

Damit ist lim,, x, = a bewiesen, und auf Grund der Voraussetzung gilt

lim f(x) = lim f(x;) = f(a).

n—oo n—oo
Nun zeigen wir, dass daraus lim,, f (x,) = f(a) folgt. Sei ¢ € R™ vorgegeben. Wegen lim, f (x/) = f(a) gibt es ein
N € N mit |f(x])— f(a)| < ¢ fiir alle n > N. Fiir jedes n > N gilt entweder x,, = x/ oder x, = a. Im ersten Fall ist

If (x,) = f ()| = If (x})— f(a)| < &; im zweiten Fall ist diese Abschitzung wegen |f (x,)— f(a)| = |f (a)— f(a)| =0

ebenfalls erfiillt. Damit haben wir lim, f (x,) = f (a) nachgewiesen. O

Wir betrachten einige Beispiele fiir stetige Funktionen.
(i) Jede konstante Funktion auf einer beliebigen Teilmenge D C R ist stetig.

Beweis: Sei a € D beliebig vorgegeben und (x, ), eine Folge in D mit lim, x,, = a. Dann folgt lim,, f (x,) = lim, c =

¢ = f(a). Weil die Folge beliebig vorgegeben war, folgt daraus die Stetigkeit von f im Punkt a. O
(ii) Fiir jede Teilmenge D C R ist die identische Abbildung id, stetig.

Beweis: Seia € D und (x,),c eine Folge in D mit lim, x,, = a. Dann gilt lim, id, (x,) = lim, x, = a = idp(a). Also

ist id, im Punkt a stetig. a
(iii) Die Funktion abs : R — R, x — |x| ist stetig.

Beweis: Sei a € R und (x,),cny €ine Folge in R mit lim, x, = a. In den Ubungen haben wir gezeigt, dass fiir
beliebige x, y € R jeweils ||x|—|y]|| < |x — y| gilt. Damit zeigen wir, dass lim, abs(x,) = abs(a) erfiillt ist. Sei ¢ € R*

vorgegeben. Wegen lim, x,, = a gibt es ein N € IN mit |x,, —a| < ¢ fiir alle n > N. Es folgt
labs(x,) —abs(a)l = |lx,|—lall < |x,—al < &

fiir alle n > N. Weil € € R* beliebig vorgegeben war, ist damit lim, abs(x,) = abs(a) bewiesen. m|



(iv) Die Signumsfunktion sgn : R — R ist im Punkt O unstetig, in allen iibrigen Punkten stetig.

Beweis: Zunéchst beweisen wir die Unstetigkeit im Punkt O und betrachten dazu die Folge (x,),en gegeben durch

X, = % fiir alle n € IN. Es gilt lim, x,, = lim,, % = 0. Wegen x, > 0 gilt sgn(x,) = 1 fiir alle n € IN. Daraus folgt
limsgn(x,) = 1lim1l = 1 # 0 = sgn(0).
n—oo n—oo

Also ist die Stetigkeitsbedingung im Punkt O nicht erfiillt. Sei nun a € R*. Wir miissen zeigen, dass die Abbildung
sgn in a stetig ist und betrachten dazu eine beliebige reelle Folge (x,),cn mit lim, x, = a. Fiir ¢ = a € R" existiert
auf Grund der Konvergenz ein N € IN mit |x, —a| < ¢ fiir alle n > N. Insbesondere gilt x, >a—¢ =a—a =0 fiir

alle n > N. Aus x,, > 0 folgt sgn(x,) = 1 fiir alle n > N; und somit lim, sgn(x,) = 1 = sgn(a).

Sei nun a € R negativ und (x,),cn eine reelle Folge, die gegen a konvergiert. Fiir ¢ = —a € R* gibt esein N € IN
mit |x, —a| < ¢ fiir alle n > N. Dies bedeutet x,, < a + ¢ = a + (—a) = 0 und somit sgn(x,) = —1 fiir alle n > N. Es

folgt lim,, sgn(x,,) = —1 = sgn(a). m|

Ist D € R und a € D ein isolierter Punkt, so ist jede Funktion f : D — R in a stetig. Denn in diesem Fall gibt es keine
Folge (x,)nen in D,, die gegen a konvergiert. Die Implikation lim, x, = a = lim, f (x,) = f(a) ist damit fiir jede

Folge in D erfiillt.

(5.9) Proposition Seien D C R, f,g : D — R, und sei a € D. Wenn die Funktionen f und g
im Punkt a stetig sind, dann gilt dasselbe fiir f + g und f g. Ist der Quotient é auf D definiert,

so ist auch )é in a stetig.

Beweis: Wir beschrianken uns auf den Nachweis fiir die Funktion f + g. Ist a € D ein isolierter Punkt von D, dann ist
f + g in a auf jeden Fall stetig. Andernfalls ist a ein Beriihrpunkt der Menge D, = D \ {a}. Setzen wir f = f| p, und
& = glp,, dann folgt aus Proposition |(5.8)|und der Stetigkeit von f und g im Punkt a, dass

,lcilf}lf(x) = fla) und limglx) = gla)

gilt. Durch Anwendung von Proposition erhalten wir

Im(f+2)(0) = lmf+lmge) = fl@+g@ = (f+g)a)
Wiederum auf Grund von Proposition [(5.8)| bedeutet dies, dass f + g im Punkt a stetig ist. |

(5.10) Folgerung Alle Polynomfunktionen und rationalen Funktionen sind jeweils auf ihrem

gesamten Definitionsbereich stetig.

Beweis: Dies folgt aus Proposition |(5.9)| und der Tatsache, dass alle rationalen Funktionen sich durch Addition,

Multiplikation und Division aus der Identitit id und den konstanten Funktionen zusammensetzen lassen. O



Reellwertige Funktionen lassen sich auch durch Komposition bereits gegebener Funktionen definieren. Die Kompo-
sition zweier Abbildungen hatten wir in §4 definiert. Sind D,E C Rund f : D — R, g : E — R Funktionen mit
f(D) C E, dann ist auch g o f eine reellwertige Funktion auf D. Ist zum Beispiel f = abs und g : R — R gegeben

durch g(x) = x®+3x +5 fiir alle x € R, dann sind die Kompositionen g o abs und abs o g gegeben durch

(goabs)(x)=g(|x) = |x|* +3|x| +5 und (abso g)(x) = |g(x)| = |x®+3x + 5] fir alle x € R.

(5.11) Proposition Seien f : D —» R und g : E — R stetige Funktionen mit f (D) € E. Dann
ist auch die Funktion (go f): D — R stetig.

Beweis: Sei a € D und (x,),e €ine Folge in D mit lim, x,, = a. Wegen der Stetigkeit von f gilt dann lim,, f (x,) =
f(a). Nun ist durch y,, = f (x,) eine Folge in E mit lim, y, = f (a) gegeben. Die Stetigkeit von g im Punkt f (a) liefert

dann
lim (gof)(x,) = limg(y,) = g(f(a)) = (gof)a) O
Also sind x — |x|3 + 3|x| + 5 und x — |x2 + 3x + 5| beides stetige Funktionen.

Haufig verwendet man auch das folgende dquivalente Kriterium, um die Stetigkeit einer Funktion zu untersuchen.

(5.12) Satz (e-6-Kriterium)
Sei f : D — R eine Funktion und a € D. Genau dann ist f stetig in a, wenn fiir jedes ¢ € R" ein

6 € R* existiert, so dass die Implikation

|x—a|l <& = If(x)—f(a)|<e fir alle x €D erfiillt ist.

Beweis: ,,<“ Nehmen wir an, dass e-6-Kriterium ist erfiillt. Sei (x,),en €ine Folge in D mit lim,, x,, = a. Wir miissen
zeigen, dass lim,, f (x,,) = f (a) erfiillt ist. Sei dazu € > 0 vorgegeben. Dann gibt es auf Grund unseres Kriteriums ein
6 > 0, so dass aus |x —a| < § stets |f(x) — f(a)| < ¢ folgt, fiir alle x € D. Wegen lim, x,, = a gibt es ein N € IN, so
dass |x, —a| < & fiir alle n > N erfiillt ist. Dann gilt aber auch |f (x,) — f (a)| < ¢ fiir alle n € IN mit n > N. Damit

haben wir lim,, f (x,,) = f (a) bewiesen.

»,=“ Angenommen, die Funktion f ist in a stetig, aber das ¢-5-Kriterium ist nicht erfiillt. Dann gibt es ein ¢ > 0
mit der Eigenschaft, dass fiir jedes 6 > 0 ein x € D mit |x —a| < 6 und |f (x) — f(a)| = ¢ existiert. Speziell finden

wir fiir jedes n € IN ein x, € D mit
x,—al<y und () —fla)l =e.

Fiir die Folge (x,),en gilt dann offenbar lim, x,, = a, wegen |f (x,) — f (a)| = ¢ fiir alle n € IN konvergiert die Folge

f(x,) aber nicht gegen f (a). Dies widerspricht unserer Annahme, dass f im Punkt a stetig ist. O



Ein dhnliches Kriterium l&sst sich auch fiir Funktionsgrenzwerte formulieren.

(5.13) Satz Seien D C R, f : D — R eine Funktion und a, ¢ € R, wobei a ein Berithrpunkt von
D sei. Unter diesen Voraussetzungen gilt lim f (x) = ¢ genau dann, wenn fiir jede Umgebung V
X—a

von ¢ eine Umgebung U von a mit f(U N D) C V existiert.

Beweis: ,<“ Sei(x,),en eine Folge in D mit lim, x,, = a und V eine Umgebung von ¢. Wir miissen zeigen, dass ein
N € IN mit f(x,) €V fiir alle n > N existiert, denn dann ist lim, f (x,) = c erfiillt. Nun gibt es nach Voraussetzung
eine Umgebung U von a mit f (U ND) € V. Wegen lim, x,, = a existiert ein N € IN mit x,, € U fiir alle n > N. Daraus
folgt f(x,) € f(UND)CV fiirallen > N.

»,=“ Nehmen wir an, das lim,_,, f (x) = c erfiillt ist, aber andererseits eine Umgebung V von c existiert mit der
Eigenschaft, dass f(UND) € V fiir alle Umgebungen U von a gilt. Im Fall a € R gibt es dann fiir jedes n € N ein x,, in
der Umgebung U, = ]a - ,—11, a+ %[ von a mit f(x,) ¢ V.Ista = +00, dann existiert fiir jedes n € IN ein x,, € ]n, +00[
mit f(x,) ¢ V. Im Fall a = —oo finden fiir jedes n € IN ein x, € ]—oo, —n[ mit f(x,) ¢ V. In jedem der drei Flle gilt
dann lim, x,, = a, aber es existiert kein N € IN mit f(x,) € V fiir alle n > N. Folglich konvergiert (f (x,)),exy Weder

eigentlich noch uneigentlich gegen c. Dies steht zur Voraussetzung lim, _,, f (x) = ¢ im Widerspruch. |

Wir beweisen nun eine Reihe wichtiger Sétze iiber stetige Funktionen.

(5.14) Satz (Zwischenwertsatz)
Seien a,b € R mita < b und I = [a, b]. Weiter sei f : I — R eine stetige Funktion mit f(a) <0
und f(b) > 0. Dann existiert ein ¢ € I mit f(c) = 0. Dasselbe gilt, wenn f(a) > 0 und f(b) <0

ist.

) 1 *

o) 1 o




Beweis: Wir beschridnken und auf den Fall f(a) < 0, f(b) > 0, da sich der Beweis im anderen Fall analog fithren
lasst. Um die Existenz einer Nullstelle ¢ zu beweisen, konstruieren wir rekursiv eine Folge von Paaren (a,, b,,), so

dass folgende drei Bedingungen fiir alle n € IN, erfiillt sind:

(1) Es gllt [an+1’ bn+1] g [am bn]
(ii) Fiir die Lange des Intervalls [a,, b, ] gilt jeweils b, —a, = 27"(b —a).
(iii) Es gilt jeweils f(a,) < 0und f(b,) = 0.

Fiir n = 0 setzen wir ay; = a und by, = b. Nehmen wir nun an, das Paar (a,, b,,) ist bereits konstruiert, und m =
%(an + b,) ist der Mittelpunkt des Intervalls [a,, b,]. Ist f(m) = 0, dann setzen wir a,,; = @, und b,,; = m. Gilt
dagegen f(m) < 0, dann sei a,,; = m und b,,; = b,,. Man rechnet unmittelbar nach, dass das Paar (a1, b,;;) in

beiden Fillen wieder die Bedingungen (i) bis (iii) erfiillt.

Die Folge (a,)nen, ist nach Konstruktion monoton wachsend und nach oben beschrénkt (mit b als oberer Schranke),
also nach Satz|(3.6)|konvergent. Die Folge (b,,),en, ist monoton fallend und nach unten beschrénkt, deshalb existiert
auch hier ein Grenzwert. Wegen

lim b,— lima, = Ilim(b,—a,) = I1lm2™(b—a) = 0

n—oo n—oo n—oo n—oo

stimmen die beiden Grenzwerte iiberein, wir kénnen also ¢ = lim, a,, = lim,, b,, setzen. Da f stetig ist und f(a,) <0

fiir alle n € IN gilt, erhalten wir die Abschitzung
fle) = lim f(a,) < O
n—oo

nach Satz |(2.11)| Entsprechend liefert die Stetigkeit von f und die Ungleichung f(b,) = O fiir alle n € IN die

Abschétzung f(c) = 0. Insgesamt erhalten wir f(c) = 0, wir haben also eine Nullstelle ¢ im Intervall I gefunden. O

(5.15) Folgerung Seil wie oben und f : I — R stetig und d € R mit f(a) <d < f(b). Dann
gibt es ein ¢ € I mit f(c) = d. Dasselbe gilt auch im Fall f(a) > d > f(b).

Beweis: Wir wenden den Zwischenwertsatz auf die Funktion g : I — R mit g(x) = f(x) —d an und erhalten ein

¢ € I mit g(c) = 0. Dieses c erfiillt dann die Gleichung f(c) =d. m|

(5.16) Folgerung Ist I C R ein beliebiges Intervall, und ist f : I — R eine stetige Funktion,

dann ist auch f(I) ein Intervall in R.

Beweis: Seien ¢,d € f(I) mit c < d und g € R mit ¢ < g < d vorgegeben. Zu zeigen ist, dass q in f(I) liegt; dies
ist gleichbedeutend damit, dass ein p € I mit f(p) = q existiert. Wegen c,d € f(I) gibt es a, b € I mit f(a) = c und
f(b) = d. Nach eventueller Vertauschung von a und b kénnen wir davon ausgehen, dass a < b gilt. Nach Folgerung
[(5.15)| finden wir ein p € [a, b] mit f(p) = q. Weil es sich bei I um ein Intervall handelt, ist p in I enthalten. O



(5.17) Satz (Maximumspringip)
Seien a,b € R mit a < b und I = [a,b]. Sei f : I — R stetig. Dann ist die Funktion f auf I

beschrinkt, was bedeutet, dass die Wertemenge
M = {fllxel} ¢ R

von f beschrénkt ist. AufRerdem nimmt die Funktion auf I ihr Maximum und ihr Minimum an,

d.h. es gibt p,q € I mit f(p) = maxM und f(q) = min M.
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Maximumsprinzip: Der Wertebereich von f ist beschrénkt.
Das Maximum wird im Punkt p, das Minimum in q angenommen.

Beweis: Wir beweisen nur, dass M nach oben beschrénkt ist und das Maximum von f angenommen wird. Die
entsprechenden Aussagen iiber das Minimum folgen dann durch Anwendung der bereits bewiesenen Aussagen auf
die Funktion g(x) = —f(x). Sei s = sup M, wobei s in dem Fall, dass M nach oben unbeschrénkt ist, den Wert +o0o
annimmt. Sowohl im Fall s € R als auch im Fall s = +00 existiert eine Folge (x,)pen in I mit lim, f(x,) = s. Ist
ndmlich s € R, dann existiert fiir jedes n € IN ein x,, € I mit s — % < f(x,) <s; gébe es ein solches x,, nicht, dann
wadre bereits s — ,—11 obere Schranke von M, im Widerspruch zur Definition des Supremums. Wegen s — % < f(x,) <s,
lim, (s — %) = s und auf Grund des Sandwich-Lemmas, Satz konvergiert dann (f (x,)),en g€gen s.

Gilt nun statt dessen s = +00, dann existiert fiir jedes n € IN ein x, € I mit f(x,) > n, denn ansonsten wére n
eine obere Schranke von M. Es gilt dann lim,, f (x,) = +o0. Ist namlich x € R* beliebig vorgegeben und N € IN mit
N >k, dann gilt fiir alle n > N jeweils f(x,) >n>N > k.

Als Folge in I ist (x,) ey beschrankt. Auf Grund des Satzes|(3.10)|von Bolzano-Weierstrass besitzt sie einen Hiufungs-
punkt. Es existiert somit eine konvergente Teilfolge (x,, )iew, deren Grenwert ¢ wegen a < x,, < b fiir alle k € IN
wiederum im Intervall I liegt. Auf Grund der Stetigkeit von f gilt lim; f(x, ) = f(c), andererseits gilt wegen
lim, f(x,) = s auch lim; f(x, ) = s. Wegen f(c) € R ist der Fall s = +00 also ausgeschlossen. Dies zeigt, dass
M nach oben beschrankt ist. Das Supremum s von M wird von f im Punkt ¢ angenommen. Es gilt alsos = f(¢c) € M,

und damit ist s auch das Maximum der Menge M. m|



Fiir offene oder halboffene Intervalle ist die Aussage falsch, wie das Beispiel f : ]0,2] - R, x — % zeigt. Offenbar ist

diese Funktion nach oben unbeschréankt.

(5.18) Definition Eine Funktion f : D — R wird monoton wachsend genannt, wenn aus
a < b stets f(a) < f(b) folgt. Von einer streng monoton wachsenden Funktion spricht man,
wenn im Fall a < b immer f(a) < f(b) erfiillt ist. Entsprechend sind die Begriffe monoton

fallend bzw. streng monoton fallend definiert.

Sei f : D — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass die Menge D bijektiv auf E = f(D) abgebildet wird. Dann
nennen wir die Umkehrabbildung g = f~! : E — D auch die Umkehrfunktion von f. Beispielsweise ist fiir unge-
rades k € IN die k-te Wurzelfunktion r, : R — R, x — /x, gegeben durch die in § 1 definierte k-te Wurzel, die

Umkehrfunktion von p; : R — R, x — x*. Dies iiberpriift man anhand der Gleichungen
(reop () =r(x) = Vxk=x und (pror)(x)=p(Vx)=(Wx)k=x firalle xeR.

Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir gerades k € IN, nur dass hier die Definitionsbereiche D = E = R* gewéhlt

werden miissen.

(5.19) Satz (Stetigkeit der Umkehrfunktion)

Sei I C R ein Intervall, und sei f : I — R stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend).
Dann ist f eine Bijektion auf ihr Bild f(I), und die Umkehrfunktion f~* : f(I) — I ist ebenfalls

stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Beweis: Wir beschranken uns beim Beweis auf die streng monoton wachsenden Funktionen, weil der Beweis fiir die
streng monoton fallenden vollkommen analog verlduft. Die Abbildung f ist injektiv, denn sind a, b € I mita # b, dann
gilt f(a) < f(b)imFalla < bund f(a) > f(b) im Fall a > b, auf jeden Fall also f (a) # f (b). Als Abbildung I — f(I)
ist f auRerdem surjektiv, insgesamt also eine Bijektion zwischen I und f(I). Sei f ! : f(I) — I die Umkehrabbildung.
Mit f ist auch f ! streng monoton wachsend. Andernfalls gibe es ¢,d € f(I) mit ¢ < d und f~(c) > f~!(d). Im Fall
F(c) = f71(d) wiirde ¢ = f(f~1(c)) = f(f ~}(d)) = d folgen, im Fall f '(c) > f'(d) wiirden wir ¢ > d erhalten,
in beiden Féllen also also ¢ = d im Widerspruch zur vorherigen Feststellung. Nach Folgerung ist mit I auch
J = f(I) ein Intervall.



Beweisen wir nun die Stetigkeit von f . Sei q € J und (y,),c €ine Folge in J mit lim,, y, = q. Weiter sei p = f (q)
und x,, = f*(y,) fiir jedes n € IN. Wir miissen zeigen, dass lim, x, = p gilt. Angenommen, dies ist nicht der Fall.

Dann gibt es ein ¢ € R*, so dass |x, — p| = ¢ fiir unendlich viele n € IN gilt. Betrachten wir die Mengen
M,={neN|x,=>p+e¢} und M_={nelN|x,<p—e} ,

dann ist M, oder M_ unendlich. Gehen wir davon aus, dass M, unendlich ist; im anderen Fall 1duft der Beweis

analog. Auf Grund der strengen Monotonie von f gilt fiir alle n € M, jeweils

Yo = f(x) = f(p+e) > f(p) = q.

Setzen wir €; = |f(p + €) —q|, dann gilt also |y, — q| > &; fiir unendlich viele n € IN. Aber dies widerspricht der

Voraussetzung lim, y, =q. m|



§ 6. Potenzreihen, Exponentialfunktion, Sinus und Kosinus

Inhaltsiibersicht

Genau wie reelle oder komplexe Zahlen lassen sich auch Funktionen zu Folgen (f, ),y Zusammenfassen und deren
Konvergenz untersuchen. Fiir Funktionen existieren allerdings zwei unterschiedlich starke Konvergenzbegriffe. Fiir
uns ist vor allem die gleichméRige Konvergenz interessant, denn sie gewéhrleistet, dass bei stetigen Funktionen f,
auch die Grenzfunktion f stetig ist. Intuitiv bedeutet gleichméf3ige Konvergenz, dass fiir jeden Punkt x des gemeinsa-
men Definitionsbereichs D der Funktionen f, die Folgen (f,(x)),en »ungefihr gleich schnell“ gegen ihren jeweiligen
Grenzwert konvergieren.

Wir wenden das Konzept der gleichmif3igen Konvergenz dann auf einen bestimmten Typ von Funktionenfolgen an,
die Potenzreihen; hierunter kann man sich ,,unendliche Polynomausdriicke“ vorstellen. Mit Hilfe dieser Potenzreihen
definieren wir die Exponentialfunktion sowie die trigonometrischen Funktionen (Sinus und Kosinus). Wir leiten eine
Reihe wichtiger Eigenschaften dieser Funktionen her. Auferdem befassen wir uns mit den Umkehrfunktionen dieser
Funktionen, dem Logarithmus sowie den Arkusfunktionen (Arcus sinus, Arcus cosinus und Arcus tangens). Wie man
darauf kommt, diese zum Teil bereits aus der Schule bekannten Funktionen als Potenzreihen darzustellen, werden wir
erst im nichsten Kapitel sehen.

Wichtige Begriffe und Sdtze

e punktweise und gleichméRige Konvergenz von Funktionenfolgen
e Potenzreihen als Beispiele von Funktionenfolgen

e Die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen ist bei gleichméiger Konvergenz auf dem Definitionsbereich
der Funktionenfolge wieder stetig. (Bei nur punktweiser Konvergenz ist dies im Allgemeinen falsch.)

e Definition des Konvergenzradius einer Potenzreihe, Berechnung durch den Limes superior

e Exponential-, Sinus- und Kosinusreihe; Grenzfunktionen sind die jeweils auf ganz R definierte Exponential-,
Sinus- und Kosinusfunktion

e Exponentialfunktion und Logarithmus zu einer beliebigen Basis b > 1

e Tangensfunktion, Definition der Arkusfunktion als Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir zunichst wieder mit der Bezeichnung IK arbeiten, die fiir einen der beiden Korper
R oder C steht.

(6.1) Definition Sei D C K eine beliebige Teilmenge und (f,,) ey €ine Folge IK-wertiger Funk-
tionen f, : D — K auf D. Sei f : D — K eine weitere Funktion. Man sagt, die Folge (f,,)nen

konvergiert

(i) punktweise gegen f, wenn fiir jedes x € D die Folge (f,(x)),en in KK gegen den Wert
f(x) konvergiert

(ii) gleichméRig gegen f, wenn fiir jedes ¢ € R* ein N € IN existiert, so dass |f,(x)—f (x)| <
¢ fiir alle n > N und x € D erfiillt ist.



Offenbar folgt aus der gleichmil3igen Konvergenz auf D auch die punktweise Konvergenz auf D. In beiden Fillen

nennt man f auch die Grenzfunktion der Funktionenfolge (f,,),en-

(6.2) Definition Sei (f,) e eine Folge IK-wertiger Funktionen auf einer Teilmenge D C KK.

Dann bezeichnet man die Teilmenge
Doy = {xe€D | (f,(x)),en konvergiert }

als Konvergenzbereich der Funktionenfolge.

Um den Unterschied zwischen beiden Konvergenzarten zu verdeutlichen, betrachten wir die Folge (f,,),,eiy von Funk-

tionen auf [0, 1] gegeben durch f,(x) = x" fiir alle x € [0,1] und n € IN. Sei f :[0,1] — R gegeben durch

0 falls0<x<1
fx) =
1 fallsx=1.
Dann konvergiert die Folge (f,,) e Zwar punktweise gegen f, denn nach Proposition |(2.4)| (i) konvergiert die Folge
(x™)pen fiir 0 < x < 1 gegen 0, und die konstante Folge (1), konvergiert gegen 1. Es handelt sich aber um keine
gleichméRige Konvergenz. Sei beispielsweise ¢ = %, und x,, = %ﬁ fiir jedes n € IN. Dann gilt jeweils | f,(x,)—f (x,)| =

I% — 0| = ¢. Es existiert also kein N € I, so dass |f,(x) — f (x)| < ¢ fiir alle x €[0,1] und n > N erfiillt ist.

Fiir uns ist die gleichmaf3ige Konvergenz von Funktionenfolgen vor allem auf Grund der folgenden Eigenschaft von

Interesse.

(6.3) Satz Sei (f,),en eine Folge stetiger reellwertiger Funktionen mit Definitionsbereich D €
R, die auf D gleichmif3ig gegen eine weitere Funktion f : D — R konvergiert. Dann ist auch f

eine stetige Funktion auf D.

Beweis: Seien a € D und ¢ € R* beliebig vorgegeben. Nach dem e-5-Kriterium, Satz [(5.12)] geniigt es zu zeigen,

dass ein 6 € R* existiert, so dass die Implikation
Ix—al<d = |f(x)—f(la)|l<e fir alle x €D erfiillt ist.

Auf Grund der gleichméfligen Konvergenz existiert ein N € IN, so dass |f,(x) — f(x)| < %5 fiir alle x € D und
n = N gilt. AuBerdem gibt es auf Grund der Stetigkeit von fy ein 6 € R", so dass die Implikation |x —a| < § =

|fy ()= fy(a)| < %s fiir alle x € D giiltig ist. Ist nun x € D ein Punkt mit |[x — a| < §, dann erhalten wir

IfFG)—f@l < If )= fnCl+ 1fn(e) — fy (@l + |fy(a) — f(a)l

1 1 1 _ . ..
< 3etze+3ze = ¢ wie gewlinscht. O



Der Satz bleibt giiltig, wenn man fiir D eine Teilmenge von KK und statt reellwertigen K-wertige Funktionen be-
trachtet. Auch beim Beweis ergeben sich keinerlei Anderungen, wenn man unter | - | den Absolutbetrag auf K (also
entweder den reellen oder komplexen Absolutbetrag) versteht. Allerdings haben wir in dieser Vorlesung die Stetigkeit

nur fiir reellwertige Funktionen auf Teilmengen von R definiert.

Im weitere Verlauf der Vorlesung wird der folgende spezieller Typ von Funktionenfolgen fiir uns eine besondere Rolle

spielen.

(6.4) Definition Sei(a,),cn, €ine Folge in K und a € K. Dann nennt man die Funktionenfolge

(fudnen, gegeben durch

n

R = D lax—af

k=0

fiir alle x € R die Potenzreihe in Entwicklungspunkt a mit der Koeffizientenfolge (a,),en, -

Ahnlich wie bei den Reihen in KK bezeichnet der Ausdruck

[ee]

D ax—a)

n=0
sowohl die in Definition [(6.4)| angegebene Funktionenfolge als auch die Grenzfunktion f : D.,, — K. Bei der
Auswertung der Potenzreihen ist darauf zu achten, dass (x —a)° immer gleich 1 gesetzt wird, unabhingig davon, ob

x = a oder x # a gilt.

Ein einfaches Beispiel fiir eine Potenzreihe im Entwicklungspunkt O ist durch Z:io x™ gegeben. Weitere wichtige

Beispiele fiir Potenzreihen mit dem gleichen Entwicklungspunkt sind die Exponentialreihe

n
exp(x) = x—,
I n!
sowie die Sinus- und Kosinusreihe
o0 2n+1 ad 2n
X X
sin = -1y und cos = —1)" .
in(x) 2. Qn+1)y 7 (x) 2.1 (2n)!

n=0 n=0

Im folgenden werden wir nun den Konvergenzbereich einer Potenzreihe genauer untersuchen.

(6.5) Definition Sei f(x) = Z;)ZO a,(x —a)" eine Potenzreihe und D,,,, € K ihr Konvergenz-

bereich. Dann nennt man

p(f) = SUP{|X—a| | X € Dconv}

den Konvergenzradius von f (x). Nach Definition ist p(f) € R, oder p(f) = +oo moglich.



(6.6) Proposition Sei f(x) = Z::ZO a,(x —a)" Potenzreihe, p = p(f) ihr Konvergenzradius
und x € K.

(1) Ist|x —al < p, dann konvergiert f in x absolut.

(i) Ist |x —a| > p, dann divergiert die Potenzreihe.

Fiir Punkte x € K mit |[x —a| = p ist keine allgemeine Aussage moglich. Im Fall p = 0 gilt

Deony = {a}, im Fall p = +00 ist D, = K.

Beweis: zu (i) Nach Definition des Konvergenzradius gibt es ein y € K, so dass |[x —a| < |y —a| < p gilt
und die Reihe Zzo a,(y — a)" konvergiert. Nach Folgerung |(4.10)| gilt dann lim, a,,(y —a)" = 0. Setzen wir 8 =
:;:Z‘I < 1, dann folgt |a,(x —a)"| = |a,(y —a)|"6" < O™ fiir alle bis auf endlich viele n € IN,. Weil die geometrische
Reihe ZSZO 6™ nach Proposition |(4.6)|konvergiert, folgt die absolute Konvergenz der Reihe Z:zo a,(x—a)" aus dem

Majoranktenkriterium, Satz

zu (ii) Nach Definition des Konvergenzradius ist p insbesondere eine obere Schranke der Werte |x — a| fiir alle
x € KK mit der Eigenschaft, dass Z:ZO a,(x —a)" konvergiert. Gilt also |x —a| > p, dann ist Z:ZO a,(x —a)" eine

divergente Reihe. O

Ist der Konvergenzradius p einer Potenzreihe f endlich und positiv, dann gilt im Fall IK = R fiir den Konvergenzbe-
reich D, von f also Ja—p,a+ p[ € Deopy € [a—p,a+ p]. Im Fall K = C enthilt D, die offene Kreissscheibe
vom Radius p um den Punkt a, und ist in der abgeschlossenen Kreisscheibe um a vom selben Radius enthalten. Man

kann fiir den Konvergenzradius auch eine explizite Formel angeben.

(6.7) Satz (Satz von Cauchy-Hadamard)

Der Konvergenzradius p einer beliebigen Potenzreihe f (x) = Z:io a,(x—a)" iiber KK ist gegeben

durch
=il
p = (limsupn\"/lanl) .

Dies soll im Fall limsup,, v/|a,| = 0 bedeuten, dass p = +00, und im Fall limsup, +/|a,| = +00,
dass p = 0 gilt.

Beweis: Seis=limsup, {/]a,|, und betrachten wir zunichst den Fall s € R*. Zu zeigen ist p = s~'. Sei dazu ¢ € R*
mit & < s vorgegeben. Wir zeigen: Ist x € KK mit |x —a| < (s + €)™}, dann konvergiert die Potenzreihe in x (sogar
absolut). Gilt dagegen |x +a| > (s—&)™!, dann divergiert die Potenzreihe in x. Aus diesen beiden Aussagen folgt dann
die Gleichung p = s™!. Denn die erste Aussage in Verbindung mit Proposition (ii) liefert p > (s+¢)7!, und weil
¢ € R* beliebig klein gewihlt werden kann, folgt p > s™'. Ebenso kann aus der zweiten Aussage in Verbindung mit

Teil (i) von Proposition |(6.6)| abgeleitet werden, dass p < s ! gilt. Insgesamt erhalten wir p =s™!, wie gewiinscht.



Fiir den Nachweis der ersten Aussage sei nun x € IK mit |x —a| < (s + £)". Nach Definition von s als Limes superior
gilt v/]a,| < s +¢ fiir alle bis auf endlich viele n € IN; denn gibe es in (\"/|a_n|)n€]N0 eine (beschrédnkte) Teilfolge, deren
Hiufungspunkte alle groRer gleich s + & wiren. Definieren wir 6 = |x—a|(s+¢), dann ist 8 < 1 und /]a,(x —a)"| =
|x —a|+/|a,| < 6 fiir alle bis auf endlich viele n € IN,. Nach dem Wurzelkriterium, Satz ist f in x also absolut

konvergent.

Fiir den Nachweis der zweiten Aussage sei x € K mit |x —a| > (s — ¢€)™'. Nehmen wir an, dass die Potenzreihe
in x konvergiert. Dann muss nach Folgerung fiir die Glieder der Reihe lim, |a,(x —a)"| = 0 gelten. Weil s
aber Haufungspunkt der Folge (1/]a,| Jnen, ist, gibt es unendlich viele n € N, mit v/|a,| > s — ¢, und daraus folgt
V/la,(x —a)"| = |x —al+/]a,] > 1 und somit auch |a,(x —a)"| > 1 fiir unendlich viele n € IN,. Also divergiert die

Potenzreihe in x.

Zum Schluss betrachten wir die Fille s = 0 und s = +00. Im Fall s = 0 ist die erste Aussage von oben fiir jedes s’ € R*
an Stelle von s und fiir jedes ¢ € R™ erfiillt. Daraus folgt p > (s’)! fiir jedes s’ € R und somit p = +0c0. Im Fall
s = +o00 ist die zweite Aussage von oben fiir jedes s’ € R* an Stelle von s und fiir jedes ¢ € R mit ¢ < s’ erfiillt.

Daraus folgt p < (s')™" fiir jedes s’ € R*, und entsprechend p = 0. O

(6.8) Folgerung Seien die Bezeichnungen wie in Satz|(6.6)|und r € R* mit r < p, wobei wir
uns aber auf den Fall IK = R beschrénken. Dann konvergiert die Potenzreihe auf [a —r,a + 1]

gleichméaRig gegen ihren Grenzwert und definiert dort eine stetige Funktion.

Beweis: Sei ¢ € R" vorgegeben. Nach Satz|(6.6)|konvergiert die Reihe Z:ZO a,(x—a)" im Punkt x = a + r absolut,
somit besitzt die Reihe Zzo |a,|r™ einen endlichen Grenzwert. Es gibt also ein N € IN mit Z;:Zn lag|r* < ¢ fiir alle

n>N.Ist nun x € [a —r,a + r] beliebig vorgegeben, dann folgt |x —a| < r, und wir erhalten

oo oo oo
Zak(x—a)k < Zlakllx—alk < Zlaklrk < ¢
k=n k=n k=n

fiir alle n > N. Damit ist die gleichmé&Rige Konvergenz von Z;:O a,(x —a)* auf D =[a—r,a+r] bewiesen, und die
Stetigkeit der Funktion f : D —» R, x — Z:ZO a,(x —a)" folgt aus Satz|(6.3) O

Wir wenden die bisherigen Ergebnisse auf eine Reihe von Beispielen an.

() Die Potenzreihe Z:ZO

gegeben durch a, = 1 fiir alle n € IN hat wegen limsup, v/|1| = 1 den Konvergenzradius p = 1. Fiir jedes

[ee)

S - £

s 1—x
nach Proposition |(4.6)| {iber den Wert der geometrischen Reihe. Nach Folgerung|(6.8)| definiert die Reihe fiir

jedes r € R* mit r < 1 auf [—r,r] eine stetige Funktion, insgesamt also auf dem offenen Intervall ]—1,1[.

x™ zum Entwicklungspunkt a = 0 und mit der konstanten Koeffizientenfolge (a,),cn

x € R mit |x| < 1 gilt

(Natiirlich wissen wir auch so bereits, dass x — % als rationale Funktion auf dem Intervall ]—1,1[ stetig

ist.)



oo xM
n=0 n!

(i) Die Exponentialreihe exp(x) = hat den Konvergenzradius p = +o0. Fiir beliebiges x € R, x # 0 und
jedes n € IN gilt ndmlich

xn+l n!

(n+1)! xn

x™1/(n+1)! _
xn/n! N

x
- | n+1 | ’
und dieser Quotient ist < % fiir hinreichend grof3es n. Also konvergiert die Reihe in x nach dem Quotientenkri-
terium, Satz[(4.18)} Nach Satz[(6.6)|kann der Konvergenzradius p keinen endlichen Wert haben, weil sonst die
Reihe fiir ein x € R divergieren miisste. Nach Folgerung definiert exp(x) fiir jedes r € R auf [—r, r] eine
stetige Funktion. Insgesamt erhalten wir eine stetige Funktion auf ganz R die wir als Exponentialfunktion

bezeichnen.

(iii) Durch eine dhnliche Rechnung zeigt man, dass auch Sinus- und Kosinusreihe einen unendlichen Konvergenz-
radius haben und somit auf ganz R stetige Funktionen definieren. Die entsprechenden Funktionen werden als

Sinus- bzw. Kosinusfunktion bezeichnet.

(6.9) Proposition Es gilt exp(1) = e, wobei e die Eulersche Zahl bezeichnet, die in Proposition

definiert wurde.

Beweis: Seien die Folgen (a,),en und (s,)nen gegeben durch a, = (1+ %)” und's, = > _, ’;—T Dann gilt lim, a, = e

und lim,, s, = exp(1). Fiir alle n € IN gilt auf Grund des Binomischen Lehrsatzes die Abschatzung

o = a+dy = Y[ =

k=0

n n

| . — . . —
Zkl(nn;k)l % - Z%n . nk kD [ S
k=0 " ) k=0 k=0

=

| —

=

Daraus folgt e = lim, a,, < lim,,s,, = exp(1). Fiir die umgekehrte Abschitzung bemerken wir, dass fiir m,n € IN mit

m>n2 2 gilt

an, =

Tvm = im-(m—l)-...-(m—k+1)
(1+5) a ;k! mk

n

m
1 m—1 m—2 m—k+1 1 m—1 m—2 m—k+1
1+1+ —1- . > 1+1+ —1- . .
;k! m m m Zk! m m m

Fiir jedes n > 2 gilt also

n
1 -1 -2 —k+1
e = lma, = 141+ lim —1.0 . ok
m— 00 m— oo =2 k! m m m
n n
1 . m—1 m-—2 m—k+1 1
= 1+1+Zﬁ(n}5&1' — = — ) = 1+1+ZE = s,
k=2 k=2
Aus e > s, fiir alle n > 2 wiederum folgt e > lim,, s, = exp(1), insgesamt also e = exp(1). O

Wir werden im folgenden Kapitel mit Hilfe der Differentiation noch einen etwas kiirzeren Beweis fiir diese Identitét

angeben. Ubrigens kann man sich mit dem Taschenrechner leicht davon iiberzeugen, dass die Reihe Z:ZO ’,‘1—7 deutlich

schneller gegen e konvergiert als die Folge (a,,),en gegeben durch a, = (1 + %)".



(6.10) Satz Die Exponentialfunktion besitzt die folgenden Eigenschaften.

(i) Es gilt exp(0) = 1, exp(x + y) = exp(x) exp(y), exp(—x) = exp(x)~* und exp(x) > O fiir
alle x,y € R.

(ii) xl}r_noo exp(x) =0 und Xlgrnoo exp(x) = +oo

(iii) Die Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend und definiert eine bijektive Abbil-

dung zwischen R und R*.

n

Beweis: zu (i) Die erste Gleichung erhélt man durch einfaches Einsetzen von 0 in die Exponentialreihe ZSZO %
Alle Terme mit Ausnahme des ersten verschwinden, also ist exp(0) = 1. Seien nun x,y € R vorgegeben. Fiir den
Beweis der Gleichung exp(x + y) = exp(x) exp(y) wenden wir Satz iiber Cauchyprodukte an; weil die Reihen
exp(x) und exp(y) absolut konvergieren, sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Seien die Folgen (a,),en, und

(bp)nen, so definiert, dass die Gleichungen

oo oo
exp(x) = Z a, und exp(y)= Z b,
n=0 n=0

gelten, némlich durch a, = % und b, = {l—? Sei Y. ¢, das Cauchyprodukt der Reihen Y~ a, und > - b,. Auf
Grund des Binomischen Lehrsatzes (a + b)" = ZZ:O (Z)a”_kbk, den wir in den Ubungen behandelt haben, erhalten
wir

n

xR yk 1\ ok 1<(n\ .k x (x+y)"
P IS AR N e TR Sl = axler = =

k=1 k=0 ' k=0

und mit dem Satz {iber Cauchyprodukte erhalten wir

cowen) = (Sa)(Sn) = Do = [ERE < esten |
n=0 '

n=0 n=0 k=0

wie gewiinscht. Die Gleichung exp(—x) = exp(x)~! fiir alle x € R ergibt sich nun unmittelbar aus der Rechnung
exp(x) exp(—x) = exp(x + (—x)) = exp(0) = 1. SchlieBlich gilt fiir jedes x € R auch exp(x) > 0. Im Fall x > 0 sieht
man dies direkt, weil alle Terme der Exponentialreihe positiv sind. Fiir x < 0 erhédlt man die Positivitdt durch die
Gleichung exp(—x) = exp(x)™!, denn der Kehrwert einer positiven Zahl ist positiv; schlieBlich ist auch exp(0) = 1

positiv.



zu (ii) Zum Nachweis von lim,_,, ., exp(x) = +00 sei (x,),en €ine Folge in R mit lim, x, = +00. Zu zeigen
oo xN

ist lim, exp(x,) = +00. Sei dazu k € R* vorgeben. Definieren wir ry(x) = > ~, &

fiir x € R, dann gilt jeweils
exp(x) =1+ x + ry(x), und ry(x) = 0 falls x > 0. Wegen lim, x,, = +00 gibt es nun ein N € IN mit x,, > « fiir alle

n > N. Es folgt exp(x,) =1+ x, + ry(x,) = 1+ x, > 1 + k >« fiir alle n > N. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Fiir den Nachweis des Grenzwerts lim,._,_ ., exp(x) = —00 sei (x,),en €ine Folge in R mit lim, x,, = —oo. Dann gilt
lim,,(—x,) = +o0. Ist ndmlich x € R* vorgegeben, dann gibt es ein N € IN mit x,, < —« fiir alle n > N, und fiir diese
n gilt dann auch —x, > k. Wegen lim,_,_ ., exp(x) = + 00 folgt lim, exp(—x, ) = +o0. Auf Grund der Rechenregeln
aus § 8 fiir uneigentliche Grenzwerte folgt daraus lim, exp(—x,)™' = 0, und wegen exp(—x,)~! = exp(—(—x,)) =

exp(x,) gilt auch lim, exp(x,) = 0.

zu (iii) Um zu zeigen, dass exp streng monoton wachsend ist, bemerken wir zunéchst, dass exp(x) = 1+x+ry(x) =
1+x > 1 fiir alle x € R* gilt. Seien nun x, y € R mit x < y vorgegeben. Aus y — x > 0 folgt dann exp(y — x) > 1,
und daraus folgt exp(x) < exp(x)exp(y —x) = exp(x + (y —x)) = exp(y).

Als streng monoton wachsende Funktion ist exp jedenfalls injektiv. Zum Nachweis der Surjektivitit sei y € R*
vorgegeben. Zu zeigen ist, dass ein x € R mit exp(x) = y existiert. Dazu sei (x,) e €ine Folge mit lim, x, = +o0.
Wegen lim, —x, = —oo und lim,_, ., exp(x) = 0 gilt lim, exp(—x,,) = 0. Insbesondere gibt es ein m € IN mit
exp(—x,,) < y. Wegen lim,_,, ., exp(x) = +00 gilt lim, exp(x,) = +00, und deshalb gibt es insbesondere ein n € IN
mit exp(x,) > y, wobei wir x,, > —x,,, annehmen kénnen. Auf Grund des Zwischenwertsatzes angewendet

auf die Funktion exp |, , j, existiert ein x € ]x,,, y,[ mit exp(x) = y. Damit ist die Surjektivitdt nachgewiesen. O

Aus dem letzten Punkt es soeben bewiesenen Satzes folgt

(6.11) Satz Die Exponentialfunktion besitzt eine Umkehrfunktion In : Rt — R, die als

natiirlicher Logarithmus bezeichnet wird. Sie hat die folgenden Eigenschaften.

(i) Sie ist stetig, streng monoton wachsend und definiert eine bijektive Abbildung zwischen
R* und R.

(ii) Es gilt In(exp(x)) = x fiir alle x € R und exp(In(y)) = y fiir alle y € R*.

(iii) Weiter gilt In(1) = 0, In(e) = 1, In(xy) = In(x) + In(y) und In(x~!) = —In(x) fiir alle

x,y € RT.
(iv) limIn(x)=—oco und lim In(x)=+o0.
x—0 X—+0Q

Beweis: zu (i) Als Umkehrfunktion einer bijektiven, stetigen und streng monoton wachsenden Funktion ist In nach
Satz|(5.19)|ebenfalls stetig und streng monoton wachsend, und natiirlich ist die Umkehrabbildung einer bijektiven
Abbildung selbst bijektiv.



zu (ii) Durch diese Gleichungen kommt lediglich zum Ausdruck, dass In die Umkehrfunktion von exp ist.

zu (iii) Wegen exp(0) = 1 und exp(1) = e gilt In(1) = In(exp(0)) = 0 und In(e) = In(exp(1)) = 1. Seien nun
x,y € R* vorgegeben. Dann gilt In(xy) = In(exp(In(x)) exp(In(y))) = In(exp(In(x) + In(y))) = In(x) + In(y) und
In(x™1) = In(exp(In(x))™!) = In(exp(—In(x))) = —In(x).

zu (iv) Sei (x,)nen €ine Folge in R* mit lim,, x,, = 0. Zu zeigen ist lim,, In(x,) = —oco. Sei dazu k € R* vorgegeben
und a = exp(—«). Dann gibt es ein N € IN mit x,, < a fiir alle n > N. Weil In streng monoton wachsend ist, folgt
daraus In(x,) < In(a) = —« fiir alle n > N. Damit ist der Beweis von lim, _,,In(x) = —oo abgeschlossen. Der Beweis
des zweiten Grenzwerts 14uft nach demselben Schema. Sei (x,,),en €ine Folge in R* mit lim,, x, = +00. Dann muss
lim, In(x,) = + 0o gezeigt werden. Sei dazu wieder ein k € R* vorgegeben, und sei a = exp(x). Dann existiert ein
N € IN mit x,, > a fiir alle n = N, und weil In streng monoton wachsend ist, gilt fiir diese n auch In(x,,) > In(a) = k.
O

Fir Anwendungen im technisch-naturwissenschaftlichen Bereich ist es hilfreich, Exponentialfunktion und Logarith-

mus zu einer beliebigen Basis b € R mit b > 1 zu definieren.

(6.12) Definition Fiir jedes b € R mit b > 1 sind die Exponentialfunktion und der Logarithmus
zur Basis b definiert durch

o In(x)
7 )

exp, :R—>R" , x— exp(xIn(b)) und log, :R" >R ,

Die Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion und den natiirlichen Logarithmus iibertragen sich unmittelbar auf die

entsprechenden Funktionen zur Basis b.

(6.13) Proposition Sei b € R mit b > 1.

(i) Es gilt exp,(0) = 1 und exp,(1) = b, aullerdem exp,(x + y) = exp,(x)exp,(¥),
exp,(—x) = exp, (x)~! und exp,(x) > O fiir alle x, y € R.

(ii) Weiter gilt log,(1) = 0, log,(b) = 1, log,(xy) = log,(x) + log,(y) und log,(x™!) =
—log, (x) fiir alle x,y € R*.

Beweis: zu (i) Seien x,y € R. Nach Definition von exp, gilt exp, (0) = exp(0-1n(b)) = exp(0) = 1, exp, (1) = exp(1-
In(b)) = b, exp,(x +y) = exp((x + y)In(d)) = exp(x In(b) + y In(b)) = exp(x In(d)) exp(y In(d)) = exp; (x) exp,(y)
und exp, (—x) = exp((—x)In(b)) = exp(—x In(b)) = exp(x In(h)) ! = exp, (x)~".

zu (i) Fir x,y € R* gilt log,(1) = igg; = my = 0, logy(b) = %Eggg =1, log,(xy) = 20 — ) | ) _

log, (x) +1og, () und log, (x ") = 1) = — 103 — _jog, (x). o




(6.14) Proposition Fiir alle b € R mit b > 1 und alle r € Q gilt b” = exp,(r), wobei der

Ausdruck b" wie in § 1 durch Potenzen und die Wurzelfunktionen definiert ist.

Beweis: Zunéchst beweisen wir die Gleichung b" = exp,(n) fiir alle n € IN, durch vollstdndige Induktion. Es ist
b% = 1 = exp(0) = exp(0 - In(b)) = exp,(0). Ist n € IN, und setzen wir b" = exp,(n) voraus, dann folgt b""! =
b" - b = exp,(n)exp,(1) = exp,(n + 1). Fiir alle n € IN gilt auch b = (b")! = exp,(n)~! = exp,(—n). Also ist
b" = exp,(n) fiir alle n € Z erfiillt. Sei nun r € Q, r = T mit m € Z und n € N. Zunichst bemerken wir, dass
exp,(r)" = exp,(nr) gilt, wie man mit der Gleichung exp,(x + y) = exp,(x) exp,(y) durch vollstindige Induktion
{iber n leicht zeigt. Es folgt nun exp, (r)" = exp,(nr) = b"" = b™. Weil ¥'b™ die eindeutig bestimmte Zahl in R, ist,
deren n-te Potenz gleich b™ ist, folgt exp,(r) = vb™ = b™" =b". m|

Wegen Prop.ist es gerechtfertigt, b” fiir alle b € R* und r € R wie folgt zu definieren: Ist b > 1, dann setzt man
b" = exp,(r). Fiir r € Q stimmt die neue Definition von b" mit der alten Definition aus § 6 {iberein. Gilt 0 < b < 1,
dann setzt man b" = exp,. ()" = exp,-(—r). SchlieBlich definiert man noch 1" = 1 fiir alle r € R. Man beachte,
dass man in allen drei Fillen genauso gut auch b" = exp(r In(b)) schreiben kann. Im Fall b > 0 folgt dies direkt aus
der Definition. Im Fall 0 < b < 1 ist b" = exp,(—r) = exp(—rIn(b™')) = exp((—r)(—In(b))) = exp(r In(b)), und
fiir b =1 gilt ebenfalls b" =1 = exp(r - 0) = exp(r - In(b)).

(6.15) Folgerung Fiir alle a,b € R* und x, y € R gelten die Potenzgesetze

(aby* =a*b* , a7V =a*a’ und (a*) =a*.

Beweis: Alle drei Regeln ergeben sich direkt aus der Gleichung b" = exp(r In(b)). Die erste Gleichung erhélt man

durch die Rechnung

(ab)* = exp(xIn(ab)) = exp(x(In(a)+In(b))) = exp(xIn(a)+ xIn(b))
= exp(xIn(a))exp(xIn(b)) = a*b*

die zweite durch a**” = exp((x + y)In(a)) = exp(xIn(a) + yIn(a)) = exp(xIn(a)) exp(y In(a)) = a*a”, und die
dritte schlieflich durch

(a¥) = exp(yIn(a®)) = -exp(xyln(a)) = a“. O
Zur Vereinfachung der Notation werden wir von nun an statt exp(x) meistens den Ausdruck e* verwenden.

Wenden wir uns nun den trigonometrischen Funktionen, also Sinus und Kosinus, zu.

(6.16) Satz Sinus- und Kosinusreihe konvergieren fiir alle x € R absolut. Sie definieren auf
ganz R stetige Funktionen, die als Sinus- bzw. Kosinusfunktion bezeichnet werden. Fiir alle

x € R gilt cos(—x) = cos(x) und sin(—x) = —sin(x).



Beweis: Die Begriindungen fiir die absolute Konvergenz und die Stetigkeit sind wortwortlich dieselben wie bei der
Exponentialfunktion. Die beiden Gleichungen ergeben sich direkt durch Einsetzen in die jeweilige Reihe. Beispiels-
weise gilt cos(—x) = Zzo(—l)”% = Zio(—l)"é—::)! = cos(x) fiir alle x € R. O

Das folgende Resultat ermoglicht es, einen Teil unserer Ergebnisse zur Exponentialfunktion auf diese Funktionen zu
iibertragen. Weil der Konvergenzradius der Exponentialfunktion, wie wir oben gesehen haben, gleich 4+ o0 ist, diirfen
nicht nur beliebige reelle Zahlen, sondern auch beliebige komplexe Zahlen in die Exponentialreihe eingesetzt werden.
Wie bei den reellen Zahlen bezeichnen wir den Wert, der sich durch Einsetzen von z € C in die Exponentialreihe

ergibt, mit e®. Es gilt nun die

(6.17) Satz (Eulersche Gleichung)

Fiir alle x € R gilt e™* = cos(x) + i sin(x).

Beweis: Sei x € R beliebig vorgegeben. Weil die Kosinus- und die Sinusreihe in x absolut konvergieren, diirfen wir

die Grenzwertsitze [(4.7)] fiir Reihen anwenden und erhalten

o 3 . 2n 0 2n+1 _ . 2n ix2n+1
cos(x) +isin(x) = Z( 1) (2 )' Z( D' — n+ Dl Z( D ((Zn)' (2n+1)!)

n 2n+

Setzen wir a,, = (—1)" ((2n)‘ + (2n+1),) fiir alle n € IN;, dann gilt jeweils

X4n x4+l x4nt2 x4nts3
+ = (== + +(-1* +
dop + Aonta (=1 ((4n)! (4n + 1)!) =1 ((4n+2)! (4n+3)!)

X4n ) x4n+1 x4n+2 ) l-x4n+3

Gn) lan+ Dl Gn+ 2! (@n+3)
(ix)4n (ix)4n+1 (ix)4n+2 (ix)4n+3

(4n)!  (4n+1)! (4n+2)! (4n+3)!

= bup+ bans1 + banso + banis

wobei b, fiir jedes n € N, den Term (”() der Reihe exp(ix) bezeichnet. Damit erhalten wir

(o] o0
cos(x) +isin(x) = Z (agn +agns1) = Z (ban + bans1 + bansz + banss)
n=0 n=0

4n+3

n oo
= lim Db = lim Dby = Db, = exp(ix).
k=0 k=0 n=0

Im vierten Schritt wurde verwendet, dass fiir eine konvergente Folge mit einem Grenzwert a € C jede Teilfolge gegen

denselben Grenzwert konvergiert, was im hier vorliegenden Fall auf den Grenzwert a = exp(ix) und die Teilfolge
()"

(S4n+3)nen, der Folge (s,) e der Partialsummen von Zn 0

angewendet wird. m|



(6.18) Lemma Die Restglieder von Kosinus- und Sinusfunktion gegeben durch

2k 2k+1

$ra(x)  und sin(x)—;)(— TR TRAIC)

cos(x) = Z( 1) ()ch)'

fiir alle n € N, erfiillen die Abschéitzungen

|27+ ) .

Irp ()] < —— 2nt2) fir alle x € R mit x| <2n+3
und |23

I ()l < m fir alle x € R mit x| <2n+4.

Beweis: Fiir jedes x € R und jedes n € IN; gilt nach Definition des Restglieds

0 OO 2n+2k+2

k X n+1+k X n+1 k
= - = -1 o 1o = = (27 + 21 -1
Far1(X) kz D (2k)! Z( ) (2n + 2k +2)! 1) (2n+2)! Z( ye
=n+1 k=0 k=0
mit 2k
a, = X fiir alle ke NN,.

(2n+3)2n+4)-...-(2n+2k+2)

Nach Definition ist dann ay = 1 und

x2

U (2n+ 2k +3)(2n + 2k + 4)

A1 fir alle ke IN,.

Auf Grund der Konvergenz der Reihe gilt lim; a; = 0; unter der Voraussetzung |x| < 2n+3 gilt aulerdem a; ., /a; < 1
und somit a;,; < ay fir alle k € IN,,. Sei nun s, = ZZZO(—l)kak die n-te Partialsumme der Reihe Zrio(—l)"an
Nach dem Leibniz-Kriterium, Satz konvergiert diese Reihe. Wie im Beweis dieses Kriteriums iiberpriift man
unmittelbar, dass die Teilfolge (s5,),ey Monoton fallend, die Teilfolge (s5,41)ney Monoton wachsend ist. Wegen

a; <1=aqqists; =ay—a; >0, und insgesamt gelten fiir alle n € IN, die Ungleichungen
I = sp=s3>s3p11251 > 0,

also insbesondere s, € [0, 1] fiir alle n € IN,. Damit liegt auch der Grenzwert der Reihe in [0, 1], und wir erhalten die

|x|2n+2
@n+2)*

nur geringfiigig modifiziert werden. Hier ist

gewlinschte Abschatzung |r,;(x)| < Fiir die Restgliedabschitzung der Sinusfunktion miissen die Formeln

0 2k+1 0 2n+2k+3 2n+3 X
;o DL o VIS i NS sl o S0 Y
T (X) k;rl( )(2k+1)' ;( ) (2n + 2k + 3)! 1) (2n+3)!;( Vb
mit
x2k "
b = fiir alle k € IN,.

(2n+4)2n+5)-...-(2n+2k+3)
woraus sich b, = 1 und die Rekursionsformel b, ; = kaM ergibt. Wie bei der Kosinusfunktion erhélt
man fiir |x| < 2n + 4 die Ungleichungen 0 < >, (—1)*b; < 1 und damit die gewiinschte Abschétzung fiir r/,, (x).
O



(6.19) Lemma Sinus- und Kosinusfunktion erfiillen fiir alle x, y € R die Gleichungen

i) sin(x + y) = sin(x)cos(y) + cos(x) sin(y)
(i) cos(x + y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)
(iii) sin(x)—sin(y) = 2cos(*32)sin(*5)
(iv) cos(x)—cos(y)=—-2 sin(%) sin(=%) und
(v) sin(x)? +cos(x)? = 1.
Die Gleichungen unter (i) und (ii) bezeichnet man als Additionstheoreme der Sinus- und der

Kosinusfunktion.

Beweis: Die beiden Additionstheoreme ergeben sich aus der Eulerschen Gleichung[(6.17)|und der Tatsache, dass die
Gleichung e**" = e*e" auch fiir z,w € C giiltig ist; der Nachweis dafiir funktioniert genauso wie in Satz Fiir
alle x, y € R gilt nun
cos(x +y)+isin(x +y) = €O = ity = pixely
= (cos(x)+isin(x))(cos(y)+isin(y))
= (cos(x)cos(y)—sin(x)sin(y)) + i(sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)) ,
und durch Vergleich von Real- und Imaginérteil auf beiden Seiten erhélt man (i) und (ii). Die iibrigen Gleichungen
konnen nun ihrerseits aus den Additionstheoremen abgeleitet werden. Setzen wir u = % und v = %, dann gilt
sin(x)—sin(y) = sin(u+v)—sin(lu—v) =
sin(u) cos(v) + cos(u) sin(v) — sin(u) cos(—v) — cos(u) sin(—v) =
sin(u) cos(v) + cos(u) sin(v) — sin(u) cos(v) + cos(u) sin(v) =
2cos(u)sin(v) = 2cos (%) sin (X%y) .
und ebenso
cos(x)—cos(y) = cos(u+v)—cos(u—v) =
cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v) — cos(u) cos(—v) + sin(u) sin(—v) =
cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v) — cos(u) cos(v) —sin(u) sin(v) =
—2sin(u)sin(v) = —2sin(%52)sin(%52).
Gleichung (v) folgt aus dem Additionstheorem (ii) durch die Rechnung cos(x)?+sin(x)? = cos(x) cos(—x)—sin(x) sin(—x) =
cos(x + (—x)) = cos(0) = 1, wobei im ersten Schritt die Gleichungen aus Satz[(6.16)| verwendet wurden. |

(6.20) Lemma Die Kosinusfunktion besitzt im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle £. Das
Doppelte 2& dieser Nullstelle wird die Kreiszahl = genannt. Die Werte von Sinus- und Kosinus-

funktion an den Stellen %n mit 0 < k < 4 sind durch folgende Tabelle gegeben.

[x  Jofsn] n[§n]2n]
sin(x) |0 1 0O|—-1|0
cos(x)||1f O |—=1| O 1




Beweis: Zunéchst zeigen wir mit Hilfe der Restgliedabschitzungen aus Lemma |(6.18)} dass

sin(x) > O fiir alle x € ]0, 2] und cos(2) < —% gilt.

Nach Lemmaist sin(x) = x + rj(x) mit [r](x)] < %le?’ fiir alle x € R mit |x| < 4. Fir x € ]0,2] folgt
@I @) > x(1-— %) = %x > 0. AulRerdem ist
cos(x) =1— %xz + ry(x) mit |ry(x)] < 2%‘|x|4 fiir alle x € R mit |x| < 5. Insbesondere gilt r,(2) < é—g = %, also
cos(2)<1—1-22+2=1-2+%=—1.

also | < élxl2 < g = % und somit sin(x) = x + rj(x) = x(1 +

Mit Hilfe der Gleichungen aus Lemma [(6.19)| konnen wir nun zeigen, dass die Kosinusfunktion im Intervall [0, 2]
streng monoton fallend ist. Seien x,y € R mit 0 < x < y < 2 vorgegeben. Dann gilt 0 < %(x +y) <2und
0 < 2(y —x) <1 < 2. Daraus folgt sin(*3X) > 0 und sin(%5>) > 0, also cos(y) — cos(x) = —2sin(*32)sin(LX) < 0

und somit cos(x) > cos(y).

Durch Einsetzen in die Kosinusreihe findet man den Wert cos(0) = 1. Auf Grund der Stetigkeit der Kosinusfunktion
und wegen cos(0) = 1 und cos(2) = —% < 0 kénnen wir den Zwischenwertsatz anwenden. Dieser liefert uns
eine Nullstelle £ im Intervall [0,2]. Weil die Kosinusfunktion im Intervall [0, 2] streng monoton fallend ist, kann
es in diesem Intervall keine weitere Nullstelle geben. Durch Einsetzen in die Sinusreihe findet man auch den Wert
sin(0) = 0. AuRerdem gilt sin(3 7)?+cos(37)* = 1, wegen cos(37)? = 0 also sin(37)* € {£1}. Weil die Sinusfunktion

im Intervall ]0, 2] nur positive Werte annimmt und %n in diesem Intervall enthalten ist, folgt sin(%n) =1.

Damit sind die ersten beiden Spalten der Tabelle verifiziert. Die {ibrigen Werte erhilt man nun durch Anwendung

der Additionstheoreme von Sinus und Kosinus. Es gilt sin(7) = sin( % T+ %n) = sin(% ) cos(%rc) +cos( % ) sin( % m)=

1-0+0-1=0und cos(r) = cos(37)* —sin(37)* = 0 — 12 = —1. Nach demselben Schema berechnet man
sin(%n) = sin(m+ %TE) = sin(n) cos(%n) + cos(n’)sin(%n) = 0-0+(—-1-1 = -1
cos(%n) = cos(m+ %n) = cos(m) cos(%ﬂ)—sin(n)sin(%n) = (-1)-0—-0-1=0
sin(2n) = sin(m)cos(w) + cos(m)sin(r) = 0-(—1)+(-1)-0 = 0
cos(2m) = cos(m)cos(m)—sin(w)sin(n) = (—1)(-1)—0-0 = 1 m|
(6.21) Satz

(i) Die Sinusfunktion hat die Nullstellenmenge {k7x | k € Z}. Sie ist im Bereich [—%n, %7‘5]
streng monoton wachsend und im Bereich [%TE, %n] streng monoton fallend.
(i) Die Kosinusfunktion hat die Nullstellenmenge {(k + %)TE | k € Z.}. Sie ist im Bereich [0, 7]
streng monoton fallend umd im Bereich [, 27t] streng monoton wachsend.
(iii) Sinus- und Kosinusfunktion erfiillen die Gleichungen sin(x + ) = —sin(x), cos(x + ) =

—cos(x) und cos(x) = sin(x + %n) fir alle x € R.

Aus (iv) folgt insbesondere sin(x + 27t) = sin(x) und cos(x + 27t) = cos(x) fiir alle x € R. Man sagt, Sinus- und

Kosinusfunktion sind periodische Funktionen mit Periodenlédge 2.



Beweis: Zunachst bemerken wir, dass sich die unter (iii) angegebenen Gleichungen direkt aus den Additionstheo-
remen und der Tabelle aus ((6.20)) ergeben. Fiir alle x € R gilt sin(x + 7) = sin(x)cos(m) + sin(7) cos(x) =
sin(x)-(—1)40-cos(x) = —sin(x) und cos(x+m) = cos(x) cos(7)—sin(x) sin(7) = cos(x)-(—1)—sin(x)-0 = —cos(x).

AuRerdem ist sin(x + %n) = sin(x) cos(%n) + cos(x) sin(%n) =sin(x) - 0+ cos(x) - 1 = cos(x).

Wir wissen bereits, dass cos(x) im Intervall [0, 2], also insbesondere auf [0, %rc] streng monoton fallend ist. Um zu zei-
gen, dass cos(x) sogar auf [0, 7] streng monoton fallend ist, verwenden wir die Gleichung cos(w—x) = —cos(—x) =
—cos(x). Seien x,y € [0, ] mit x < y vorgegeben. Liegen x und y beide im Intervall [0, %TL’], dann ist die Unglei-
chung cos(x) < cos(y) bereits bekannt. Gilt %TE < x < y £ m, dann definieren wir x’ =t —x und y' = w—y. Es
gilt dann x’, y’ € [0, %7‘5] und y’ < x’. Wir erhalten cos(y’) > cos(x’), also —cos(y) < —cos(x) und damit auch hier
cos(x) > cos(y). Ist schliel8lich x € ]0, %n[ und y € ]%n, n[, dann gilt 1 = cos(0) > cos(x) > cos(%n) = 0 und

0= cos(%n) > cos(y) > cos(m) = —1. Also ist cos(x) > cos(y) auch hier erfiillt.

Um zu zeigen, dass die Kosinusfunktion auf [7t,27] streng monoton wachsend ist, seien x,y € [7,27] mit x <
y vorgegeben. Dann gilt x —w,y — 7 € [0,n] und x — © < y — w. Weil die Kosinusfunktion auf [0, 7] streng
motonoton fallend ist, gilt cos(x — ) > cos(y — 7). Daraus folgt —cos(x) > —cos(y) und schlief8lich cos(x) <
cos(y). Die Untersuchung des Monotonieverhaltens der Sinusfunktion kann entsprechend mit Hilfe der Gleichung
cos(x) = sin(x + %n) auf die Kosinusfunktion zuriickgespielt werden. Wir beschranken uns auf den Nachweis fiir das
Intervall [%rc, %n]. Seien x, y in diesem Intervall mit x < y vorgegeben. Dann gilt auch x — %ﬂ? <y-— %n, aulBerdem
x— % T,y— % m € [0, 7] und cos(x—%rc) > cos(y— % 1), weil die Kosinusfunktion auf diesem Intervall streng monoton

fallend ist. Es folgt sin(x) > sin(y).

Weil die Kosinusfunktion auf [0, 7] streng monoton fallend ist und cos(0) = 1 und cos(7) = —1 gilt, ist %n in diesem
Intervall die einzige Nullstelle. Wegen cos(x) = —cos(x — 7) fiir alle x € [, 27] gibt es in diesem Intervall nur die
Nullstelle %TE. Also sind %rc, %n in [0, 27t[ die einzigen Nullstellen der Kosinusfunktion. Wegen cos(x + 27t) = cos(x)
fiir alle x € R ist die Nullstellenmenge insgesamt also durch

UGn+2nk 3n+2nk} = {(3n+Q@Km3n+@k+Dn} = {fn+kn|kez}

keZ
gegeben. Die Nullstellenmenge der Sinusfunktion erhélt man wiederum mit Hilfe der Gleichung cos(x) = sin(x+ % ).
O

Schréankt man Sinus- und Kosinusfunktion auf bestimmte bestimmte Intervalle ein, so werden sie zu streng mono-
ton wachsenden oder fallenden Funktionen, die eine Umkehrfunktion besitzen. Auch diese Funktionen spielen in

Anwendungen eine wichtige Rolle.

(6.22) Satz

(i) Die Sinusfunktion bildet das Intervall [—%n, %7‘:] bijektiv auf das Intervall [—1, 1] ab. Die

Umkehrfunktion arcsin : [—1,1] — R ist stetig und streng monoton wachsend.

(ii) Die Kosinusfunktion bilet das Intervall [0, 7t] bijektiv auf [—1, 1] ab. Die Umkehrfunktion

arccos : [—1,1] — R ist stetig und streng monoton fallend.

Man bezeichnet diese Umkehrfunktionen als Arcus sinus bzw. Arcus cosinus.
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Beweis: Wegen sin(—%n) =—1und sin(%n) =1 folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass die Sinusfunktion [—%n, %TE]
surjektiv auf [—1, 1] abbildet, und auf Grund der strengen Monotonie ist die auf [—% T, %n] eingeschrénkte Abbildung
auch injektiv. Entsprechend begriindet man die Bijektivitéit der Kosinusfunktion auf [0, 7t]. Alle Aussagen ergeben sich
nun direkt aus dem Satz[(5.19)|iiber die Stetigkeit von Umkehrfunktionen. O

(6.23) Satz  Die Tangensfunktion ist auf D = R\ {%TC + km | k € Z} durch tan(x) =
sin(x)/ cos(x) definiert und dort stetig. Ihre Einschrankung auf ]—%n, %n[ ist streng monoton
wachsend und bildet dieses Intervall bijektiv auf R ab. Die Umkehrfunktion arctan : R — R ist

stetig und ebenfalls streng monoton wachsend. Sie wird als Arcus tangens bezeichnet.

171[ streng monoton wachsend, die Kosinusfunktion ist auf demselben

Beweis: Die Sinusfunktion ist auf ]—%n, 5

Intervall streng monoton fallend und positiv. Daraus folgt, dass x — cos(x)™! auf dem Intervall streng monoton
wachsend ist, und dass dasselbe auch fiir tan(x) = sin(x)cos(x)™! gilt (denn fiir beliebige a, b,c,d € R folgt aus
a < bund c > d jeweils, dass ¢! < d~! und ac™! < bd ™! gilt).

Um zu zeigen, dass

lim tan(x)=—o0 und lim tan(x)=+o0
xq_%ﬁ x—>+%n
gilt, seien (x,),en und (y,) Folgen in ]—%n, %7‘[[ mit lim, x, = —%7’[ und lim, y, = %rc. Auf Grund der Stetigkeit
von Sinus- und Kosinusfunktion gilt dann lim, sin(x,) = —1, lim, cos(x,) = 0, lim, sin(y,) = 1 und lim, cos(y,) =

0. Auerdem handelt es sich bei (cos(y,)),cn um Folgen positiver Zahlen. Ahnlich wie bei den Rechenregeln fiir
uneigentliche Grenzwerte aus § 9 folgert man daraus lim,, tan(x, ) = lim, sin(x,)/ cos(y,) = —oo und lim, tan(y,) =

sin(y,)/ cos(y,) = +00, was aber aus Zeitgriinden hier nicht ausgefiihrt wird.

Weil die Tangensfunktion auf ]—%TE, %n[ streng monoton wachsend ist, ist die Einschrankung der Funktion auf die-
ses Intervall injektiv. Fiir den Nachweis der Surjektivitit verwenden wir erneut den Zwischenwertsatz. Ist a € R”*
vorgegeben, dann existiert wegen limx—>+ 1. tan(x) = +ooeinx; € ]0, %7‘[[ mit tan(x; ) > a. Die Anwendung des Zwi-
schenwertsatzes auf die Tangensfunktion und das Intervall [0, x; ] liefert wegen tan(0) = 0 < tan(x;) ein x € ]0, x;[
mit tan(x) = a. Also werden alle a € R* von tan I]_%ﬂ’%n[ getroffen. Im Fall —a < 0 wahlt man entsprechend ein
Xy € ]—%TL’,O[ mit tan(x,) < a. Insgesamt ist dann wegen tan(x) = 0 die Surjektivitdt nachgewiesen. Das streng

monotone Wachstum und die Stetigkeit des Arcus tangens ergeben sich dann erneut aus Satz m|



§ 7. Differenzierbarkeit und Ableitungsregeln

Inhaltsiibersicht

Eine Funktion f : D — R wird differenzierbar in einem Punkt a des Definitionsbereichs D genannt, wenn a ein
innerer Punkt von D ist und der Grenzwert von J% fiir x — a existiert. Diesen Grenzwert nennt man dann die
Ableitung f'(a) von f an der Stelle a. Aus der Schulmathematik ist bekannt, dass der Quotient }% als Steigung
der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (x, f (x)) des Funktionsgraphen interpretiert werden kann. Fiir x — a
geht die Sekante tiber in die Tangente des Funktiongraphen im Punkt (a, f (a)). Somit kann die Ableitung f’(a) als
Tangentensteigung interpretiert werden.

Zunéchst betrachten wir einige einfache Beispiele fiir differenzierbare Funktionen, ebenso die Betragsfunktion als
prominentes Gegenbeispiel. Anschliefend leiten wir die aus der Schulmathematik bekannten Ableitungsregeln
(Summen-, Produkt- und Kettenregel) her. Als neue Regel hinzu kommt die Umkehrregel zur Ableitung von Um-
kehrfunktionen. Mit ihr kann zum Beispiel die Ableitung des Logarithmus oder des Arkus tangens bestimmt werden.

Wichtige Begriffe und Sdtze

e innerer Punkt einer Teilmenge D C R

e Differenzierbarkeit einer Funktion f in einem Punkt a
e Definition der Ableitung f’(a)

e  Stetigkeit differezierbarer Funktionen

e Summen- und Produktregel

e Kettenregel

e  Umbkehrregel

Sei D C R eine beliebige Teilmenge. Man nennt a € D einen inneren Punkt von D, wenn ein ¢ € R* existiert, so
dass Ja —e,a + e[ € D erfiillt ist. Offenbar ist ein innerer Punkt immer auch ein Haufungspunkt von D: W&hlt man
ndmlich N hinreichend grof3, so dass ]% < ¢ erfiillt ist, dann erhalt man zum Beispiel durch (a, ),y mit a, = a + %

eine Folge in D, die gegen a konvergiert.

(7.1) Definition Sei D € R und a € D ein innerer Punkt. Eine Funktion f : D — R wird

differenzierbar an der Stelle a genannt, wenn

i £ (@)

X—a X—a

f'(@)

als eigentlicher Grenzwert existiert. Man nennt f’(a) in diesem Fall die Ableitung von f an der
Stelle a. Wir nennen die Funktion f differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle ihres Definitionsbe-

reichs differenzierbar ist.



Als innerer Punkt von D ist a zugleich ein Berithrpunkt der Menge D, = D \ {a}. Die Funktion

f)—f(a)

X—a

glx) =

ist auf D, definiert, somit ist gewéhrleistet, dass der Grenzwert liin g(x) tatséchlich gebildet werden kann. Geome-
trisch lasst sich g(x) als Steigung der Sekante des Funktionsgra;hean von f durch die Punkte (a, f (a)) und (x, f (x))
interpretieren. Durch den Grenziibergang x — a erhélt man die Steigung der Tangente an den Funktionsgraphen
durch den Punkt (a, f (a)).

Veranschaulichung der Differenzierbarkeit:
Die Sekantensteigungen (orange) nédhern sich fiir x — a der Tangentensteigung (rot) an.

(7.2) Proposition Sei f : D — R eine Funktion und a € D ein innerer Punkt. Dann sind

folgende Bedingungen &quivalent.

(i) Die Funktion f ist in a differenzierbar.

fa+h)—f(@

(ii) Es existiert der Grenzwert lim

h—0 h
(iii) Es gibt eine reelle Zahl ¢ € R und eine Funktion v : D — R mit
h
fla+h) = f(a)+ch+y(a+h) und ;llir%@ = 0.

Sind diese dquivalenten Bedingungen erfiillt, dann stimmt der Grenzwert in (ii) und die reelle

Zahl c in (iii) mit dem Wert f’(a) der Ableitung {iberein.

Beweis: (i) = (ii)“ Die Funktion g(h) = ,ll(f(a + h) — f(a)) besitzt die Menge

D' = {heR|a+heD}\{0}



als Definitionsbereich. Damit der Grenzwert definiert ist, miissen wir zeigen, dass 0 ein Beriihrpunkt von D’ ist. Nach
Voraussetzung gibt es eine Folge (x,) e i D, mit lim, x,, = a. Setzen wir h,, = x, — a fiir alle n € N, so erhalten
wir wegen a + h,, = x,, € D, eine Folge in D’ mit lim, h, = 0. Also ist O tatséchlich ein Beriihrpunkt. Ist nun (h,),cn
eine beliebige Folge in D’ mit lim, h, = 0, dann ist durch x,, = a + h,, eine Folge in D, mit Grenzwert a gegeben, und

aus der Differenzierbarkeit von f in a folgt

i L@@ S S@ g S-S

n— o0 hn n— o0 X,—a x—a x

f'(@.

,(ii) = (iii)“ Wir definieren auf der Menge D’ von oben die Funktion ¢ durch ¢ (h) = f(a +h)— f (a) — ch, wobei

¢ den Grenzwert unter (ii) bezeichnet, und setzen 1(x) = ¢(x — a) fiir alle x € D,. Dann gilt offenbar

fla+h) = f(a)+ch+¢h) = f(a)+ch+y(a+h) firalle heD’
und aullerdem

. Yla+h) . ¢(h) . fla+h)—f(a) . ch _

e T

,(i) = (1)“ Seic € Rund vy : D, = R eine Funktion mit der angegebenen Eigenschaft. Weiter sei (x,,) e €ine

Folge in D, mit lim, x,, = a. Dann konvergiert die Folge gegeben durch h,, = x, —a gegen 0, und wir erhalten

. f(xn)_f(a) _ . f(a+hn)_f(a) _ : cn, . w(a—i_hn)
lim ——————— = lim h— = lim — + lim h—
n—o0 X,—a n—o0 n n—co h, n—oo n

= ¢+0 = vc.

Dies zeigt, dass der Grenzwert lim ’%
xX—a

gilt f'(a) =c. O

existiert und mit ¢ ibereinstimmt. Also ist f in a differenzierbar, und es

Wir betrachten einige Beispiele fiir differenzierbare und nicht differenzierbare Funktionen.

(i) Seic € R und die Funktion f gegeben durch f : R —» R, x — c. Dann gilt f'(a) = O fiir alle a € R, denn es
gilt jeweils

hmw - lim—S¢ = 1limo = o

h—0 h h—0 h h—0

Die Ableitung von id : R — R ist gegeben durch id’(x) = 1 fiir alle x € R.

(ii) Die Funktion id : R — R, x — x ist iiberall differenzierbar, mit Ableitung 1. Dies folgt fiir alle a € R aus der
Rechung
. id(a+h)—id(a) . (@a+h)—a . h )
Im—————~ = lim———— = lm- = Ilml = 1.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
(iii) Die Funktion f : R — R, x — x? ist iiberall differenzierbar mit der Ableitung f’(x) = 2x fiir alle x € R. Denn

fiir jedes reelle a gilt

_ 2_ 2 2

i f@tw=fl _ . (at+hy-da _ . 2e¢h+h” L

h—0 h h—0 h h—0 h h—0
= 2a+0 = 2a
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@iv)

W)

Die Funktion f : D - R, x — % ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich D = R\ {0} differenzierbar, mit der
Ableitung f'(x) = —% fiir jedes x € D. Zum Beweis bemerken wir zunéchst, dass jedes a € D ein innerer Punkt
des Definitionsbereichs ist. Setzen wir nimlich ¢ = |a|, dann gilt e € R*.Ista < Ound x € Ja—¢,a + €[, dann
gitx<a+e=a+(—a)=0und somit x € D.ImFalla>0und x € Ja—¢,a+¢[ giltx >a—e=a—a =0,
also wiederum x € D. In beiden Fille ist also Ja —&,a + ¢[ C D erfiillt.

Bestimmen wir nun den Wert der Ableitung an einer beliebigen Stelle a € D. Es gilt

a—(a+h
g fleth—f@ TETa lim oty _
h—0 h h—0 h h—0 h
(=h)
lim 2 = i -1 = L
h—0 h h—0 a(a+h) a?

Die Funktion abs : R — R ist an jedem Punkt a € R* differenzierbar, aber im Punkt O nicht differenzierbar.
Sei zunéchst a < 0 und (h, ), eine beliebige Folge mit lim, h,, = 0. Setzen wir ¢ = |a|, so gibt es ein N € IN
mit |h,| < ¢ fiir alle n > N. Fiir diese n gilt dann a + h,, < a+¢ = a+(—a) = 0 und somit |a +h,| = —(a+h,).

Weil sich endlich viele Folgenglieder auf den Grenzwert nicht auswirken, erhalten wir

abs(a + h,,) —abs(a) . Ja+h,|—|al
m = lim ———— =
n—o0o hn n—o0 hn
—(a+h,)+ —h
g GOl R
n—o0 hn n— o0 hn
Damit ist abs’(a) = —1 bewiesen. Betrachten wir nun den Fall a > 0. Sei wiederum (h,, ), eine Folge mit

lim, h,, = 0. Wie im vorherigen Fall zeigt man, dass a + h,, > 0 und somit |a + h,| = a + h,, fiir alle bis auf

endlich viele n € IN gilt. Man erhalt dann
m abs(a + h,)) —abs(a) —  lim a+h,—a T

n— 00 hn n— o0 n n— o0 hn

und somit abs’(a) = 1. Nehmen wir nun an, die Funktion abs ist auch im Nullpunkt differenzierbar. Dies wiirde

bedeuten, dass der Grenzwert

. abs(h)—abs(0) . abs(h)
lim———— = lim——~=

h—0 h h—0 h

existiert. Um ihn zu auszurechnen, betrachten wir die Folge (%)HE]N mit lim, % = 0. Wir erhalten

. abs(h) . abs(}) .
lim——— = Ilim T = lim
h—0 n—oco 1 n—oo

= lm1l = 1.

n—oQo

:!I»—-l:l»—t

Wenn der Grenzwert also existiert, dann muss er mit 1 tibereinstimmen. Betrachten wir aber andererseits die

Folge (—%)HE]N, die ebenfalls gegen Null konvergiert, so erhalten wir

. abs(h) _abs(—3) o a .
lim—— = Ilim ——— = im = lim-1 = -1.
h—0 h n— oo (_l) n—o00 (_l n— o0
n n
Der Widerspruch 1 = %in}) absT(h) = —1 zeigt, dass der Grenzwert nicht existiert.
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(vi) Die Funktion f : R — R, x — /x ist im Punkt a = 0 nicht differenzierbar. Zum Nachweis geniigt es, eine

Folge (h,,),en mit lim, h,, = 0 anzugeben, fiir die der Grenzwert

lim 7-(3/h,—V0)

nicht existiert. Sei h,, = n—13 fiir alle n € IN. Dann gilt lim h, =0 und v/h, = % fiir alle n € IN. Wir erhalten
n—oo

Vh,— V0
h

n

:wl’—‘|3|’—‘

Die Folge ist unbeschrankt und somit nicht konvergent.

n

Die Kubikwurzel-Funktion x — ¢/x ist im Nullpunkt nicht differenzierbar.
Der Funktionsgraph hat dort eine senkrechte Tangente (rot), die Steigung wird unendlich grof3.

In jedem einzelnen Beispiel hitte man nach Proposition

2)|an Stelle des Grenzwerts lim auch den entsprechenden

h—0

Grenzwert lim betrachten konnen, dies hétte an der Rechnung jeweils wenig gedndert. Zum Abschluss bemerken wir

xX—a

noch

(7.3) Satz Sei f : D — R eine Funktion und a € D. Ist f im Punkt a differenzierbar, dann ist

sie dort auch stetig.

An einer Unstetigkeitstelle a kann eine Funktion nicht differenzierbar sein.

Die Steigungen der Sekanten (gelb) laufen fiir x — a gegen einen unendlichen Wert.
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Beweis: Wir zeigen, dass unter der angegebenen Voraussetzung lim f (x) = f (a) erfiillt ist. Als innerer Punkt von D
X—a
ist a auch ein Hiufungspunkt von D und ein Beriihrpunkt von D, = D \ {a}. Sei nun (x,,),c €ine Folge in D, mit
lim,, x, = a. Die Differenzierbarkeit von f an der Stelle a liefert nun
limf(x) = lim (f(a)+ M(x—a)) lim(x—a))
xX—a X—a X—da X—a

= f@+f'(@-0 = f(a. O

Ist eine Funktion f : D — IR an einer Stelle a nicht stetig, so ist sie also dort auch nicht differenzierbar.

Um auch kompliziertere Funktionen ableiten zu kénnen, beweisen wir nun eine Reihe von Ableitungsregeln, die zum

Teil bereits aus der Schulmathematik bekannt sind.

(7.4) Satz (Summenregel)

Sei D C R eine beliebige Teilmenge, f,g : D — R Funktionen und a € D ein Punkt, in dem f

und g beide differenzierbar sind. Dann ist auch f + g in a differenzierbar, und es gilt

f+g)@ = flla+g'(.

Beweis: Nach Voraussetzung ist a ein innerer Punkt von D. Weil f und g in a differenzierbar sind, existieren die
Grenzwerte
li

x—a X

im f—(X):Z(a) = f’(a) und lim —g(x)—i(a) = g’'(a).

x—a X —

Auf Grund der Proposition |(5.6)| iber Funktionsgrenzwerte erhalten wir

i FHOO-C+)@  _ | f00)+g(x)—f(a)~g(a)

X—a xX—a X—a xX—a

lim (f(x)—f(a)+g(X)—g(a)) =

x—a X—a X—a

i G —(@)
x—a  x—a

Jim £ (x):ﬁ (@, = fla)+g'(a) O

x—a X

(7.5) Satz (Produktregel)

Sei D C R eine beliebige Teilmenge, f,g : D — R Funktionen und a € D ein Punkt, in dem f

und g beide differenzierbar sind. Dann ist auch f g in a differenzierbar, und es gilt

(fel@ = f(agla)+f(a)g'(a)
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Beweis: Auch hier ist nach Voraussetzung ist a ein innerer Punkt von D, und weil f und g in a differenzierbar sind,

existieren die Grenzwerte

lim M = f’(a) und lim

X—a X—a

g(x)_g(a) — g/(a)'
X—a

Ferner ist nach §(7.3)|eine differenzierbare Funktion immer auch stetig. Wenden wir dies auf die Funktion g an, so
erhalten wir )1(12} g(x) = g(a), vgl. Proposition |(5.8)

Wiederum durch Anwendung der Rechenregeln fiir Funktionsgrenzwerte erhalten wir

UG | fIE)~ f@a@)
x—a xX—a X—a X—a
L T80~ (@) + f@E() —f @) _ (- f@gl) | | f@(g)-g@) _
x>a x—a x—a x—a x—a x—a
(1m T (1 0) 4 500 (1 EL=ED) = gt + Frarg'@. o
i) x—a xX—a

(7.6) Folgerung Fiir jedes n € IN sei f, : R — R gegeben durch f,(x) = x" fiir alle x € R.
Dann gilt f!(a) = na"! fiir alle a € R und n € N, insbesondere ist die Funktion f, auf ihrem

gesamten Definitionsbereich differenzierbar.

Beweis: Sei a € R. Wir beweisen die Gleichung f(a) = na"! durch vollstandige Induktion iiber n. Fiir n = 1 gilt
fila)= id’(a)=1=1"-a° Sei nun n € N, und setzen wir die Gleichung fiir n voraus. Dann folgt

Ind.—V. n—1

fin@ = (iY@ = fl@f@+fi(df(@ =" na"'-a+a"1

na"+a"* = (n+1)a". |

Zusammen mit der Summenregel ergibt sich aus Folgerung unmittelbar, dass alle Polynomfunktionen auf ganz
R differenzierbar sind. Ohne Beweis merken wir an, dass Summen- und Produktregel auch auf Potenzreihen ange-
wendet werden diirfen. (Der Beweis wird spéter im Rahmen der Funktionentheorie nachgeliefert.) Dies bedeutet
genauer: Ist f(x) = Zzo a,(x —a)" eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a und Konvergenzradius p > 0, dann
ist die Funktion f im Fall p € R* auf Ja—p,a+ p[, im Fall p = +o00 auf ganz R differenzierbar. Die Ableitung

erhalt man in diesem Bereich durch
oo

) = Dlnax—a)

n=1
Der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung wird auch die formale Ableitung der Potenzreihe genannt, weil er

dadurch zu Stande kommt, dass man Summen- und Produktregel auf die Summanden a,(x —a)" einzeln anwendet.

Leitet man zum Beispiel die Terme x"/n! der Exponentialreihe ab, so erhilt man

n

o0 n—1 oo

X = - exp(x)
Z(n—1)! - T
n=1 n=0

Die Exponentialfunktion stimmt also mit ihrer eigenen Ableitung iiberein!

exp/(x) =

n=1
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(7.7) Satz (Quotientenregel)
Sei D C R eine beliebige Teilmenge, seien f, g : D — R Funktionen mit g(x) # O fiir alle x € D.
Sei a € D ein Punkt mit der Eigenschaft, dass f und g in a differenzierbar sind. Dann ist die

Funktion é in a differenzierbar, und es gilt

Yoo @@ f@g@)
(g)(a) B g(a)? '

Beweis: Auf Grund der Voraussetzungen existiert der Grenzwert

I g(x)—g(a)
m--—-—-

X—a X—a

= g'(a).

ac atz . IStg an der Stelle a auc stetlg, es gltaso 1m g\x) = gua). 1r zeigen nun zunac St, ass die
Nach Satz [(7.3)]i der Stell h steti ilt also lim g(x) = g(a). Wir zei achst, dass di

Funktion é an der Stelle a differenzierbar ist und die Gleichung

1y g'(a)
@ = -5
g g(a)
erfiillt ist. Auf Grund der Rechenregeln fiir Funktionsgrenzwerte und wegen g(a) # 0 gilt
1 1
iy 200 8@ L $@W—gl) 1 _ (hm g(a)—g(X)) (hm 1 )
x=a X —a x>a x—a  g(x)gla) xoa x—a x=a g(x)g(a)
1 g'(a)
= (g'@)- = o
g(a)g(a) g(a)?

Mit Hilfe der Produktregel erhalten wir nun

(é)/(a) - (fé)/(a) - f/(a)(é)(aﬂf(a)(%)/(a) -
d@) | f@g@  (f@g@)) _ fag@)—flag'@
g(a)2) T C: +( g(a)? ) - 2(a)? ‘

f'(a)
g(a)

+ f(a) ( O
Wir haben oben gezeigt, dass fiir jedes n € IN die Ableitung von f,,(x) = x" durch f,(x) = nx"! gegeben ist. Mit der
Quotientenregel kann man iiberpriifen, dass diese Formel auch im Fall n € Z mit n < 0 die richtige Ableitung liefert.
Es gilt dann ndmlich m = —n € N, aullerdem f,, = fl, und auf Grund der bereits bewiesenen Formel erhalten wir

fiir alle x € R* jeweils

, 1Y £ (x) mx™! (—n)x—t
ful) = (f_m) CON A =
= nx"lx® = px™h

Der einzige Unterschied zum Fall n € IN besteht darin, dass der Definitionsbereich von f, und f, nicht durch R,

sondern durch R =R \ {0} gegeben ist.
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(7.8) Satz (Kettenregel)
Seien D und E Teilmengenvon R und f : D — R, g : E — R Funktionen mit f (D) C E. Seia € D
ein Punkt mit der Eigenschaft, dass f in a differenzierbar ist und dass g in f (a) differenzierbar

ist. Dann ist auch g o f : D — R im Punkt a differenzierbar, und es gilt

(gof)(@ = g'(fa)f' (@

Beweis: Sei b = f(a) und die Funktion § : E — R definiert durch

gr)—g(b)

b firy #b
gy) = Y
g'(b) fiir y = b.
Weil die Funktion g in b differenzierbar ist, gilt
- . 8(y)—g(b) / .
limg(y) = mELZEE = gy = g0
y—b y—b y— b

mit anderen Worten, die Funktion g ist im Punkt b stetig. Weil f im Punkt a und ¢ im Punkt b = f(a) stetig ist,
handelt es sich bei g o f um eine im Punkt a stetige Funktion. Wir betrachten nun den Differentialquotienten der

Funktion g o f. Ist x € D ein Punkt mit f (x) # f(a), dann gilt

(gof)x)—(gof)a) _ (goflx)—(gof)a) f(x)—fla) _ . f(x)—f(a)
= : = (Fof)x) LY
x—a f(x)—f(a) x—a x—a
Ist x # a und f(x) = f(a), dann ist die Gleichung
(gof)x)—(gof)la) (§°f)(X)-f(x):£(a)

X—a X

offenbar auch erfiillt, denn dann steht auf beiden Seiten eine Null. Insgesamt erhalten wir somit

lim (gof)x)—(gof)a) f(X)—f(a))
x—a xX—a xX—a

(EofNf' (@ = gh)f'(a = gf@f' (@ O

(1m g2260) (1m

Wir bestimmen die Ableitung der Funktion h : R — R, x — (x2 + 5)” mit Hilfe der Kettenregel. Seien f,g : R —» R
gegeben durch f(x) = x% + 5 und g(x) = x’ fiir alle x € R. Dann ist h = g o f, und die Ableitungen von f und g
sind gegeben durch f’(x) = 2x und g’(x) = 7x° fiir x € R. Die Kettenregel liefert also

Hx) = (gof)(x) = f()F(x) = 2x-7(x*+5)° = 14x(x*+5)°.

Ebenso kann mit der Kettenregel die Ableitung der Exponentialfunktion exp, : R — R, x — b* zu einer beliebigen
Basis b > 1 bestimmt werden. Weil nach Definition b* = exp(xIn(b)) gilt, die Exponentialfunktion ihre eigene
Ableitung ist und die innere Funktion x — x In(b) die Ableitung x — In(b) hat, erhalten wir mir mit der Kettenregel
exp}, (x) = In(b) exp’(x In(b)) = In(b) exp, (x) fiir alle x € R.
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(7.9) Satz (Umkehrregel)

Seil C R ein (endliches oder unendliches) offenes Intervall, f : I — IR stetig und streng monoton
wachsend. Sei J = f(I) und g = f~! die Umkehrfunktion von f. Ist f an einer Stelle a € I
differenzierbar und gilt f'(a) # 0, dann ist auch g an der Stelle b = f (a) differenzierbar, und es

gilt
_ 1

0y = o 1
s = 7@ T oy

Beweis:  Sei (yp)nen eine Folge in J \ {b}, die gegen b konvergiert. Definieren wir x, = g(y,) fiir alle n € N,
s0 ist (x,),en €ine Folge in I \ {a}. Nach Satz |(5.19)|ist mit der Funktion f auch die Funktion g stetig, also gilt
lim, x, = lim, g(y,) = g(b) = f~(f(a)) = a. Auf Grund der Differenzierbarkeit von f im Punkt a und wegen

f'(@)# 0 gilt

m g(yn)_g(b) — im X, —da _ 1
e Y, —b o )@ Fe)—f@
n—oo X, —a
- 1 _ 1
o ffa)  fre)’
Damit ist g’(b) = lim 8()=8(b) _ ! bewiesen. O
y

b y—b  f(g(b))

(7.10) Folgerung Seik € N und g, : R* —» R*, x — /x. Dann ist g, auf R" differenzierbar,
und es gilt g;(x) = £(+/x)' 7 fiir alle x € R*.

Beweis: Wie wir bereits in § 7 festgestellt haben, ist g, die Umkehrfunktion der Funktion f; : R — R* gegeben

durch x — x*. Fiir alle x € R gilt flx) = kx*=1, die Umkehrregel liefert also

) = —+ o 1 1 1cymk
v es ) B2 27 B Y7 = N A C .

(7.11) Folgerung Die Ableitung der Logarithmusfunktion In : R* — R ist gegeben durch

In’(x) = 1 fiir alle x € R*.

Beweis: Die Umkehrfunktion von f(x) = exp(x) ist die Logarithmusfunktion g(x) = In(x). Durch Anwendung der

Umkehrregel erhalten wir fiir alle x € R* jeweils

W = s = o = o = o 0
EV T Tty T exp(n(x)) | exp(n(x))

=
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§ 8. Mittelwertsatz und Extremwertbestimmung

Inhaltsiibersicht

In diesem Abschnitt leiten wir die aus der Schulmathematik bekannten Regeln zur Bestimmung des Monotoniever-
haltens einer Funktion und zur Bestimmung lokaler Extremstellen (Minima und Maxima) her, was dort héufig als
Bestandteil der sog. ,,Kurvendiskussion“ behandelt wird. Grundlage fiir ersteres ist der Mittelwertsatz, welcher be-
sagt, dass die Ableitung einer differenzierbaren Funktion auf einem endlichen offenen Intervall mindestens in einem
Punkt den Wert der durchschnittlichen Steigung animmt. Wihrend der Zwischwertsatz aus § 12 also eine Aussage iiber
die Werte der Funktion f selbst macht, liefert der Mittelwertsatz eine Aussage iiber die Werte der Ableitung f’. Ein
notwendiges Kriterium fiir Extrema ergibt sich, wie wir zu Anfang des Kapitels sehen werden, direkt aus der Definition
der Ableitung. Um auch ein hinreichendes Kriterium zu erhalten, betrachten wir im letzten Teil dieses Kapitels die
hoheren Ableitungen einer Funktion.

Wichtige Begriffe und Sditze

e lokales und globales Extremum (Minimum und Maximum) einer Funktion
e hohere Ableitungen, Taylorpolynome

e notwendiges Kriterium und hinreichendes Kriterium fiir Extrema

e Satz von Rolle und Mittelwertsatz der Differentialrechnung

e |'Hospitalsche Regel zur Bestimmung von Grenzwerten

(8.1) Definition Sei D € R, f : D — R eine Funktion und a € D ein beliebiger Punkt. Man

nennt a ein

(i) Iokales Maximum von f, wenn ein ¢ € R" existiert, so dass f(a) > f(x) fiir alle x € D

mit |x —a| < ¢ gilt, und ein
(ii) globales Maximum von f, wenn f(a) = f(x) fiir alle x € D erfiillt ist.

Entsprechend sind die Begriffe lokales bzw. globales Minimum definiert.

Das Wort Extremum ist der gemeinsame Oberbegriff fiir Minimum und Maximum. Man kann somit auch von lokalen
oder globalen Extremstellen sprechen. Offenbar ist jedes globale Extremum auch ein lokales, wéhrend die Umkehrung

im Allgemeinen falsch ist.

(8.2) Proposition (notwendiges Kriterium fiir Extrema)

Sei D C R, f : D — R eine Funktion und a € D ein lokales Extremum von f. Ist die Funktion f

in a differenzierbar, dann gilt f'(a) = 0.
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Beweis: Nach Voraussetzung ist a ein innerer Punkt von D, es gibt also ein ¢ € R* mit der Eigenschaft, dass
la —e,a + ¢[ in D enthalten ist. Wir gehen davon aus, dass es sich bei a um ein lokales Maximum von f handelt; im
Fall eines Minimums lauft der Beweis vollig analog. Nach eventueller Verkleinerung von ¢ ist dann f(a) > f(x) fiir
alle x € D mit |x —a| < ¢ erfiillt. Sei nun N € IN so gro3 gewahlt, dass % < ¢ gilt. Wir definieren Folgen (x,),>n
und (y,),>y durch x, =a— % und y, =a+ % fiir alle n € IN. Wegen f(x,) —f(a) <0Ound x,—a = —% < 0 fiir alle

n>N gilt
f(x,)—f(a)
m

f'(a) = lim —*———= > 0.
n—oo X, —a
Andererseits gilt f(y,)— f(a) <0 sowie y,—a = % > 0 fiir alle n > N und somit
@ =t 0@
n—00 Yn—4a
Insgesamt ist also nur f’(a) = 0 moglich. O

(8.3) Satz (Satz von Rolle)
Seien a,b € R mit a < b. Ferner sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b), die

dartiber hinaus auf ]a, b[ differenzierbar ist. Dann gibt es ein ¢ € ]a, b[ mit f’(c) = 0.

Beweis: Wenn f auf [a, b] konstant ist, dann ist die Aussage trivial, denn in diesem Fall gilt f'(x) = O fiir alle
x € Ja, b[. Nehmen wir nun an, dass ein x € Ja, b[ mit f(x) > f(a) existiert. Nach dem Maximumsprinzip, Satz
nimmt f sein Maximum in einem Punkt ¢ € [a, b] an, wobei ¢ € {a, b} allerdings ausgeschlossen ist, denn
dort ist der Funktionswert jedenfalls nicht maximal. Dieses ¢ ist dann nach Definition auch ein lokales Maximum,
und das notwendige Kriterium fiir Extrema, Proposition liefert f'(c) =0.

Wenn f auf [a, b] nicht konstant ist und auch kein x € ]a, b[ mit f(x) > f(a) existiert, dann gibt es ein x € ]a, b[
mit f(x) < f(a). Der Beweis verlduft dann analog zum vorherigen Fall, an Stelle des globalen Maximums betrachtet

man das globale Minimum. m|
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(8.4) Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Seien a,b € R mit a < b. Ferner sei f : [a,b] — R stetig und auf ]a, b[ differenzierbar. Dann

gibt es ein ¢ € Ja, b[ mit

f/(c) — f(b;_f(a).
—a
,,/'.h‘\ ~ ..»II
t

Beweis: Wir wenden den Satz von Rolle auf die Funktion g(x) = f(x)—)%g(a)(x—a) an. Es gilt g(a) = f(a) = g(b),
auBBerdem ist die Funktion g stetig auf [a, b] und differenzierbar auf ]a, b[. Auf Grund des Satzes von Rolle finden
wir ein ¢ € ]a, b[ mit g’(c) = 0, und es folgt

f(b)—f(a)
b—a

f/(C) — g'(c)+ f(b)_f(a)
b—a

(8.5) Folgerung Seien a,b € R mit a < b. Ferner sei f : [a,b] — R stetig und es gelte
f’(x) =0 fiir alle x € ]a, b[. Dann ist f auf [a, b] konstant.

Beweis: Angenommen, es gibt ein ¢ € ]a, b] mit f (c¢) # f (a). Nach dem Mittelwertsatz finden wir dann ein x € Ja, c[
i O —f@
c)—f(a
flly = ———— # 0

c—a
im Widerspruch zur Voraussetzung. |

Wir haben oben bereits ein notwendiges Kriterium fiir das Auftreten lokaler Extrema formuliert, ndmlich das Ver-
schwinden der ersten Ableitung. Wie bereits aus dem Schulunterricht bekannt, ist dieses Kriterium aber nicht hinrei-
chend. Fiir die Funktion f (x) = x? gilt beispielsweise f'(0) = 0, ohne dass die Funktion an dieser Stelle ein lokales

Extremum besitzt.
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(8.6) Satz (Ableitung und Monotonieverhalten)

Seien a,b € R mita < b. Sei f : [a,b] — R eine stetige, auf ]a, b[ differenzierbare Funktion.

(1) Gilt f/(x) > 0 fiir alle x € ]a, b[, dann ist f auf [a, b] monoton wachsend.
(ii) Gilt f'(x) > O fiir alle x € ]a, b[, dann ist f auf [a, b] streng monoton wachsend.
(iii) Gilt f’(x) < O fiir alle x € ]a, b[, dann ist f auf [a, b] monoton fallend.

(iv) Gilt f’(x) < O fiir alle x € ]Ja, b[, dann ist f auf [a, b] streng monoton fallend.

Beweis: zu (i) Angenommen, es gilt f'(x) > O fiir alle x € Ja, b[, aber f ist auf I nicht monoton wachsend. Dann
gibt es x,y € [a, b] mit x < y und f(x) > f(y). Nach dem Mittelwertsatz, Satz|(8.4)| gibt es ein ¢ € ]x, y[ C I mit

fO)—fx)
y—x

£ 0

im Widerspruch zur Voraussetzung.

zu (ii) Nehmen wir an, es gilt f'(x) > O fiir alle x € ]a, b[, aber f ist auf [a, b] nicht streng monoton wachsend.

Dann finden wir x, y € [a, b] mit x < y und f(x) > f(y). Auf Grund des Mittelwertsatzes existiert ein ¢ € ]x, y[ mit

f/(c) — f(y)_f(x) < 0 ,
y—Xx
was erneut der Voraussetzung widerspricht. Der Beweis der Aussagen (iii) und (iv) verlduft analog. O

Als néchstes beweisen wir zwei wichtige Regeln zur Bestimmung von Funktionsgrenzwerten, bei denen die Ableitung

eine Rolle spielt. Zur Vorbereitung benétigen wir eine verallgemeinerte Version des Mittelwertsatzes.

(8.7) Satz Seien a,b € Rmita < b und f, g : [a,b] — R stetige, auf ]a, b[ differenzierbare

Funktionen, wobei wir g’(x) # O fiir alle x € ]a, b[ voraussetzen. Dann gibt es ein ¢ € Ja, b[ mit

f'lo _ f)—=f(a)
g'(c) g(b)—g(a)

Beweis: Auf Grund unserer Voraussetzungen muss g(a) # g(b) gelten, weil ansonsten nach dem Satz von Rolle ein
x € Ja, b[ mit g’(x) = 0 existieren wiirde. Wir betrachten nun auf [a, b] die Funktion

f(b)—f(a)

R = FOO—80) = s
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Diese erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, denn es gilt

ha) = f(a)_g(a)f(b)—f(a) _ fla)g(b)—f(a)g(a)—f(b)g(a) + f(a)g(a)

g(b)—g(a) g(b)—g(a)
_ fla)g®)—f(b)gla) _  f(b)g(b)—f(b)g(a)—f(b)g(b)+ f(a)g(b)
g(b)—g(a) g(b)—g(a)
ORI { O R 1)
= f(b) g(b)g(b)_g(a) h(b).

Es gibt also ein x € ]a, b[ mit

fO) =fla) _ o f0e)_ f)—f(a)

Hx)=0 & f)=g b= = g'(x)  g(b)—g(a)

(8.8) Satz (U'Hospital’sche Regeln)
Sei I C R ein Intervall, und sei a € R ein Beriihrpunkt von I. Seien f, g : I — R differenzierbare

Funktionen mit den Eigenschaften g’(x) # O fiir alle x € I und
entweder lim f(x)=1limg(x)=0 oder lim f(x),lim g(x) e {£oco}.

Dann gilt
/
lim M = limf (x).
x>a g(x) x=>a g/(x)
Dies soll bedeuten: Existiert der Grenzwert ¢ € R auf der rechten Seite der Gleichung, dann

existiert auch der Grenzwert auf der linken Seite und hat denselben Wert c.

Beweis: Sei ¢ € R" vorgegeben und ¢ der Grenzwert von f’(x)/g’(x) fiir x — a. Nach Satz geniigt es zu
zeigen, dass eine Umgebung U von a existiert, so dass |f(x)/g(x) —c| < ¢ fiir alle x € I N U gilt. Auf Grund der
Voraussetzung gibt es eine Umgebung V von a mit |f'(x)/g’(x) —c| < %8 fiir alle x € I NV, wobei dieses V als
Intervall gewéhlt werden kann. Nach Ersetzung von I durch I NV diirfen wir davon ausgehen, dass die Ungleichung

firr alle x € I erfullt ist.

Betrachten wir nun zunichst den Fall, dass die Grenzwerte von f(x) und g(x) fiir x — a beide gleich 0 sind. Die
Funktion g besitzt im Intervall I hochstens eine Nullstelle. Waren namlich x,y € I zwei verschiedene Nullstellen,
dann gébe es nach dem Satz Von Rolle eine Stelle z in Jx, y[ € I mit g’(z) = 0, im Widerspruch zur Voraus-
setzung. Nach weiterer Verkleinerung von I kénnen wir 0.B.d.A. g(x) # O fiir alle x € [ annehmen. Sei nun x € I
beliebig gewéhlt. Fiir alle y € I mit y # x gilt, ebenfalls auf Grund des Satzes von Rolle, jeweils g(x) — g(y) # 0.
Wegen lim f(y) = lim g(y) =0 ist

fFe)—f) f(x)

lim =222 = L2
ot g0 —g(y) 2(x)

Wahlen wir also y € I hinreichend nahe bei a, dann gilt

fl)  fO)—f(y)
gx) glx)—gly)

<

N—=
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Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz, Satz|(8.7)| existiert ein z in ]x, y[ oder ]y, x[ mit

@ f@-fO)
g'(2) g(x)—g(y)’

Insgesamt erhalten wir damit

@_C‘ _ f(X)_f(X)—f(y)+f’(Z)_c‘ < f(X)_f(X)—f(y)+
g(x) glx) gx)—gly) ¢g'(2) T le(x)  g(x)—g(y)

1 1. _
—C' < §€+§€_€‘

g'(2)
Die gewiinschte Ungleichung ist also fiir alle x € I erfiillt. Setzen wir U = V, dann hat die Umgebung V hat also die

gewiinschte Eigenschaft.

Nun betrachten wir den Fall, dass die Grenzwerte von f (x) und g(x) fiir x — a beide in {£ 00} liegen. Der wesentliche

Unterschied zum vorherigen Fall besteht darin, dass wir die Differenz der Ausdriicke J;gg gg; und gg% nicht direkt
betrachten, sondern zunéchst deren Verhéltnis. Nach Verkleinerung von I kénnen wir f(x), f(y) # O fiir alle x € I
annehmen, auf Grund des Grenzwerts von f . Fiir alle x, y € I mit x # y gilt (wieder auf Grund des Satzes von Rolle)

g(x)—g(y) # 0. Fiir jedes y € I definieren wir eine Hilfsfunktion h,, auf I \ {y} durch
fG)—f)

0-50) | fO-fO) fe 1T o
fGx) gx)—g(y) gbx)? 1- 6 y
g(x)

Weil die Grenzwerte von f (x) und g(x) fiir x — a in {00} liegen, ist der Grenzwert der Funktion h,,(x) fiir x — a
gleich 1. Sei nun y € I beliebig gew#hlt. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz existiert fiir jedes x € I mit x #
y ein z zwischen x und y mit f'(2)/g’(z) = (f (x)—f(¥))/(g(x)—g(¥)). Wegen f'(2)/g’(z) € ]c — %e, c+ l&‘[ ist der
Betrag von (f (x)—f(y))/(g(x)—g(y)) fiir alle x € I durch eine Konstante x beschrinkt. Wegen lim, _,, y(x)_ =1
gibt es eine Umgebung U C V von a mit |h,, (x)™ —1| < 5 fiir alle x € I N U. Fiir diese x folgt

fl) fG)=f) 'f() )
glx) glx)—gly) g(x)—g(y)

1
58.

'lhy(x)_l—ll < k-

€
2K
Wie im vorherigen Fall kann nun mit Hilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes gezeigt werden, dass fiir alle

x €INU jeweils |f(x)/g(x) —c| < ¢ gilt. |

Als Anwendungsbeispiel fiir die 'Hospitalsche Regel berechnen wir den Grenzwert

lim
x—01—eX

durch Betrachtung der Funktionen f (x) = x und g(x) = 1—e* auf dem Intervall I = ]0, 1[ mit dem Beriihrpunkt 0.
Beide Funktionen sind differenzierbar, und es gilt g’(x) = —e* # O fiir alle x € D. Auf der Stetigkeit von f und g im
Nullpunkt gilt
lin})f(x) =f(0)=0 und 1irr(1)g(x) =g(0)=1—-e"=1-1=0.
Xx— X
Mit der Ableitung f’(x) = 1 und der I'Hospital’schen Regel erhalten wir somit
1 1

. X .
lim = lim = — = -1.
x—01—eX x—0 —eX —1

Als weitere Anwendung der 'Hospitalschen Regeln beweisen wir
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(8.9) Satz Fiir jede Polynomfunktion p gilt

lim p()

x—+00 eX

Beweis: Auf Grund der Rechenregeln fiir Grenzwerte in Proposition geniigt es zu zeigen, dass der Grenzwert
von x"/p(x) flir x — +00 jeweils gleich null ist, fiir jedes n € IN,. Wir beweisen die Aussage durch vollstédndige
Induktion iiber n € IN, Vorweg bemerken wir, dass fiir jede Funktion f der Grenzwert von f (x) fiir x — —oo (sofern
er existiert) ibereinstimmt mit dem Grenzwert fiir f (—x) fiir x — +00, wie man durch Betrachtung einer (x,),en
mit lim, x,, = +00 unmittelbar {iberpriift. Fiir n = 0 folgt die Aussage nun direkt aus Teil (ii) von Satz denn
es gilt

x° .

. . 1 . _ .
lim — = Iim — = lim e = lim e = 0.
x—+00 eX xX—+00 eX X—+00 X——00

Setzen wir nun die Aussage fiir n voraus. Auf Grund von Proposition [(5.4)|und Satz|(6.10)| gilt

lim x™!'=+4o00 und lim e* = +oo.
X—+00 X—+00

AuBerdem ist g'(x) = e* # O fiir alle x € R. Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung zeigt dies, dass die

Voraussetzungen der 'Hospital’schen Regel erfiillt sind, und es folgt

xn+1 nx™" n

lim = lim = nlm — = n-0 = 0. m|
x—+00 eX Xx—+00 eX x—+00 eX

Um die Untersuchung der Extrema von Funktionen weiterzuentwickeln, benotigen wir héhere Ableitungen. SeiD C R

und f : D — R eine Funktion. Definieren wir die Menge D; € R durch
D, = {xeD]|f istinx differenzierbar } ,

so erhalten wir durch die Ableitung f’ eine Funktion f’ : D; — RR. Wir bezeichnen f als zweimal differenzierbar
an der Stelle x € D, wenn x in D; liegt und die Funktion f’ in x differenzierbar ist. Man bezeichnet dann f”(x) =

(f')Y(x) als die zweite Ableitung von f an der Stelle x.

Mit demselben Ansatz lassen sich auch héhere Ableitungen definieren. Sei Dy = D und f(©) = f. Fiir jedes n € N,
definieren wir rekursiv

D,.; = {xeD,|f™istinx differenzierbar }

und £ (x) = (™) (x) fiir alle x € D,,,. Man sagt, die Funktion f ist an der Stelle x n-mal differenzierbar, wenn
x in D, liegt. Gilt D, = D, dann bezeichnet man f insgesamt als n-mal differenzierbare Funktion. Nach Definition
gilt D=D, 2 D; 2...2 D, fiir alle n € IN.

Liegt x in D, und ist f™ in x stetig, so bezeichnet man f an der Stelle x als n-mal stetig differenzierbar. Ist D, = D
und £ auf ganz D stetig, so ist f insgesamt eine n-mal stetig differenzierbare Funktion auf D. Die Menge dieser

Funktionen D wird mit 4"(D) bezeichnet. Insbesondere steht €°(D) fiir die Menge der stetigen Funktionen auf D.
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Gilt D,, = D fiir alle n € N, so ist f beliebig oft differenzierbar und damit auch n-mal stetig differenzierbar fiir
jedes n € IN, denn jede differenzierbare Funktion ist nach Satz|(7.3)| stetig. Die Menge der Funktionen mit dieser
Eigenschaft wird durch € °°(D) bezeichnet.

Wir haben in Proposition|(7.2)|die folgende dquivalente Charakterisierung differenzierbarer Funktionen angegeben:
Eine Funktion f : D — R ist genau dann differenzierbar an einer Stelle a € D, wenn ein ¢ € R und eine Funktion
Y : D — R mit
_ i} o p(x)
fx)=rf(a)+c(x—a)+(x) fir alle x € D und lim =

x—ax—da
existiert. In diesem Fall gilt ¢ = f’(a). Die Funktion f wird an der Stelle a also durch eine Polynomfunktion ersten

0

Grades approximiert, und zwar durch

T(f,dx) = fl@+f(@(x—a).

(8.10) Definition Ist f : D — R eine differenzierbare Funktion und a € D, dann nennt man

n(f,a) = f@+f(a)(x—a)

das Taylorpolynom erster Ordnung von f an der Stelle a.

Das Taylorpolynom ist dadurch gekennzeichnet, dass
7,(f,a)(a) = f(a) und 71(f,a) (@) = f'(a) erfiillt ist.

Unser Ziel besteht nun darin, die zweimal differenzierbaren Funktionen auf dhnliche Weise zu charakterisieren. Dazu
suchen wir eine Polynomfunktion zweiten Grades p : R — R mit p®(a) = f®(a) fiir k = 0,1, 2. Setzen wir p in
der Form p(x) = u(x —a)? +v(x —a) +w mit u,v,w € R an, so gilt p’(x) = 2u(x —a) + v und p”(x) = 2u, also
p”(a) = 2u, p’(a) = v und p(a) = w. Der Ansatz, dass die Ableitungen von p und f bis zum Grad 2 {ibereinstimmen,

liefert u = %f”(a), v = f’(a) und w = f(a). Dies fiihrt uns nur folgenden Definition.

(8.11) Definition Ist f : D — R eine zweimal differenzierbare Funktion und a € D, dann

nennt man
(f,d) = fl@+f'(@)x—a)+3f"(@)(x—a)

das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f an der Stelle a.

Wir werden uns nun anschauen, wie dieses Polynom mit der zweifachen Differenzierbarkeit einer Funktion zusam-

menhéngt. Zur Vorbereitung beweisen wir

(8.12) Lemma Seiena,b,c € Rmita <c < bund f : Ja, b[\{c} — R eine beliebige Funktion.
Wenn die beiden Grenzwerte lim, _,.(f |3q,()(x) und lim,_,.(f ;. p;)(x) existieren und {iberein-
stimmen, dann existiert auch der Grenzwert chlgz f(x), und es gilt chlan} flx)= )lfiirl( Flae)(x) =
)l(igf%(fl]c,b[)(x)-
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Beweis: Sei u der gemeinsame Grenzwert der Funktionen g = f|y,( und h = f|y_ [ fiir x — c. Erweitern wir den
Definitionsbereich von g durch g(c) = u auf Ja, c] und den von h auf [c, b[ durch h(c) = u, dann sind die Funktionen
g und h beide im Punkt c stetig. Sei nun (x,),en €ine Folge in Ja, b[ \ {c}, die gegen ¢ konvergiert. Zu zeigen ist
lim, f (x,) = u; sei dazu ¢ € R* vorgegeben. Nach dem &-§-Kriterium und auf Grund der Stetigkeit von g in ¢ gibt
es ein §; € R* mit der Eigenschaft, dass die Implikation |x —c| < §; = |g(x) —u| < ¢ fiir alle x € ]a, [ erfiillt ist.
Ebenso finden wir ein 6, € R mit |x —c| < §, = |h(x) —u| < ¢ fiir alle x € ]c, b[. Sei nun 6 = min{5,, 55} und

N € N so grof3 gewahlt, dass |x,, —c| < & fiir alle n > N erfiillt ist. Fiir diese n gilt im Fall x,, < ¢ die Abschitzung
|f(xn)_u| = |g(xn)_u| < €
im Fall x,, > ¢ ebenso |f (x,) —u| = |h(x,) —u| < e. Damit ist lim,, f (x,) = u nachgewiesen. |

Man bezeichnet im(f |y, .)(x) als den linksseitigen und lim(f |} 5;)(x) als den rechtsseitigen Grenzwert der Funk-
X—C X—C
tion f, wéhrend lim f (x) der beidseitige Grenzwert genannt wird. Aus dem Lemma folgt, dass die I'Hospitalsche
X—C
Regel|(8.8)|auch fiir beidseitige Grenzwerte giiltig ist.

(8.13) Satz Seif : D — R eine Funktion und a € D ein Punkt, in dem f zweimal differenzierbar

ist. Dann gibt es eine Funktion 1) : D — R mit

f(x) = 7(f,a)(x)+y(x) firallex €D und lim Y =
x—a (x —a)?

Beweis: Fiir alle x € D definieren wir ¢)(x) = f (x)—7,(f, a)(x). Mit f und 7,(f, a) ist auch 1y zweimal differenzier-
bar. Mit Hilfe der beidseitigen I'Hospitalschen Regel (s.0.) und der beiden Gleichungen v’ (a) = f'(a)—7,(f,a) (a) =
0 und ¢y”(a) = f”(a)— 75(f,a)”(a) = 0 erhalten wir

163 M € I Vi ) bt )

x—a (x —a)? N x—a 2(x —a) T 2x5a x—a

= W = 0 O

(8.14) Satz (hinreichendes Kriterium fiir lokale Maxima)
Sei f : D — R eine differenzierbare Funktion und ¢ € D ein Punkt, in dem f sogar zweimal

differenzierbar ist. Gilt nun
f'(c)=0 und  f”(c)<0 ,

dann besitzt f in c ein lokales Maximum.

Beweis: 0.B.d.A. konnen wir annehmen, dass D = ]a, b[ ist, mit a,b € R und a < ¢ < b. Nach Satz|(8.13)| gibt es
eine Funktion 1 : D — R mit f(x) = f(c) + %f”(c)(x —¢)? +(x) fiir alle x € D und
lim Y

lim = 0.
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Nach Satz|(5.13)| existiert somit fiir ¢ = —% "(c) e R* ein § € R™, so dass |y(x)/(x —c)?| < ¢ fiir alle x € D mit

|x —c| < & erfiillt ist. Insbesondere gilt fiir diese x also y(x) < e(x —c)?, und wir erhalten

f) = fO+3f"Ox—cP+y(x) < fO+3f"()x—c) +elx—c)?
= fO+GQ+x—c)? = f)+0-(x—cP = f(o)

Also liegt an der Stelle ¢ tatsdchlich ein lokales Maximum vor. |

Nach demselben Schema beweist man

(8.15) Satz (hinreichendes Kriterium fiir lokale Minima)
Sei f : D — R eine differenzierbare Funktion und ¢ € D ein Punkt, in dem f sogar zweimal

differenzierbar ist. Gilt nun
f'(c)=0 und  f”’(c)>0 ,

dann besitzt f in c ein lokales Minimum.

Die gerade angegebenen Kriterien sind jeweils hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Existenz einer Extremstelle.

So besitzt zum Beispiel die Funktion f(x) = x* in ¢ = 0 ein lokales Minimum, aber statt f/(c) > 0 gilt f”(c) = 0.

Ist f : D — R eine mindestens n-mal differenzierbare Funktion, so kann man ihr fiir jeden inneren Punkt a € D das
n-te Taylorpolynom
n
1
o) = Y P -ak
k=0 "
Diese Polynomfunktion ist dadurch ausgezeichnet, dass dessen Ableitungen mit denen von f bis zur Ordnung n

{ibereinstimmt, also f ®(a) = 7,(f,a)*(a) fiir 0 < k < n erfiillt ist.

Ist f beliebig oft differenzierbar, dann kann sogar die sogenante Taylorreihe

(a0 = fM@x—a)
n=0

gebildet werden. Wir werden in der Funktionentheorie eine gro3e Klasse von Funktionen kennenlernen, die sich
in der Umgebung jedes Punktes ihres Definitionsbereich durch ihre (absolut konvergente) Taylorreihe beschreiben
lassen, die sog. holomorphen Funktionen. Zu ihnen zihlen alle Polynomfunktionen und rationalen Funktionen, die
Exponentialfunktion, Sinus-, Kosinus und Tangensfunktion und die zugehdrigen Umkehrfunktionen, der Logarithmus
und die Arkusfunktionen. Man {iberpriift zum Beispiel leicht, dass die Exponentialfunktion exp mit ihrer eigenen

Taylorreihe 7(exp, 0) iibereinstimmt, und dass dasselbe auch fiir Sinus und Kosinus gilt.
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§ 9. Das Riemann-Integral

Inhaltsiibersicht

In der Schule definiert man das Integral einer nicht-negativen Funktion durch die Flache unter dem Funktionsgraphen.
Diese Definition konnen wir hier nicht unmittelbar verwenden, weil wir den Begriff des Flacheninhalts fiir krummlinig
begrenzte Flachen (noch) nicht zur Verfiigung haben. Statt dessen werden wir das Integral zunéchst approximieren,
in dem wir die Flache unter dem Funktionsgraphen durch Rechtecke ausschopfen bzw. iiberdecken. Man spricht in
diesem Zusammenhang von Unter- bzw. Obersummen. Wenn sich diese Unter- und Obersummen beliebig nahe kom-
men, nennt man die Funktion Riemann-integrierbar. Das Supremum der Untersummen, das in diesem Fall mit dem
Infimum der Obersummen zusammenfillt, wird das Riemann-Integral der Funktion genannt.

Aus der Schulmathematik ist auch bereits bekannt, dass ein Integral fab f(x)dx durch Stammfunktionen berechnet
werden kann: Es stimmt mit der Differenz F(b) — F(a) {iberein, wobei F eine differenzierbare Funktion mit F’ = f
bezeichnet. Dieser Zusammenhang ist als Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bekannt und wird im
zweiten Teil dieses Kapitels bewiesen. Direkt aus dem Hauptsatz ergeben sich auch zwei wichtige, aus der Schule
bekannte Integrationsregeln, namlich die Substitutionsregel und die partielle Integration. Die Anwendung dieser
Regeln werden wir anhand einiger Beispiele nachvollziehen.

Wichtige Begriffe und Sdtze

e Zerlegung eines Intervalls [a, b]

e Unter- und Obersumme einer beschrankten Funktion f : [a, b] — IR beziiglich eines Intervalls
e Ober- und Unterintegral von f

e Riemann-Integrierbarkeit einer Funktion, Riemann-Integral

e Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

e Substitutionsregel und partielle Integration

Im gesamten Abschnitt bezeichnet [a, b] C R ein endliches, abgeschlossenes Intervall positiver Lange, mit a,b € R
und a < b. Eine endliche (eventuell auch leere) Teilmenge % = {x,...,x,_1} € la, b[ bezeichnen wir als Zerlegung
(oder Unterteilung) von [a, b]. Dabei gehen wir davon stets davon aus, dass die Zahlen x;, so angeordnet sind, dass
X < Xy fir 1 < k < n—1 erfiillt ist. AuBerdem setzen wir stets x, = a und x,, = b. Fiir die Menge aller Zerlegungen

von [a, b] verwenden wir die Bezeichung Z(a, b).

(9.1) Definition Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion, und sei & = {x1,...,X,_1}
eine Zerlegung von [a, b]. Sei x, = a und x, = b. Fiir jedes k mit 0 < k < n definieren wir

¢, = inf f ([xy, xx41]) und dj. = sup f ([xx, Xx41])- Dann bezeichnet man

n—1 n—1
(&)=Y el —x)  bzw. ()= dilrn —xi)
k=0 k=0

als Unter- bzw. Obersumme von f beziiglich der Zerlegung %.
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Wir illustrieren den Begriff der Unter- und Obersumme am Beispiel der Funktion f : [0,1] — R gegeben durch
x — x2. Fiir jedes n € IN betrachten wir die Zerlegung

% = {n

SAIN

Zunéchst berechnen wir die Untersumme. Weil f streng monoton wachsend ist, gilt inf f ([%, k—;l]) =f (%) = (%)2

Verwenden wir die Summenformel fiir die ersten n Quadratzahlen
n
D2 = in(n+1)@n+1)
k=1

so erhalten wir fiir die Untersumme den Wert

n—1 n—1 n—1
Iz = Y& = SEL = D% = Lle-De@n-1) = la-be-b.
k=0 k=0 k=0

Nun bestimmen wir noch die Obersumme. Auf Grund des streng monotonen Wachstums der Funktion f gilt hier
sup f([£, K1) = (&) = (k—:l)z und somit

n’> n

n—1
FE) = D = SEE = FXE = Alaeenea+) = fa+he+d.
k=0 k=1 k=1

Wir bemerken, dass sich fiir n — oo der Wert der Untersumme von unten, der Wert der Obersumme von oben gegen

den exakten Wert é c1-2= % des Integrals konvergiert.

(9.2) Definition Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Dann bezeichnet man

b
ff(x)dx = sup{#(2)| ZeLa,b)} baw
ak

bk

fydx = inf{#"(2)| 2 ez(a,b)}

als Unter- bzw. Oberintegral der Funktion f. Stimmen Unter- und Oberintegral von f iiberein,

dann bezeichnet man f als Riemann-integrierbar und nennt

b b bk
f fx)dx = J flx)dx = f f(x)dx
a a»x a

das Riemann-Integral der Funktion f.

Man beachte, dass Unter- und Oberintegral bei einer beschrédnkten Funktion f stets endliche reelle Zahlen sind.
Sind namlich ¢,d € R Werte mit ¢ < f(x) < d fiir alle x € [a, b], und ist & = {xq,...,x,_;} eine Zerlegung von
[a, b], dann kénnen wir die Unter- und Obersummen gegeben durch ,7}_(3'2’ )= ZZ=1 ci(x, — x3—1) und 3}*(&7’ )=

ZZ=1 di (X — x1_1) wegen ¢ < ¢, < d; < d durch ¢(b — a) nach unten und durch d(b — a) nach oben abschéatzen.
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Ist [a, b] ein endliches, abgeschlossenes Intervall, % = {x, ..., x,_;} eine Zerlegung, und setzen wir x, = a, x,, = b,

dann bezeichnet man die Zahl
6(%) = max{xq,—x; |0<k<n} als Feinheit der Zerlegung.

Eine Zerlegung %’ heil3t Verfeinerung von %, wenn %’ 2 % gilt.

(9.3) Lemma Sei f : [a, b] — R eine beschrénkte Funktion, und seien %, %’ Zerlegungen von

[a, b], wobei %’ eine Verfeinerung von % ist. Dann gilt

%*(y’) > I (2) und 5/}*(%’) < 5@*(:';).

Beweis: Sei & = {x1,..,xp_1} und &’ = {y1,..., ¥p_1}. Wegen ¥ C Z’ gibt es fiir jedes k mit 1 < k < m ein
£ € {1,..,n— 1} mit x; = y, . AuBerdem definieren wir x, = y, = a, x,, = ¥, = b sowie {, = 0 und {,, = n.
Fiir 0 < k < m sei ¢, = sup f([xx, Xx41]), und fiir 0 < £ < n setzen wir d, = sup f([y;, ¥4+1])- Fir jedes £ mit
0 <€ <Ly giltdann [y, yp41]1 S [xk, X4 ] und folglich d, < c. Wir erhalten

n—1 m—14;1—1
Iz = Zde(}’e+1—}’z) = Z Z d(yer1—ye) <
=0 k=0 (=t
m—14p -1 m—1
DD am=y) = Dlalgm—x) = (D).
k=0 (=t k=0
Der Beweis der anderen Ungleichung lauft vollig analog. O

(9.4) Folgerung Fiir jede beschriankte Funktion f : [a,b] — R gilt

b bk
J f)dx < f f(x)dx.
ak a

Beweis: Sei ¢ € R* vorgegeben. Nach Definition von Unter- und Oberintegral gibt es Zerlegungen % und %’ mit

b bk
I (Z) > f f(x)dx—e und =S’f’(.f'"é"’) < J f(x)dx +e.
ax a

Setzen wir " = U %', dann erhalten wir mit Lemma [(9.3)|die Ungleichungen S (& "> & (%) und 5’}+(§Z’ ") <
33?(52’ "). Da aullerdem 3}_(35’ < ,Yf(fZ’ ") gilt, erhalten wir insgesamt die Abschitzung

bk b
f fG)dx— f fQ)dx > (FH@) )~ (F (@) +e) =
a a%x

(%+(y”)—e)—(<s§—(z”)+s) > —2e.

Da ¢ € R* beliebig klein gewihlt werden kann, folgt daraus die Behauptung. m|
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Aus Folgerung(9.4)| ergibt sich somit, dass fiir jede beschrankte Funktion f : [a, b] — R und jede Zerlegung % von

[a, b] jeweils die Ungleichungen

b bk
S (&) < J f(x)dx < f f(x)dx < y}*(ff) erfiillt sind.
ak a

(9.5) Satz Sei f :[a,b] — R beschréankt. Dann sind folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar.

(ii) Fiir jedes ¢ € R* gibt es eine Zerlegung % mit ,S’}J’(&”) — (@) <e.

Beweis: (i) = (ii)“ Sei ¢ € R* vorgegeben. Nach Definition des Unterintegrals gibt es eine Zerlegung % mit
b
Sz > J flx)dx —3e.
ak
Ebenso gibt es nach Definition des Oberintegrals eine Zerlegung %’ mit
bx
SHZ) < J fO)dx + 3e.
a

Weil f Riemann-integrierbar ist, stimmen Unter- und Oberintegral mit dem Riemann-Integral iiberein. Ersetzen wir

% und &’ durch die feinere Zerlegung %" = % U %', dann erhalten wir mit Lemma |(9.3)| insgesamt 5’}’(%”) >
b b

fa f(x)dx — 3¢ und ,9;’(2’”) < fa flx)dx + %8. Es folgt

b b
5’;’(5‘2’”)—5’}_(3””) < (J‘ f(x)dx+%€)—(f f(x)dx—%s) = e

L(ii) = (D)“ Seie € R vorgegeben, und sei & eine Zerlegung mit der unter (ii) angegebenen Eigenschaft. Nach

Definition von Ober- und Unterintegral gilt

b bk
S (#) < ff(x)dx < f f(x)dx < yfr(fZ’) < F(@)+te.
ak a

Weil ¢ € R* beliebig klein gew#hlt werden kann, miissen Unter- und Oberintegral {ibereinstimmen. Also ist f

Riemann-integrierbar. O

(9.6) Satz Seien f,g : [a,b] — R Riemann-integrierbare Funktionen und A € R. Dann sind

auch f + g und Af Riemann-integrierbar. AuBerdem gilt

b b b
@ f (f+g)(x)dx=f f(X)dX"‘f g(x)dx

b b
(i) f (Af)(x)dx=7tf fx)dx
b

b
(iii) Aus f < g folgtJ flx)dx < f g(x)dx.

a
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Beweis: zu (i) Zur Vorbereitung bemerken wir, dass fir jede Zerlegung % = {xy,...,x,_;} von [a, b] jeweils
f+g(52’) S (2) + & (%) und ¥, f+g(fZ’) < 5”;(52’) + Y;(EZ’) gilt. Fiir jedes k mit 0 < k < n ist namlich
inf f([xk,xk+1]) + inf g([xk,xk+1]) eine untere Schranke von (f + g)([xk, Xx41]1), denn fiir jedes x € [xy, Xi41]
gilt
fF+e)x) = fl)+glx) = inf f([xg, xpe1]) +inf g([xg, Xppq D)

Daraus folgt inf (f + g)([xk, xk1]) = inf f([xg, xxq1]) + inf g([xx, Xi41]), und Summation {iber alle k ergibt

o= g(fZ’ )= 7 (®)+ Sy (Z). Der Beweis der zweiten Ungleichung lduft analog.

Sei nun ¢ € R* vorgegeben. Weil f und g nach Voraussetzung Riemann-integrierbar Funktionen sind, gibt es nach
Satz|(9.5)|(ii) Zerlegungen %’ und %" von [a, b] mit %*(3"’)—5’}’(5{’) < %e und %*(3"”)—5@(3’”) < %8. Setzen
wir ¥ = ' U %", dann gelten wegen Lemma [(9.3)| diese Ungleichungen auch fiir % an Stelle von %’ bzw. %”. Es
folgt

(@) -, @) < (S @+51 @) - (7 @+, (@) =

f+g f+g
(@) -7 @)+ (@) -7 (@) < letde = e

Wegen Satz (ii) ist f + g also Riemann-integrierbar. Auferdem gilt sowohl
b
S+ S(Z) < S (#) < f F+e@dx < S (2) < S+ S (2)
als auch

b b
S D)+ (%) < f(x)dx+J g(x)dx < 5’3c+(%)+3;+(3’).

b b b
(Jf(x)dx +Jg(x)dx) —J (f +8)(x)dx

Da ¢ € R* beliebig klein gewihlt werden kann, stimmen die beiden Integrale {iberein.

also

< (FH@+ 25 @)-(F (@) +77(@) < e

zu (ii) Hier unterscheiden wir drei Fille. Ist A = 0, dann ist die Funktion Af konstant null, und es ist leicht zu
sehen, dass (@) ;} (@) = 0 ist. Daraus folgt, dass Unter- und Oberintegral von Af ebenfalls null sind, und
dass f somit Riemann-integrierbar ist, mit Integral null. Die Gleichung f ab(l f)x)dx = Afab f(x)dx ist also fiir
A = 0 ebenfalls erfiillt.

Betrachten wir nun den Fall A > 0. Zum Nachweis der Riemann-Integrierbarkeit von Af sei ¢ € R* vorgegeben. Auf
Grund der Integrierbarkeit von f existiert eine Zerlegung % mit 5’}+(52’ )— 5’}‘(5&” ) < 7.Sei Z = {x1,...,Xp,_1}. Wir
setzen als bekannt voraus, dass fiir jede nach oben beschrankte Teilmenge A € R und fiir AA = {Aa | a € R} jeweils
die Beziehung sup (AA) = A - sup A gilt, und ebenso inf(AA) = A - inf A fiir jede nach unten beschriankte Teilmenge
A C R. Daraus folgt
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n—1 n—1

FUD) = Fp(2) = D sup (AF N[ Xiear D Xgar = x0) — DL AnECAF I, Xpean Dgern — i)
k=0 k=0
n—1 n—1
= AZSUP S (U Xper DX —Xk)—?\Zinff([xbxkﬂ])(xku —x;)
k=0 k=0
= A @ -7 < A-% = &,

wodurch die Riemann-Integrierbarkeit von Af nachgewiesen ist. Aus den Ungleichungen yf_(fz" ) < fab fx)dx <
3}*(52’ ) folgt sowohl

IA

b
A (Z) < )Lf f(x)dx Ayf(fz)

als auch
b
15’}_(2'5’) = 5@(52’) < J(Af)(x)dx < 5@2(32’) = Ayf(fz’).

Da die Differenz )LS’}*(EZ’) - AS?‘(S:”) kleiner als ¢ ist, muss auch die Differenz von fab(kf)(x) dx und A fabf(x) dx

betragsmiRig kleiner als ¢ sein. Weil ¢ € R* beliebig klein gewihlt werden kann, stimmen die beiden Werte {iberein.

Im Fall A < 0 lauft die Argumentation weitgehend analog; es ist lediglich darauf zu achten, dass sich durch die
Multiplikation mit einer negativen Zahl die Ungleichungen umdrehen. Diesmal basiert der Beweis darauf, dass fiir
eine nach oben beschrinkte Teilmenge A die Gleichung inf(AA) = A - sup A und fiir eine nach unten beschrinkte
Teilmenge jeweils sup (AA) = A -inf A gilt. Wieder sei ¢ € R" vorgegeben. Diesmal wihlen wir die Zerlegung % =
{1, ..., x,_1} so, dass %*(ff )—5’}’(2‘2’ )< (_g—M erfiillt ist. Weil die Obersummen durch Suprema und die Untersummen
durch Infima definiert sind, liefern uns die Beziehungen von oben die Gleichungen ,S”;} ()= A,?}‘(.f.‘{ )und 5”/1} ()=
Ayfr(fZ’ ). Wir erhalten

T @D =752 = MK @)-F@) = A(F@)-%5@) < A o= e

woraus sich wiederum die Riemann-Integrierbarkeit von Af ergibt. Aus den Ungleichungen 3}_(32’ )< fﬂb f(x)dx <
,9}+(,9") folgt diesmal sowohl

IA

b
)Ly}*(;'f) < AJ f(x)dx AS(%)

als auch
b
ATHZ) = Fp(@) < J(Af)(x)dx < (@) < AF(@D).

Da die Differenz kyf_(fz’ )—)Lyf(ff ) kleiner als ¢ ist, ergibt sich daraus wie im vorherigen Fall die Ubereinstimmung
von [P(Af)(x)dx und A [ f(x)dx.
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zu (iii) Sei & € R* beliebig vorgegeben. Weil f und g Riemann-integrierbar sind, gibt es Zerlegungen %’ und %"
von [a, b] mit yf(fz”) - 5/}_(320’) < e und 5’;(%’”) — Yg_(fZ’”) < €. Setzen wir ¥ = &’ U &”, dann bleiben diese
Ungleichungen wegen Lemma [(9.3)|erhalten. Wegen f < g gilt 5’}_(.%’ )< 5’}+(SZ )< 5’?(2’ ) und somit

b b
fg(x)dx—f flx)dx > Yg_(%’)—yfr(ff) > 3;(&7’)—5’}_(2’)—28 > 2.

Weil ¢ € R* beliebig klein gewahlt werden kann, folgt daraus die gewiinschte Ungleichung. m|

(9.7) Satz Sei f : [a,b] — R beschrankt und c € ]a, b[ ein beliebig gewéahlter Punkt. Genau
dann ist f Riemann-integrierbar, wenn die Funktionen f |, .; und f|;. ,; Riemann-integrierbar

sind, und in diesem Fall gilt

b c b
f f)dx = ff(x)dx+f f(x)dx.

Beweis: Zunéchst beweisen wir die ,genau dann“-Aussage zur Integrierbarkeit. Auch hierzu verwenden wir Satz
(9.5) Sei g = fliq; und h = f|p]. Zur Vorbereitung bemerken wir: Ist 2’ eine Zerlegung von [a,c] und 2" eine
Zerlegung von [c, b], dann ist durch & = &’ U {c} U %" eine Zerlegung von [a, b] gegeben. AuRerdem gilt

H (D)= (ZV+5(Z)  und  F(F)= S (Z)+ 5@, 9.8)

Wir beschranken und auf den Beweis der ersten Gleichung. Wir kénnen die Elemente von %’ und %" so durchnum-
merieren, dass &' = {x1, ..., Xp_1 } und &’ = {x,,,41, ..., Xp_1 } gilt, mit m,n € Ny und m+1 < n. Setzen wir auRerdem

X, = ¢ und definieren ¢, = inf f([x, x;1]) fiir 0 < k < n, dann erhalten wir

n—1 m—1 n—1
FZ) = Yalgn—x) = Dlalua—xd+ Y, alan—x) = L (Z)+F4 (2.
k=0 k=0 k=m+1

,=“ Sei e € R vorgegeben. Weil f nach Voraussetzung integrierbar ist, existiert eine Zerlegung % von [a, b] mit
5’}+(§¢’) — 5’}_(5’5’) < ¢. Dabei kénnen wir annehmen, dass ¢ in # liegt, denn ersetzen wir & durch %, = Z U {c},
dann gilt 3}—(32’1) > 3}_(%’) und 3;?(52’1) < 3}+(3’1) nach Lemma [(9.3)|und somit auch 9?“(2’1) — 3}_(2’1) <e.

Setzen wir also ¢ € & voraus, und definieren wir 2’ = Ja, c[ N % sowie %" = ]c, b[ N &. Dann ist &’ eine Zerlegung
von [a, c], die Menge %" ist eine Zerlegung von [c, b], und es gilt & = &’ U {c} U %”. Wie oben gezeigt wurde, folgt
daraus 1@; Wegen yg+(3f’) — 5@‘(3‘5/) >0, N (Z")— 7 (2")=0und

(@) -7 @)+ (7@ -57(2) = (F(@)+57@)) - (% (@) +57(2")
= (&) (2 < ¢

gilt 3’;(32”) — 5’;(?2”) <eund (Z")— 7 (Z") < e. Dies zeigt, dass g und h Riemann-integrierbar sind.
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~<=“ Wieder sei ¢ € R* vorgegeben. Weil g und h nach Voraussetzung integrierbar sind, gibt es Zerlegungen %’ von
[a,c]und & von [c, b] mit %Jr(%”)—&?(%”) <ieund S &) -7 (2") < 3 ¢. Definieren wir % = 2’ U{c}u%”,
dann gelten wiederum die Gleichungen (9.8). Wir erhalten

SR - (@) = (@) +57 @) (o7 (@) +57(2")
(@) -7 @)+ (FF (@) -7 (2") < Le+de = e
Dies zeigt, dass f Riemann-integrierbar ist. Zum Schluss beweisen wir noch die angegebene Gleichung. Es gilt sowohl
b
(2 < J fWdx < 77(#)
als auch '

c b
(&) = S (E)+H4(Z) < Jg(x)dxﬂ—f h(x)dx < ST(&E)+A(Z) < F(@).

c b b c b b
ff(x)dx+f f(x)dx—J flx)dx f g(x)dx+f h(x)dx—f fl)dx

< S’f(%’)—yf_(f) < e

Daraus folgt

Da ¢ € R* beliebig klein gewahlt werden kann, erhalten wir die angegebene Gleichung. m|

Unser nichstes Ziel ist der Nachweis, dass jede stetige Funktion f auf einem abgeschlossenen Intervall Riemann-

integrierbar ist. Hierzu benotigen wir ein wenig Vorbereitung.

(9.9) Definition Eine Funktion f : D — R wird auf einer Teilmenge D C R gleichmif3ig stetig

genannt, wenn fiir jedes ¢ € R ein § € R" existiert, so dass die Implikation

Ix—yl<é = If(x)-f¥)l<e

fiir alle x, y € D erfiillt ist.

Eine gleichmélig stetige Funktion f : D — R ist nach dem &-6-Kriterium offenbar in jedem Punkt a € D stetig. Um-

gekehrt braucht eine stetige Funktion aber nicht gleichmaig stetig zu sein. Als Beispiel betrachten wir die Funktion
1
f:R*—R , X =
x

die als rationale Funktion in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs stetig ist. Sie ist aber nicht gleichméfig stetig.

Wire sie es, dann gébe es fiir e = 1 ein § > 0, so dass
x —y| <& = f(x)—fyl<1 firalle x,y €1]0,1[

erfiillt ist. Wir wéahlen nun n € IN so grof3, so dass % < 6 erfillt ist. Fiir x = % und y = % gilt dann zwar |[x —y| =

1= % < 68, aber |f(x)— f(y)| = |[n—2n| = n > 1, im Widerspruch zur Annahme.

n 2n
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(9.10) Satz Jede auf einem endlichen, abgeschlossenen Intervall [a, b] C R stetige Funktion

ist dort auch gleichmafRig stetig.

Beweis: Sei f : [a,b] — R stetig und nehmen wir an, f wére nicht gleichméRig stetig. Dann gébe es ein ¢ € R*
mit der Eigenschaft, dass fiir jedes § € R* ein Paar x,y € [a, b] mit |x — y| < &, aber |f(x) — (¥)| = ¢ existiert.
Insbesondere gébe es dann fiir jedes n € IN Punkte x,, y, € [a, b] mit |x, — y,| < %, aber |f (x,)—f(y,)| = e.

Nach dem Satz|(3.10)| von Bolzano-Weierstral3 besitzt (x,),en €inen Haufungspunkt p. Wir finden also eine streng
monoton wachsende Folge () natiirlicher Zahlen mit |x,, —p| < % fiir alle k € IN. Die Folge (x,, Jxenv konvergiert
offenbar gegen p. Wir behaupten, dass auch lim y,, = p gilt. Um dies zu beweisen, wéhlen wir fiir vorgegebenes

¢’ € R* ein so grofRes K € N, dass % < %s/ und |x, —p| < %a’ fiir alle k > K erfiillt ist. Es gilt dann

1
|y, =Pl < yn, —Xp |+ 1x,, —pl < —+ ¢ < & firalle k>K.
Ny
Damit ist die Behauptung bewiesen. Auf Grund der Stetigkeit von f gilt nun limy (f (x, )—f (¥, )) = f(p)—f(p) = 0.

Dies widerspricht der Annahme |f (x,) — f (y,)| = ¢ fiir alle n € IN. m|

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen

(9.11) Satz Jede stetige Funktion auf einem endlichen, abgeschlossenen Intervall ist Riemann-

integrierbar.

Beweis: Sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion und ¢ € R* vorgegeben. Nach Satz|(9.10)|ist f als stetige Funktion
£

auf einem abgeschlossenen Intervall auch gleichméRig stetig. Seien ¢’ = 3= und die Zahl § € R* so gewahlt, dass

x—yl<é = |f(xX)—f)<é firalle x,y €[a,b]

erfiillt ist. Sei auflerdem n € IN so grof3, dass b—;a < 6 gilt. Wir definieren nun x;, = a + %(b —a) fiir 0 < k <nund
setzen ¥ = {xy,...,X,—1}. Nach dem Maximumsprinzip, Satz |(5.17)} gibt es jeweils Punkte y;,2; € [xg, Xx41], SO
dass ¢, = f(y;) das Minimum und d; = f () das Maximum von f auf [x;, x;,;] ist. Daraus folgt, dass Unter- und

Obersumme der Zerlegung % durch

n—1 n—1
S(%) = kZ G —x)  und  FH(Z)= kZ di(Xjes1 — Xp)
=0 =0

gegeben sind. Wegen |y, —z;| < % < & gilt jeweils d;, — ¢, = f(zx) — f (i) < &’. Damit erhalten wir

n—1
IHD) - (2) = D(d—c ) —x) <
k=0
n—1
D@ —x) = fln-x) = fb-a) = e
k=0

Da ¢ € R* beliebig klein gewihlt werden kann, zeigt dies nach Satz|(9.5)| (ii), dass f Riemann-integrierbar ist. O
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Der Satz lasst sich auf eine noch groRere Klasse von Funktionen verallgemeinern. Eine Funktion f : [a,b] — R
wird stiickweise stetig genannt, wenn eine Zerlegung % = {x;, ..., x,_;} von [a, b] existiert, so dass die Funktionen
8k = f l1x, x,,,[ Stetig sind und

lim g und lim g

x5 X5Xp41
als eigentliche Grenzwerte existieren, fiir 0 < k < n. Dabei wird wie immer x, = a und x,, = b gesetzt. Aus den
Grenzwertbedingungen folgt ndmlich, dass wir g, als stetige Funktion auf [x;, x),; ] betrachten kénnen, die auller
in den Randpunkten xy, x;,; mit f tibereinstimmen. Nach Satz ist g und damit f|f,, ] integrierbar, und
mit Satz[(9.7)]folgt daraus die Integrierbarkeit von f auf [a, b].

Der folgende Satz wird im folgenden Abschnitt ein zentrales Hilfsmittel beim Beweis des Hauptsatzes der Differential-

und Integralrechnung sein.

(9.12) Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen, wobei wir g > 0 voraussetzen. Dann gibt es ein

c €[a,b] mit

b b
ff(x)g(x)dx = f(c)f g(x)dx.

Der Spezialfall g =1 liefert die Gleichung fabf(x)dx = f(c)(b—a) fiir ein c € [a, b].

Beweis: Wir definieren u = min f([a, b]) und v = max f([a, b]). Nach dem Maximumsprinzip sind diese Werte
als reelle Zahlen definiert, und es existieren Punkte p,q € [a, b] mit f(p) = u und f(q) = v. Wir koénnen p < ¢
voraussetzen, denn im Fall g > p lauft der Beweis vollig analog, und im Fall p = q ist die Funktion f konstant und
die Aussage daher trivial. Nach Voraussetzung gilt ug < f g < vg auf dem gesamten Intervall [a, b]. Auf Grund von
Satz (iii) gelten deshalb die Ungleichungen

b b b
uf glx)dx < Jf(x)g(x)dx < VJ g(x)dx.

Insbesondere gibt es ein u € [u, v] mit fab f(x)glx)dx=p fab g(x)dx. Da f stetig ist, liefert uns der Zwischenwert-
satz|(5.14)| einen Punkt ¢ € [p, q] mit f(c) = u. Damit ist die Aussage bewiesen. m|

Fiir reelle Zahlen a, b € R mit a < b und integrierbare Funktionen f auf [a, b] definieren wir

a a b
J. flx)dx=0 und f f(x)dxz—f f(x)dx.
a b a

Man beachte, dass der Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir a > b giiltig bleibt. Ebenso leicht {iberzeugt man sich
davon, dass die letzte Gleichung in Satz|(9.7)|fiir beliebige reelle Zahlen a, b, ¢ giiltig bleibt, unabhéngig von deren
Anordnung.

Im weiteren Verlauf untersuchen wir nun den Zusammenhang zwischen dem Riemann-Integral und der Ableitung
von Funktionen. Als Ergebnis werden wir das aus der Schulmathematik bekannte Resultat herleiten, dass sich das

Integral einer Funktion f mit Hilfe von Stammfunktionen berechnen lasst.
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(9.13) Definition Sei D € R und f : D — R eine beliebige Funktion. Eine Funktion F : D — R

wird Stammfunktion von f genannt, wenn F auf ganz D differenzierbar ist und F’ = f gilt.

Als erstes zeigen wir mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung, dass das Riemann-Integral zur Definition

von Stammfunktionen verwendet werden kann.

(9.14) Proposition Sei f : ]a,b[ — R stetig und ¢ € Ja, b[. Die Funktion F : ]a,b[ — R sei
definiert durch

F(x) = ff(t)dt.

Dann ist F eine Stammfunktion von f.

Beweis: Sei x € ]a, b[ und (x,,),e €ine Folge in Ja, b[ \ {x} mit lim, x, = x. Fiir den Differentialquotienten von F

FOe)—FO)  _ ;U "fmdt_f f(t)dt) _ 2 f"mdt.
Xp—X Xp—X ¢ c Xn =X Jx

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung, angwendet auf f und die konstante Funktion g(x) = 1, gibt es fiir

gilt

jedesn € N im Fall x < x,, ein y, € [x, x,,] und im Fall x > x,, ein y, € [x,, x] mit

f fode = (x,=x)f (yn)-

Nach Definition gilt |y, — x| < |x, — x| fiir alle n € IN. Mit (x,,),en konvergiert also auch die Folge (y, ) e gegen x,
und aus der Stetigkeit von f folgt

F —F
lim PO —FC) ) = flx).
n— o0 Xp—X n—oo
Also gilt tatsdchlich F/(x) = f (x) fiir alle x € ]a, b[. O

(9.15) Proposition Sei f : ]Ja,b[ — R eine Funktion und F :— R eine Stammfunktion. Eine
weitere Funktion G auf ]a, b[ ist genau dann eine Stammfunktion von f, wenn die Differenz

G —F auf ]a, b[ konstant ist.

Beweis: ,<“ Ist G—F konstant, dann gilt (G—F)'(x) = 0 und somit G'(x) = F'(x) = f (x) fiir alle x € Ja, b[. ,=*
Seien F,G Stammfunktionen von f. Nach Voraussetzung gilt (G—F) = G'—F’ = f — f = 0, und nach Folgerung
(8.5)|ist G — F damit auf ]a, b[ konstant. O

(9.16) Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f : Ja, b[ — R stetig und F eine Stammfunktion von f. Fiir alle ¢,d € Ja, b[ gilt dann

d
Jf(x)dx = F(d)—F(c).
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Beweis: Nach Proposition |(9.14)|ist durch F(x) = f Cx f(t) dt jedenfalls eine Stammfunktion von f gegeben. Fiir
diese gilt F(c) = 0 und F(d) = fc f(t) dt. Da F eine weitere Stammfunktion ist, existiert nach Proposition |(9.15)
ein u € R mit F(x) = F(x) +u fiir alle x € ]a, b[. Es gilt also

d
F(d)—F(c) = F(d)—F() = J f(x)dx. |
C
Um Schreibarbeit zu sparen, verwendet man im Zusammenhang mit einer Stammfunktion F hiufig die Notation

d
[F(x)] fuir die Differenz F(d)— F(c).

4

Die Gleichung aus dem Hauptsatz kann dann in der Form fcd fx)dx = [F (x)]f geschrieben werden. Man kann die

Schreibweise noch weiter vereinfachen, indem man einfach
Jf(X)dx = F(x)

. . . . . d d .. c 1. . ..
notiert. Ausgeschrieben soll dies bedeuten, dass die Gleichung fc flx)dx = [F (x)]c fiir beliebige c,d im Defini-
tionsbereich von f erfiillt ist. Den Ausdruck auf der linken Seite bezeichnet man als unbestimmtes Integral. Man
beachte, dass die Funktion F auf der rechten Seite nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist. Dort kann eine

beliebige Stammfunktion von f erscheinen. So wire zum Beispiel auch die Gleichung
J x*dx = ix*+1

korrekt. Im allgemeinen bemiiht man sich bei der Angabe von unbestimmten Integralen aber, eine moglichst ,einfa-

che“ Stammfunktion auszuwéhlen.

Fiir n € R mit n # —1 gilt

n+1
f xtdx = x+ T unter der Bedingung x # 0 falls n < 0.
n

Die Bedingung x # 0 bedeutet, dass die Null nicht im Integrationsintervall [a, b] liegen darf, d.h. die ausfiihrlich

b n+1 b
X
x"dx = [ ]
a n+1],

ist nur giiltig, wenn a, b € R beide positiv oder beide negativ sind. Denn ansonsten wére die Funktion x" nicht an

geschriebene Gleichung

jeder Stelle des Intervalls [a, b] definiert und daher auch fab x" dx undefiniert. Selbst wenn wir die Funktion an der

Stelle 0 willkiirlich fortsetzen wiirden, etwa in der Form

x" fir x#0
0 fir x=0

hitte das Integralzeichen keine Bedeutung, da wir schon allein fiir die Definition des Ober- oder Unterintegrals eine

beschrdnkte Funktion benétigen.
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Als weiteres Beispiel beweisen wir die Gleichung

d
X~ x| fir x#£0.
Sei ndmlich [a, b] ein Integrationsintervall. Nach Voraussetzung gilt 0 ¢ [a, b], d.h. die Grenzen a,b € R sind

entweder beide positiv oder beide negativ. Fiir x > 0 ist In(x) eine Stammfunktion von x — %, also gilt

b b
d_x = [ln(x)] fir a,b>0
x

a a

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Im Fall x < 0 ist F(x) = In(—x) eine Stammfunktion

fiir x — %, denn nach der Kettenregel gilt F'(x) = (—1)}){ = % Wir erhalten

b b
dx  _ [ln(—x)] fir a,b<0.
X

a a

b b
Sowohl fiir a, b > 0 als auch fiir a, b < 0 gilt also die Gleichung f dx = |:1n [x] ] .
. X

a

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt sich wegen exp’(x) = exp(x) auch unmittelbar die

Integralformel

fexp(x)dx = exp(x).

(9.17) Satz (Substitutionsregel)

Seien I,J C R offene Intervalle, f : I — R stetig und u : J — R stetig differenzierbar mit
u(J) € 1. Dann gilt

u(b)

f(x)dx. fur alle a,beJ.
u(a)

b
J fu()u'(e) de

Beweis: Sei F : I — R eine Stammfunktion von f und G = F o u. Die Anwendung der Kettenregel liefert
(FouY(t)dt = F'w)/(t) = flu(®)u'(t).
Diese Funktion ist auf Grund unserer Voraussetzungen stetig. Folglich erhalten wir nach dem Hauptsatz der Diffe-
rential- und Integralrechnung
b u(b) u(b)
= [F(x)] = f(x)dx. O
a

b b
ff(u(r))u’(r)dt - f(Fou)’(r)dt - [(Fou)(r)]
a a u(a) u(a)

Als erstes Anwendungsbeispiel fiir die Substitutionsregel beweisen wir die Formel

d
f X - In|x + c| fir x #—c.
x+c
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Seien a, b € R. Liegt —c nicht im Intervall [a, b], dann ist 0 nicht in [a + ¢, b + c] enthalten. Anwendung der Substi-

tutionsregel auf u(t) = t + ¢ mit Ableitung u/(t) = 1 liefert

b b b+c
dt / t d d b+c b
— = J w(t)dx = f @ [ln|x|] = [ln|x+c|]
. tte . u(t) are X a+c a

Als weiteres Beispiel iiberpriifen wir die Gleichung

3 exp(x?).

f x exp(x?)dx

Hier verwenden wir u(t) = t2 mit der Ableitung u/(t) = 2t.

b b b* b
f te’ dt = %J (2t)et dt = %J efdx = [%e"z ]
a a a2 a

(9.18) Satz  (partielle Integration)

Sei I C R ein offenes Intervall, und seien f, g : I — R zwei stetig differenzierbare Funktionen.

Dann gilt

b b b
Jf(x)g’(x)dx = [f(x)g(x)] —f f'(x)g(x)dx fiiralle a,bel.

Beweis: Wir wenden die Produktregel auf die Funktion F = f g an und erhalten F'(x) = f'(x)g(x)+ f (x)g’(x). Der

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert

b

b b b b
ff/(x)g(x)d“ f FOg () dx = f Fx)dx = [F(x)] [f(x)g(x)]

a
Durch Umstellen erhalten wir die gewiinschte Gleichung. |

Als Anwendung der partiellen Integration beweisen wir

Jxexp(x) = (x—1)exp(x).

Dazu definieren wir die Funktionen f (x) = x und g(x) = exp(x) mit den Ableitungen f’(x) =1 und g’(x) = exp(x).
Fiir beliebige a, b € R gilt dann

b b b b
fxexp(x)dx - f FOOg ) dx = [f(x)g(x)} - f Fgtadx =

b b b b

— [exp(x)] = [(x — l)exp(x)] .

a a

[xexp(x)] —fbl-exp(x)dx = [xexp(x)]

a a
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Durch mehrfache Anwendung der partiellen Integration lassen sich kompliziertere Ausdriicke integrieren, beispiels-
weise
J‘(x2 +5)exp(x)dx = (x%—2x+7)exp(x).

Fiir beliebige a, b € R gilt ndmlich

b

b b
f(x2+5)exp(x)dx = |:(x2+5)exp(x)] —f 2xexp(x)dx =

a

b b b b b

[(x2 + 5)exp(x)] — [Zx exp(x)] +Jb 2exp(x)dx = [(x2 +5) exp(x)] - [ZX exp(x)] + [2 exp(x)]

a a a a a

= [(x2 —2x+7) exp(x)}b.

a

Wir geben eine Reihe weiterer wichtiger Beispiele fiir die Berechnung von Integralen mittels Substitutionsregel und

partieller Integration an.

(i) J(xixc)” = 1in(x+c)1_" firnelN,n>2.

Zur Notation sei angemerkt, dass allgemein f % nur eine vereinfachte Schreibweise fiir f ]% dx ist. Wiederum

verwenden wir die Substitution u(t) = x + ¢ mit u’(t) = 1 an und erhalten

b

b b+c b+c
dt 1 1
J = f xtdx = [ xl_”] = [ (x +c)1_”]
. (EFo)n ate 1—n ate 1—n a

(ii) Jln(x)dx = xln(x)—x flirx>0

Hier besteht der Trick darin, die partielle Integration auf das ,triviale Produkt In(x) = 1 - In(x) anzuwenden.

Jbln(x)dx = Jb1-ln(x)dx = [xln(x)]b—fbx.ldx
a a a Jo X
= [xln(x)]z —Jb ldx = [xln(x)—x]ab.

Allgemeiner kann mit partieller Integration und vollstdndiger Induktion gezeigt werden, dass

n+1
J x"In(x)dx = (nx+ 3 (n+1DIn(x)—1) fiir alle n € IN,, gilt.
(iii) f dx = arcsin(x) fir|x|<1
V1 —x2

Hier ist der entscheidende Trick die Substitution x = sin(t). Zu beachten ist, dass der Sinus das Intervall [—%n, %n]
bijektiv auf das Intervall [—1, 1] abbildet. Fiir —1 < a, b < 1 liegen somit arcsin(a), arcsin(b) im Intervall [—%n, %7‘[],

und der Kosinus von Winkeln in diesem Bereich ist positiv. Daraus folgt 4/1—sin(t)2 = cos(t), und nicht etwa
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v/1—sin(t)? = —cos(t), was ja mit der allgemeinen Gleichung sin(t)? + cos(t)? = 1 fiir beliebige t € R ebenfalls

vereinbar wére.

J< B arcsin(b) sin’(t) dt B arcsin(b) COS(t) dt B J«arcsin(b) e
a V 1—x2 arcsin(a) V 1— sin(t)2 arcsin(a) COS(t) arcsin(a)

_ arcsin(b)

- [ ]arcsin(a) = arcsin(b) - arcsin(a) = [arCSiH(X)]Z .

(iv)

f 1/% = arcosh(x) firx>1

In den Ubungen wurden die Funktionen Sinus hyperbolicus sinh(x) = %e" — ;e_" und Kosinus hyperbolicus cosh(x) =
%ex + e eingefiihrt. Der Sinus hyperbolicus ist streng monoton wachsend und bildet R bijektiv auf R ab. Wie man
leicht nachrechnet, ist seine Umkehrfunktion gegeben durch arsinh(x) = In(x + v/x2 + 1). Der Kosinus hyperbolicus
ist auf ]—o0, 0] streng monoton fallend und auf [0, +oo[ streng monoton wachsend. Dabei werden die nichtnegati-
ven reellen Zahlen bijektiv auf [1, +o0o[ abgebildet, und die Umkehrfunktion auf diesem Bereich ist gegeben durch

arcosh(x) =In(x + vx2—1).

Die beiden Funktionen erfiillen die Funktionalgleichung cosh(x)?—sinh(x)? = 1, und ihre Ableitungen stehen durch
sinh’(x) = cosh(x) und cosh’(x) = sinh(x) zueinander in Beziehung. Dies kann genutzt werden, und mittels Substi-

tution die angebene Stammfunktion zu ermitteln.

J*b dx J«arcosh(b) OSh/(f) dt B J«arcosh(b) sinh(t)dt B J«arcosh(b) e
a x2—1 arcosh(a) COSh( t)z arcosh(a) Sinh( t) arcosh(a)
h(b
= [elie® = [arcosh(x)]].

Hier ist im dritten Schritt wieder zu beachten, dass die Integration {iber eine Teilmenge von R | abléduft, wo der sinh(t)
positive Werte annimmt. Aus diesem Grund ist 4/cosh(t)2 — 1 = sinh(t) und nicht etwa +/cosh(t)2 —1 = —sinh(t).

dx
W) f il - arctan(x)

Wie wir aus § 7 wissen, bildet die Tangensfunktion tan(x) das Intervall ]—175 171[ bijektiv auf R ab. Die Umkehrab-
bildung arctan : R — ]—é T, %n[ wird als Arkus tangens bezeichnet. Die Ableitung der Tangensfunktion erhdlt man

durch die Quotientenregel; es gilt
cos(x) cos(x) — sin(x)(—sin(x)) cos(x)? + sin(x)?

tan’(x) = cos(x)? = W = 1+ tan(x)2 .
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Diese Beziehung nutzt man zur Bestimmung der Stammfunktion durch Substitution.

b dx arctan(b) tan’(t) dt arctan(b) 14+ tan(t)2 arctan(b)
. X2+1 a tan(t)2+1 a tan(t)2+ 1 a

rctan(a) rctan(a) rctan(a)

_ [ ] arctan(b)

b
= arctan(a) = [arctan(x)], .

Als weitere Anwendung fiir die partielle Integration beweisen wir eine Rekursionsformel fiir die Stammfunktion von

sin(x)" fiir n € IN.
. . n n—1 . n—2 1 . n—1 ..
(vi) sin(x)"dx = —— | sin(x)"“dx— — - cos(x)sin(x) flirn>2
n n

Durch partielle Integration erhélt man

b b b
J sin(x)"dx = f sin(x) -sin(x)" 'dx = [(— cos(x)) sin(x)" ! ]: — f (—cos(x)) cos(x)(n—1)sin(x)"2dx
b b
— [cos(x) sin(x)" ]s +(n—1) f cos(x)?sin(x)"2dx = -— [cos(x) sin(x)" ! ]z +(n—1) f (1 —sin(x)?)sin(x)* 2 dx

b b
= - [cos(x) sin(x)“*l]z +(n— l)f sin(x)" 2 dx + (n— I)J. sin(x)" dx.
Diese Gleichung kann umgestellt werden zu
b b
. n : n—2 : n—17b
nf sin(x)"dx = (n— 1)f sin(x)"*dx — [cos(x) sin(x) ]a

und durch Multiplikation mit % auf beiden Seiten erhélt man die angegebene Gleichung.

Unser néchstes Ziel besteht darin, die Integration auch iiber nicht abgeschlossene oder unendlich ausgedehnte Inter-

valle zu ermoglichen. Dies geschieht durch eine geeignete Grenzwertbildung.

(9.19) Definition Seiena € RU{—oo}und b € R, mita < b. Sei f : Ja, b] — R eine Funktion
mit der Eigenschaft, dass f iiber jedes Teilintervall der Form [c, b] mit a < ¢ < b integrierbar

ist. Dann nennt man den Grenzwert

b b
f flx)dx = limf f(x)dx, sofern er existiert,
c—a
a [

das uneigentliche Riemann-Integral von f iiber das halboffene Intervall ]a, b].
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Dieselbe Definition ist auch fiir die rechte Intervallgrenze moglich.

(9.20) Definition Seiena € Rund b € RU{+o00o}, mita < b. Sei f : [a, b[ — R eine Funktion
mit der Eigenschaft, dass f tiber jedes Teilintervall der Form [a,c] mit a < ¢ < b integrierbar ist.

Dann nennt man den Grenzwert

b c
J fx)dx = lin%f flx)dx im Falle der Existenz

das uneigentliche Riemann-Integral von f iiber das halboffene Intervall [a, b[.

1

Beispiel 1: Berechnung von —dx
o VX

1
1 . 1 s T _ _
L ﬁdx = lim C de = hrr(l)[zﬁ ]C = !m(l)(z 2\/5) = 2.

Beispiel 2: Berechnung von J eXdx

—00
0 0
J e“dx = lim f e“dx = lim [e* ]S =
c——0Q c——0Q
—00 [
lim (°—e) = lim (1—e) = 1-0 = 1.
c——0Q c——00

+00
2

Beispiel 3: Berechnung von J 2xe ™ dx
1

+00 c 4 —c?
2 . 2 . 2 .
J 2xe ™ dx = lim J 2xe ¥ dx = lim — | (—2x)e " dx = lim —f e“dx
c—+00 c—+00 c—+00
1 1 1 -
-1
. . — . — —c2 — —
lim e“dx = lim[e*], = lim (e e C) = ¢l—0 = e
cotoo |, c—+00 ¢ c—+00

Schlielllich ist es noch moglich, dass die Funktion an beiden Intervallenden undefiniert ist.

(9.21) Definition Seiena € RU{—oo} und b € RU{+0co}, mita < b. Sei f : ]a, b[ — R eine
Funktion mit der Eigenschaft, dass f iiber jedes Teilintervall der Form [c,d] mita <c <d < b
integrierbar ist. Sei nun m € Ja, b[ beliebig gewahlt. Dann bezeichnet man die Summe der

Grenzwerte
b m d
f fx)dx = limf fx)dx +£in}7J fl)dx
c—a —
a [ m

sofern sie beide existieren, als das uneigentliche Riemann-Integral von f iiber das offene In-
tervall Ja, b[.
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Es ist leicht zu sehen, dass sowohl die Existenz dieses uneigentlichen Integrals als auch dessen Wert unabhingig von
der Wahl des Unterteilungspunktes m ist. Sind ndmlich m,m’ € R mit a < m < m’ < b, dann gilt fiir alle c,d € R

mita <c <mund m’ <d < b jeweils

m m m d m d
f f(x)dx:f f(x)dx+J f(x)dx wund ff(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx.

Die erste Gleichung zeigt, dass der Grenzwert

m m’
limJ f(x)dx genau dann existiert, wenn der Grenzwert limJ f(x)dx existiert,
c—a c—a
C C
und die zweite Gleichung liefert einen entsprechenden Zusammenhang zwischen der Existenz von
d d
limf f(x)dx und limf f(x)dx.
d—b , d—b
m m
Desweiteren folgt aus der Gleichung

m d d m’ d
Jf(x)dx+f fx)dx = Jf(x)dx = f f(x)dx—i—f flx)dx

durch Grenziibergang ¢ — a auf beiden Seiten zunéchst die Gleichung

m d m’ d
ll_rgj f(x)dx+f flx)dx = ll—I}(}J f(x)dx+J flx)dx ,

und durch anschlieffenden Grenziibergang d — b auf beiden Seiten
m d m d
limf f(x) dx+(£inll)J flx)dx = limf f(x) dx+$inll)J f(x)dx.
c m c m’

1

Beispiel 4: Berechnung von J (% + Jl;ix) dx
0

Wir wéhlen als Unterteilungspunkt den Intervallmittelpunkt m = % Es gilt

1/2 1/2
. . 1/2
| Gra)e = m| (Feds) - mlaF-aiR]” -

1im(z\/g—2 %—2\/2+2«/1—c) =

c—0

lir%(—2ﬁ+2\/1—c) = —2/0+2V1 = 2.

Ebenso erhalten wir
1 [4
1 1 - 1 L 1) = g —2vV1—x [
Lz(ﬁﬂl—:)d’f = lﬁ?ﬁ/z(ﬁme) = lim[2v/x-2vI-x ],

lim(2vc—2vT=c—-2y/3+2¢/1) =
m(zﬁ-zm) = 2/1-2/0 = 2

— 136 —



Insgesamt kommen wir damit zu dem Ergebnis

1 1/2 1
| Gmam) = | Ga) | (as) = 2e2 = s

/2

Zum Abschluss des Kapitels geben wir noch ein Verfahren an, mit dem sich Integrale beliebiger rationaler Funktionen
berechnen lassen. Zur Erinnerung: Eine rationale Funktion ist eine Funktion f der Form f(x) = g(x)/h(x), wobei
g und h Polynomfunktionen bezeichnen und h ungleich null ist. Der Definitionsbereich einer rationalen Funktion ist

D =R\N, wobei N C R die Nullstellenmenge des Polynoms h sei. Das Verfahren beruht auf dem folgenden Satz.

(9.22) Satz (Satz von der Partialbruchzerlegung)

Sei f : D — R eine rationale Funktion wie oben beschrieben. Es seien xq, ..., x,, € R die ver-
schiedenen rellen Nullstellen von h und r; € IN jeweils die Vielfachheit der Nullstelle x;. Wei-
ter seien 2,2, ..., %,, %, die verschiedenen Paare nicht-reeller, konjugiert-komplexer Nullstellen,
pi = 2Re(2;), q; = 2i%; = |Z»|2 und s; € IN die gemeinsame Vielfachheit der Nullstellen z;, Z;. Dann

gibt es Koeffizienten a;;,b;; E Rflr 1<i<m,1<j<rjund¢; ERfir1<i<n,1<j<s;

l])
und eine Polynomfunktlon g, so dass f in der Form

25 bijx +¢;

fx) = q(x)+ZZ( —x;) Zz(x2+px+ql)f

i=1 j=1 i=1 j=1

dargestellt werden kann.

Dieser Satz ist Bestandteil der Algebra und wird deshalb hier nicht bewiesen. Wir demonstrieren aber anhand zweier

Beispiele, wie die im Satz angegebene Partialbruchzerlegung konkret berechnet werden kann.

1. Beispiel: Wir betrachten die rationale Funktion

2x +3
(x24+2)(x +1)2°

Mit den Bezeichungen des Satzes ist m = 1 die Anzahl reeller Nullstellen, n = 1 die Anzahl der Paare konjugiert-

flx) =

komplexer Nullstellen, es ist r; = 2 die Vielfachheit der einzigen rellen Nullstelle und s; = 1 die gemeinsame Vielfach-
heit des einzigen Paares konjugiert-komplexer Nullstellen. Die einzige reelle Nullstelle ist x; = —1, und das einzige
konjugiert-komplexe Paar ist (z,,%;) = (iv/2,—i+/2). Die Koeffizienten a;, a;,, b;; und c;; bestimmen wir durch den

Ansatz
2x+3 an as biix + ¢y

= +
(x2+2)(x +1)2 x+1 (x+1)2 x24+2
Die Multiplikation mit dem Hauptnenner liefert die Gleichung

2x+3 = ap(x+1D%+2) + ap(x?+2) + (byyx +cp)(x +1)2
Diese kann umgeformt werden zu

2x+3 = (aj; +by1)x® + (a3 +ay +2bq; +cq1)x% + (2a3; + byq + 2¢11)x + (2a;; +2a;, + ¢1q).
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Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir das linearen Gleichungssystem bestehend aus den Gleichungen

a11+b11 =0 5 a11+a12+2b11+cll :0 5 2a11 +b11+2C11 =2 5 2(111+2(112+CH =3

mit der eindeutigen Losung a;; = g, a;p = %, b, = —%, o = g. Die Funktion f hat somit die Form
o = L b G
X =
f x+1 (x+1)2 x2+2
2. Beispiel: Diesmal sei f gegeben durch
7x?—3x +4
x Ao N
f@) iy oy

Hierist m=0, n=1,s; = 2 und (2;,%;) = (iv/2,—i+/2). Der Satz von der Partialbruchzerlegung liefert den Ansatz

7X2_3X+4 _ b11X+C11 b12x+C12
(x2+2)2 x2+2 (x2+2)2

mit by, 11, b1g, €19 € R. Diesselbe Vorgehensweise wie beim ersten Beispiel (Multiplikation der Gleichung mit dem

Hauptnenner (x2+2)? und Sortierung der rechten Seite der Gleichung, um die Koeffizienten der Monome 1, x, x2, x3

zu bestimmen) liefert diesmal das lineare Gleichungssystem

2c;1tc2 =4, 2by;+by=-3 , ¢1=7 , b;;=0

mit der eindeutigen Loésung by; =0, by, =—3, ¢;; = 7 und ¢;, = —10. Wir erhalten somit
7 (—=3)x +(-10)
+
@) x2+2 (x2+2)2

Durch den Satz von der Partialbruchzerlegung ist die Integration beliebiger rationaler Funktionen auf die Integration

der folgenden vier Typen von Funktionen zuriickgefiihrt.

M X ite ¢ [a,b]
. X—c
(i) f o mitc ¢[a,bJundnelN,n>2

+d
(iii) f ;x—dx mit ¢,d,p,q €R, p>—4q <0
. X*+px+gq

d
(iv) f (2_C,_x++ )ndx mit c,d,p,q €R, p?—4q<0undn€N, n>2
X“TpxT+(q

Die Bedingung p? —4q < 0 beim Typ (iii) und (iv) besagt jeweils, dass die Diskriminante des Polynoms x2 + px +
g negativ ist und das Polynom somit keine reellen Nullstellen, sondern ein Paar konjugiert-komplexer Nullstellen

besitzt. Fiir den Typ (i) und (ii) haben wir das Integral weiter oben bereits ausgerechnet: Unter den angegebenen

b
f dx [In|x—c| ]}

Bedingungen gilt

X—cC
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und

*dx [ 1 ]b
= LA-n)x—co)? 1

Im Fall (iii) verwenden wir die bereits bekannt Tatsache, dass die Stammfunktion von x — leﬂ der Arkus tangens

ist. Fiir beliebige ¢ € R erhalten wir mit der Substitutionsregel

b/yc
1
dex_ljbdx_lb%dx_lfdt_
. X2+c cJ, (Zr+1 Ve ), (FP+1 \/E/[ t2+1
aj+/c

1 b/yE 1 X b
ﬁ [ arctan(t) ]a/ﬁ = |: ﬁ arctan (ﬁ) ]a .
Der allgemeine Fall, dass im Nenner ein Polynom der Form x2+px +q mit p>—4q < 0 steht, fithren wir durch erneute
Anwendung der Substitutionsregel auf die soeben berechnete Form zuriick. Entscheidend hierbei ist die Beobachtung,
dass das Polynom x2+ px +q durch die Substitution t = x + % p in das Polynom t2+c mit ¢ = %(4q —p?) > 0 iiberfiihrt
wird: Es gilt

x*+px+q (t—3p)+p(t—3p)+q = t*—pt+3ip*+pt—3p*+q
= t?—2p’+q = t*+3:@4q-p?) = t*+c

Durch die Substitution t = x + % p erhalten wir somit

b b+3p .
f dx f dt [ 1o (x )]“zp
—_— = = — arctan| — =
. X2+px+gq t2+c¢ Ve Ve dartp
a+zp

X

1 b+3p 9 2y b+1p
——arctan| —— = [ Iy—— arctan(—) ]
[ 3v/4q—p? (%\/4q—p2) L;p Vg —p? Vag—p?) 1o,

V4q—p? vaq—p?J 1,

Das Integral vom Typ (iii) wiederum kann durch Anwendung der Substitution t = p(x) = x%+ px +q auf diese Form

b 2x+2¢
C —2 dx =
. X2+px+q

zuriickgefiihrt werden.

Jb cx+d
Z—dx =
. X2+px+gq

1 1 b2x+p+2%—p
3 5C Z—dx =
xX“+px—+q
b b »(b) b
2x+p dx dt dx
. X2+px+q . X24px+q @ o X2+px+q

b b

(b) dx b dx

[ %cln(t) ]i(a) + %(d— %pc)f T = [ %c ‘In(x? + px +q) ]a + (d— %pc)f o
a a

px+q px+q’
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Mit Hilfe der Formeln fiir die Integrale vom Typ (i), (ii) und (iii) kénnen wir nun die Integrale der beiden Funktionen

angeben, die wir zuvor mittels Partialbruchzerlegung umgeformt haben.

2x+3 8 4 9 1 x
J(x2+2)(x+1)2d = 5-hnlx+1] - 5-In(x*+2) - 333 " Eﬁarctan(ﬁ)
5 3
7x*—3x+4 =3+ 3 ( x )
—————dx = —X—2 4 2V2 arctan| —=|.
J 2v2p x2+2 4 /2

Um auch die Integrale vom Typ (iv) berechnen zu kénnen, bestimmen wir zunichst eine Rekursionsformel fiir die

d
_ X , nelN.
(x24+1)n

Wir haben bereits gezeigt, dass I; = arctan(x) gilt. Um eine Formel fiir I, in Abhéngigkeit von I,_; zu erhalten,

uneigentlichen Integral

beweisen wir zuerst fiir alle a, b € R die Gleichung

b b
2x 1
———dx = [ (x*+ 1)”_1] .
L e+ 1y a-n .
Tatséchlich erhélt man durch Anwendung der Substitutionsregel

b b%*+1
2—xdx = b2+ 1t™"dt = [ ! tl_"]
a (X2+1)n 1—n a2+1

az+1

[ﬁ]b: N [(1 - n)(x12 +1)n-1 ]b '

Die soeben bewiesene Gleichung in Verbindung mit partieller Integration liefert
x“+1
[ In ]b = J o2 L 11 o dx =
a . (2+ 1)t L (2+1)m

b b b
2x dx 2x
1, 1 b
5 x + = X - dx + [ =
f 2 (X2+1)” Ja (x2+ 1)n L 22 Gzrn [ o

1 1 b bl dx b
[Ex'(l—n)(xul)n—l]a T aThee sy Tk

_ x b 1 , ,
B [2(1—n)(x2+1)n—1]a T o M de T e

Durch Umstellen der Gleichung erhalten wir

2n—3 X b
np - 22T
[ "]a omn—2 [ n—1 ]a (X2+1)n_1 .

Fiir das unbestimmte Integral gilt also die Gleichung

I _ 2n—3 + 1 X
"7 2p—2 "N 2n—2 (k24 1m0
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Damit erhalten wir beispielsweise

1 3x3+5x

_ 1 - 1 el 3
I, = sarctan(x) + und I; = g i1y + 3 arctan(x).

X
2x242
Wir fithren nun die Integrale vom Typ (iv) auf die unbestimmten Integrale I,, zuriick. Fiirallec € R* und allea, b € R
gilt jeweils

b

Jb dx _ 1 dx _
a (X2+C)n - cn a (( )2+1)n =

X
NG
e
1 b %dx 1 : dt 1 X b
ST LIy S O
Ja ((L)2+1) f (t2+1)n 1/E a
Ve a/ve

Ahnlich wie bei den Integralen vom Typ (iii) gilt fiir die Integrale vom Typ (iv) eine Beziehung der Form

b
cx +d [ 1 ]b 1 dx
——dx = + (d—3pc)- S —
. (X2+px+q)n 2c(1—n)(x2+px+q)1 ], 2 . (2+px+q)n

Da der Rechenweg im Vergleich zu den Integralen vom Typ (iii) nahezu identisch ist, verzichten wir auf die Aus-
fiihrung. Das Integral auf der rechten der Gleichung kann nun durch das unbestimmte Integral I,, ausgedriickt wer-

den, wie die folgende Rechnung zeigt, bei der c =q — % p? gesetzt wird.

b+1ip

’ dx P dt B [Cé—nj(i)]bJr;p B
o« (Zpxtqr T @+ Vel
a+%p
b+ b
[(q_lpz);—n.f (Z_X)] o [(q_lpz);—n.f (ﬂ)}
4 n 4 n
Vaq—p> /1o, vaq—p?J/ ],

Eine Anwendung dieser Formel liefert beispielsweise das unbestimmte Integral

dx _ (4)5/21(2x+7) _ 12x3+126x2+536x+847+ 12 /15 arctan(2x+7)
(x2+7x+173 P *\ J/19 - 722 (x2 + 7x + 17) 6859 7 )
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