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Nachschreibklausur

Nachname: Vorname:

Matrikelnr.:

Ihr Klausurergebnis kénnen Sie auf der Vorlesungshomepage mit Hilfe eines Benutzernamens,
eines Passworts und einer vierstelligen Identifikationsnummer abrufen, die Thnen personlich

zugeordnet ist. Sie erhalten diese Daten wéihrend der Klausur.

Aufgabe | 1 2 3 4 5 6 7 8 >
Punkte

Hinweise:
(a) Bitte iiberpriifen Sie, ob Sie neun Blétter (Deckblatt + 8 Aufgaben) erhalten haben.
(b) Fir die Klausur sind keine Hilfsmittel (z.B. Skripten, handschriftliche Notizen, Taschenrechner) zugelassen.
(c) Schreiben Sie keine Losungen zu unterschiedlichen Aufgaben auf dasselbe Blatt.
(d) Fillen Sie das Deckblatt bitte in BLOCKSCHRIFT aus. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Vor- und Nachnamen.

(e) Bitte denken Sie daran, jeden Schritt Threr Losung zu begriinden und explizit darauf hinzuweisen, wenn Sie
Ergebnisse aus der Vorlesung verwenden. Die Verwendung von Ergebnissen aus Ubungsaufgaben ist nicht zulissig.

(f) Bitte achten Sie darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung abgeben; streichen Sie deutlich durch, was
nicht gewertet werden soll.

(g) Bei Bedarf kann zusétzliches Schreibpapier angefordert werden. Bitte verwenden Sie keine eigenen Blitter.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1. (10 Punkte)

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion die folgende Gleichung fiir alle n € IN.

n

1
= ilt.
; 2k —1)(2k + 1) omr1  °
Lésung:
Induktionsanfang: Es gilt
21: 1 B 1 L 1
— (2k—-1)(2k+1)  (2-1-1)2-1+1) 3 1141

k=1

Induktionsschritt:  Sei n € IN und die Gleichung fiir n vorausgesetzt. Dann folgt

n+1 n

1 1 1
; Qk-—Dk+1) ;(219—1)(213—1—1) N EN e
n_ 1 B n(2n+3)+1 B 2n? +3n+1
2n+1  (2n+1)2n+3)  2n+1)(2n+3)  (2n+1)(2n+3)
@2n+1)(n+1)  n+l n+1

2n+1)2n+3)  2n+3  2n+1)+1°
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Aufgabe 2.  (2+5+3 Punkte)

Wir betrachten {iber dem Korper Fy; mit 11 Elementen das lineare Gleichungssystem

ry + 3$2 — I3 3
—T1 — 31‘2 — I3 = T
—2.7}1 + 51’2 = —?.

(a) Geben Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems an.
(b) Formen Sie diese Matrix auf normierte Zeilenstufenform um.

(c) Geben Sie Vektoren u,v € 3, an mit der Eigenschaft, dass . = {u+ M | A € Fy;} die

Losungsmenge des linearen Gleichungssystems ist.

Lésung:
zu (a)
1 3 -1 3
-1 -3 -1 1
-2 5 0 =2
zu (b)
1 3 -1 3 13 -1 3 13 -1 3 130 1
-1 -3 -1 1 = |0 0 -2 4| =~ JO O 1 -2 = [0 0 1 -2
-2 5 0 =2 00 -2 4 00 0 O 000 O

zu (¢) Die Matrix in normierter ZSF hat die Kennzahlen r = 2, j; = 1 und j3 = 3. Die letzte Spalte der Matrix
liefert die spezielle Losung u = (1,0,—2) = (1,0,9). Die zweite Spalte liefert den homogenen Lésungsvektor
v=>by=(-3,1,0) = (§,1,0).
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Aufgabe 3.  (5+5 Punkte)

(a) Wir betrachten die Abbildung f : R? — R? gegeben durch

(()-(2) o ()er

Zeigen Sie, dass f bijektiv ist.
(b) Seien nun X und Y beliebige Mengen, g : X — Y eine injektive Abbildung und A, B C X.
Zeigen Sie, dass (AN B) = g(A) N g(B) gilt.

Lésung:

zu (a) Zum Nachweis der Injektivitiit seien (z,y) € R? und (u,v) € R? mit f(z,y) = f(u,v) vorgegeben.

( Y >< ! ) = (y=v)A(z—y=u—v)
x—y u—v

= (Y=v)Ale—v=u—v) = (Y=v)Alz=u) = <x>:<u>

y v

Dann folgt

Fiir den Nachweis der Surjektivitit sei (a,b) € R? vorgegeben. Zu zeigen ist, dass ein (z,y) € R? mit f(z,y) =
(a,b) existiert. Fiir alle (z,y) € R? gilt die Aquivalenz

2)-() = (2)-0) = weorn

= (y=a)A(x—a=b) = (z=a+b)A(y=a).

Es gilt also f(a +b,a) = (a,b).

zu (b) ,C¢ Seiy € g(AN B). Dann existiert ein x € AN B mit y = g(x). Aus z € AN B folgt x € A und
damit y = g(x) € g(A). Ebenso erhélt man « € B und y = g(z) € g(B). Insgesamt gilt also y € g(A) N g(B).

¢ Seiy € g(A)Ng(B). Wegen y € g(A) existiert ein a € A mit y = g(a). Wegen y € g(B) existiert auch

7

ein b € B mit y = g(b). Aus g(a) = y = ¢g(b) und der Injektivitéit von g folgt a = b. Daraus wiederum folgt
a€ ANBund y = g(a) € g(AN B).
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Aufgabe 4.  (3+3+4 Punkte)
Sei V = C?, aukerdem U = {(z,w) € C*| 22 + w? = 0} und

W = {(z+iy,u+iv) € C®|x,y,u,v €R, x+u=0}

In Aufgabenteil (a) und (b) betrachten wir V' als C-Vektorraum, mit der herkdmmlichen
komponentenweisen Vektoraddition und skalaren Multiplikation.

(a) Zeigen Sie, dass U kein Untervektorraum von V' ist.
(b) Zeigen Sie, dass W ebenfalls kein Untervektorraum von V ist.

(¢) Nun betrachten wir V' als R-Vektorraum, indem wir den Definitionsbereich der herkdmm-
lichen skalaren Multiplikation C x €C? — C? auf R x C? einschrinken. Zeigen Sie, dass W
ein Untervektorraum dieses R-Vektorraums ist.

Lésung:
zu (a) Wegen i2+12 = (=1)+1 = 0ist (4,1) in U enthalten. Ebenso ist (—i, 1) wegen (—i)?+12 = (=1)+1 =0
ein Element von U. Wire U ein Untervektorraum, dann miisste auch der Vektor (i,1) + (—i,1) = (0,2) in U

liegen. Aber dies ist wegen 02 + 22 = 4 # 0 nicht der Fall.

zu (b) Das Element (4,7) = (0+1-4,041-4) ist wegen 04+0 = 0 in W enthalten. Ware W ein Untervektorraum,
dann miisste auch das Element (—i)-(4,7) = (1,1) = (1407, 14-0-9) in W liegen. Aber dies ist wegen 1+1 =2 # 0
nicht der Fall.

zu (¢) Der Nullvektor ist wegen (0,0) = (04+0-¢,04+0-¢) und 0+ 0 = 0 in W enthalten. Seien w,w’ € W
und A € R vorgegeben. Zu zeigen ist w +w’ € W und Aw € W. Wegen v,w € W gibt es z,y,u,v € R und
a,b,c,d € R mit w= (z+1iy,u+ ), w = (a+ib,c+id) und z + u = a+ ¢ = 0. Dann ist

wt+w = ((@+a)+i(y+b),(u+c)+ilv+d) ,
und wegen (z+a)+ (u+c¢)=(x+u)+ (a+¢)=0+0=0ist w+ w' in W enthalten. Weiter gilt
w = (Ax+idy, u+il)

und wegen Az + Au = A(z +u) = A-0 =0 gilt auch \w € W.
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Aufgabe 5.  (3+3+4 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz. Geben Sie das jeweils verwendete Kon-

vergenzkriterium an, und kontrollieren Sie jeweils, dass die Voraussetzungen dieses Kriteriums
erfiillt sind.

oo 00 00
) D 0 Yo
2n+3 2n? +3n+1 n+3
n=1 n=1 n—1
Lésung:
zu (a) Es gilt
. 0
lim = lm ——— = lm —Y— = 0 ,
n—oo 2N + 3 n~>002+3.g n002+3-0
und wegen n+1>n=2n+1)+3>2n+3 = 2(n+11)+3 < 5t fiir alle n € IN ist die Folge (5755 )nen

monoton fallend. Die angegebene Reihe konvergiert somit auf Grund des Leibniz-Kriteriums.

zu (b) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die harmische Reihe - | 1 konvergiert, damit auch die Reihe
Sy 2 - . Fiir alle n € IN gilt die Abschétzung

3n—1 < 3n < 3n 5 1
2n2+3n+1 ~— 2m2+3n+1 — 22 2 p
Also folgt die Divergenz der gegebenen Reihe aus dem Minorantenkriterium.
zu (¢) Fiir alle n € N sei a,, = (n+3) Es gilt jeweils
n 1)2 3)! 1 i
N N e o) N G ) L (1+1)2. = (1+ip =
|an] (n+4)! n? non+44 R
Aus hmn + = 0 und den Grenzwertsitzen folgt lim,, % (1+0)%. H—To = 0. Wegen lim,, ‘a“‘ll < 0 kann

das Quotlentenkrlterlum angewendet werden, das die Konvergenz der Reihe (sogar die absolute Konvergenz)

liefert.
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Aufgabe 6.  (4+6 Punkte)
Wir betrachten die Funktion f: R — R gegeben durch

;

— firz <0
flx) = x? fir0<z<l1
2 1
Tt fir x > 1.

L T+ 2

(a) Zeigen Sie, dass f im Punkt —1 stetig ist.
(b) Zeigen Sie, dass f auch im Punkt 1 stetig ist.

In beiden Aufgabenteilen ist es unzuléssig, Aussagen iiber links- oder rechtsseitige Grenzwerte
oder links- oder rechtsseitige Stetigkeit zu verwenden. Arbeiten Sie entweder direkt mit der

Definition des Stetigkeitsbegriffs oder mit dem e-d-Kriterium.

Losung:

zu (a) Sel (zp)nen eine Folge in R mit lim, 2, = —1. Zu zeigen ist lim,, f(z,) = f(—1), wobei f(-1) =
—(=1) = 1 ist. Wegen lim,, x,, = —1 existiert ein N € N mit |z, — (—1)| < 1 fiir alle n > N. Daraus folgt
—2 < x, <0 fir alle n > N und somit auch f(z,) = —z, fir alle n > N. Mit wiederum erhalten wir

lim f(z,) = lim(-z,) = -—(-1) = L

n—oo n—oo

zu (b)  Sei (@ )nen eine Folge in R mit lim,, x,, = 1. Zu zeigen ist lim,, f(z,) = f(1), wobei f(1) = % =1

ist. Sei dazu € € R vorgegeben. Zu zeigen ist, dass ein N € N mit |f(z,) — 1| < ¢ fiir alle n > N existiert.

Die Funktion ¢ : R — R, x — z? ist als Polynomfunktion auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig. Daraus

folgt lim,, g(z,,) = g(1) = 12 = 1, und insbesondere existiert ein Ny € IN mit |g(z,,) — 1| < € fiir alle n > IN;. Die

Funktion b : R\ {-2} - R, z — 2;_3 ist als rationale Funktion ebenfalls auf ihrem gesamten Definitionsbereich
stetig. Es gilt also lim,, h(z,) = h(1) = 1, und insbesondere finden wir ein Ny € IN mit |h(z,) — 1| < ¢ fiir alle

n2N2

Sei nun N = max{Ny, N2} und n € IN mit n > N. Wir unterscheiden zwei Falle. Im Fall z,, < 1 gilt f(x,) =
g(xy,), und wegen n > N; erhalten wir |f(x,) — 1| = |g(z,) — 1| < &. Im Fall z,, > 1 gilt f(x,) = h(x,), und

aus n > Ny folgt |f(z,) — 1| = |h(zy,) — 1] < e. Insgesamt ist | f(z,) — 1| < € also fiir alle n > N erfiillt.



Name:

Aufgabe 7.  (3+3+4 Punkte)

Wir betrachten noch einmal die Funktion f : R — R aus Aufgabe 6, also

(

- fir x <0
flz) = z? fir0 <z <1
2 1
vt fir z > 1.

L T+ 2

(a) Zeigen Sie, dass f im Nullpunkt nicht differenzierbar ist.
(b) Zeigen Sie, dass f auch im Punkt x = 1 nicht differenzierbar ist.

(c) Bestimmen Sie den Grenzwert lim f(z), sofern dieser existiert (mit Nachweis).
T—+00

In dieser Aufgabe ist es unzuléssig, Aussagen iiber links- oder rechtsseitige Grenzwerte oder

links- bzw. rechtsseitige Differenzierbarkeit zu verwenden.

Losung:
zu (a) Nehmen wir an, dass f im Nullpunkt differenzierbar ist, mit ¢ = f/(0). Dann gilt fiir jede Folge (2 )nen

in R mit lim,, x,, = 0 jeweils

i @) = FO)
n— o0 x, —0
Wegen lim,, % = 0 gilt insbesondere
1 132 2
=) — f(0 =) =0 1
¢ = lim (”1) 1(0) = lim ("1) = = lmn-— = lm - = 0
n—00 == 0 n—oo = — 0 n—00 n2 n—oo n
und wegen lim,,(—1) = 0 andererseits
1
—=)—f(0 1
¢ = lim M = lm(-n)-— = lim(-1) = -1.
n—00 (75) —0 n— 00 n n—00

Der Widerspruch —1 = ¢ = 0 zeigt, dass die Annahme falsch ist und f in 0 nicht differenzierbar ist.

zu (b) Nehmen wir an, dass f in 1 differenzierbar ist, mit ¢ = f’(1). Dann gilt fiir jede Folge (zp)nen in R

mit lim, x, = 1 jeweils

n—o0 T, — 1
Wegen lim, (1 — 1) = 1 gilt insbesondere
-5 -fQ) (=) 17 . ) .
B - e e wal Sy v . R U R Ko R
und wegen lim,, (1 4+ 1) = 1 andererseits
. fa+ - f@ . 2-(1+4)+1 , 3n 42
c = lim ————— = lim n- | ———ar—7— -1 = lim n - -1
n—oo (14 -)—1 n—oo (14 )+2 n—oo 3n+1
= lim n - = lim = lim T = %

Der Widerspruch 2 =c¢ = % zeigt, dass die Annahme falsch ist und f in 1 nicht differenzierbar ist.



zu (¢) Wir zeigen, dass der Grenzwert gleich 2 ist. Sei dazu (z,)necoo eine Folge in R mit lim, 2, = +o00. Zu

_ 2z,+1

zeigen ist lim,, f(z,) = 2. Wegen lim,, z,, = +o00 existiert ein N € N mit x,, > 1 und f(z,) = ;"_‘_2 fir alle

n > N. Wegen 11141_1 2z +1) = lir4r_1 (z +2) = 400 erhalten wir mit der 'Hospitalschen Regel
Tr—r+00 Tr—r+00
2x, +1 . 2¢+1

li n) = i = = lm - = 2
S = v T MReve T GIRed
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Aufgabe 8.  (6+4 Punkte)

Wir betrachten die Funktion f:[0,1] — R, x +— 2z + 1. Fiir jedes n € N sei jeweils
Z,={E|1<k<n-—1}, die dquidistante Zerlegung des Intervalls [0, 1].

(a) Berechnen Sie fiir jedes n € N die Untersumme S; (Z,) und die Obersumme Sf(Zn).
Hinweis: Es gilt Y)' k= n(n+ 1) fiir alle n € IN.

(b) Bestimmen Sie das Unter- und das Oberintegral von f und entscheiden Sie begriindet, ob

die Funktion f Riemann-integrierbar ist.

Losung:
zu (a) Seiz, = £ fiir 0 < k < n und ¢ = inf f([zg, 2i41]), dic = sup f([zn, Tps1]) fiir 0 < k < n. Weil f
monoton wachsend ist, gilt ¢y = f(zx) =2 £ + 1 und dy = f(zpq1) =2 B2 +1 fiir 0 < k < n. Wir erhalten

die Untersumme

n—1 n—1 n—1
_ . 1
S;(2,) = ck(Th1 — ) = 2 5+ = EZ(%H%)
9 n—1
= 1+ ko= 1+%-in-1)n = 2-41
k=0
und die Obersumme
n—1 n—1 1 n
S;r(zn) = de(mkﬂ—ﬂfk) = 2(2'%4‘1)'% = EZ(%"'”)
k=0 k=0 k=1
2 n
= 1+ﬁ2k = 1+%-lnmn+1) = 2+1
k=1
zu (b) Laut Vorlesung gelten fiir alle n € IN die Ungleichungen
1 1
2-1 < S§;(2,) < /O*f(x)dx < ; flx)de < S}T(Zn) = 241

1%

Der Grenziibergang n — oo liefert fol* f(x)dx = [~ f(z)dr = 2. Weil Unter- und Oberintegral {ibereinstim-

men, ist die Funktion f Riemann-integrierbar, mit fol f(z)dx = 2.



