§17. Zerfallungskorper und normale Erweiterungen

Definition (17.1)

Sei L|K eine Korpererweiterung und f € K[x] ein nicht-konstantes
Polynom. Zerfallt f Giber L in Linearfaktoren, und bezeichnen

ai, ..., a, die Nullstellen von f in L, dann nennt man K(ag, ..., ;)
den Zerfallungskorper von f in L {iber dem Grundkérper K.

Sei K ein Korper. Dann existiert zu jedem nicht-konstanten
Polynom f € K|[x] ein Zerfallungskdrper von f iiber K.




Zerfallungskorper von Polynommengen

Definition (17.3)

Sei L|K eine Korpererweiterung, und S C K|[x] eine
(moglicherweise unendliche) Menge von nicht-konstanten
Polynomen, die iiber L alle in Linearfaktoren zerfallen. Weiter sei
N C L die Menge aller Nullstellen samtlicher Polynome aus S in L,
also

N = {ael]|f(a)=0firenfeS}.

Dann wird K(N) als Zerfallungskorper von S iiber dem
Grundkorper K bezeichnet.

Ist K ein Korper und S C K[x] eine Menge nicht-konstanter
Polynome, dann existiert ein Zerfallungskdrper von S iiber K.




Definition des algebraischen Abschlusses

Definition (17.6)

Ein Korper K heiBt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nicht-konstante Polynom f € K[x] in K eine Nullstelle besitzt.

Definition (17.7)

Sei K ein Korper. Ein Erweiterungskorper L von K wird
algebraischer Abschluss von K genannt, wenn L|K algebraisch und
L algebraisch abgeschlossen ist.




Charakterisierung des algebraischen Abschlusses

Folgerung (17.9)

Sei L|K eine Korpererweiterung und Sk C K|[x] die Menge aller
nicht-konstanten Polynome iiber K. Genau dann ist L ein
algebraischer Abschluss von K, wenn L ein Zerfallungsk&rper von
Sk ist.




Ein Fortsetzungssatz fiir Zerfallungskorper

Proposition (17.10)

Sei L|K eine algebraische Erweiterung, K ein algebraisch
abgeschlossener Korper und ¢ : K — K ein Homomorphismus von
Korpern. Dann gibt es eine Fortsetzung 1 von ¢ auf den Korper L,
also einen Homomorphismus ¢ : L — K mit Y|k = ¢.




Eindeutigkeit der Zerfallungskorper

Sei K ein Kérper und S C K|[x] eine Menge bestehend aus
nicht-konstanten Polynomen. Sei ¢ : K — K ein Isomorphismus
von Kdrpern und S={¢(f) | f € S}. Sei L ein Zerfillungskorper
von S und L ein Zerfallungskorper von 5 Dann gibt es einen
Isomorphismus ¢ : L — [ mit 9|, =

Folgerung (17.12)

Sei K ein Korper, und seien L, L algebraische Abschliisse von K.
Dann existiert ein K-lsomorphismus zwischen L und L.




jm gm\} A7 A e
%293 SsTA Cb i K—? <
S5~ @6)-= el e -
e ~ e 1geS|e Kl M
2K %’\ =1 <1\ K
LaE Q&f%@‘f’”’“ o
e S cbe <.

N ES?Q;WW’J‘W”‘KL»’L e
N o m:wﬁa&w Mosddlios v Lk Oka; C{D
A% ! Rep- (7 {Dwtﬁ@kwk Wy
,. g —_9[—/\ M‘)‘_/\V(K: cb =
" _— - " lf&/;

\ S&LA




W W e e e
(1 dus ohllh donw @b & 2 Thom worslen Bid T
S )

a ) Sec W= fuct il b | e

wo= e BA B -0 B e peSt e
No . Dl o, wkﬁﬂmﬂs\@r(y 7»‘0- L= ®N) L= k)
Nedh 1 ek YL = (k) = () ()
= O = KOE (N B cadtt also 2 basprede
AR 'Cd;-.\c—w\l]w»_ ke ,”\’I

W (N g ol G\ Sex %e N‘z'z?;,
;iﬂ\:sM i’)/‘s&tS wik Sie . %=c\>&c)§<g ik




V) = ¢(Q) M‘ : /T
%te mm,l
v e N—

: ?@C/ynows aus S o ’\1’(«)@ N /

| 4@ Bl pdeo Blynom ans S e
L Gl (L) & Liuae batelocen.
| s T S . — qLeSwdh $0)1= é
L2k wepwn S . f€S = Fack | A
| A o e Nk PR RE o)) g
I = =900 = Q) =) (v ) - [ R

| (e




m%”'\(@’gkk\\&?qg ’k% \ { x‘?g\GLWW
K ;QL ) £§ \/\(P{) ’—\{/( \b:\/\> - L)
= I K

X%Q\Loﬁ\e_z, V7 ,\PKL\ N . ( )
L




Normale Erweiterungen

Definition (17.13)

Eine algebraische Korpererweiterung L|K heiBt normal, wenn
folgende Bedingung erfiillt ist: Ist f € K[x] ein irreduzibles
Polynom, das in L eine Nullstelle besitzt, dann zerfillt f tber L in
Linearfaktoren.

Proposition (17.14)

Sei L|K eine Korpererweiterung vom Grad 2. Dann ist L|K normal.
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Charakterisierung der normalen Erweiterungen

Satz (17.15)

Sei K ein Korper, und seien K D L D K Erweiterungen von K,
wobei L|K endlich und K algebraisch abgeschlossen ist. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent:

(i) L|K ist normal.

(ii) Es gibt ein nicht-konstantes Polynom f € K[x], so dass L
der Zerfallungskorper von f iiber K ist.

(iii) Es gilt Homy (L, K) = Autk(L).
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Die Konjugierten eines Elements

Definition (17.16)

Sei L|K eine normale Erweiterung und o € L. Dann werden die
Nullstellen des Minimalpolynoms i, i in L die Konjugierten des
Element « iiber K genannt.

alternative Charakterisierung:

Sei L|K eine normale Erweiterung. Zwei Elemente «, § sind genau
dann zueinander konjugiert (also 5 ein Konjugiertes von «), wenn
ein 0 € Autk(L) mit o(a) = [ existiert.



