
Algebraische und transzendente Elemente

Definition (15.7)

Sei L|K eine Körpererweiterung. Ein Element α ∈ L heißt
algebraisch über K , wenn ein Polynom f 6= 0 in K [x ] mit der
Eigenschaft existiert, dass α eine Nullstelle von f ist. Gibt es ein
solches Polynom nicht, dann nennt man α transzendent über K .



Algebraische Körpererweiterungen

Definition (15.13)

Eine Körpererweiterung L|K wird algebraisch genannt, wenn jedes
Element α ∈ L algebraisch über K ist.

Proposition (15.14)

Sei L|K eine Körpererweiterung.

(i) Ist L|K endlich, dann auch algebraisch.

(ii) Sind α1, ..., αn ∈ L algebraisch über K und gilt
L = K (α1, ..., αn), dann ist die Erweiterung L|K endlich
(also insbesondere algebraisch).

Es gibt aber unendliche algebraisch Erweiterungen, zum Beispiel

Q(S)|Q mit S = { n
√

2 | n ∈ N}.











Eigenschaften algebraischer Erweiterungen

Satz (15.15)

(i) Sei L|K eine Körpererweiterung und T ⊆ L die Teilmenge
bestehend aus den Elementen, die algebraisch über K sind.
Dann ist T ein Teilkörper von L.

(ii) Seien L|K und M|L Körpererweiterungen. Genau dann ist die
Erweiterung M|K algebraisch, wenn die Erweiterungen L|K
und M|L beide algebraisch sind.

Folgerung (15.16)

Ist L|K eine Körpererweiterung und S ⊆ L eine Teilmenge mit der
Eigenschaft, dass jedes α ∈ S algebraisch über K ist, dann ist
K (S)|K eine algebraische Erweiterung.











Anhang: Quadratische Erweiterungen von Q

Proposition (15.17)

Sei K ein Körper mit char(K ) 6= 2 und L|K eine Erweiterung mit
[L : K ] = 2. Dann existiert ein γ ∈ L mit L = K (γ) und γ2 ∈ K .
(Man sagt dazu auch, dass L aus K durch Adjunktion einer
Quadratwurzel entsteht.)

Folgerung (15.18)

Sei K |Q eine Erweiterung mit [K : Q] = 2. Dann gibt es eine
quadratfreie Zahl m ∈ Z \ {0, 1} mit K = Q(

√
m).

Satz (15.19)

Seien m, n ∈ Z \ {0, 1} zwei verschiedene quadratfreie Zahlen.
Dann gilt

√
n /∈ Q(

√
m),
√
m /∈ Q(

√
n), also insbesondere

Q(
√
m) 6= Q(

√
n).











§ 16. Fortsetzung von Körperhomomorphismen

Notation:

(i) Sind L und M Körper, dann bezeichnen wir mit Hom(L,M)
die Menge der Körperhomomorphismen L→ M.

(ii) Ist K ein gemeinsamer Teilkörper von L und M, dann
bezeichnet HomK (L,M) die Menge der Körperhomo-
morphismen φ : L→ M mit φ(a) = a für alle a ∈ K . Solche
Körperhomomorphismen werden auch K -Homomorphismen
genannt.



Weitere Grundbegriffe

(iii) Für jeden Körper L sei Aut(L) die Menge der
Automorphismen von L.

(iv) Ist K ein Teilkörper L, dann bezeichnet AutK (L) die
Teilmenge von Aut(L) bestehend aus den Automorphismen
von L, die zugleich K -Homomorphismen sind. Man spricht in
diesem Zusammenhang von K -Automorphismen. Offenbar
handelt es sich bei AutK (L) um eine Untergruppe von
Aut(L).

(v) Sei L|K eine Körpererweiterung und φ : K → K̃ ein
Homomorphismus von K in einen weiteren Körper K̃ . Ein
Homomorphismus ψ : L→ K̃ wird Fortsetzung von φ
genannt, wenn ψ|K = φ erfüllt ist.



Eindeutigkeit der Fortsetzungen

Satz (16.1)

Sei L|K eine Körpererweiterung, S ⊆ L eine Teilmenge mit
L = K (S) und φ : K → K̃ ein Homomorphismus in einen weiteren
Körper K̃ . Sind dann ψ1, ψ2 : L→ K̃ zwei Fortsetzungen von φ
mit ψ1|S = ψ2|S , dann gilt ψ1 = ψ2.

wichtiger Spezialfall:
Gilt L = K (α) für ein α ∈ L und ist β ∈ K̃ , dann gibt es für jeden
Homomorphismus φ : K → K̃ und jedes β ∈ K̃ höchstens eine
Fortsetzung ψβ : K (α)→ K̃ von φ mit der Eigenschaft ψβ(α) = β.







Wir werden sehen, dass für die Werte β =
√

2 und β = −
√

2
tatsächlich jeweils eine Fortsetzung ψβ von φ existiert.


