
Der Chinesische Restsatz

Satz (14.6)

Sei R ein Ring, I1, ..., Im paarweise teilerfremde Ideale in R und
I = I1 · ... · Im. Dann gibt es einen Isomorphismus von Ringen

φ̄ : R/I −→ (R/I1)× ...× (R/Im)

mit
φ̄(a + I ) = (a + I1, ..., a + Im) für alle a ∈ R.



Ringisomorphismen und Einheiten

Lemma (14.10)

Seien R und S Ringe. Dann gilt

(i) (R × S)× = R× × S×

(ii) Ist φ : R → S ein Isomorphismus von Ringen, dann gilt
φ(R×) = S×. Insbesondere sind die Einheitengruppen R×

und S× also isomorph.

Proposition (14.11)

Sind m, n teilerfremd und m, n ≥ 2. Dann gilt für die Eulersche
ϕ-Funktion die Rechenregel ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).







Der Exponent einer Gruppe

Der Exponent exp(G ) einer Gruppe G ist die kleinste Zahl n ∈ N
mit der Eigenschaft gn = e für alle n ∈ N. Existiert keine
natürliche Zahl mit dieser Eigenschaft, dann setzt man
exp(G ) = +∞.

Proposition (14.12)

Sei G eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten n. Dann
existiert in G ein Element der Ordnung n.







Existenz von Primitivwurzeln

Satz (14.13)

Sei K ein Körper und U eine endliche Untergruppe der
multiplikativen Gruppe K×. Dann ist U zyklisch. Insbesondere ist
die multiplikative Gruppe eines endlichen Körpers immer eine
zyklische Gruppe.

Folgerung (14.14)

Ist p eine Primzahl, dann gilt (Z/pZ)× ∼= Z/(p − 1)Z.

Eine Zahl a ∈ Z mit der Eigenschaft (Z/pZ)× = 〈a + pZ〉 wird
Primitivwurzel modulo p genannt.







Kongruenzen modulo einer Primzahlpotenz

Lemma (14.15)

(i) Sei p eine ungerade Primzahl und m ∈ N. Dann gilt
(1 + p)p

m−1 ≡ 1 mod pm und (1 + p)p
m−1 6≡ 1 mod pm+1.

(ii) Für alle m ∈ N, m ≥ 2 gilt 52
m−2 ≡ 1 mod 2m und

52
m−2 6≡ 1 mod 2m+1.







Struktur der primen Restklassengruppen

Satz (14.16)

(i) Für jede ungerade Primzahl p und jedes m ∈ N ist
(Z/pmZ)× eine zyklische Gruppe der Ordnung pm−1(p − 1).

(ii) Es gilt (Z/2Z)× = {1̄} und (Z/4Z)× ∼= Z/2Z.
Für alle m ≥ 3 existiert jeweils ein Isomorphismus
(Z/2mZ)× ∼= Z/2Z×Z/2m−2Z.













§ 15. Endliche und algebraische Körpererweiterungen

Bereits in § 9 haben wir die Begriffe
”
Teilkörper“,

”
Erweiterungskörper“ und

”
Körpererweiterung“ eingeführt.

Definition (15.1)

Sei L|K eine Körpererweiterung. Ein Zwischenkörper von L|K ein
Teilkörper von L, der zugleich Erweiterungskörper von K ist.



Erzeugendensysteme von Teilkörpern

Satz (15.2)

Sei L̃|K eine Körpererweiterung und S ⊆ L̃ eine Teilmenge. Dann
gibt es einen eindeutig bestimmten Zwischenkörper L von L̃|K mit
den Eigenschaften

(i) L ⊇ S

(ii) Für jeden weiteren Zwischenkörper L′ von L̃|K mit L′ ⊇ S
gilt L′ ⊇ L.

Insgesamt ist L also der kleinste Zwischenkörper von L|K mit der
Eigenschaft L ⊇ S .

Wir bezeichnen den Körper L mit K (S) und nennen ihn den von
der Teilmenge S über K erzeugten Teilkörper von L̃.



Eigenschaften erzeugter Teilkörper

Proposition (15.3)

Sei L̃|K eine Körpererweiterung, und seien S und T beliebige
Teilmengen von L̃. Dann gilt

K (S ∪ T ) = K (S)(T ).

Proposition (15.4)

Sei L̃|K eine Körpererweiterung und a ∈ L̃. Dann gilt

K (a) =

{
f (a)

g(a)

∣∣∣∣ f , g ∈ K [x ], g(a) 6= 0

}
.








