
Definition der faktoriellen Ringe

Definition (12.19)

Ein faktorieller Ring ist ein Integritätsbereich R mit der
Eigenschaft, dass jedes Element r ∈ R, das weder gleich Null noch
eine Einheit ist, als Produkt von Primelementen dargestellt werden
kann. Dies bedeutet:
Es gibt ein n ∈ N und Primelemente p1, ..., pn ∈ R, so dass

r = p1 · p2 · ... · pn gilt.



Charakterisierung der faktoriellen Ringe

Satz (12.22)

Sei R ein Integritätsbereich. Dann sind äquivalent

(i) R ist ein faktorieller Ring.

(ii) Jedes Element r ∈ R, dass weder gleich Null noch eine
Einheit ist, kann als Produkt von irreduziblen Elementen
dargestellt werden, und diese Darstellung ist im Wesentlichen
eindeutig. Dies bedeutet genau: Sind m, n ∈ N und
p1 · ... · pm = r = q1 · ... · qn zwei Darstellungen von r als
Produkt irreduzibler Elemente pi , qj , dann ist m = n, und
nach eventueller Umnummerierung der Elemente ist pi
assoziiert zu qi für 1 ≤ i ≤ m.



Hauptidealring ⇒ faktorieller Ring

Satz (12.28)

Jeder Hauptidealring R ist faktoriell.

Ergänzungen:

Der Polynomring Z[x ] ist faktoriell (als Polynomring über
einem faktoriellen Ring, siehe nächstes Kapitel), aber kein
Hauptidealring, denn das Ideal I = (2, x) in Z[x ] ist kein
Hauptideal.

Es gibt Hauptidealringe, die keine euklidischen Ringe sind
(zum Beispiel den Ring Z[12(1 +

√
−19)], siehe Anhang).

















§ 13. Irreduzibilitätskriterien und Gauß’sches Lemma

Proposition (13.1)

Sei K ein Körper und f ∈ K [x ] nicht konstant, also f /∈ K .

(i) Ist grad(f ) = 1, dann ist f im Ring K [x ] irreduzibel.

(ii) Im Fall grad(f ) ∈ {2, 3} ist f genau dann irreduzibel, wenn
f in K keine Nullstelle besitzt.

(iii) Im Fall grad(f ) ∈ {4, 5} ist f genau dann irreduzibel, wenn
f in K keine Nullstelle besitzt und durch kein normiertes,
irreduzibles Polynom vom Grad 2 teilbar ist.



Nullstellen in Quotientenkörpern

Satz (13.2)

Sei R ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkörper und f ∈ R[x ]
ein Polynom vom Grad n ≥ 1. Sei f = anx

n + ...+ a1x + a0 mit
a0, ..., an ∈ R.

(i) Ist α ∈ K eine Nulstelle von f , α = p
q mit p, q ∈ R und

q 6= 0, wobei p und q teilerfremd sind, dann gilt q | an
und p | a0.

(ii) Ist insbesondere f normiert, also an = 1, dann liegt α in R
und ist ein Teiler von a0.

Anwendungsbeispiel:
Das Polynom f = x3 − x + 2 ist irreduzibel in Q[x ].









Definition der primitiven Polynome

Definition (13.4)

Sei R ein faktorieller Ring und f =
∑n

k=0 akx
k ∈ R[x ]. Wir nennen

das Polynom f primitiv, wenn f 6= 0 ist und die Koeffizienten
a0, ..., an keinen gemeinsamen Primteiler besitzen.



Beispiele für primitive Polynome

(i) Normierte Polynome in R[x ] sind primitiv.

(ii) Das Polynom 2x2 + 4x + 6 ist nicht primitiv, denn es gilt
ggT(2, 4, 6) = 2.

(iii) Ist R ein Integritiätsbereich und f ∈ R[x ] ein irreduzibles
Element vom Grad ≥ 1, dann ist f primitiv.



Polynome als Vielfache von primitiven Polynomen

Lemma (13.3)

Sei R ein faktorieller Ring und K sein Quotientenkörper. Sind
a1, ..., an ∈ K× beliebig vorgegeben, dann gibt ein α ∈ K×, so dass
die Elemente a′i = αai in R liegen und ggT(a′1, ..., a

′
n) = 1 gilt.

Folgerung (13.5)

Sei R ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkörper und f ∈ K [x ]
ein Polynom mit f 6= 0. Dann gibt es ein α ∈ K×, so dass αf in
R[x ] liegt und primitiv ist.



Beweis des Gauß’schen Lemmas (Vorbereitungen)

Notation:
Sei R ein Integritätsbereich, p ⊆ R ein Primideal, R̄ = R/p und
π : R → R̄ der kanonische Epimorphismus. Dann bezeichnet

p[x ] = pR[x ]

die Menge aller Polynome, deren Koeffizienten in p enthalten sind.



Primideale in Polynomringen

Lemma (13.6)

Der Homomorphismus φ : R[x ]→ R̄[x ] gegeben durch

n∑
i=0

aix
i 7→

n∑
i=0

π(ai )xi

induziert einen Isomorphismus R[x ]/p[x ] ∼= R̄[x ] von Ringen.

Folgerung (13.7)

Das Ideal p[x ] ist ein Primideal in R[x ].









Das Gauß’sche Lemma

Satz (13.8)

Sei R ein faktorieller Ring, und seien f , g ∈ R[x ] primitive
Polynome. Dann ist auch fg primitiv.

Dieser Satz ist unter dem Namen
”
Lemma von Gauß“ bekannt.

Satz (13.9)

Sei R ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkörper und f ∈ R[x ]
ein Polynom mit grad(f ) ≥ 1.

(i) Ist g ∈ R[x ] ein primitives Polynom mit der Eigenschaft,
dass g ein Teiler von f in K [x ] ist, so ist g bereits ein Teiler
von f in R[x ].

(ii) Ist f irreduzibel in R[x ], dann auch in K [x ].




