
§ 10. Ideale

Definition (10.1)

Sei R ein Ring. Ein Ideal in R ist eine Teilmenge I ⊆ R mit den
Eigenschaften

(i) 0R ∈ I

(ii) Für alle a, b ∈ I und r ∈ R gilt a + b ∈ I und ra ∈ I .



Durchschnitte und Summen von Idealen

Proposition (10.9)

Sei R ein Ring und (Ij)j∈A eine Familie von Idealen in R.
Dann ist I =

⋂
j∈A Ij ein Ideal in R.

Proposition (10.10)

Sei ein Ring, und seien I , J Ideale in R. Dann ist auch die
Teilmenge I + J = { a + b | a ∈ I , b ∈ J } von R ein Ideal in R.



Die Elemente endlich erzeugter Ideale

Proposition (10.12)

Sei R ein Ring, und seien a1, ..., an ∈ R. Dann gilt

(a1, ..., an) =

{
n∑

i=1

riai

∣∣∣∣ r1, ..., rn ∈ R

}
.

Die folgende Regel wird beim Rechnen mit Idealen häufig
verwendet.

Lemma (10.13)

Sei R ein Ring, und seien S ,T ⊆ R beliebige Teilmengen. Gilt für
die erzeugten Ideale S ⊆ (T ) und T ⊆ (S), dann folgt (S) = (T ).



Produkte von Idealen

Definition (10.14)

Sei R ein Ring, und seien I , J Ideale in R. Dann ist das
Produktideal IJ das von der Menge {ab | a ∈ I , b ∈ J}
erzeugte Ideal in R.

Das elementweise Produkt {ab | a ∈ I , b ∈ J} selbst ist im
Allgemeinen kein Ideal. Beispielsweise erhält man im Fall
R = Z[x ], I = (2, x), J = (3, x) auf diese Weise kein Ideal.



Produkte endlich erzeugter Ideale

Proposition (10.15)

Sei R ein Ring, und seien I , J von endlichen vielen Ringelementen
erzeugte Ideale, I = (a1, ..., am) und J = (b1, ..., bn) mit m, n ∈ N,
ai , bj ∈ R für 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Dann wird IJ von der Menge

S = {aibj | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}

erzeugt, es gilt also IJ = (S).







Das Distributivgesetz für Ideale

Lemma (10.16)

Für Ideale I , J,K ein einem Ring R gilt das Distributivgesetz
I (J + K ) = IJ + IK , außerdem gilt IJ ⊆ I und IJ ⊆ J.









Primideale und maximale Ideale

Definition (10.17)

Ein Ideal p in einem Ring R wird Primideal genannt, wenn
p 6= (1) gilt und für alle a, b ∈ R die Implikation

ab ∈ p ⇒ a ∈ p oder b ∈ p

erfüllt ist.

Man nennt p ein maximales Ideal, wenn p 6= (1) ist und kein
Ideal I mit der Eigenschaft p ( I ( (1) existiert, das Ideal also
abgesehen vom Einheitsideal bezüglich Inklusion maximal ist.



Charakterisierung der Primideale

Proposition (10.18)

Ein Ideal p in einem Ring R ist genau dann ein Primideal in R,
wenn p 6= (1) ist und für beliebige Ideale I , J mit IJ ⊆ p eine der
Bedingungen I ⊆ p oder J ⊆ p erfüllt ist.







Kerne und Bilder von Ringhomomorphismen

Definition (10.19)

Sei φ : R → S Ringhomomorphismus. Dann nennt man
ker(φ) = φ−1({0S}) den Kern und im(φ) = φ(R) das Bild von φ.



Urbilder und Bilder von Idealen

Proposition (10.20)

Seien R,S Ringe und φ : R → S ein Ringhomomorphismus.

(i) Ist J ein Ideal in S , dann ist φ−1(J) ein Ideal in R.

(ii) Ist I ein Ideal in R und φ surjektiv, dann ist die
Bildmenge φ(I ) ein Ideal in S .

Insbesondere ist also der Kern eines Ringhomomorphismus
φ : R → S ein Ideal in R. Das Bild ist zwar stets ein Teilring
von S , aber im Allgemeinen kein Ideal.





§ 6. Faktorringe und Konstruktion von Ringerweiterungen

Definition (11.1)

Sei R ein Ring, I ein Ideal und a ∈ R. Dann nennen wir die Menge

a + I = {a + i | i ∈ I}

die Nebenklasse von a modulo I . Die Menge {a + I | a ∈ R} aller
Nebenklassen von Elementen aus R bezeichnen wir mit R/I .



Die Kongruenzrelation modulo eines Ideals

Proposition (11.2)

Sei R ein Ring und I ein Ideal. Dann ist die Relation auf R
gegeben durch

a ≡ b mod I ⇔ b − a ∈ I

eine Äquivalenzrelation, und die Elemente von R/I sind genau die
Äquivalenzklassen dieser Relation. Man spricht in diesem
Zusammenhang von einer Kongruenzrelation und bezeichnet zwei
Elemente a, b derselben Äquivalenzklasse als kongruent modulo I .







Wichtige Rechenregel für Kongruenzklassen

Nach Definition sind zwei Elemente a, b ∈ R also genau dann
kongruent modulo I , wenn ihre Kongruenzklassen übereinstimmen.
Da je zwei Äquivalenzklassen entweder disjunkt oder gleich sind,
erhalten wir die Äquivalenz

a ≡ b mod I ⇔ b − a ∈ I ⇔ a + I = b + I ⇔ b ∈ a + I .



Die Elemente des Restklassenrings Z/nZ

Proposition (11.3)

Die Menge Z/nZ der Kongruenzklassen ist n-elementig, es gilt

Z/nZ = {ā | a ∈ Z , 0 ≤ a < n}.

Gleichbedeutend damit ist die Feststellung, dass die Elemente der
Menge {0, 1, ..., n− 1} ein Repräsentantensystem von Z/nZ bildet.



Faktorringe von Polyomringen

Proposition (11.4)

Sei K ein Körper, R = K [x ] und f ∈ K [x ] ein Polynom vom Grad
n ≥ 1. Dann ist die Teilmenge

S = {g ∈ K [x ] | g 6= 0, grad(g) < n} ∪ {0}

von K [x ] ein Repräsentantensystem von R/(f ).





Addition und Multiplikation auf Nebenklassen

Proposition (11.5)

Sei R ein Ring und I ein Ideal. Dann gibt es (eindeutig bestimmte)
Verknüpfungen + und · auf R/I mit der Eigenschaft

(a + I ) + (b + I ) = (a + b) + I und (a + I ) · (b + I ) = ab + I

für alle a, b ∈ R.









Existenz des Faktorrings

Satz (11.6)

Sei R ein Ring und I ⊆ R ein Ideal. Dann ist R/I mit den beiden
soeben definierten Verknüpfungen ein Ring, den man als Faktorring
bezeichnet. Die Abbildung πI : R → R/I gegeben a 7→ a + I ist ein
Epimorphismus von Ringen, der sog. kanonische Epimorphismus.




