
Definition der p-Sylowgruppen

Definition (8.3)

Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe der Ordnung
n = prm, wobei m und p teilerfremd sind.

Eine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe der Ordnung
ps mit 0 ≤ s ≤ r .

Ist r = s, dann sprechen wir von einer p-Sylowgruppe.



Die Sylowsätze

Satz (8.6)

Sei G eine Gruppe der Ordnung n, p eine Primzahl und n = mpr

mit p - m.

(i) Erster Sylowsatz:
Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe
enthalten.

(ii) Zweiter Sylowsatz:
Je zwei p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert.

(iii) Dritter Sylowsatz:
Für die Anzahl νp der p-Sylowgruppen gilt
νp ≡ 1 mod p und νp | m.



Folgerung aus dem Zweiten Sylowsatz

Folgerung (8.7)

Sei G eine Gruppe und p eine Primzahl. Eine p-Sylowgruppe P ist
genau dann ein Normalteiler von G , wenn die Anzahl νp der
p-Sylowgruppen von G gleich 1 ist.





Anwendung: Gruppen der Ordnung 15

Lemma (8.8)

Jede Gruppe der Ordnung 15 besitzt einen Normalteiler der
Ordnung 3 und einen Normalteiler der Ordnung 5.

Folgerung (8.9)

Jede Gruppe der Ordnung 15 ist zyklisch.











Anwendung: Gruppen der Ordnung 2p

Proposition (8.10)

Sei n ∈ N mit n ≥ 3, G eine Gruppe und {g , h} ein
Erzeugendensystem von G , wobei ord(g) = n, ord(h) = 2 und
ghgh = eG gilt. Dann ist G isomorph zur Diedergruppe Dn.

Satz (8.11)

Sei p eine ungerade Primzahl und G eine nicht-abelsche Gruppe
der Ordnung 2p. Dann ist G isomorph zur Diedergruppe Dp.









§ 9. Grundlagen der Ringtheorie

Definition (9.1)

Ein Ring ist ein Tripel (R,+, ·) bestehend aus einer Menge R und
zwei Verknüpfungen + : R × R → R und · : R × R → R, genannt
Addition und Multiplikation, so dass die folgenden Bedingungen
erfüllt sind:

(i) Das Paar (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) Das Paar (R, ·) ist ein kommutatives Monoid.

(iii) Es gilt das Distributivgesetz a(b + c) = ab + ac für alle
a, b, c ∈ R.







Definition der Ringhomomorphismen

Definition (9.2)

Seien (R,+R , ·R) und (S ,+S , ·S) Ringe. Eine Abbildung
φ : R → S heißt Ringhomomorphismus von (R,+R , ·R) nach
(S ,+S , ·S), wenn die Gleichung φ(1R) = 1S gilt und außerdem

φ(a +R b) = φ(a) +S φ(b) und φ(a ·R b) = φ(a) ·S φ(b)

für alle a, b ∈ R erfüllt ist.

Satz (9.3)

Für jeden Ring R existiert ein eindeutig bestimmter
Ringhomomorphismus Z→ R.





Einheiten und Nullteiler

Definition (9.4)

Sei R ein Ring.

(i) Ein Element a ∈ R heißt Einheit, wenn ein b ∈ R mit
ab = 1R existiert. Die Menge der Einheiten von R
bezeichnen wir mit R×.

(ii) Man nennt es Nullteiler, wenn ein Element b ∈ R, b 6= 0R
mit ab = 0R existiert.

Die Einheiten eines Rings R bilden eine Gruppe R×, die
sogenannte Einheitengruppe.





Integritätsbereiche und Körper

Definition (9.5)

Ein Ring R mit 0R als einzigem Nullteiler heißt Integritätsbereich.
Gilt R× = R \ {0R}, dann ist R ein Körper.



Eigenschaften von Nullteilern und Einheiten

Lemma (9.6)

(i) Ein Element a in einem Ring R kann nicht zugleich Nullteiler
und Einheit sein.

(ii) Jeder Körper ist ein Integritätsbereich.

(iii) In jedem Integritätsbereich R gilt die Kürzungsregel:
Sind a, b, c ∈ R mit c 6= 0R , dann folgt aus ac = bc
die Gleichung a = b.








