
Überblick § 4: Homomorphismen und Faktorgruppen

Definition der Gruppenhomomorphismen

Struktur der Automorphismengruppe Aut(G ) für eine
zyklische Gruppe G

Definition der Normalteiler (N E G )

Komplexprodukte von Untergruppen
(NU = {nu | n ∈ N , u ∈ U}), innere direkte Produkte

Definition der Faktorgruppe G/N (N E G )

Homomorphiesatz G/N ∼= H, falls φ : G → H Epimorphismus
und N = ker(φ), Isomorphiesätze als Folgerung

Korrespondenzsatz (Untergruppenstruktur von G/N vs.
Untergruppenstruktur von G )



Eine Verknüpfung auf den Linksnebenklassen

Proposition (4.26)

Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G . Dann gibt es auf
der Menge G/N eine eindeutig bestimmte Verknüpfung · mit der
Eigenschaft

(gN) · (hN) = (gh)N für alle g , h ∈ G .

Satz (4.27)

Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler. Dann ist die Menge
G/N der Linksnebenklassen mit der Verknüpfung gN · hN = (gh)N
eine Gruppe, die sogenannte Faktorgruppe von G modulo N. Die
Abbildung πN : G → G/N, g 7→ gN ist ein Epimorphismus von
Gruppen, der sog. kanonische Epimorphismus.

wichtiges Beispiel: die Faktorgruppen (Z/nZ,+)



Der induzierte Homomorphismus

Proposition (4.28)

Sei φ : G → H ein Gruppen-Homomorphismus und N E G ein
Normalteiler mit N ⊆ ker(φ). Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Homomorphismus φ̄ : G/N → H mit

φ̄(gN) = φ(g) für alle g ∈ G .

Man nennt φ̄ den durch φ induzierten Homomorphismus.



Der Homomorphiesatz für Gruppen

Satz (4.29)

Sei φ : G → H ein Gruppenhomomorphismus. Dann induziert φ
einen Isomorphismus

φ̄ : G/ker(φ)
∼−→ im(φ).

Ist der Homomorphismus φ surjektiv, dann erhält man also einen
Isomorphismus G/ker(φ) ∼= H.









Korespondenzsatz (Vorb.)

Proposition (4.30)

Sei G eine Gruppe, N E G ein Normalteiler und πN : G → G/N
der kanonische Epimorphismus.

(i) Ist U eine Untergruppe von G , dann gilt π−1
N (πN(U)) = UN.

(ii) Ist Ū eine Untergrupe von G/N, dann gilt πN(π−1
N (Ū)) = Ū.







Der Korrespondenzsatz für Gruppen

Satz (4.31)

Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler, Ḡ = G/N und πN : G → Ḡ
der kanonische Epimorphismus. Ferner sei Ḡ die Menge der
Untergruppen von Ḡ und GN die Menge der Untergruppen U von
G mit U ⊇ N. Dann sind die beiden Abbildungen

GN → Ḡ, U 7→ πN(U) und Ḡ → GN , Ū 7→ π−1
N (Ū)

bijektiv und zueinander invers. Außerdem gilt:

(i) Für U,V ∈ GN gilt U ⊆ V genau dann, wenn
πN(U) ⊆ πN(V ) erfüllt ist.

(ii) Genau dann ist U ∈ GN ein Normalteiler von G ,
wenn πN(U) ein Normalteiler von Ḡ ist.

(iii) Ist U ∈ GN von endlichem Index in G und Ū = πN(U),
dann gilt (G : U) = (Ḡ : Ū).









Die Isomorphiesätze

Satz (4.32)

Sei G eine Gruppe, N E G und U eine Untergruppe von G .

(i) Dann ist N ∩ U ein Normalteiler von U, und es gilt
U/(N ∩ U) ∼= (UN)/N.

(ii) Ist auch U E G und gilt U ⊇ N, dann folgt
G/U ∼= (G/N)/(U/N).










