Uberblick § 4: Homomorphismen und Faktorgruppen

@ Definition der Gruppenhomomorphismen

@ Struktur der Automorphismengruppe Aut(G) fiir eine
zyklische Gruppe G

@ Definition der Normalteiler (N < G)

o Komplexprodukte von Untergruppen
(NU={nu|ne N, ue U}), innere direkte Produkte

@ Definition der Faktorgruppe G/N (N < G)

@ Homomorphiesatz G/N = H, falls ¢ : G — H Epimorphismus
und N = ker(¢), Isomorphiesitze als Folgerung

e Korrespondenzsatz (Untergruppenstruktur von G/N vs.
Untergruppenstruktur von G)



Innere direkte Produkte

Definition (4.23)
Sei G eine Gruppe, und seien U, N Untergruppen von G. Wir
bezeichnen G als inneres direktes Produkt von U und N, wenn gilt
e UL G und NG,
e G = UN und
o UNN = {e}.
Ist lediglich \V eine Normalteiler von G, aber nicht notwendiger-

weise die Untergruppe U, dann spricht man von einem inneren
semidirekten Produkt.

Proposition (4.24)

Sei G eine Gruppe und inneres direktes Produkt ihrer
Untergruppen U und N. Dann gilt
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Wiederholung: Induzierte Abbildungen

Satz (4.25)

Seien X und Y Mengen und = eine Aquivalenzrelation auf X.

(i) Ist f : X — Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass fiir
alle x,x" € X aus x = x’ jeweils f(x) = f(x’) gilt, dann
existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung
mit f([x]) = f(x) fiir alle x € X.

(i) Ist g : X x X — Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass
fiuralls x,xX’ € X und y,y’ € Xaus x=x"und y = y/
jeweils g(x,y) = g(x’,y’) folgt, dann existiert eine eindeutig
bestimmte Abbildung g : (X/=) x (X/=) — Y mit
g([x]; [v]) = &(x y) fir alle x,y € X.

Man nennt f bzw. g die durch f bzw. g induzierte Abbildung.




Eine Verkniipfung auf den Linksnebenklassen

Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Dann gibt es auf
der Menge G/N eine eindeutig bestimmte Verkniipfung - mit der
Eigenschaft

(gN)-(hN) = (gh)N fir alle g,he G.

Satz (4.27)

Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler. Dann ist die Menge
G/N der Linksnebenklassen mit der Verkniipfung g - hN = (gh)N
eine Gruppe, die sogenannte Faktorgruppe von G modulo N. Die
Abbildung 7y : G — G/N, g — gl ist ein Epimorphismus von
Gruppen, der sog. kanonische Epimorphismus.

wichtiges Beispiel:  die Faktorgruppen (Z/nZ, +)
I
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Der induzierte Homomorphismus

Proposition (4.28)

Sei ¢ : G — H ein Gruppen-Homomorphismus und N < G ein
Normalteiler mit N C ker(¢). Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Homomorphismus ¢ : G/N — H mit

o(gN) = o(g) fiir alle g € G.

Man nennt ¢ den durch ¢ induzierten Homomorphismus.
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Der Homomorphiesatz fiir Gruppen

Satz (4.29)

Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann induziert ¢
einen Isomorphismus

¢ : G/ker(¢) — im(p).

Ist der Homomorphismus ¢ surjektiv, dann erhdlt man also einen
Isomorphismus G /ker(¢) = H.
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