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Nachschreibklausur

Nachname: Vorname:

Matrikelnr.:

Ihr Klausurergebnis kénnen Sie auf der Vorlesungshomepage mit Hilfe eines Benutzernamens,
eines Passworts und einer vierstelligen Identifikationsnummer abrufen, die Thnen personlich

zugeordnet ist. Sie erhalten diese Daten wéihrend der Klausur.

Aufgabe | 1 2 3 4 5 6 7 8 >
Punkte

Hinweise:
(a) Bitte iiberpriifen Sie, ob Sie neun Blétter (Deckblatt + 8 Aufgaben) erhalten haben.
(b) Fir die Klausur sind keine Hilfsmittel (z.B. Skripten, handschriftliche Notizen, Taschenrechner) zugelassen.
(c) Schreiben Sie keine Losungen zu unterschiedlichen Aufgaben auf dasselbe Blatt.
(d) Fillen Sie das Deckblatt bitte in BLOCKSCHRIFT aus. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Vor- und Nachnamen.

(e) Bitte denken Sie daran, jeden Schritt Threr Losung zu begriinden und explizit darauf hinzuweisen, wenn Sie
Ergebnisse aus der Vorlesung verwenden. Die Verwendung von Ergebnissen aus Ubungsaufgaben ist nicht zulissig.

(f) Bitte achten Sie darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung abgeben; streichen Sie deutlich durch, was
nicht gewertet werden soll.

(g) Bei Bedarf kann zusétzliches Schreibpapier angefordert werden. Bitte verwenden Sie keine eigenen Blatter.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1.  (3+4+3 Punkte)

Sei p eine Primzahl. Wir betrachten in GLy(IF,) die beiden Untergruppen

a b o 1
Gz{(o a) aEIFp,bEIFp} und NZ{(O 1) ‘be]ﬁ‘p}.

(a) Weisen Sie nach, dass N ein Normalteiler von G ist.

(b) Bestimmen Sie die Ordnung der Gruppe G und die Ordnung der Faktorgruppe G/N.

(c) Sei nun p = 7. Zeigen Sie, dass in G/N die Elemente

5 _
, 9 N und % ? N iibereinstimmen.
0 2 0 2
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Aufgabe 2.  (4+3+3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Ordnung des Elements \/Li + LQ in der multiplikativen Gruppe C* des

Korpers C der komplexen Zahlen.
(b) Bestimmen Sie die Ordnung des Elements (1 2 5)(2 4) in der symmetrischen Gruppe Ss.

(c) Existiert eine Gruppe, in der aufer dem Neutralelement genau 5 Elemente der Ordnung
6 und genau ein Element der Ordnung 2 existieren, und keine weitere Elemente? Bitte
begriinden Sie Thre Antwort.
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Aufgabe 3.  (4+4+2 Punkte)

(a) Geben Sie ein 7 € IN und Gruppen Gi,...,G, an, so dass jede abelsche Gruppe der
Ordnung 54 zu genau einer dieser Gruppen G; mit 1 < j <r isomorph ist. Ein Nachweis

ist hier nicht erforderlich.
(b) Begriinden Sie, dass die Gruppe Z /547 nicht zu 7Z./6Z, x 7./9Z. isomorph ist.

(c) Geben Sie eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 54 an.
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Aufgabe 4.  (4+3+3 Punkte)

Sei G eine Gruppe der Ordnung 100.

(a) Beweisen Sie mit Hilfe der Sylowsétze, dass G einen abelschen Normalteiler N
der Ordnung 25 besitzt.

(b) Begriinden Sie, dass G auflosbar ist.

(c) Setzen wir nun aukerdem voraus, dass G genau eine Untergruppe P der Ordnung 4 besitzt.
Begriinden Sie, dass GG isomorph zu P X N ist.
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Aufgabe 5.  (3+4+3 Punkte)

(a) Weisen Sie nach, dass durch die Abbildung ¢ : Q[z] — Q?, f + (f(0), f(1)) ein Ringho-
momorphismus gegeben ist.

(b) Sei g = x(x—1). Zeigen Sie, dass das Hauptideal (¢g) im Polynomring Q[x] mit dem Kern

von ¢ iibereinstimmt.

(c) Beweisen Sie mit Hilfe des Homomorpiesatzes fiir Ringe, dass Q? als Ring zum Faktorring
Qlx]/(g) isomorph ist.
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Aufgabe 6.  (4+3+3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus w,v € Z mit 37u + 61v = 1.
(b) Bestimmen Sie ein a € Z mit ¢ = 2mod 37 und a = 3mod 61.

(c¢) Bestimmen Sie das Inverse von 37 4 617 in der Einheitengruppe (Z/617Z)*.



Name:

Aufgabe 7.  (5+2+3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie ein » € IN und zyklische Gruppen C4i, ..., C,., so dass die prime Restklas-
sengruppe (Z/11207)* isomorph zu C X ... x C, ist. (Esist 1120 =32-5-7.)

(b) Geben Sie die Ordnung von (Z/1120Z)* an und begriinden Sie, dass die Gruppe nicht
zyklisch ist.

(c) Geben Sie die Anzahl der Elemente der Ordnung 2 in (Z/1120Z)* an.
Ein Nachweis ist nicht erforderlich.
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Aufgabe 8.  (4+6 Punkte)
Sei av = V3 + V7.
(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von « iiber Q.

(b) Bestimmen Sie die Erweiterungsgrade [Q(«) : Q], [Q(a, %) : Q] und [Q(«,7) : Q(7)]
(jeweils mit Nachweis).

In Teil (a) denken Sie bitte daran, die Irreduzibilitdt des Polynoms nachzuweisen.



