Aufgabe H19T2A1 (12 Punkte)

(a) Seien k, ¢ € Ny mit k& < £. Betrachte die Polynome 22" +1und 2% — 1 aus Q[z]. Man zeige, dass

k . . £ .
22 41 ein Teiler von 2 — 1 ist.

(b) Fiir m € N setze n = 22" + 1. Man beweise, dass 2"~ = 1 mod n gilt.

Losung:

zu (a) Sei R, = Q[az]/(ka +1)und o =z + (ka + 1) € Ry. Wegen 22" = —1 mod (ka +1) gilt

o2 = —1p, im Faktorring Rj. Daraus folgt

¢ k ol—k —k —k—1 —k—1
o = (a”)? = (~1g,)? = ((-1gr,)%)? = 1%, = g

Daraus wiederum folgt 22 = 1 mod (xzk + 1). Dies zeigt, dass 22" +1in Q[x] ein Teiler von 22— 1 ist.

zu (b) Es gilt m < 2™, denn durch Anwendung der Bernoullischen Ungleichung (1 + 2)¥ > 1 + kx (die
fiir alle k € IN und alle z € R mit « > —1 giiltig ist) auf = 1 und & = m erhilt man 2™ > 14+ m > m.
(Dies kann man natiirlich auch ohne die Bernoullische Ungleichung, durch vollstdndige Induktion iiber
m, beweisen.) Definieren wir f, = 22" + 1 und gy = 22" — 1 fiir alle k € Ny, dann ist nach Teil (a) das
Polynom f,,, somit ein Teiler von gom in Q[z]. Weil f,,, und gam in Zx] liegen und f,,, dariiber hinaus

normiert und damit primitv ist, teilt f,, das Polynom gom sogar in Z[z].

Es gibt also ein h € Z[z], so dass " = hf,, gilt. Nun ist f,,(2) = 22" +1 =n und gom (2) = 92" 1=
227" +D=1 _ 1 = 9n=1 _ 1 Wegen gom(2) = h(2) fin(2) und h(2) € Z ist f,,(2) = n im Ring Z ein Teiler
von gom (2) =271 — 1. Aus n | (27! — 1) folgt 27! =1 mod n.



