Aufgabe H19T1A2 (12 Punkte)

Sei f € Q[z] ein irreduzibles Polynom, das sowohl reelle als auch nicht reelle Nullstellen hat.

Man zeige, dass die Galoisgruppe von f iiber @ nicht abelsch ist.

Lésung:

Sei L der Zerfallungskorper von f iiber @ in C. Dann ist die Galoisgruppe von f iiber Q nach Definition
durch G = Gal(f|Q) = Gal(L|Q) gegeben. Nach Vorausetzung besitzt f (mindestens) eine Nullstelle
a € R und eine weitere Nullstelle 5 € C\ R. Weil f irreduzibel ist und «, 8 Nullstellen von f sind,
gibt es auf Grund des Fortsetzungsatzes einen Q-Homomorphismus ¢ : Q(a) — C mit 5(a) = 5, und
weil L|Q(«) algebraisch und C algebraisch abgeschlossen ist, kann dieser zu einem Q-Homomorphismus
o : L — C fortgesetzt werden. Weil die Erweiterung L|Q normal ist, ist o zugleich ein Element der

Gruppe Autq(L) = G.

Durch Einschréinkung der komplexen Konjugation erhélt man einen Q-Homomorphismus 7 : L — C, also
ebenfalls ein Element der Galoisgruppe G. Wegen o € R und 8 € C\ R gilt 7(a) = o und 7(8) = 3 # B.

Es folgt nun einerseits

und andererseits

(cor)(@) = o(r(@) = ola) = B

Es gilt also 7 o 0 # o o 7. Dies zeigt, dass G keine abelsche Gruppe ist.



