Aufgabe H18T1A4 (12 Punkte)

Seien p > 0 eine Primzahl, Q@ C K eine Korpererweiterung vom Grad p, a € K ein Element mit
K = Q(o), a1 = «a,...,a, € C die Konjugierten von « iiber Q und letztlich £ = Q(au,...,qa,) die

normale Hiille von K|Q.

(a) Zeigen Sie, z.B. durch Betrachten der Operation der Galoisgruppe auf den Nullstellen, dass die
Galoisgruppe Gal(F|Q) eine zyklische Untergruppe der Ordnung p enthiilt.

(b) Zeigen Sie: Gilt ay € K, so folgt K = E.

Hinweise/Kommentare:

Teil (a) ergibt sich fast unmittelbar aus der Gradformel und dem Satz von Cauchy. Der Hinweis, die
Operation der Galoisgruppe auf der Menge der Nullstellen zu betrachten, erscheint mir eher fiir Teil (b)

als fiir Teil (a) sinnvoll.

Um den weitaus schwierigeren Teil (b) zu losen, verwenden Sie die zyklische Untergruppe U aus Teil
(a) und betrachten Sie deren Operation auf der Menge {a1, ..., o }. Verwenden Sie den Zusammenhang
zwischen Bahnldge und Index des Stabilisators, um zunéchst zu zeigen, dass diese Operation transitiv
ist. Verwenden Sie anschlieBend die Voraussetzung ag € K, um 7(K) C K fiir alle 7 € U nachzuweisen.

Aus der Transitivitdt der Gruppenoperation folgt dann, dass die Elemente ay, ..., o alle in K liegen.



