Aufgabe H18T1A4 (12 Punkte)

Seien p > 0 eine Primzahl, Q@ C K eine Korpererweiterung vom Grad p, a € K ein Element mit
K = Q(o), a1 = «a,...,a, € C die Konjugierten von « iiber Q und letztlich £ = Q(au,...,qa,) die

normale Hiille von K|Q.

(a) Zeigen Sie, z.B. durch Betrachten der Operation der Galoisgruppe auf den Nullstellen, dass die
Galoisgruppe Gal(F|Q) eine zyklische Untergruppe der Ordnung p enthiilt.

(b) Zeigen Sie: Gilt as € K, so folgt K = E.

Lésung:

zu (a) Die Operation der Galoisgruppe zu betrachten, scheint mir hier unnétig kompliziert zu sein.
Zunéchst bemerken wir, dass E|Q eine Galois-Erweiterung ist. Denn laut Angabe ist E|Q (als normale
Hiille) eine normale Erweiterung. Als normale Erweiterung ist F|Q insbesondere algebraisch und wegen
char(Q) = 0 damit auch separabel. Weil E|Q also galoissch ist, ist die Ordnung der Galoisgruppe G =
Gal(E|Q) gegeben durch |G| = [E : Q]. Weil K ein Zwischenkorper von E|Q ist, liefert die Gradformel
sowie die Angabe [K : Q] = p die Gleichung

Gl = [E:Q = [E:K]-[K:Q = [E:K]-p

Die Gruppenordnung |G| wird also von der Primzahl p geteilt. Aus dem Satz von Cauchy folgt nun, dass
in G ein Element ¢ mit ord(o) = p existiert. Die von o erzeugte Untergruppe (o) ist dann eine zyklische

Untergruppe der Ordnung p von G.

Variante:

Wenn man dem Hinweis in der Aufgabenstellung folgen méchte, kann man auch folgendermafien vorgehen.
Zunichst zeigt man auch hier, dass eine Galois-Erweiterung vorliegt. (Ob dieser Nachweis tatséchlich
erbracht werden soll, geht aus der Aufgabenstellung nicht klar hervor.) Ist allgemein 5 € C iiber Q
algebraisch, dann sind die Konjugierten von 8 nach Definition die Nullstellen des Minimalpolynoms uq, s
in C. Setzen wir also f = iq,q, dann sind a; = «, ..., @, genau die komplexen Nullstellen von f. Somit ist
E der Zerfillungskorper von f iiber @, und die Galoisgruppe G = Gal(E|Q) stimmt mit der Galoisgruppe
Gal(f|Q) des Polynoms f iiber Q iiberein.

Nun ist f als Minimalpolynom iiber Q irreduzibel. Daraus folgt, dass G auf der Menge N = {a, ..., }
der Nullstellen transitiv operiert, denn fiir beliebige Nullstellen 3, € C von f existiert auf Grund des
Fortsetzungssatzes ein Element o € G mit o(8) = ~. Bezeichnet G, den Stabilisator und G(«) die
Bahn des Elements « unter der Operation von G, dann gilt G(a) = N auf Grund der Transitivitéit, und
auerdem |G| = |Go|(G : Go) = IN|(G : G,) = p(G : Gy). Also ist p ein Teiler von |G|, und wie in der

ersten Losung folgert man daraus die Existenz einer zyklischen Untergruppe der Ordnung p in G.

zu (b) Nach Teil (a) gibt es in G = Gal(E|Q) eine zyklische Untergruppe U der Ordnung p. Sei o
ein Erzeuger dieser Untergruppe. Wir beweisen die Gleichung K = E unter der Voraussetzung as € G,
indem wir die Operation von U auf der Menge N = {a,...,a,} der Konjugierten von a betrachten.
Bezeichnen wir mit U(«) die Bahn und U, den Stabilisator dieser Operation, dann gilt p = |U ()| - |Uq|-
Weil p eine Primzahl ist, folgt |U(«;)| € {1, p} fiir 1 < j < p. Nehmen wir zunéichst an, es gilt |U(a;)| =1
und somit U(a;) = «; fiir alle j. Dann folgt 7(a;) = a; fiir 1 < j < pund alle 7 € U. Weil jedes Element
der Galoisgruppe wegen E = Q(a1, ..., ap) durch die Bilder von oy, ..., o, eindeutig festgelegt ist, wiirde

dies 7 = idg fiir alle 7 € U bedeuten, also U = {idg}. Aber dies ist wegen |U| = p unmdoglich.



Es gibt also ein j € {1,...,p} mit |U(a;)| = p, also U(a;) = N. Dann operiert U also transitiv auf
N. Insbesondere gibt es ein 7 € U mit 7(a1) = ap. Wegen 7 # idg gilt U = (7), denn als Gruppe von
Primzahlordnung besitzt U nur die Untergruppen {idg} und U. Aus K = Q(a1), a2 € K und 7(a1) = s
folgt 7(K) C K und damit auch 7™ (K) C K fiir alle m € Z. Weil U = (7) auf N transitiv operiert,
existiert fiir jedes j € {1,...,p} ein m; € Z mit 7 (1) = ;. Wegen 77 (K) C K erhalten wir jeweils
a; =7 (q) € K, fir 1 < j <p. Aus ai,...,op € K folgt E = Q(a,...,ap) C K; weil andererseits K
in F liegt, gilt damit insgesamt K = E.



