Aufgabe H17T3A4 (12 Punkte)

Es sei a die reelle Zahl v/2 + /2 € R, und es sei ¢ die primitive dritte Einheitswurzel e27/3 ¢ C.

(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f von « iiber Q.

(b) Es sei B = V/2— 2 € R. Zeigen Sie, dass fiir den Zerfdllungskoérper L € C von f in C gilt
L =Q(e, ,0).

(c) Zeigen Sie, dass die reelle Zahl /2 in L liegt, und folgern Sie, dass die Galoisgruppe Gal(L|Q)

einen Normalteiler vom Index 6 besitzt.

Lésung:

zu (a) Zunéchst bestimmen wir ein Polynom iiber Q mit o = V2 + /2 als Nullstelle. Es gilt

a=1\24V2 = a*=24V2 = o’-2=Vv2 = (®-2)%=2
= o —4P+4=2 = af—-4aP+2=0.

Setzen wir f = 25 — 423 4+ 2 € Qla], dann gilt also f(a) = 0. AuBerdem ist f normiert, und nach dem
Eisenstein-Kriterium (angewendet auf die Primzahl 2) auch irreduzibel iiber Q. Insgesamt ist f also das

Minimalpolynom von « iiber Q.

zu (b)  Wir zeigen, dass N = {a, (o, (%, 3,(B3,¢(?B} die Menge der komplexen Nullstellen von f
ist. Setzen wir g = 22 — 4z + 2, dann gilt f(z) = g(2®), und die p-g-Formel zeigt, dass 2 + /2 die
beiden reellen Nullstellen von g sind. Nun gilt fiir & € {0,1,2} wegen (3% = ((3)F = 1F = 1 jeweils
f(¢Fa) = g((¢Fa)?) = g(¢*a?) = g(2+v2) = 0 und f(¢*B) = g(¢**B°) = g(2 — v/2) = 0. Dies zeigt,

dass N jedenfalls in der Nullstellenmenge von f enthalten ist.

Weil ¢ eine primitive dritte Einheitswurzel ist, sind durch 1,¢,¢? drei verschiedene komplexe Zahlen
gegeben. Wegen o, 8 # 0 sind auch die drei Elemente «, (o, (2a verschieden, ebenso f3,(f3,(?3. Wegen
I¢| = 1 und |of > |B| gilt [¢Fa| > |¢B| fiir beliebige k,¢ € {0,1,2}. Damit ist insgesamt gezeigt,
dass N ein sechselementige Teilmenge von C ist. Weil f als Polynom vom Grad 6 nicht mehr als sechs
verschiedene Nullstellen besitzt, ist N also nicht nur in der Nullstellenmenge von f enthalten, sondern

gleich der Nullstellenmenge von f.

Nach Definition des Zerfillungskorpers gilt also L = Q(N). Wir beweisen nun noch die Gleichung
Q(N) = Q(«, 5,¢). Mit o, 5,¢ € Q(a, 3,¢) sind auf Grund der Abgeschlossenheit von Q(«, 8, ¢) auch
alle Elemente aus N in diesem Kérper enthalten. Daraus folgt Q(N) C Q(a, 8, (). Fiir die umgekehr-
te Inklusion bemerken wir, dass wegen «,8 € N auch o, € Q(N) gilt. Aus a,la € Q(N) folgt
auch ¢ = (Ca)/a € Q(N). Damit ist insgesamt {«,3,(} C Q(N) nachgewiesen, und daraus folgt

Qe 8,¢) € Q(N).



zu (¢) Es gilt (aB)® = o®8% = (2+V2)(2 - V2) = 4 —2 = 2, also ist af eine Nullstelle von
g = 2% — 2. AuBerdem gilt a8 € R. Weil /2 die einzige reelle Nullstelle von g ist, folgt a3 = /2
und somit /2 € Q(a, 3,¢) = L. Wegen {v/2,¢} C L ist auch Ny = {¢*V/2 | k € {0,1,2}} eine
Teilmenge von L, und somit ist M = Q(N7) ein Zwischenkérper von L|Q. Fiir jedes k € {0,1,2} gilt
g(C*FV2) = (¢FV/2)3 —2=¢3*.2-2=1-2-2=0, und wegen /2 # 0 sind die Elemente ¢*/2 € C
verschieden. Dies zeigt, dass V7 die Nullstellenmenge von g ist, und folglich ist M der Zerfallungskorper
von ¢ iiber Q.

Als Zerfillungskorper eines Polynoms ist M normal iiber Q, und laut Galoistheorie ist U = Gal(L| M)
folglich ein Normalteiler von G = Gal(L|Q). Aufierdem gilt (G : U) = [M : Q]. Um diesen Erweiterungs-
grad zu bestimmen, bemerken wir zunichst, dass ¢ das Minimalpolynom von /2 iiber Q ist; denn g ist
normiert, nach dem Eisenstein-Kriterium (mit p = 2) irreduzibel, und es gilt g(3/2) = 0. Daraus folgt
zuniichst [Q(V/2) : Q] = grad(g) = 3. Das Polynom h = 22 + 2 + 1 ist normiert und erfiillt A(¢) = 0.
Wiire es iiber Q(1/2) reduzibel, dann miissten wegen grad(h) = 2 die beiden Nullstellen ¢, ¢? in Q(v/2)
liegen. Aber dies ist nicht der Fall, denn einerseits gilt Q(4/2) C R, andererseits aber ¢,¢? ¢ R. Also ist
h das Minimalpolynom von ¢ iiber Q(+v/2), und wir erhalten

Q(V2,0:QV2)] = [QV2)(Q):Q(V2)] = gadh) = 2

SchlieBlich gilt noch Q(3/2,¢) = Q(N;). Denn mit /2, ¢ € Q(v/2,¢) gilt auch Ny C Q(3/2,¢) auf Grund
der Abgeschlossenheit des Korpers unter Multiplikation, und damit Q(N;) € Q(+/2,¢). Umgekehrt
enthilt Q(Np) die Elemente /2 und ¢+/2, also auch ¢ = (¢+/2)/%/2. Somit gilt {3/2,¢} € Q(Ny), und
daraus folgt Q(+/2,¢) € Q(Ny). Damit ist die Gleichung bewiesen. Wir kénnen nun die Gradformel

anwenden und erhalten
G:U) = [M:Q = [QMN):Q = [QV2,0:Q =
[Q(V2,¢):Q(V2)]-[Q(V2):Q = 2:3 = 6.

Damit ist gezeigt, dass G einen Normalteiler vom Index 6 besitzt.



