Aufgabe H17T2A1 (8 Punkte)

Sei K ein Kérper. Eine quadratische Matrix A € M,, i heifit nilpotent, wenn ein m € IN mit A™ =0

existiert. Zeigen Sie

(a) Ist A € M,, i nilpotent, so gilt fiir das charakteristische Polynom x4 = z”.

(b) Ist A € M,, i nilpotent und diagonalisierbar, so gilt A = 0.

Lésung:

zu (a) Sei L = K?# ein algebraischer Abschluss von K. Dann zerfillt das charakteristische Polynom
X4 iiber L in Linearfaktoren, genauer gilt x4 = [[;—,(z — X\;), wobei die Menge {\1,...;\,} C L der
Nullstellen von y 4 mit der Menge der Eigenwerte von A in L iibereinstimmt. Fiir jedes ¢ € {1,...,n} sei

v; € L™\ {0} jeweils ein Eigenvektor zum Eigenwert \;.

Weil A nilpotent ist, gibt es ein m € IN mit A™ = 0. Fir 1 < i < n folgt aus Av; = \jv; jeweils
Ay, = A™v; = Ov; = 0. Wegen v; # 0 muss A* = 0 und somit auch A\; = 0 gelten. Dies wiederum

bedeutet x4 = H?:1($ —0)=2z".

zu (b) Ist A nicht nur nilpotent, sondern auch diagonalisierbar, dann existiert eine invertierbare Matrix
T € GL,(K) und Ay, ..., A\, € K, so dass D = TAT ™! eine Diagonalmatrix mit den Eintriigen Ay, ..., A,
ist. Wiederum ist {A1,...,A,} € K dann die Menge der Eigenwerte von A. Wie wir bereits in Teil (a)
gesehen haben, hat eine nilpotente Matrix keine Eigenwerte auer 0. Es folgt \; = 0 fiir 1 < ¢ < n, damit
D =0 und schliefllich A=T"'DT =T-'-0-T =0.



