Aufgabe H16T3A1 (12 Punkte)

Sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ : V — V ein Endomorphismus
von V', dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Beweisen Sie, dass die folgenden

Bedingungen dquivalent sind:

(i) Alle Eigenrdume von ¢ sind eindimensional.
(ii) Zu jedem Eigenwert von ¢ existiert in der Jordanschen Normalform genau ein Jordanblock.

(iii) Das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von ¢ sind gleich.

Lésung:

Sei B = (vy, ..., vy,) eine geordnete Basis von V und A € M,, i die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der
Basis B, wobei M, g die Menge der n x n-Matrizen iiber K bezeichnet. Auf Grund der Voraussetzungen
konnen wir annehmen, dass B so gewihlt wurde, dass sich die Matrix A in Jordanscher Normalform
befindet.

»(1) = (ii)* Sei A € K ein Eigenwert von ¢ (und somit auch on A). Laut Vorlesung stimmt die Anzahl
der Jordanblocke in A zum Eigenwert A mit der geometrischen Vielfachheit des Eigenwerts A iiberein. Ist

der Eigenraum Eig(¢, A) eindimensional, gibt es in A zum Eigenwert A also genau einen Jordanblock.

»(i) = (ili)* Seien Ay,..., A, € K die verschiedenen Eigenwerte von ¢ (bzw. A). Dann haben das
Minimalpolynom gy = pa € K[z] und das charakteristische Polynom x4 = x4 € K[z] von ¢ (bzw. A)
die Form . .

He = H($ — )\i)ea‘, und Xo = H(x _ )\i)ml

i=1 i=1
mit geeigneten eq,...,e, € N und mq,...,m, € IN, wobei my 4+ ... + m,, = n gilt. Da pua4 nach dem Satz
von Cayley-Hamilton ein Teiler von x4 ist, gilt auflerdem e; < m; fiir 1 < ¢ < r. Laut Vorlesung gibt
dabei e; jeweils die Zeilenzahl (oder Spaltenzahl) des groften Jordanblocks zum Eigenwert A; an, und
die gesamte Zeilenzahl aller Jordanblocke zu diesem Eigenwert ist gleich m;. Existiert nun fiir jedes
1 € {1,...,7} genau ein Jordanblock zum Eigenwert \;, dann muss e¢; = m; fiir 1 < i < r gelten. Daraus

wiederum folgt pg = x¢.

,(iil) = (1)“ Seien die Bezeichnungen A;,e;, m; wie im letzten Absatz gew#hlt. Gilt py = x4, dann
kann es pro Eigenwert \; nur einen Jordanblock geben (denn giibe es mehr als einen Jordanblock, dann
wére die Zeilenzahl e; des groBiten Blocks echt kleiner als die gesamte Zeilenzahl m; aller Blocke). Weil
die geometrische Vielfachheit vo \; gleich der Anzahl der Jordanblocke zu diesem Eigenwert ist, ist die

geometrische Vielfachheit sdmtlicher Eigenwerte gleich 1, und die Eigenrdume sind somit eindimensional.



