Aufgabe H15T2A5 (6+8 Punkte)

Sei £ =vV2+V2€R.

(a) Berechnen Sie das Minimalpolynom von ¢ iiber Q.

(b) Zeigen Sie, dass die Korpererweiterung Q(v/2 + v/2)|Q galoissch ist und berechnen Sie die Galois-
gruppe.

Lésung:

zu (a) Wir bestimmen ein Polynom in Q[z] mit ¢ als Nullstelle. Es gilt

E=\2+V2 = &2=24V2 = £2-2=V2 = (2-2?2=2
= -4 r4=2 = ¢ -42+2=0

Also ist ¢ eine Nullstelle des Polynoms f = x% — 422 + 2 € Q[z]. Auf Grund des Eisenstein-Kriteriums
angewendet auf p = 2 ist dieses iiber Q irreduzibel, auflerdem normiert. Insgesamt handelt es sich also

um das Minimalpolynom von £ iiber Q.

zu (b) Wir iiberpriifen, dass neben & auch 7 = v/2 — v/2 € R eine Nullstelle von f ist. Es gilt n? = 2—/2,

also
At +2 = (2-V2)2-42-V2)+2 = 4-4V2+2-8-4V2+2 = 0.

Weil f ein gerades Polynom ist, also f(x) = f(—=x) gilt, sind auch —¢, —n € R Nullstellen von f. Wir
iiberzeugen uns noch davon, dass die Nullstellen £&, &1 voneinander verschieden sind. Weil £, n positiv
und —¢, —n negativ sind, konnten hochstens € und n bzw. —£ und — iibereinstimmen. Aber die reellen
Zahlen 2 + v/2 sind positiv und verschieden voneinander, also kénnen auch ihre Quadratwurzeln nicht

gleich sein. Also sind ¢, +n die vier verschiedenen (reellen) Nullstellen von f.

Wir zeigen nun, dass die Erweiterung Q(£)|Q normal ist, indem wir nachweisen, dass es sich bei Q(§)

um den Zerfallungskorper von f iiber @ handelt. Dazu miissen wir die Gleichung

Q) = Q(££+n) iiberpriifen.

Die Inklusion ,,C“ ist offensichtlich erfiillt. Fiir die Inklusion ,,O0* bemerken wir zunéchst, dass
@ = @+V2E-v2) = 2-2 = 2

gilt. Wegen &1 > 0 folgt daraus £n = v/2. Nun ist mit €2 = 2 + /2 auch v/2 in Q(¢) enthalten. Daraus
folgt n = % € Q(&) und insgesamt +&£,+n € Q(£). Damit haben wir die Gleichung verifiziert. Die
Erweiterung Q(£)|Q ist auch separabel, denn als Zerfillungskorper ist Q(€) algebraisch iiber @, und die
Separabilitéit folgt somit auch char(Q) = 0. Insgesamt ist Q(£)|Q also eine Galois-Erweiterung.

Bestimmen wir nun den Isomorphietyp von G = Gal(Q(£)|Q). Weil Q(£)|Q galoissch und f das Minimal-
polynom von £ iiber Q ist, gilt |G| = [Q(&) : Q] = grad(f) = 4. Weil die 4 ein Primzahlquadrat ist, muss G
abelsch und somit ein Produkt zyklischer Gruppen sein. Daraus folgt G = Z /47 oder G = Z./27. X 7./ 2’Z..



Wir zeigen, dass die erste Moglichkeit zutrifft, indem wir zeigen, dass G ein Element der Ordnung 4
besitzt. Nummerieren wir die Nullstellen von f durch oy = &, as = =&, a3 = 1, ag = —n, so liefert
dies einen Isomorphismus zwischen G und einer vierelementigen Untergruppe G von S,. Nach dem
Fortsetzungssatz existiert ein Element o € G mit o(a;) = as, also o(§) = n und o(2 + v/2) = 0(£2) =
o(€)2 =n? =2—+/2. Es folgt 2+0(v/2) = 2— /2, also 0(1/2) = —/2. Damit kénnen wir nun die Bilder

von ao, as, iy unter o berechnen. Es gilt

olag) = o(-a) = —-olan) = —-az3 = a4
olasg) = = = = —a1 =
a1 0'(011) a3
olag) = o(—a3) = -olag) = —-a = o.

Das Element o € GG entspricht also der Permuation

12 3 4 .
= (1324 in G
3.4 21

Es gilt also ord(c) = ord((1 3 2 4)) = 4.



